Білет №1
1. [bookmark: _GoBack]Перетворення Гільберта. Дисперсійні співвідношення для аналітичного сигналу.
Перетворення Гільберта - лінійне інтегральне перетворення, яке ставить у відповідність функції іншу функцію в тій самій області. Назване на честь Давида Гільберта, який сформулював його в свої роботах над задачею Рімана-Гільберта для голоморфних функцій. Використовується в галузіперетворень Фур'є та аналізу Фур'є. В обробці сигналів перетворення Гільберта перетворює дійсний сигнал на аналітичний
В математики і обробці сигналів перетворення Гільберта - лінійний оператор, сопоставляющий кожної функції u (t)функцію H (u) (t) в тій же області.
Перетворення Гільберта може бути визначено в сенсі головного значення інтеграла по Коші:
[image: H (u) (t) = \ frac {1} {\ pi} \ text {vp} \ int \ limits_ {- \ infty} ^ {\ infty} \ frac {u (\ tau)} {t-\ tau } \, d \ tau]
Або, більш явно:
[image: H (u) (t) = - \ frac {1} {\ pi} \ lim_ {\ epsilon \ to 0} \ int \ limits_ {\ epsilon} ^ \ infty \ frac {u (t + \ tau)-u ( t-\ tau)} {\ tau} \, d \ tau.]
При дворазовому застосуванні перетворення Гільберта функція змінює знак:
[image: H (H (u)) (t) =-u (t), \,]
за умови, що обидва перетворення існують.
Зв'язок з перетворенням Фур'є
Перетворення Фур'є перетворення Гільберта дорівнює:
[image: 
\mathcal{F}(\mathcal{H}(u))(\omega) = (-i\,\operatorname{sgn}(\omega))\cdot \mathcal{F}(u)(\omega)\,
]
де [image:  \mathcal{F} ] означає перетворення Фур'є, а sgn це Signum-функція.
Згідно з формулою Ейлера,
[image:  -i\,\operatorname{sgn}(\omega)\ \, \ =\  \begin{cases}
\ \ i = e^{+i\pi/2}, & \mbox{for } \omega < 0\\
\ \ \ \ 0, & \mbox{for } \omega = 0\\
\ \ -i = e^{-i\pi/2}. & \mbox{for } \omega > 0.
\end{cases}]
Отже H(u)(t) здійснює зсув фази компонент негативної частоти u(t) на +90° (π/2 радіан) та фази компонент позитивної частоти на −90°. При цьомуi·H(u)(t) відновлює компоненти позитивної частоти та зсуває негативні на додаткові +90°, роблячи їх негативними.
Якщо перетворення Гільберта здійснюється двічі H(H(u)) = −u фаза компонентів негативної та позитивної частоти зсувається на +180° та −180°, відповідно. Сигнал стає негативним оскільки:
[image: e^{\pm i\pi} = -1.]
Зворотне пертворення
[image: H ^ {-1} =-H \,]


Дисперсійні співвідношення для аналітичного сигналу

Дисперсійні співвідношення - інтегральні рівняння, що зв'язують дійсну і уявну частини перетворення Фур'є функції відгукулінійної фізичної системи на зовнішні впливи. Є прямими наслідками фізичного принципу причинності і не залежать від конкретного механізму взаємодії системи із зовнішнім впливом.
Визначення
Нехай f (z) є комплексною функцією, аналітичність у верхній півплощині, та [image: f (z) \ rightarrow 0] при [image: | Z | \ rightarrow \ infty.] Припустимо, що має фізичний сенс функція F (x) є f (z) на речовій осі або, у разі наявності точки розгалуження, межа f (z) при z , Що прагне до речовій осі зверху.
[image: F (x) = \ lim_ {\ epsilon \ to 0} f (x + i \ epsilon).]
Дисперсійні співвідношення записуються у вигляді інтегральних рівнянь:
[image: F (x) = \ frac {1} {\ pi i} P \ int_ {- \ infty} ^ {\ infty} \ frac {F (x ')} {x'-x} dx',]
[image: \ Operatorname {Re} F (x) = \ frac {1} {\ pi} \ mathcal {P} \ int_ {- \ infty} ^ {\ infty} \ frac {\ operatorname {Im} F (x ')} {x'-x} dx ',]
[image: \ Operatorname {Im} F (x) = \ frac {1} {\ pi} \ mathcal {P} \ int_ {- \ infty} ^ {\ infty} \ frac {\ operatorname {Re} F (x ')} {x'-x} dx ';]
тут [image: \ Mathcal {P}] - Символ інтеграла в сенсі головного значення. Дисперсійні співвідношення виводяться із застосуванням інтегральної формули Коші і, таким чином, не залежать від конкретної розглянутої моделі фізичного явища.
Фізичний зміст
"Відгук" [image: \ Varphi (t)]лінійної системи на "обурення" [image: g (t)] можна записати у вигляді: [image: \ Varphi (t) = \ int K (t-t ') g (t') dt ',] де K (t) - функція Грінасистеми. Розглянуті функції f (z) являють собою перетворення Фур'є таких функцій Гріна: [image: f (z) = \ int \ exp (itz) K (t) dt.] Вимога причинності, що складається в неможливості виникнення відгуку раніше причини, означає, що K (t) = 0 при t <0 . Наслідком принципу причинності є те, що функція f (z) аналітична у верхній півплощині та [image: f (z) \ rightarrow 0] при [image: | Z | \ rightarrow \ infty.]
Застосовуються
В квантової теорії поля, при розрахунку амплітуд розсіювання. Дисперсійні співвідношення пов'язують безпосередньо одержувані з досвіду величини, такі як амплітуди ймовірностей або перетину різних переходів.
Вперше були отримані Крамерса і Кроніга в класичній теорії дисперсії, при вивченні залежності показника заломленнясередовища від частоти світла, для дійсної та уявної частини показника заломлення середовища
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