15.1 Коефіцієнт кореляції, його означення та властивості.
Коефіцієнтом кореляції ρζη випадкової величини (ζ, η), називають відношення
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де σζ, ση - середні квадратичні відхилення випадкових величин ζ та η.
    Коефіцієнт кореляції незалежних випадкових величин дорівнює нулю.

Означення 10.6
    Випадкові величини, для яких кореляційний момент (а значить і коефіцієнт кореляції) дорівнює нулю, називають некорельованими.

Очевидно, що для некорельованості випадкових величин достатньо, щоб їх сумісний розподіл був симетричний відносно будь-якої прямої, паралельної одній з осей координат.
    Зауважимо, що рівність нулю коефіцієнта кореляції – необхідна, але не достатня умова незалежності випадкових величин.
    Отже, з некорельованості випадкових величин не завжди випливає їх незалежність.     Коефіцієнт кореляції характерезує не будь-яку залежність, а тільки так звану лінійку, яка полягає в тому, що при зростанні однієї з випадкових величин інша зростає (або спадає) за лінійним законом. Якщо випадкові величини ζ та η мають точно лінійну функціональну залежність η=aζ+b , то ρζη=±1 причому, якщо a>0 ρζη=1 , а якщо a<0 ρζη=-1. В загальному значення коефіцієнта кореляції ρζη задовільняють нерівність: -1 ≤ ρζη ≤ 1 .

	Сформулюємо властивості коефіцієнта кореляції.



    1. Коефіцієнт кореляції не залежить від вибору одиниці виміру випадкових величин, тобто є величиною безрозмірною.

    2. Абсолютна величина коефіцієнта кореляції не перевищує одиниці: |ρζη|≤1.
Доведення.
Розглянемо величину ρ=(ζ-Mζ)+t(η-Mη). Оскільки Mρ2≥0 при всіх t і
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то квадратний тричлен [image: image3.png]Dé+ Mgy +1°Dy



 невід’ємний при всіх t. Тоді його дискримінант [image: image4.png]Hey —Dg Dy =0
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.
Розділивши обидві частини останньої нерівності на [image: image6.png]Tg Oy



, отримаємо [image: image7.png]


. •
Зауваження.
При ζ=η маємо μζ, η=Dζ і ρζ, ζ=1. Тобто коефіцієнт кореляції величини ζ з самою собою дорівнює 1. Отже, слід сподіватись (чекати, що серед всіх величин η величина η=ζ має найбільший коефіцієнт кореляції з величиною ζ тобто ρζ, η≤ρζ, ζ=1 оскільки серед всіх величин η величина η=ζ “найбільше” залежить від величини ζ. Дійсно має місце теорема.

    3. Розглянемо окремо екстремальні випадки, коли ρζ, η=±1.

    Теорема 10.2 Коефіцієнт кореляції величини ζ і η ρζ, η=±1 тоді і лише тоді, коли з ймовірністю 1 між випадковими величинами ζ і η існує точна лінійна функціональна залежність.
Доведення. 
⇒ Очевидно, що ρζ, η=±1 тоді і лише тоді, коли квадратний тричлен, розглянутий при доведенні теореми – має однакові дійсні корені t1=t2=t0. При t0 маємо
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Отже, з ймовірністю 1 [image: image9.png]& - ME +tgln-
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або
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Лінійну функціональну залежність завжди можна представити у вигляді (*) при деякому t0, що означає існування однакових дійсних коренів t1=t2=t0 квадратного тричлена, а, отже, справедливість рівності |ρζ, η|=1. •
    З останньої теореми випливає, що коефіцієнт кореляції можна розглядати як міру прямолінійності розподілу двовимірної випадкової величини (ζ, η).

    4. Якщо ρζ, η≠0, то складові ζ, η випадкового вектора (ζ, η) залежні.

    У випадку ρζ, η>0 говорять про позитивну кореляцію випадкових величин ζ, η. Це означає, що при зростанні однієї з них інша має тенденцію в середньому зростати. Якщо ж ρζ, η<0, то кажуть про від'ємну кореляцію випадкових величин ζ та η, тобто при зростанні однієї з них інша в середньому спадає. За означенням умовного математичного сподівання випливає, що при зміні значення y змінюється і
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Аналогічно умовне математичне сподівання M(η|ζ=x) можна розглядати як функцію аргументу y: M(η|ζ=x) = ψ(y).

