Білет №3. Лінійний регресійний аналіз.
У статистиці лінійна регресія — це метод моделювання залежності між скаляром y та векторною (у загальному випадку) змінною X.  У випадку, якщо змінна X також є скаляром, регресію називають простою.
При використанні лінійної регресії взаємозв'язок між даними моделюється за допомогою лінійних функцій, а невідомі параметри моделі оцінюються за вхідними даними. Подібно до інших методів регресійного аналізу лінійна регресія повертає розподіл умовної імовірності y в залежності від X, а не розподіл спільної імовірності y та X, що стосується області мультиваріативного аналізу.
При розрахунках параметрів моделі лінійної регресії як правило застосовується метод найменших квадратів, але також можуть бути використані інші методи. Так само метод найменших квадратів може бути використаний і для нелінійних моделей. Тому МНК та лінійна регресія хоч і є тісно пов'язаними, але не є синонімами.
Загалом лінійна регресійна модель визначається у виді:
[image: y = \beta_0 + \beta_1 x_1 + \ldots + \beta_K x_K + u,]
де [image: y\,] — залежна пояснювана змінна, [image: (x_1,x_2,\ldots,x_K)] — незалежні пояснювальні змінні, [image: u\,] — випадкова похибка, розподіл якої в загальному випадку залежить від незалежних змінних але математичне сподівання якої рівне нулю.
Відповідно згідно з цією моделлю математичне очікування залежної змінної є лінійною функцією незалежних змінних:
[image: \mathbb E (y) = \beta_0 + \beta_1 x_1 + \ldots + \beta_K x_K + u.]
Вектор параметрів [image: (\beta_0,\beta_1, \ldots , \beta_K)] є невідомим і задача лінійної регресії полягає у оцінці цих параметрів на основі деяких експериментальних значень [image: y\,] і [image: (x_1,x_2,\ldots,x_K).] Тобто для деяких n експериментів є відомі значення [image: \{y_i,\, x_{i1}, \ldots, x_{ip}\}_{i=1}^n] незалежних змінних і відповідне їм значення залежної змінної.
Згідно з визначенням моделі для кожного експериментального випадку залежність між змінними визначається формулами:
[image: y_i = \beta_0 + \beta_1 x_{1,i} + \ldots + \beta_K x_{K,i} + u_{i},]
або у матричних позначеннях [image: y = X\beta + u, \,]
де:
[bookmark: _GoBack][image: y = \begin{pmatrix} y_1 \\ y_2 \\ \vdots \\ y_n \end{pmatrix}, \quad X = \begin{pmatrix} x'_1 \\ x'_2 \\ \vdots \\ x'_n \end{pmatrix} = \begin{pmatrix} 1 & x_{11} & \cdots & x_{1K} \\ 1 & x_{21} & \cdots & x_{2K} \\ \vdots & \ddots & \vdots \\ 1 & x_{n1} & \cdots & x_{nK} \end{pmatrix}, \quad \beta = \begin{pmatrix} \beta_0 \\ \beta_1 \\ \vdots \\ \beta_K \end{pmatrix}, \quad u = \begin{pmatrix} u_1 \\ u_2 \\ \vdots \\ u_n \end{pmatrix}.]
На основі цих даних потрібно оцінити значення параметрів [image: (\beta_0,\beta_1, \ldots , \beta_K),] а також розподіл випадкової величини [image: u\,.] Зважаючи на характеристики досліджуваних змінних можуть додаватися різні додаткові специфікації моделі і застосовуватися різні методи оцінки параметрів. Серед найпоширеніших специфікацій лінійних моделей є класична модель лінійної регресії і узагальнена модель лінійної регресії.
Класична модель лінійної регресії
Згідно з класичною моделлю додатково вводяться такі вимоги щодо специфікації моделі і відомих експериментальних даних:
· [image: \forall i \neq j \quad \mathbb E(u_i u_j|x_i) = 0] (відсутність кореляції залишків)
· [image: \forall i \quad \mathbb E(u_i^2|x_i) = \sigma^2] (гомоскедастичність)
попередні дві властивості можна також записати в матричних позначеннях [image: \mathbb V(u|X) = \sigma^2 I_n,] де In — одинична матриця розмірності n.
· Ранг матриці X рівний K+1.
· Усі елементи матриці X є невипадковими.
Часто додається також умова нормальності випадкових відхилень, яка дозволяє провести значно ширший аналіз оцінок параметрів та їх значимості, хоча і не є обов'язковою для можливості використання наприклад методу найменших квадратів:
· [image: u_i | x_i \sim \mathcal N (0, \sigma^2).]
Для асимптотичних властивостей оцінок додатково вимагається виконання деяких додаткових умов на матрицю X коли її розмірність прямує до безмежності. Однією з таких умов може бути існування границі при прямуванні розмірності до безмежності:
· [image: \lim_{n \to \infty} \lambda_{-}(X'X) = \infty,] де [image: \lambda_{-}] позначає найменше власне значення матриці.
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