
Ñïèñîê ðåçóëüòàòiâ òà ôîðìóë ç êóðñó �Êîìïëåêñíèé àíàëiç�,
ÿêi ñòóäåíò ìà¹ çíàòè íàïàì'ÿòü

1) Êîìïëåêñíi ÷èñëà
a) Äi¨ íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè:

z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2), z1 − z2 = (x1 − x2) + i(y1 − y2),

z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2),
z1

z2
=

x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
y1x2 − x1y2

x2
2 + y2

2

.

b) Ìîäóëü i àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:

|z| =
√

x2 + y2 ≥ 0, Argz =

{
arctg (y/x) + 2kπ â I òà IV êâàäðàíòàõ
arctg (y/x) + (2k + 1)π â II òà III êâàäðàíòàõ

c) Ôîðìóëà Åéëåðà: eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ.
d) Ôîðìóëà Ìóàâðà: (cos ϕ + i sin ϕ)n = cos nϕ + i sin nϕ, n ∈ Z.
e) Ôîðìóëà êîðåíÿ n�ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:

{
n
√

z
}

k
= n

√
|z|ei(arg z+2πk)/n, k = 0, n− 1.

2) Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨
a) Òðè îçíà÷åííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨.
b) Óìîâè Êîøi�Ðiìàíà â îðòîãîíàëüíèõ êîîðäèíàòàõ:

ó äåêàðòîâèõ: ux = vy, uy = −vx

ó ïîëÿðíèõ: uρ =
1
ρ
vϕ,

1
ρ
uϕ = −vρ

ó äîâiëüíèõ: us = vn, un = −vs

êîìïëåêñíèé çàïèñ: ∂f

∂z
= 0.

c) Ôîðìàëüíi ïîõiäíi Êîøi:
∂

∂z
=

1
2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1
2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
,

d) Ôîðìóëè äëÿ ïîõiäíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ÷åðåç ïîõiäíi âiä ¨¨ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí:
f ′(z) = ux + ivx = vy − iuy = ux − iuy = vy + ivx.

e) Îçíà÷åííÿ êîíôîðìíîãî ïåðåòâîðåííÿ. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìîäóëÿ òà àðãóìåíòà ïîõiäíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨.
f) Ôîðìóëè äîâæèíè êðèâî¨: l(γ∗) =

∫
γ
|f ′(z)| · |dz| òà ïëîùà îáëàñòi: S(D∗) =

∫∫
D
|f ′(z)|2dxdy.

3) Iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.
a) Îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà âiä ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.
b) Iíòåãðàë îðòîãîíàëüíîñòi: ∫

|z|=R

zndz = 2πiδn,−1, n ∈ Z.

c) Çíà÷åííÿ iíòåãðàëà âiä àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ïî ìåæi îáëàñòi ¨¨ àíàëiòè÷íîñòi (iíòåãðàëüíà òåîðåìà Êîøi):∫

∂D

f(z)dz = 0.

d) Iíòåãðàëüíi ôîðìóëè Êîøi:

1
2πi

∫

∂D

f(ζ)
ζ − z

dζ =

{
f(z), z ∈ D

0, z /∈ D.

n!
2πi

∫

∂D

f(ζ)

(ζ − z)(n+1)
dζ =

{
f (n)(z), z ∈ D

0, z /∈ D.

4) Àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ òà ñòåïåíåâi ðÿäè.
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a) Ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨, àíàëiòè÷íî¨ â êðóçi, ñòåïåíåâèì ðÿäîì (ôîðìóëà Òåéëîðà):

f(z) =
∞∑

n=0

cn(z − a)n, cn =
f (n)(a)

n!
,

b) Ôîðìóëà Êîøi-Àäàìàðà äëÿ ðàäióñó çáiæíîñòi ñòåïåíåâîãî ðÿäà: 1/R = limn→∞ n
√
|cn|

c) Îçíà÷åííÿ íóëÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ òà éîãî ïîðÿäêà.
i

d) Ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨, àíàëiòè÷íî¨ â êiëüöi, ñòåïåíåâèì ðÿäîì (ôîðìóëà Ëîðàíà):

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n , äå cn =

1
2πi

∫

|ζ−a|=ρ
r<ρ<R

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ.

e) Îçíà÷åííÿ òà êëàñèôiêàöiÿ içîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê îäíîçíà÷íî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ (óñóâíi òî÷êè, ïîëþñè,
ñóòò¹âî îñîáëèâi òî÷êè).

f) Ïîâåäiíêà àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â îêîëi içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè.
óñóâíà òî÷êà: lim

z→a
f(z) = c0 6= ∞,

ïîëþñ: lim
z→a

f(z) = ∞,

ñóòò¹âî îñîáëèâà òî÷êà: òåîðåìà Ñîõîöüêîãî.
5) Òåîðiÿ ëèøêiâ

a) Îçíà÷åííÿ ëèøêà:
res
z=a

f(z) =
1

2πi

∫

C

f(z)dz

b) Ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ ëèøêiâ:
res
z=a

f(z) = c−1 â òî÷öi àíàëiòè÷íîñòi àáî â óñóâíié
res
z=a

f(z) = lim
z→a

(z − a)f(z) äëÿ ïîëþñà ïåðøîãî ïîðÿäêà

res
z=a

φ(z)
ψ(z)

=
φ(a)
ψ′(a)

äëÿ ïîëþñà ïåðøîãî ïîðÿäêà

res
z=a

f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→a

dn−1

dzn−1

(
(z − a)nf(z)

)
äëÿ ïîëþñà n�ãî ïîðÿäêà

res
z=a

φ(z)
(z − a)n

=
φ(n−1)(a)
(n− 1)!

äëÿ ïîëþñà n�ãî ïîðÿäêà

res
z=∞

f(z) = −c−1

n∑

k=1

res
z=zk

f(z) + res
z=∞

f(z) = 0 òåîðåìà ïðî ïîâíó ñóìó ëèøêiâ

c) Ôîðìóëà îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà ïî çàìêíåíîìó êîíòóðó âiä àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ çà äîïîìîãîþ ëèøêiâ (òåîðåìà
ïðî ëèøêi): ∫

∂D

f(z)dz = 2πi

n∑

k=1

res
z=zk∈D

f(z).

d) Îçíà÷åííÿ ëîãàðèôìi÷íîãî ëèøêà.
e) Ôîðìóëà îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà ïî çàìêíåíîìó êîíòóðó âiä ïîõiäíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ çà äîïîìîãîþ ëèøêiâ

(òåîðåìà ïðî ëîãàðèôìi÷íi ëèøêi):
1

2πi

∫

∂D

f ′(z)
f(z)

dz = N [f(z)]− P [f(z)].

f) Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè.
6) Àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ. Ðiìàíîâà ïîâåðõíÿ.
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a) Îçíà÷åííÿ, çìiñò òà ìåòîäè àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ.
b) Äiéñíî-àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ òà ¨õí¹ ïðîäîâæåííÿ (ðàçîì iç ñïiââiäíîøåííÿìè ìiæ íèìè) ç äiéñíî¨ ïðÿìî¨ â êîì-

ïëåêñíó ïëîùèíó.
c) Áàãàòîçíà÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨.
d) Ïîíÿòòÿ ðiìàíîâî¨ ïîâåðõíi.

7) Êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ.
a) Òåîðåìà Ðiìàíà ïðî êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi â êðóã.
b) Îçíà÷åííÿ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨.
c) Ñïðÿæåíi ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ òà çâ'ÿçîê ìiæ íèìè:

v(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

−uydx + uxdy + const.

d) Ôîðìóëà ïåðåòâîðåííÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïðè êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ:

uxx + uyy = |f ′(z)|2 (Uξξ + Uηη) .

e) Îçíà÷åííÿ äðîáîâî�ëiíiéíèõ ôóíêöié, ¨õíÿ êëàñèôiêàöiÿ (åëiïòè÷íi, ãiïåðáîëi÷íi, ïàðàáîëi÷íi, ëîêñîäðîìi÷íi)
òà îñíîâíi âëàñòèâîñòi (êîíôîðìíiñòü âiäîáðàæåííÿ, ãðóïîâà òà êðóãîâà âëàñòèâîñòi).

f) Âèçíà÷åííÿ äðîáîâî�ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ çà òðüîìà òî÷êàìè:
w − w1

w − w3
· w2 − w3

w2 − w1
=

z − z1

z − z3
· z2 − z3

z2 − z1
.

g) Ôîðìóëè äðîáîâî�ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ:

êðóãà íà êðóã: w = eiα z − z0

1− zz0
,

íàïiâïëîùèíè íà êðóã: w = eiα z − z0

z − z0
.

h) Ôîðìóëà Êðiñòîôåëÿ�Øâàðöà äëÿ âiäîáðàæåííÿ íàïiâïëîùèíè (êðóãà) â áàãàòîêóòíèê:

f(z) = C

z∫

z0

n∏

k=1

(z − ak)αk−1dz + w0

8) Ôiçè÷íèé çìiñò àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨. Ôóíêöi¨ Ãðiíà. Çàäà÷à Äiðiõëå.
a) Ôiçè÷íèé çìiñò àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ÿê êîìïëåêñíîãî ïîòåíöiàëà âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîùèíi.
b) Íóëü êîìïëåêñíîãî ïîòåíöiàëà òà êðèòè÷íà òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ.
c) Îñîáëèâi òî÷êè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöiàëà òà çàðÿäè i ìóëüòèïîëi âåêòîðíîãî ïîëÿ.
d) Îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà îáëàñòi òà ¨¨ ôiçè÷íèé çìiñò.
e) Âèðàç ôóíêöi¨ Ãðiíà ÷åðåç ôóíêöiþ êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi íà êðóã:

G(z, z0) =
1
2π

ln |f(z, z0)|.

f) Ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ ïðîñòiøèõ îáëàñòåé:

äëÿ îäèíè÷íîãî êðóãà: G(z, z0) =
1
2π

ln
∣∣∣ z − z0

1− zz0

∣∣∣,

äëÿ âåðõíüî¨ íàïiâïëîùèíè: G(z, z0) =
1
2π

ln
∣∣∣z − z0

z − z0

∣∣∣.

g) Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Äiðiõëå.
h) Ôîðìóëà ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðiõëå çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà.

u(z0) =
∫

∂D

u0(z)
∂G(z, z0)

∂n
dz,
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i) Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ êðóãà (ôîðìóëà Øâàðöà):

u(z0) = Re 1
2πi

∫

|z|=1

u0(z)
z + z0

z − z0

dz

z
.

j) Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ïiâïëîùèíè (ôîðìóëà Øâàðöà):

u(z0) = Re 1
πi

∞∫

−∞
u0(x)

dx

x− z0
.

9) Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà.
a) Ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà òà çâîðîòíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà:

F (p) =

∞∫

0

f(t)e−ptdt, f(t) =

a+i∞∫

a−i∞

F (p)eptdp.

Çâ'ÿçîê ìiæ çîáðàæåííÿì i îðèãiíàëîì ïîçíà÷àþòü: f(t) : F (p), àáî F (p) : f(t).
b) Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà:

1◦ Ëiíiéíiñòü: αf(t) + βg(t) : αF (p) + βG(p).
2◦ Ïîäiáíiñòü: f(αt) : F (p/α)

α
.

3◦ Çàïiçíåííÿ: f(t− τ) : e−pτF (p).
4◦ Çñóâ: ep0tf(t) : F (p− p0).

5◦ Çãîðòêà: F (p)G(p) :
t∫
0

f(τ)g(t− τ)dτ .

6◦ Äèôåðåíöiþâàííÿ îðèãiíàëà: f ′(t) : pF (p)− f(0).
7◦ Äèôåðåíöiþâàííÿ çîáðàæåííÿ: F (n)(p) : (−1)ntnf(t).

8◦ Iíòåãðóâàííÿ îðèãiíàëà:
t∫
0

f(t)dt : F (p)
p .

9◦ Iíòåãðóâàííÿ çîáðàæåííÿ: f(t)
t

:
∞∫
p

F (p)dp.

c) Ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ, ðiçíèöåâèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ
Ëàïëàñà.

10) Åëåìåíòè òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç àíàëiòè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè.
a) Çâè÷àéíi, ðåãóëÿðíi òà iððåãóëÿðíi îñîáëèâi òî÷êè äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.
b) Ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ â îêîëi îñîáëèâèõ òî÷îê:

w1(z) = (z − z0)ρ1f1(z), w2(z) = (z − z0)ρ2f2(z),
w1(z) = (z − z0)ρ1f1(z), w2(z) = w1(z) [f3(z) + σ ln(z − z0)] ,

λk = exp(2πiρk), λ = 1/2πiσ.

c) Ðiâíÿííÿ êëàñó Ôóêñà:

w′′ +

(
n∑

k=1

1− ρ
(k)
1 − ρ

(k)
2

z − zk

)
w′

+




n∑

k=1

ρ
(k)
1 ρ

(k)
2

z − zk

n∏

l=1,l 6=k

(zk − zl) + Qn−2(z)


 w∏n

k=1(z − zk)
= 0,

d) Ãiïåðãåîìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ÿê äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç òðüîìà ðåãóëÿðíèìè îñîáëèâèìè òî÷êàìè.
e) Çàãàëüíèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ Ãàóññà äëÿ ôóíêöi¨ u =2 F1(α1, α2; β|z):

z(1− z)u′′ + [β − (α1 + α2 + 1)z] u′ − α1α2u = 0.

f) Çàãàëüíèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ ðiâíÿííÿ Êóììåðà äëÿ ôóíêöi¨ u =1 F1(α; β|z):
zu′′ + [β − z]u′ − αu = 0.


