
2. Êëàñèôiêàöiÿ òà êàíîíi÷íèé âèä ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Õàðàêòåðèñòèêè.

Ðîçãëÿäà¹ìî çàãàëüíèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ äâóõ êîîðäèíàò (x, y)

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy = Φ(x, y, u, ux, uy) (1)

Îçíà÷åííÿ Âåëè÷èíó ∆ = b2 − ac íàçèâàþòü äèñêðèìiíàíòîì ðiâíÿííÿ (1)
Ò.1 Äëÿ ðiâíÿííÿ (1) âåëè÷èíà sign∆ = sign(b2−ac) iíâàðiàò ïåðåòâîðåíü çìiííèõ (x, y)→

(ξ, η)
� Çàäàìî ïåðåòâîðåííÿ (x, y)→ (ξ, η) ÿê{

ξ = ξ(x, y)
η = η(x, y)

(2)

Ïðè÷îìó áóäåìî âèìàãàòè âiä ïåðåòâîðåííÿ (2) òå ùîá ÿêîáiàí ïåðåòâîðåííÿ íå áóâ ðiâíèé
íóëþ, ùî îçíà÷à¹ ùî ïåðåòâîðåííÿ äîïóñêà¹ çâîðîòí¹

J =

∣∣∣∣ ξx ξy
ηx ηy

∣∣∣∣ 6= 0

çâiäêè çà ïðàâèëàìè äèôôåðåíöiþâàííÿ îòðìà¹ìî ïðàâèëà ïåðåòâîðåííÿ ïîõiäíèõ

ux = (u(ξ, η))x = uξξx + uηηx
uy = (u(ξ, η))y = uξξy + uηηy
uxx = (ux)x = (uξξx + uηηx)x =

= uξξξ
2
x + 2uξηξxηx + uξξxx + uηηη

2
x + uηηxx

uyy = uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uξξyy + uηηη

2
y + uηηyy

uxy = uyx = (ux)y = (uξξx + uηηx)y = uξyξx + uξξxy + uηyηx + uηηxy =
= uηηxy + uξξxy + ξx(uξξξy + uξηηy) + ηx(uηξξy + uηηηy) =
= uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy


(3)

ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (3) äî (1) òà ïîñëiäóþ÷îãî ãðóïóâàííÿ ìîæíà îòðèìàòè ðiâíÿííÿ â íîâèõ
êîîðäèíàòàõ

a1(ξ, η)uξξ + 2b1(ξ, η)uξη + c1(ξ, η)uηη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη) (4)
a1 = aξ2x + 2bξxξy + cξ2y
c1 = aη2x + 2bηxηy + cη2y
b1 = aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy

(5)

Çàóâàæåííÿ 1 âñi êîåôiöi¹íòè (5) â ÿâíîìó âèãëÿäi çàëåæàòü âiä (x, y) àëå îñêiëüêè ïåðå-
òâîðåííÿ ìà¹ îáåðíåíå òî ∃φ(ξ, η), ψ(ξ, η) : (ξ, η)→ (x, y)

Çàóâàæåííÿ 2 ÿêùî ôóíêöiÿ Φ áóëà ëiíiéíîþ âiäíîñíî ux, uy, u òî âîíà i çàëèøèòüñÿ
òàêîþ ç-çà ëiíiéíîñòi ïåðåòâîðåíü (3)

Íåâàæêî ïîìiòèòè ùî ðiâíÿííÿ (5) âiäïîâiäàþòü ðiâíÿííÿì ïåðåòâîðåííÿ áiêâàäðàòíî¨
ôîðìè a(x, y)x′2 + c(x, y)y′2 + 2b(x, y)x′y′. Òîìó, ÿêùî ââåñòè ìàòðèöi

A =

(
a b
b c

)
, A1 =

(
a1 b1
b1 c1

)
, U =

(
ξx ηx
ξy ηy

)
ìîæíà îòðèìàòè åêâiâàëåíòíó äî (5) ìàòðè÷íó ðiâíiñòü

A1 = UAUT (6)
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Çíàéäåìî âèçíà÷íèê (6) detA1 = detU detA detUT = J2 detA, à îñêiëüêè J ∈ R ∧ J 6= 0 ⇒
J2 > 0⇒ sign(b2 − ac) = sign(b21 − a1c1) �

Îçíà÷åííÿ Â çàëåæíîñòi âiä âåëè÷èíè ∆ = sign(b2 − ac) ðiâíÿííÿ (1) ïîäiëÿþòü íà òàêi
êàòåãîði¨:
∆ > 0 � ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó;
∆ < 0 � ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òèïó;
∆ = 0 � ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó;

Îáåðåìî çìiííi ξ, η òàêèì ÷èíîì, ùîá a1 ñòàâ äîðiâíþâàòè íóëþ, ïîêëàäåìî â ðiâíÿííi (5)
ξ = w(x, y), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

aw2
x + 2bwxwy + cw2

y = 0 (7)

Îçíà÷åííÿ Ðîçâÿçîê w(x, y) ðiâíÿííÿ (7) íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòèêîþ.
Íåõàé y = y(x,C) äå C � äîâiëüíà ñòàëà, ðîçâÿçîê ðiâíÿííÿ w = C, òîäi íà öié êðèâié

dw = 0⇒ wxdx+ wydy = 0 çâiäêè îòðèìà¹ìî, ùî

dy

dx
= −wx

wy
(8)

ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ (7) íà w2
y îòðèìà¹ìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiéíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî y

a(y′)2 + 2by′ + c = 0 (9)

ÿêå çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ

y′± =
b±
√

∆

a
(10)

ðîçâÿçêàìè ÿêîãî áóäóòü y±(x,C) ç ÿêèõ ìîæíà âèðàçèòè w = C(y, x).
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäêè ðiçíèõ òèïiâ ðiâíÿíü

1. ∆ > 0 � ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó. Õàðàêòåðèñòèêè äâi ðiçíi ôóíêöi¨ w±(x, y). Ïî-
êëàäåìî ξ = w+, η = w−, òîäi êîåôiöi¹íòè a1, c1 çãiäíî ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì
äîðiâíþþòü íóëþ. Îòðèìà¹ìî êàíîíi÷íó ôîðìó ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó

2b1uξη = Φ (11)

àáî ïiñëÿ çàìií α = ξ + η, β = ξ − η òà äiëåííÿ íà êîåôiöi¹íò ïðè ìiøàíié ïîõiäíié
îòðèìà¹ìî iíøó êàíîíi÷íó ôîðìó

uαα − uββ = Φ (12)

2. ∆ = 0 � õàðàêòåðèñòèêà òiëüêè îäíà i äiéñíà, òîäi ìîæíà çðîáèòè ïåðåòâîðåííÿ ξ = w,
η = η(x, y) äå η � äîâiëüíà. a1 = 0 â ñèëó òîãî ùî w �ðîçâÿçîê õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ðiâíÿííÿ. Îñêiëüêè b =

√
ac òî b = (

√
aξx +

√
bξy)(

√
aηx +

√
cηy) = 0 â ñèëó ðiâíîñòåé

(8),(10). Òîäi êàíîíi÷íà ôîðìà
c1uηη = Φ (13)

3. ∆ < 0 õàðàêòåðèñòèêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi. Òîìó âèáèðà¹ìî ξ = <w = (w+w∗)/2, η =
=w = (w − w∗)/(2i). ßê íå âàæêî ïîêàçàòè

a(uξξ + uηη) = Φ (14)
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