
Білет 10 

1). Фундаментальний розв'язок хвильового рiвняння в 3-вимiрному просторi. 
Розв'язок задачiКошi. 

Загальний вигляд хвильового рівняння: ⎕ 푢(푥, 푡) = 푓(푥, 푡),   ⎕ = − 푎 △ . 
Фундаментальнийрозв'язок – церозв'язокрівняння: ⎕휀 = 훿(푥, 푡) 

퐹  |   휕 휀 (푥, 푡) − 푎 △ 휀 (푥, 푡) = 훿(푥, 푡) – діємо перетворенням Фур’є 
                퐹 [ 휀 (푥, 푡)] = 휀̃ (푘, 푡) 
          휕 휀̃ (푘, 푡) − 푎 |푘| 휀̃ (푘, 푡) = 1(푘)훿(푡) 
휀̃ (푘, 푡) = 휃(푘)푧(푡) 

푧 + 푎 |푘| 푧 = 0
푧(0) = 0
푧 (0) = 0

�
푧(푡) = 퐴푠푖푛 푎|푘|푡 + 퐵푐표푠 푎|푘|푡

푧(0) = 퐵 = 0

푧 (0) = 퐴푎|푘| = 1     ⇒    퐴 =
1

푎|푘|

 

푧(푡) = | |
| |

 ;   휀̃ (푘, 푡) = ( ) | |
| |

 

휀 (푥, 푡) = 퐹 [휀̃ (푘, 푡)] =
휃(푡)

(2휋)
sin 푎|푘|푡

푎|푘|
ℝ

푒 ( , )푑푘  

 – фундаментальний розв’язок хвильового рівняння для n-вимірноговипадку. 
 
Для трьохвимірного випадку: n = 3: 
푑푘 = |푘| 푑|푘| sin 휃 푑휃푑휑,      (푘, 푥) = |푘||푥| cos 휃. Отже,  

휀 (푥, 푡) =
휃(푡)

(2휋)
|푘| 푑|푘|

푎|푘|
푑휑 푒 | || | sin 휃푑휃 sin 푎|푘|푡 

퐼 = 푒 | || | sin 휃푑휃 = |cos 휃 = 푦| = 푒 | || | 푑푦 =
푒 | || | − 푒 | || |

−푖|푘||푥|
= 2

sin|푘||푥|
|푘||푥|

 

휀 (푥, 푡) = ( )
( ) 2휋 ∫

| | | |
| | 2 | || |

| || | sin 푎|푘||푡| = ( )
| | ∫ [cos|푘|(푎푡 − |푥|) − cos|푘| (푎푡 + |푘|)]푑|푘| =

∫ cos 푘푥 푑푘 = ∫ 푒 푑푘 = 휋훿(푥) = ( )
| | 휋[훿(푎푡 − |푥|) − 훿(푎푡 + |푥|)], оскількиостанній доданок в 

дужках не нуль тільки в точці  푡 = − | |, а в нас 푡 > 0, тому фундаментальний розв’язок має вигляд: 

휀 (푥, 푡) =
휃(푡)훿(푎푡 − |푥|)

4휋|푥|푎
 

Задача Коші: 

⎕ 푈(푥, 푡) = 푓(푥, 푡),      푥 ∈  ℝ ,   푡 > 0 
푈(푥, 0) = 푈 (푥)
푈 (푥, 0) = 푈 (푥)

� 

    , * ,nU x t f x t  

Доповнимо функцію, що є розв’язком, від’ємним часом 

     
~

, ,U x t t U x t  Знаходимо похідні:         
~

, ,t tU t U x t t U x t     .  

Друга похідна:             
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При підстановці: 
1

2

3

_ '
_
_

формула Д Аламбера
формула Пуассона
формула Кірхгофа










 

Конкретизуємо для n = 3:  

푈(푥, 푡) =
1

4휋푎
푓(푦, 푡 − | |)

|푥 − 푦|
| |

푑 푦 +
1

4휋푎 푡
푈 (푥)

| |

푑푆 +
1

4휋푎
휕
휕푡

(
1
푡

푈 (푥)
| |

푑푆 )  

푑푆  – диференціал поверхні сфери 

Доведення: Беремо перетворення Фур’є: 

Fx     |      − 푎 △ 푈(푥, 푡) = 푓(푥, 푡),   푥 ∈  ℝ ,   푡 > 0 

|      푈(푥, 0) = 푈 (푥),   푈푡(푥, 0) = 푈1(푥),   푥 ∈  ℝ  

푑
푑푡

+ 푎 |휉| 퐹 [푈](휉, 푡) = 퐹 [푓](휉, 푡)

퐹 [푈(푥, 0)] = 퐹 [푈 ](휉),    퐹 [푈 (푥, 0)] = 퐹 [푈 ](휉)
� 

 

 



2). Задача Діріхле для рівняння Лапласа в кулі 

 

  



3). Звести до канонічного вигляду 

 


