
1 

 

 
1. Спеціальна теорія відносності. Принцип відносності. Релятивістський принцип відносності. ....... 4 

2. Перетворення Лоренца. Основні властивості. ....................................................................................... 7 

4. Релятивiстська кiнематiка. Власний час. Власна довжина. Додавання швидкостей. ........................ 9 

5. Геометрія 4-простору. Ко- та контра- варіантні величини. ................................................................ 10 

6. Диференціальні операції в 4-просторі. 4-швидкість і 4-прискорення. .............................................. 12 

7. Функції Лагранжа та Гамільтона релятивістської частинки. ............................................................. 14 

8. Коваріантне рівняння руху .................................................................................................................... 15 

9. Електромагнiтне поле. Загальні принципи побудови теорії поля. .................................................... 16 

10. Заряд в електромагнітному полi. Елементарний заряд в класичній теорiї поля. ............................. 17 

11. 4-потенціал електромагнітного поля. ................................................................................................... 18 

12. Рівняння руху зарядженої частинки в електромагнітному полі. Сила Лоренца. Напруженість 

електромагнітного поля. Обернений рух в електромагнiтному полi. ............................................... 19 

13. Калібрувальна інваріантність. Типи калібровок. ................................................................................. 22 

14. Тензор електромагнітного поля. Рівняння електромагнітного поля в коваріантній формі. ........... 23 

15. Перетворення Лоренца для поля. Інваріанти електромагнітного поля. ............................................ 24 

16. 4-вектор струму та рівняння неперервності. ........................................................................................ 26 

17. Дія системи, що складається із зарядів і електромагнітного поля. Загальні принципи побудови 

теорії поля. ............................................................................................................................................... 27 

18. Виведення рівнянь Максвелла в коваріантній формі. ......................................................................... 28 

19. Трьохвимірна форма рівняння Максвелла. .......................................................................................... 29 

20. Диференціальна форма рівнянь Маквелла. .......................................................................................... 30 

21. Інтегральна форма рівнянь Маквелла та її зв’язок з експериментальними законами 

електромагнетизму. ................................................................................................................................ 32 

22. Межові умови для векторів електромагнітного поля. ......................................................................... 33 

23. Закон збереження енергії електромагнітного поля.Теорема Умова-Пойтінга. ................................ 35 

24. Рівняння для електромагнітних потенціалів (рівняння д'Аламбера). ................................................ 37 

25. Стале електромагнітне поле. ................................................................................................................. 39 

26. Стале електричне поле. Рівняння Пуассона та його загальний розв’язок. ....................................... 41 

27. Стале електричне поле на далеких відстанях. Дипольний і квадрупольний моменти. ................... 43 

28. Розклад електростатичного поля за мультиполями.Система зарядів у зовнішньому 

електростатичному полі. ........................................................................................................................ 46 

29. Стале магнітне поле. Рівняння Пуассона та його загальний розв’язок. ............................................ 48 

30. Стале магнітне поле на далеких відстанях. Магнітний дипольний момент. .................................... 49 

31. Векторний потенціал сталого магнітного поля. Магнітний момент у зовнішньому магнітному 

полі. Гіромагнітне відношення. ............................................................................................................. 50 

32. Електромагнітні хвилі. Плоскі електромагнітні хвилі. Загальний розв’язок хвильового рівняння.

 52 

33. Хвильовий 4–вектор і повздовжній ефект Доплера. ........................................................................... 54 

34. Хвильовий 4–вектор і поперечний ефект Доплера.............................................................................. 55 



2 

 

35. Червоний зсув. (Метод паралаксу) ....................................................................................................... 56 

36. Гамільтонова форма рівнянь електромагнітного поля. Власні типи коливань (моди) 

електромагнітного поля. Кількість власних коливань. Гамільтонова форма рівнянь поля. Ефект 

Казіміра. ................................................................................................................................................... 57 

37. Сферичні хвилі. Потенціали спізнення і випередження. .................................................................... 58 

38. Потенціали Льєнара–Віхерта. Вираз для потенціалів. ........................................................................ 60 

39. Точне значення електричного та магнітного полів точкового заряду, що рухається довільним 

чином. ....................................................................................................................................................... 63 

41. Електромагнітне поле заряду, що рухається рівномірно. ................................................................... 65 

42. Випромінювання електромагнітних хвиль точковим зарядом. Хвильова зона. ............................... 66 

43. Випромінювання точкового заряда, що рухається прямолінійно. Формула Лармора. ................... 67 

44. Запізнювальні випереджаючі потенціали............................................................................................. 68 

45. Циклотронне та синхротронне випромінювання точкового заряда. ................................................. 69 

46. Потенціали електромагнітного поля в хвильовій зоні. ....................................................................... 70 

47. Вектор Умова-Пойтінга в електро-дипольному наближенні. ............................................................ 72 

48. Електродипольне випромінювання. ...................................................................................................... 74 

49. Скалярний потенціал в дипольному наближенні. ............................................................................... 76 

50. Опір випромінювання елементарного вібратора. ................................................................................ 77 

51. Випромінювання диполя, що рівномірно обертається. ...................................................................... 80 

52. Магнетодипольне випромінювання. Потенціали цього поля. ............................................................ 81 

53. Напруженості полів для магнето-дипольного випромінювання. ....................................................... 83 

54. Індикатриса магнето-дипольноо випромінювання. ............................................................................. 85 

55. Випромінювання колового струму. ...................................................................................................... 89 

56. Електроквадрупольне випромінювання. Потенціали цього поля. ..................................................... 90 

57. Напруженості полів для електроквадрупольного випромінювання. ................................................. 92 

58. Індикатриса електроквадрупольного випромінювання. ..................................................................... 93 

59. Опір випромінюванню для квадрупольної антени. ............................................................................. 94 

60. Випромінювання простих квадрупольних систем. ............................................................................. 95 

61. Випромінювання короткого диполя в ближній зоні. Потенціали поля в ближній зоні. 

Напруженість в сферичній СК. Залежність E і H від відстані до джерела випромінювання. ......... 97 

62. Дипольне випромінювання динамічних систем зарядів. .................................................................. 100 

63. Випромінювання лінійної антени. ...................................................................................................... 102 

64. Індикатриса напівхвильової та однохвильової антен. ....................................................................... 104 

65. Аналіз індикатриси випромінювання у хвильовій зоні. Антенний опір випромінюванню. ......... 106 

66. Сила променевого тертя. ...................................................................................................................... 110 

67. Класичний час життя атомів Ширина ліній випромінювання. Відбивання від експоненційного 

бар'єру. ................................................................................................................................................... 112 

68. Дифракція на гаусовій діафрагмі. Аналіз дифракційного поля при дифракції на гаусовій 

дпафрагмі. .............................................................................................................................................. 113 

69. Теорія дифракції Кірхгофа. Умови існування дифракції Кірхгофа. Математичне формулювання 

принципу Гюйгенса-Френеля. ............................................................................................................. 115 



3 

 

70. Дифракція Френеля па непрозорому диску. Аналіз дифракційного поля. ..................................... 118 

71. Інтерференція на гаусових щілинах. ................................................................................................... 120 

72. Проходження світла крізь лінзу. Формула Кірхгофа. Кут дифракційного розходження. ............. 121 

73. Дифракційна теорія фокусної плями. ................................................................................................. 126 

74. Мікроскопічні та макроскопічні рівняння електродинаміки. Фізично нескінчено малий об’єм і 

модель речовини. .................................................................................................................................. 128 

75. Зв’язані заряди і поляризація. .............................................................................................................. 130 

76. Внесок магнітного моменту в середній струм («молекулярний»). .................................................. 132 

77. Матеріальні рівняння та їх тензорний характер. ............................................................................... 134 

78. Динамічний відгук. Прицип причинності. ......................................................................................... 137 

79. Нелінійні ефекти другого порядка. ..................................................................................................... 139 

80. Границі застосування макроскопічних рівнянь Максвела. .............................................................. 140 

81. Симетрія і тензорні характеристики речовини. Операції симетрії в кристалах. Тензори вищих 

рангів. ..................................................................................................................................................... 141 

82. Діелектрична проникливість середовища. ......................................................................................... 146 

83. Співвідношення Крамерса-Кронінга. ................................................................................................. 149 

84. Фотони і поляритони. Фотонні кристали. Стиснуті стани. Взаємодія фотонів з речовиною. 

Моделі речовин. .................................................................................................................................... 151 

85. Повне внутрішнє відбивання. Ефект Гуса-Хенхена. ......................................................................... 151 

86. Співвідношення невизначеності для фази хвилі і кількості фотонів. ............................................. 154 

87. Дисперсія поляритонів. ........................................................................................................................ 155 

88. Рівняння Максвелла-Лоренца. ............................................................................................................. 157 

89. Укорочені рівняння. Солітони. ............................................................................................................ 158 

90. Фоторефракція і фотогальванічний ефект. Умови спостереження ефекту..................................... 160 

91. Однорезонансна модель діелектричної проникливості. ................................................................... 162 

92. Повздовжні хвилі.Представлення плоских хвиль. Співвідношення Саха-Теллера. ...................... 163 

93. Сегнетоелектрика. Спонтання поляризація. ...................................................................................... 167 

94. Хвилі ТМ в прямокутному хвилеводі. ................................................................................................ 171 

95. Хвилі ТЕ в прямокутному хвилеводі. ................................................................................................. 172 

96. Хвилі ТМ в циліндричному хвилеводі. .............................................................................................. 173 

97. Хвилі ТЕ в циліндричному хвилеводі. ............................................................................................... 175 

98. Хвилі ТЕМ в коаксіальному хвилеводі. ............................................................................................. 177 

99. Коефіцієнт затухання хвиль в хвилеводах. ........................................................................................ 179 

100. Затухання ТЕМ хвилі в коаксіальному хвилеводі. ............................................................................ 181 

101. Електомагнітні коливання в прямокутному резонаторі.................................................................... 183 

102. Електомагнітні коливання в циліндричному резонаторі. ................................................................. 185 

103. Добротність резонатора. ...................................................................................................................... 186 

104. Метод електростатичних зображень. Метод конформних відображень. ........................................ 188 

 

  



4 

 

1. Спеціальна теорія відносності. Принцип відносності. 
Релятивістський принцип відносності. 

Длѐ описаниѐ процессов, происходѐщих в природе, необходимо иметь, как говорѐт, 
систему отсчета. Под системой отсчета понимаят систему координат, служащуя 
длѐ указаниѐ положениѐ частиц в пространстве, вместе со свѐзанными с этой систе-
мой часами, служащими длѐ указаниѐ времени. 
Существуят системы отсчета, в которых свободное движение тел, т. е. движение тел, 
не находѐщихсѐ под действием внешних сил, происходит с постоѐнной скоростья. 
Такие системы отсчета носѐт название инерциальных. 
Если две системы отсчета движутсѐ друг относительно друга равномерно и 
прѐмолинейно и если одна из них инерциальнаѐ, то очевидно, что и другаѐ тоже 
ѐвлѐетсѐ инерциальной (всѐкое свободное движение и в этой системе будет 
прѐмолинейным и равномерным). Таким образом, имеетсѐ сколько угодно инер-
циальных систем отсчета, движущихсѐ друг относительно друга равномерно-
поступательно. 
Принцип относительности. Согласно этому принципу все законы природы 
одинаковы во всех инерциальных системах отсчета. Другими словами, уравнениѐ, 
выражаящие законы природы, инвариантны по отношения к преобразованиѐм 
координат и времени от одной инерциальной системы к другой. Это значит, что 
уравнение, описываящее некоторый закон природы, будучи выражено через 
координаты и времѐ в различных инерциальных системах отсчета, имеет один и тот 
же вид. 
Взаимодействие материальных частиц описываетсѐ в обычной механике посредством 
потенциальной энергии взаимодействиѐ, ѐвлѐящейсѐ функцией от координат 
взаимодействуящих частиц. Легко видеть, что этот способ описаниѐ взаимодействий 
вклячает в себѐ предположение о мгновенности распространениѐ взаимодействий. 
Опыт, однако, показывает, что мгновенных взаимодействий в природе не существует. 
Поэтому и механика, исходѐщаѐ из представлениѐ о мгновенности распространениѐ 
взаимодействий, заклячает в себе некоторуя неточность. В действительности, если с 
одним из взаимодействуящих тел происходит какое-нибудь изменение, то на другом 
теле это отразитсѐ лишь по истечении некоторого промежутка времени. Только после 
этого промежутка времени со вторым телом начнут происходить процессы, 
вызванные данным изменением. Разделив расстоѐние между обоими телами на этот 
промежуток времени, мы найдем «скорость распространениѐ взаимодействий». 
Заметим, что эту скорость можно было бы, собственно говорѐ, называть 
максимальной скоростья распространениѐ взаимодействий. Она определѐет лишь тот 
промежуток времени, после которого изменение, происходѐщее с одним телом, начи-
нает проѐвлѐтьсѐ на другом. Очевидно, что наличие максимальной скорости 
распространениѐ взаимодействий означает в то же времѐ, что в природе вообще 
невозможно движение тел со скоростья, большей этой.  
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Из принципа относительности вытекает, в частности, что скорость распространениѐ 
взаимодействий одинакова во всех инерциальных системах отсчета. Таким образом, 
скорость распространениѐ взаимодействий ѐвлѐетсѐ универсальной постоѐнной. 
Эта постоѐннаѐ скорость одновременно ѐвлѐетсѐ, как будет показано в дальнейшем, 
скоростья распространениѐ света в пустоте; поэтому ее называят скоростью света. 
Она обозначаетсѐ обычно буквой с, а ее численное значение 
с = 2,998 • 1010 см/с. (1,1) 
Большой величиной этой скорости объѐснѐетсѐ тот факт, что на практике в 
большинстве случаев достаточно точной оказываетсѐ классическаѐ механика. 
Большинство скоростей, с которыми нам приходитсѐ иметь дело, настолько малы по 
сравнения со скоростья света, что предположение о бесконечности последней 
практически не влиѐет на точность результатов. 
Объединение принципа относительности с конечностья скорости распространениѐ 
взаимодействий называетсѐ принципом относительности Эйнштейна (он был 
сформулирован А. Эйнштейном в 1905 г.) в отличие от принципа относительности 
Галилеѐ, исходѐщего из бесконечной скорости распространениѐ взаимодействий. 
Механика, основаннаѐ на эйнштейновском принципе относительности ,мы будем 
обычно называть его просто принципом относительности), называетсѐ 
релятивистской. В предельном случае, когда скорости движущихсѐ тел малы по 
сравнения со скоростья света, можно пренебречь влиѐнием конечности скорости 
распространениѐ взаимодействий на движение. Тогда релѐтивистскаѐ механика 
переходит в обычнуя механику, основаннуя на предположении о мгновенности 
распространениѐ взаимодействий; эту механику называят ньятоновской или класси-
ческой. Предельный переход от релѐтивистской механики к классической может быть 
формально произведен как переход к пределу с—>-оо в формулах релѐтивистской 
механики. 
Уже в классической механике пространство относительно, т. е. пространственные 
соотношениѐ между различными событиѐми зависѐт от того, в какой системе отсчета 
они описываятсѐ. Утверждение, что два разновременных событиѐ происходѐт в 
одном и том же месте пространства или, вообще, на определенном расстоѐнии друг 
от друга, приобретает смысл только тогда, когда указано, к какой системе отсчета это 
утверждение относитсѐ. 
Напротив, времѐ ѐвлѐетсѐ в классической механике абсолятным; другими словами, 
свойства времени считаятсѐ не зависѐщими от системы отсчета — времѐ одно длѐ 
всех систем отсчета. Это значит, что если какие-нибудь два ѐвлениѐ происходѐт одно-
временно длѐ какого-нибудь наблядателѐ, то они ѐвлѐятсѐ одновременными и длѐ 
всѐкого другого. Вообще, промежуток времени между двумѐ данными событиѐми 
должен быть одинаков во всех системах отсчета. 
Легко, однако, убедитьсѐ в том, что понѐтие абсолятного времени находитсѐ в 
глубоком противоречии с эйнштейновским принципом относительности. Длѐ этого 
достаточно уже вспомнить, что в классической механике, основанной на понѐтии об 
абсолятном времени, имеет место общеизвестный закон сложениѐ скоростей, 
согласно которому скорость сложного движениѐ равна просто сумме (векторной) 
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скоростей, составлѐящих это движение. Этот закон, будучи универсальным, должен 
был бы быть применим и к распространения взаимодействий. Отсяда следовало бы, 
что скорость этого распространениѐ должна быть различной в различных 
инерциальных системах отсчета, в противоречии с принципом относительности. Опыт, 
однако, вполне подтверждает в этом отношении принцип относительности. Из-
мерениѐ, произведенные впервые Майкельсоном (в 1881 г.), обнаружили полнуя 
независимость скорости света от направлениѐ его распространениѐ; между тем 
согласно классической механике скорость света в направлении движениѐ Земли 
должна 
была бы быть отличной от скорости в противоположном направлении. 
Таким образом, принцип относительности приводит к результату, что времѐ не 
ѐвлѐетсѐ абсолятным. Времѐ течет по-разному в разных системах отсчета. 
Следовательно, утверждение, что между двумѐ данными событиѐми прошел 
определенный промежуток времени, приобретает смысл только тогда, когда указано, 
к какой системе отсчета это утверждение относитсѐ. В частности, событиѐ, 
одновременные в некоторой системе отсчета, будут не одновременными в другой 
системе. 
Длѐ уѐснениѐ этого полезно рассмотреть следуящий простой пример. 
Рассмотрим две инерциаль- ные системы' отсчета К и К' с осѐми координат соответ-
ственно хуг и х'у'г', причем система К' движетсѐ относительно К вправо вдоль осей х и 

х' (рис. Г). 
 
Пусть из некоторой точки А на оси х' отправлѐятсѐ 
сигналы в двух взаимно противоположных 
направлениѐх. Поскольку скорость 
распространениѐ сигнала в системе К', как и во 
всѐкой инерциальной системе, равна (в обоих 

направлениѐх) с, то сигналы достигнут равноудаленных от А точек В и С в один и тот 
же момент времени (в системе К ' ) .  
Легко, однако, видеть, что те же самые два событиѐ (приход сигнала в В и С) будут 
отнядь не одновременными длѐ наблядателѐ в системе К .  Действительно, скорость 
сигналов относительно системы К согласно принципу относительности равна тому же 
с, и поскольку точка В движетсѐ (относительно системы К )  навстречу посланному в 
нее сигналу, а точка С — по направления от сигнала (посланному из Л в С), то в 
системе К сигнал придет в точку В раньше, чем в точку С .  
Таким образом, принцип относительности Эйнштейна вносит фундаментальные 
изменениѐ в основные физические понѐтиѐ. Заимствованные нами из повседневного 
опыта представлениѐ о пространстве и времени оказываятсѐ лишь приближенными, 
свѐзанными с тем, что в повседневной жизни нам приходитсѐ иметь дело только со 
скоростѐми, очень малыми по сравнения со скоростья света. 
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2. Перетворення Лоренца. Основні властивості. 

Нехай в нас ю дві системи. З початку відліку лабораторної 
системи рахуютьсѐ сферична хвилѐ. Потрібно знайти 
звѐзок  
(x,y,z) → (x’,y’,z’)  
t = t’ = 0 
x2 + y2 + z2 = c2t2  - р-нѐ фронту хвилі 

 
:  r2 = c2t2 

 

: r’2 = c2 t’2 

 

Релѐтивістський інтервал: s2 = r2 – c2t2 
Длѐ події розповсядженнѐ світла s2 = 0    s’2 = 0 
Якщо маюмо дві події (r1, t1) та (r2, t2) 
S1,2

2 = (x1 – x2)2 + (y1 – y2)2 + (z1 – z2)2 – c2(t1 – t2)2 – перетвореннѐ Галілеѐ 
ds2 = kds’2              ds2 = ds’2                          s = inv                                                                                    
             
s2 = x2 + y2 + z2 – c2t2 = inv -  евклідовий простір 

- псевдо евклідів простір. 
                                          (Надалі замість Ф пишіть φ)!!!!!!!!!!!!!!! 
(x,y)    x2 + y2  = l2 
(x,y) → (x’,y’)                   x2 + y2 = x’2 + y’2 

 
x’ = x cos Ф + y sin Ф 
y’ = -x sin Ф + y cos Ф  
 

x2 + y2 = x’2 + y’2 = inv 
(x,t) → (x,r’)       x’2 – c2t’2 = x2 – c2t2 = inv 
y = ict 
x2 + (ict)2 = inv 

x’ = x cos Ф + ict sin Ф 
ict’ = -x sin Ф + ict cos Ф 

     ψ = і Ф    cos iψ = ch ψ 
x’= x ch ψ + ct sh ψ    операціѐ гіперболічного повороту або БУСТ.  
ct’ = x sh ψ + ict cos ψ 
 

релѐтивістський інтервал  S1,2
2 = (x1 – x2)2 + (y1 – y2)2 + (z1 – z2)2 – 

c2(t1 – t2) = inv 
 
(x,t) → (x’,t’) 

invtczyxS 222222
12 
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2222 c/V1

1
ch,

c/V1

t/V
sh,c/Vth











































22

2

22

c/V1

c

Vx
t

't

z'z

y'y

c/V1

Vtx
'x

x2 – c2t2 = inv  
x’ = 0,   x = vt 
 
0 = vt ch ψ + ct sh ψ                         
 

- нормована швидкість, 

- Лоренц Фактор 
 
Таким чином маюмо спеціальні перетвореннѐ Лоренца 

 
 
 
 
 

 Випливаю: x’ = γ(x - βct) 
                              ct’ = γ(ct - βx) 
 
 
 
 
 

 

3. нема =) 

 
 
  

c

V


2

2

c

V
1

1
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4. Релятивiстська кiнематiка. Власний час. Власна довжина. 
Додавання швидкостей. 

Працяячи з релѐтивістськими швидкостѐми, ми звертаюмосѐ до геометрії 4-простору, 
в ѐкому:                         

Матрицѐ переходу Лоренца виглѐдаю таким чином:  l

k

0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0

 



 

 
 
 
 
 
 

 

Тобто       
   .  

Як бачимо, четвертоя змінноя в перетвореннѐх Лоренца ю   , ѐка містить в собі час, 
отже час різний в різних системах відліку. Нехай   - час у власній системі відліку, тоді 
згідно з перетвореннѐм Лоренца длѐ часу у лабораторній системі відліку визначаютьсѐ 

формулоя:         
   

 

  
   

√  
  

  

 

Нехай в системі відліку, ѐка рухаютьсѐ ю годинник, відзначимо час двох подій, ѐкі 
сталисѐ в одній і тій самій точці простору, в цій системі координат. Коли проміжок 

часу, ѐкий відділѐю ці події в рухомій системі      , в нерухомій системі події будуть 

відділені інтервалом часу       
     

√  
  

  

 

Аналогічні розмірковуваннѐ можна провести і длѐ власної довжини:     √  
  

   

Проаналізуюмо, ѐк додаятьсѐ швидкості. Нехай всі величини в рухомій системі 
координат будемо позначати штрихованими, величини в лабораторній системі – 
відповідно не штрихованими. Тоді:  

   
        

√  
  

  

                      
     

 
     

√  
  

  

 

Поділивши почленно три перші рівності на четверту і увівши швидкості  ⃗  
  ⃗

  
 та 

  ⃗⃗⃗ ⃗  
   ⃗⃗⃗ ⃗

  
 маюмо:    

      

√  
  

  

       
   √  

  

  

   
    

  

     
   √  
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5. Геометрія 4-простору. Ко- та контра- варіантні величини. 

Введемо такі позначеннѐ і потім, користуячись перетвореннѐми Лоренца, знайдемо 
зв’ѐзок між компонентами «штихованої» та «нештрихованої» систем відліку: 

1

2

3

4

,

,

,









х х

х у

х z

x ct

 

1 1 4

2 2

3 3

4 4 1

' ( );

' ;

' ;

' ( ).

x x x

x x

x x

x x x

 

 

   





   

 

 
Ці компоненти утворяять 4-простір. 
Запишемо загальний виглѐд длѐ компоненти 4-вектора, а заразом і длѐ інтервала: 

1 2 3 4

2 1 2 2 2 3 2 4 2

( , , , ) ( , , , ) ( , );

( ) ( ) ( ) ( ) .

x x x x x x y z ct r ct

x x x x x inv

  

    
      (*) 

Можемо ввести базис по координатам: 
1 2 3 4

1 2 3 4

2

;

( ) .i k i k

i k i k

x x e x e x e x e

x x x x e x e x x e e

       

         
      (**) 

Добуток  i k ike e g   називаютьсѐ метричним тензором. Загальний виглѐд одержимо 

порівнѐвши вираз (*) із виразом (**), бо це по суті і ю скалѐрний добуток векторів 
тільки у випадку 4-простору. 

1 0 0 0

0 1 0 0
(1,1,1, 1).

0 0 1 0

0 0 0 1

ikg diag

 
 
   
 
 

 

 

Чотиривимірний простір, без урахуваннѐ гравітації, називаютьсѐ простором 
Мінковського. Із виглѐду метричного тензору робимо висновок – будь-ѐкий 

діагональний тензор ю симетричним: .ik kig g  

Можемо в загальному випадку виписати закон переходу між координатами 
«штрихованої та нештрихованої» систем (чисто з уѐвлень математики): 

( ) ' ,i i k

kx x                  (***) 

де 

1 1

2 2

3 3

4 4

'

'
; ( ) ' .

'

'

k i

x x

x x
x x

x x

x x

   
   
    
   
      
   

 

А тепер,користуячись перетвореннѐми Лоренца, конкретно длѐ нашого випадку 
одержимо виглѐд матриці переходу: 
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0 0

0 1 0 0
.

0 0 1 0

0 0

i

k special

  

  

  
 
    
 
 
  

 

Вище було доведено про інваріантність величини «х», а тому можемо записати:

' ' .i i

i ix x e x e     Підставлѐячи формулу (***) у тільки-що записаний вираз, 

одержимо: 

' .i i k

i k ix e x e      Оскільки індекс «і» німий, то ми його можемо змінити на «k»:   

' .k i k

k k ix e x e       Звідси, неважко побачити, що 'i

k k ie e    , або навпаки 
1' ( ) .k

i i ke e    

Перейдемо до означеь: 

1) Чотири величини 
1 2 3 4, , , ,A A A A  ѐкі при перетвореннѐх Лоренца 

перетворяятьсѐ ѐк і 4-радіус-вектори, називаютьсѐ контраваріантний 4-вектор 

'
' .

i
i i k

k k k

x
A A A

x


    


 

2) Чотири величини, ѐкі при перетворенні Лоренца зміняятьсѐ за аналогічним 
законом ѐк і 4-базис, утворяять компоненти коваріантного 4-вектора. 

 1 '
' .

i
k

i k kki

x
B B B

x

 
    


 

3) Шістнадцѐть величин, ѐкі при перетвореннѐх Лоренца зміняятьсѐ ѐк 4-вектор, 
називаютьсѐ 4-тензором ІІ-го рангу. Позначаютьсѐ ikT . 

Тензор  
ikT  називаюмо симетричним, ѐкщо ik kiT T , та антисиметричним, ѐкщо 

ik kiT T  . 
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6. Диференціальні операції в 4-просторі. 4-швидкість і 4-
прискорення. 

Диференціальні операції:  

1. 4-градіюнт деѐкого скалѐра  маю бути 4-вектором: 

. Длѐ того щоб визначити ѐкий це вектор – ко- чи контрваріантний, 

обчислимо повний диференціал скалѐра Ф: . Очевидно, що диференціал 

скалѐра маю бути також скалѐром. Оскільки діференціали контрваріантних величин ю 
все одно контваріантними величинами, а результатом множеннѐ ю скалѐр (величина, 
що не зміняютьсѐ при переході від одніюї системи координат до іншої) ю величини 
коваріантні. Отже, при диференцяяванні за  контрваріантнимя зміноя утворяютьсѐ 
коваріантна величина і навпаки, при диференціяванні за коваріантноя зміноя – 

контрваріанта. Таким чином, величина  ю коваріантний градіюнт. Відповідно 

контрваріантний оператор градіюнта маю виглѐд: . 

 2. 4-дивергенціѐ деѐкого 4-вектора Аi маю бути скалѐр, тобто інваріантом відносно 

перетвореннь Лоренца: .  

3. 4-ротор деѐкого 4-вектора Аi ю антисиметричним тензором другого (порѐдку) рангу: 

. 

 4. Оператор д’Аламбера в чотирьохвимірних позначеннѐх маю виглѐд: 

  

4-швидкість. У трьохвимірному просторі швидкість U=dr/dt не ю 4-вектор. Природно 
ввести 4-швидкість, ѐк похідну від 4-радіус-вектора події за власним часом: 

. Користуячись цим означеннѐм можемо обчислити його компоненти. У 

попередньомі виразі перейдемо від диференціяваннѐ за власним часом до 
диференціяваннѐ за часом лабораторної системи координат, ураховуячи 
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: . Розглѐнемо окрему просторову частину 4-швидкості та 

окрему часову. Длѐ довілної просторової компоненти (візьмемо ѐк приклад перше, а 

останні обчисляятьсѐ аналогічно): , , 

. 
  

2

2

c
U1dtd 

dt

dx
U

i
i 

x

11 U
dt

dxU  yUU 2

zUU 3
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7. Функції Лагранжа та Гамільтона релятивістської частинки.  

В 4-вимірному просторі вводѐть 4-вектор швидкості:  
i i

i dx dx
u v, c

d dt
  


   , де τ – 

власний час, t – час лабораторної системи координат(СК),
2

2

1

v1
c

 



. Тоді 4-імпульс 

логічно ввести ѐк i ip mu . Але тоді треба перевизначити функція Лагранжа частинки, 

оскільки в класичній механіці 
2

i x x

i

mv L
L , p , p mv

2 v


  


, а з СТВ відомо, що 

x xp mv .  

Будемо виходити з принципу найменшої дії: буде реалізуватись той рух, длѐ ѐкого 
інтеграл дії S набуватиме найменшого значеннѐ. 
Длѐ визначеннѐ дії S будемо виходити з таких міркувань: воно не повино залежати від 
СК, тобто повина бути інваріантноя по щодо перетворень Лоренца, а юдиним 

інваріантом вільної частинки ю інтервал:    
2 22 dt

ds c d , dS ds ic


   . 

2 2

1 1

t t2 2

2 2

t t

v v
S 1 dt Ldt L 1

c c
        , де α – деѐка стала. Длѐ її визначеннѐ 

перейдемо до нерелѐтивістського впадку v c , тоді 
2

2

v
L

2c
   . Перший доданок 

ю константоя, тому його відкидаюмо. Порівняячи даний вираз з нерелѐтивістським 

виразом ф. Лагранжа, отримаюмо 2mc   . Отже, маюмо: 

 
2

2

2

v
L mc 1 U r

c
    . Тоді енергіѐ буде визначатись ѐк 

     
2 2

2 2

2 2 2 2 2
2

2 2
v v

c c

mc mc v v mc
E pv L mv U r 1 U r U r

c c1 1




 
           

  
. 

Записавши енергія через узагальнені координати та імпульси, отримаюмо функція 

Гамільтона:  2 2 2 4H p c m c U r   . При v c ,  
2

2 p
H mc U r

2m
   . Перший 

доданок ю константоя, тому його відкидаюмо і отримуюмо нерелѐтивістську функція 
Гамільтона. 
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8. Коваріантне рівняння руху 

Р-нѐ Ньятона не інваріантні відносно перетворень Лоренца і тому не можуть 
адекватно описувати рух із швидкостѐми порівнѐними зі швидкістя світла. 
Сформуляюмо р-нѐ руху, ѐке було б інваріантним відносно перетворень Лоренца, 
тобто описувало рух зі швидкістя, порівнѐноя зі швидкістя світла, а при малих 
швидкостѐх переходило б у р-нѐ руху Ньятона. 

Вводимо понѐттѐ 4-сили 
4( , )iK K K  ѐк  

i iK mw , 

0.i

iu K   (1) 

Тому 4-сила ортогональна до 4-швидкості. 
Просторові компоненти пов’ѐзані з трьохвимірним вектором сил таким 

співвідношеннѐм: 
2

2
1

dv F
K mw m

dt v

c

  



. (2) 

Підставлѐюмо (2) в (1) и знаходимо вираз длѐ 
4K : 

4

2 2

2 2

( )
0,

1 1

i

i

vF cK
u K

v v

c c

  

 

 

звідки легко визначити часову компоненту 4-сили 4

2

2

1 ( )
.

1

vF
K

c v

c





 

Отже, компоненти 4-сили (Мінковського) маять виглѐд: ( , ( )).iK F vF
c


  

Р-нѐ руху набуваю виглѐду 
i

idp
K

dt
  - це і ю коваріантне р-нѐ руху. 

Просторові компоненти цього р-нѐ становлѐть релѐтивістське співвідношеннѐ між 
прискореннѐм та силоя, що в граничному випадку малих швидкостей перетворяютьсѐ 

на р-нѐ Ньятона. Часова компонента, з оглѐду на те, що ( , )ip p
c


 (4-імпульс), маю 

виглѐд: ( )
d

vF
dt


 . Тобто швидкість зміни енергії частинки = потужності сил, що діять 

на неї. 
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9. Електромагнiтне поле. Загальні принципи побудови теорії 
поля.  

Електромагнітне поле - фундаментальне фізичне поле, що взаюмодію з електрично 
зарѐдженими тілами, а також з тілами, що маять власні дипольні і мультипольні 
електричні і магнітні моменти. Явлѐю собоя сукупність електричного і магнітного полів, 
ѐкі можуть, за певних умов, породжувати один одного, а по суті ю одніюя сутністя, що 

формалізуютьсѐ через тензор електромагнітного полѐ.   
( коваріантний ветор, що використовуютьсѐ длѐ інваріантного формуляваннѐ рівнѐнь 
електродинаміки). 
 
Електромагнітне поле (і його зміна з часом) описуютьсѐ в електродинаміці в 
класичному наближенні за допомогоя системи рівнѐнь Максвелла. При переході від 
одніюї інерціальної системи відліку до іншої електричне і магнітне поле в новій системі 
відліку - кожне залежить від обох - електричного і магнітного - в старій, і це ще одна з 
причин, що змушую розглѐдати електричне і магнітне поле ѐк проѐви юдиного 
електромагнітного полѐ. 
 
У сучасному формуляванні електромагнітне поле представлено тензором 

електромагнітного полѐ  
, а також чотиривимірним електромагнітним потенціалом Аі =( А, Ф), де А векторний 
потенціал, Ф скалѐрний потенціал. 
 Теоріѐ полѐ будуютьсѐ виходѐчи з принципа найменшої дії (реалізуятьсѐ ті полѐ, длѐ 

ѐких δS=0). Нехай маюмо )(x невідоме скалѐрне поле, S* )(x ] xdf
4)( . 

Основні принципи побудови теорії поля такі:  
1) Принцип близькодії (локальності) – інтервал дії маю бути локальним, величина дії 
залежить від координати точки 

  xdxFdtxxLS 4)]([),(  , де dxk-елементи 4-простору ( простір не 

відокремляютьсѐ від часу), L -функціѐ Лагранжа.  
2) Принцип відносності – величини маять бути інваріантними відносно системи 
координат.  Тобто функціонал дії ю релѐтивіським інваріантом F[ )(x ] = inv 

3) Принцип дійснозначності – S[ )(x + ю R. 
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10. Заряд в електромагнітному полi. Елементарний заряд в 
класичній теорiї поля. 

Взаюмодія частинок одна з одноя можна описувати за допомогоя понѐттѐ силового 
полѐ. Замість того, щоб говорити про те, що одна частинка дію на іншу, можна сказати, 
що частка створяю навколо себе поле; на всѐку іншу частинку, що знаходитьсѐ в цьому 
полі, дію деѐка сила. У класичній механіці поле ю лише деѐким способом опису 
фізичного ѐвища - взаюмодії частинок. У теорії ж відносності завдѐки скінченності 
швидкості розповсядженнѐ взаюмодії стан речей істотно зміняютьсѐ. Сили, що діять в 
даний момент на частинку, не визначаятьсѐ їх розташуваннѐм в цей момент. Зміна 
положеннѐ одніюї з частинок відображаютьсѐ на інших лише через деѐкий проміжок 
часу. Це означаю, що поле саме по собі стаю фізичноя реальністя. Ми не можемо 
говорити про безпосередня взаюмодія частинок, що знаходѐтьсѐ на відстані одна від 
одної. Взаюмодіѐ може відбуватисѐ у кожний момент лише між сусідніми точками 
простору (близькодіѐ). Тому ми повинні говорити про взаюмодія одніюї частинки з 
полем і про наступну взаюмодія полѐ з іншоя частинкоя. 
Ми будемо розглѐдати два види полів: полѐ гравітаційні й електромагнітні. Вивчення 
взаюмодій частинок з електромагнітним полем поставимо у відповідність деѐкі 
загальні міркуваннѐ, що відносѐтьсѐ до понѐттѐ «частинки» в релѐтивістській механіці. 
У класичній механіці можна ввести понѐттѐ абсолятно твердого тіла, тобто тіла, ѐке ні 
за ѐких умов не може бути деформоване. У теорії відносності під абсолятно твердими 
тілами слід було б відповідно мати на увазі тіла, всі розміри ѐких залишаятьсѐ 
незмінними в системі відліку, де вони знаходѐтьсѐ в стані спокоя. Легко, проте можна 
бачити, що теоріѐ відносності робить взагалі неможливим існуваннѐ абсолятно 
твердих тіл. 
   Нехай ѐкесь тверде тіло зовнішнім впливом з ѐкої-небудь одніюї його точки 
приводитьсѐ в рух. Якби тіло було абсолятно твердим, то всі його точки повинні були 
б прийти в рух одночасно з тіюя, ѐка зазнала впливу; в іншому випадку тіло 
деформувалосѐ б. Теоріѐ відносності, однак, робить це неможливим, так ѐк вплив від 
даної точки передаютьсѐ іншим з кінцевоя швидкістя, а тому всі точки тіла не зможуть 
одночасно почати рухатисѐ. 
    Зі сказаного випливаять певні висновки, що відносѐтьсѐ до розглѐду елементарних 
частинок, тобто частинок, длѐ ѐких ми вважаюмо, що їх механічний стан повністя 
описуютьсѐ заданнѐм трьох координат і трьох компонент швидкості руху ѐк цілого. 
Очевидно, що ѐкби елементарна частинка володіла кінцевими розмірами, тобто була 
б протѐжноя, то вона не могла б деформуватисѐ так ѐк понѐттѐ деформації пов'ѐзано 
з можливістя незалежного руху окремих частин тіла. Але ѐк ми тільки що бачили, 
теоріѐ відносності показую неможливість існуваннѐ абсолятно твердих тіл. 
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11. 4-потенціал електромагнітного поля.  

4-потенцiал електромагнітного полѐ. При вивченні руху матеріальних частинок ми 
користуюмось принципом найменшої дії. Цей принцип полѐгаю в тому, що длѐ 
довільної механічної системи існую такий інтеграл S, ѐкий називаютьсѐ діюя, ѐкий длѐ 

дійсного руху  маю мінімум і варіаціѐ S ѐкого дорівняю нуля. Згідно із СТВ діѐ вільної 

матеріальної частинки маю виглѐд 
2

1

2 21 ;

tb

a t

S mc ds mc dt                (1) 

2 2 2 2 2 , / ;ds c dt dx dy dz v c      

Діѐ длѐ частинки, ѐка рухаютьсѐ в заданому електромагнітному полі складаютьсѐ із 
двох частин: із дії (1) вільної частинки та із члена, ѐкий описую взаюмодія частинки з 
полем. Останнѐ діѐ маю вклячати в себе ѐк величини, що характеризуять частинку, так 
і поле. Виѐвлѐютьсѐ, що властивості частинки у відношенні її взаюмодії з полем 
визначаятьсѐ одним параметром – зарѐдом частинки. Властивості ж полѐ 

характеризуятьсѐ 4-вектором iA , так званим 4-потенціалом, компоненти ѐкого ю ф-

ѐми координат та часу. Ці величини входѐть в дія у виглѐді члена 

2 2 2 2

1 1 1 1

,

t x y zb

i

i x y z

a t x y z

e e
A dx c dt A dx A dy A dz

c c


 
     

 
 

    
де  - скалѐрний а A - 

векторний потенціал. Звернемо увагу, що 4-потенціал визначаютьсѐ ѐк 

   , ; ,i

iA ct A A ct A    . 
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12. Рівняння руху зарядженої частинки в електромагнітному 
полі. Сила Лоренца. Напруженість електромагнітного поля. 
Обернений рух в електромагнiтному полi. 

Зарѐд, находѐщийсѐ в поле, не только подвергаетсѐ воздай воздействия со стороны 
полѐ, но в своя очередь сам влиѐет на поле, изменѐѐ его. Однако если зарѐд е не 
велик, то его действием на поле можно пренебречь. В этом случае, рассматриваѐ 
движение в заданном поле, можно считать, что само поле не зависит ни от координат, 
ни от скорости зарѐда. Точные условиѐ, которым должен удовлетворѐть зарѐд длѐ 
того, чтобы он мог считатьсѐ в указанном смысле малым, будут выѐснены в 
дальнейшем (§75). Ниже мы будем считать это условие выполненным.  
Итак, нам надо найти уравнениѐ движениѐ зарѐда в заданном электромагнитном 
поле. Эти уравнениѐ получаятсѐ варьированием действиѐ, т. е. даятсѐ уравнениѐми 
Лагранжа 

 
где L определѐетсѐ формулой: 

 
Производнаѐ dL/dv есть обобщенный импульс частицы. Далее имеем 

 
Но по известной формуле векторного анализа 

 
где а и b — лябые два вектора. Применѐѐ эту формулу к Av и помнѐ, что 
дифференцирование по r производитсѐ при постоѐнном v, находим 

 
Уравнениѐ Лагранжа, следовательно, имеят вид 

 
Но полный дифференциал (dA/dt)dt складываетсѐ из двух частей: из изменениѐ 
( А/ t)dt векторного потенциала со временем в данной точке пространства и из 
изменениѐ при переходе от одной точки пространства к другой на расстоѐние dr. Эта 
втораѐ часть равна (dr )A. Таким образом,  

 
Подставлѐѐ это в предыдущее уравнение, получаем 
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Это и есть уравнение движениѐ частицы в электромагнитном поле. Слева стоит 
производнаѐ от импульса частицы по времени. Следовательно, выражение в правой 
части (17.2) есть сила, действуящаѐ на зарѐд в электромагнитном поле. Мы видим, 
что эта сила состоит из двух частей. Перваѐ часть (первый и второй члены в правой 
части (17.2)) не зависит от скорости частицы. Втораѐ часть (третий член) зависит от 
этой скорости: пропорциональна величине скорости и перпендикулѐрна к ней. Силу 
первого рода, отнесеннуя к зарѐду, равному единице, называят напряженностью 
электрического поля; обозначим ее через Е. Итак, по определения, 

 
Множитель при скорости, точнее при v/c, в силе второго рода, действуящей на 
единичный зарѐд, называят напряженностью магнитного поля:, обозначим ее 
через Н. Итак, по определения, 

 
Если в электромагнитном поле Е   0, а Н = 0, то говорѐт об электрическом поле; если 
же Е = 0, а Н 0, то поле называят магнитным. В общем случае электромагнитное 
поле ѐвлѐетсѐ наложением полей электрического и магнитного. Отметим, что Е 
представлѐет собой полѐрный, а Н —аксиальный вектор. 
Уравнениѐ движениѐ зарѐда в электромагнитном поле можно  теперь написать в виде  

 
Стоѐщее справа выражение носит название лоренцевой силы. Перваѐ ее часть — 
сила, с которой действует электрическое поле на зарѐд, — не зависит от скорости 
зарѐда и ориентирована по направления полѐ Е. Втораѐ часть—сила, оказываемаѐ 
магнитным полем на зарѐд, — пропорциональна скорости зарѐда и направлена 
перпендикулѐрно к этой скорости и к направления магнитного полѐ Н. 
Длѐ скоростей, малых по сравнения со скоростья света, импульс р приближенно 
равен своему классическому выражения mv, и уравнение движениѐ (17.5) переходит 
в 

 
Выведем еще уравнение, определѐящее изменение кинетической энергии частицы со 
временем, т.е. производнуя 

 
Легко убедитьсѐ, что 
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подставлѐѐ dp/dt из (17.5) и замечаѐ, что *vH]v = 0, имеем 

 
Изменение кинетической энергии со временем есть работа, пропроизведеннаѐ полем 
над частицей (в единицу времени). Из (17.7) видно, что эта работа равна 
произведения скорости зарѐда на силу, с которой действует на него электрическое 
поле. Работа полѐ за времѐ dt, т. е. при перемещении зарѐда на dr, равна еЕdr. 
Подчеркнем, что работу над зарѐдом производит только электрическое поле; 
магнитное поле не производит работы над движущимсѐ в нем зарѐдом. Последнее 
свѐзано с тем, что сила, с которой магнитное поле действует на частицу, всегда 
перпендикулѐрна к ее скорости. 
Уравнениѐ механики инвариантны по отношения к перемене знака у времени, т. е. по 
отношения к замене будущего прошедшим. В механике оба направлениѐ времени 
эквивалентны. Это значит, что если возможно какое-нибудь движение, то возможно и 
обратное движение, при котором система проходит те же состоѐниѐ в обратном 
порѐдке. 
То же самое имеет место и в электромагнитном поле в теории относительности. При 
этом, вместе с заменой t на — t надо изменить знак магнитного полѐ. Действительно, 
легко видеть, что уравнениѐ движениѐ (17.5) не менѐятсѐ, если произвести замену 

 
При этом, согласно (17.3), (17.4), скалѐрный потенциал не менѐетсѐ, а векторный 
менѐет знак: 

 
Таким образом, если в электромагнитном поле возможно некоторое движение, то 
возможно и обратное движение в поле с обратным направлением Н. 
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13. Калібрувальна інваріантність. Типи калібровок. 

Колібровка - додаткова умова, що накладаютьсѐ на функція f виконуютьсѐ в залежності 
від умови задачі з міркувань простоти її розв’ѐзку. 
В рівнѐннѐх магнітостатики безпосередньо векторний потенціал  

не використовуютьсѐ, а лише магнітна індукціѐ , тобто 
його ротор, тому маюмо право визначати А з точністя до градіюнта деѐкої довільної 
функції , ѐка пропадаю при обчислені ротора. Тобто можна перетворявати векторний 
потенціал за правилом(при такій зміні значеннѐ полів не зміняютьсѐ): 

Таке перетвореннѐ називаютьсѐ калібрувальним, 

оскільки підставивши  в матимемо 

 
Вибір А деѐкоя міроя ю довільний – існуваннѐ додаткової функції  дозволѐю 
накласти скалѐрну умову на векторний потенціал.  Накладаячи умову незмінності 

напруженості електричного полѐ з та 

 матимемо  
Цѐ умова маю назву перетворення калібровки длѐ векторного та скалѐрного 
потенціалів. Вона дозволѐю накласти додаткову(скалѐрну) умову на потенціал. 
В залежності від задачі , використовуять калібровки 

 
Длѐ динамічних задач найбільш зручноя ю лоренцева калібровка, що зберігаять при 

релѐтивістських перетвореннѐх  
(лоренцева калібровка у коваріантному виглѐді).  
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14. Тензор електромагнітного поля. Рівняння електромагнітного 
поля в коваріантній формі. 

Принцип наименьшего действиѐ гласит      ∫ (      
 

 
     

 )   
 

 
 

Замечаѐ, что    √       ,находим (пределы интегрированиѐ а и b мы будем 

ниже длѐ краткости опускать): 

    ∫.  
     

 

  
 

 

 
     

  
 

 
     

 /    

Первые два члена в подынтегральном выражении проинтегрируем по частѐм. Кроме 

того, в первом члене введем 4-скорость 
   

  
   . Тогда 

∫(         
 

 
       

 

 
     

 )        
 

 
     

     

Второй член этого равенства равен нуля, так как интеграл варьируетсѐ при заданных 

значениѐх координат на пределах. Далее,     
   

     
      

   

     
  

и поэтому ∫          
 

 

   

     
     

 

 

   

     
     =0 

Напишем в первом члене     
   

  
  , во втором и третьем           Кроме того, 

в третьем члене поменѐем местами индексы і и k (это ничего не изменит, так как по 
значкам і иkк производитсѐ суммирование).  

Тогда  ∫   
   

  
 

 

 
(
   

    
   

     
 )         

Ввиду произвольности     отсяда следует, что подынтегральное выражение равно 

нуля:    
   

  
 

 

 
 
   

    
   

     
    

Введем обозначение     
   

    
   

    - этот антисимметричный тензор называетсѐ 

тензором электромагнитного поля.  

Тогда полученное уравнение напишетсѐ в виде  
   

  
 

 

  
       

Это — уравнение движениѐ зарѐда в четырехмерной форме. 
Смысл отдельных компонент тензора    , легко выѐснить, подставив значениѐ  
          в определение     . Результат можно записать в виде таблицы, в которой 
индекс і — 0, 1, 2, 3 нумерует строки, а индекс k— столбцы: 

    

(

 
 

       

         

         

         
)

 
 

 

Короче, можно написать:     = (Е, Н),    = (—Е, Н).  
Таким образом, компоненты напрѐженностей электрического и магнитного полей 
ѐвлѐятсѐ компонентами одного 4-тензора электромагнитного полѐ. 
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2

2

c

V
1

1





15. Перетворення Лоренца для поля. Інваріанти 
електромагнітного поля.  

Перетворення Лоренца для поля. Електромагнітне поле описується 

тензором електромагнітного поля  

Mk:   (M’)k = Лk
i M

i
     

                                                                                Позначення: 

Тоді, закон перетворення полів при переході від однієї 

системи координат до іншої можно отримати як закон перетворення 

компонент тензора електромагнітного поля: 

Fki:    (F’)ki = Лk
l Л

i
m Fem 

    Оскільки кожен тензор другого рангу може бути зображений як 

зовнішній добуток двох векторів, то закон перетворення деякої компоненти 

тензора можемо отримати перетворивши кожен співмножник та потім 

перемноживши їх. 

    Випешемо у два стовпчики закони перетворення компонент векторів і

і утворимо всі можливі добутки цих велечин:            

(M’)1 = γ(M1 – βM4)
 
 

(M’)2 = M2;     (M’)4 = γ(M4 – βM1) 

(M’)3 = M3; 

(N’) = … 

Для N все так само переписуємо, як і для М. 

 

E’x = (F’)4 1 = (M’)4 (N’)1 = γ(M4 – βM1) γ (N1 – βN4) =  

= γ2 (M4 N1 – βM1N1 – βM4N4 + β2M1N4) =  

= ( F41 – βF11 – β F44 + β2F14) = γ2 (Ex – β2Ex) = Ex (1 – β2)/(1-β2) = Ex; 

E’x = Ex       

E’y = (F’)4 2 = (M’)4 (N’)2 = γ(M4 – βM1) N2 = γ (M4N2 – βM4N2) =  

γ (F42 – β F12) = γ (Ey - βBz)  

Ey = γ (Ey - βEz) 

 

E’z = (F’)43 = γ(F43 – βF13) = γ(Ez + βBy) = E’z 

E’z = Ez 

iG

kH
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Перетворення тривимірних компонент неважко записати в досить 

компактному вигляді, якщо розкласти поле на поздовжні та поперечні до 

напрямку руху складові: 

v = (v, 0, 0) 

E = E   +  E 

E = (Ex, 0, 0) 

E = (0, Ey, Ez) 

 

E’ = E 

E’ = γ(E + (1/c)[v*B  ]) 

B’ = B        

B’ = γ(E + (1/c)[v*E  ]) 
Досить часто ці формули використовують в лінійному наближенні за малим 

параметром  

Якщо B’ = 0,       B = (1/2) [v * E] 

Тобто заряд, що рухається зі швидкістю , утворює магнітне поле, яке зберігається з 

добре відомим магнітостатичним результатом. 

Інваріанти електромагнітного поля. 
Однакові в усіх системах координат:  матричний тензор g

ik
, 

антисиметричний тензор   ε
ijkl

    ε
1234

 = 1 = ε
2341

 = -ε
2431

;    ε
1234

 = 0 

Об’єкт inv 

M M 

   

     

             

              

    

  
         

            

       
Тензор електромагнітного поля F

ki
: 

F
ki
Fki = inv 

F
ki
F

lm
εkiem – inv 

Відповідь:    E
2
 – B

2
 – inv       - скаляр 

                        E * B = inv          - псевдоскаляр  

/ 1V c 

V
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16. 4-вектор струму та рівняння неперервності. 

Розглѐнемо систему з рухомих зарѐдів.  

Запишемо густину зарѐдів         ∑      ⃗    ⃗⃗⃗⃗      ,  

і густину струму     ⃗    ⃗  ∑       ⃗    ⃗⃗⃗⃗   

Звідси  
  

  
 ∑  

  

  
 ∑  

  

   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

  
  ∑  

  

   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
  ⃗⃗⃗⃗⃗   

  ∑    ⃗⃗⃗⃗⃗   |   ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗|    ∑      ⃗⃗⃗⃗⃗     ∑    ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗ 

Отже    
  

  
   ⃗    це і ю рівнѐннѐ неперервності. 

В інтегральному виглѐді ∮  ⃗  
 

  
 

  
  де   ∫    

 
 

Рівнѐннѐ неперервності можна переписати у виглѐді         
   

  
 

   

  
+
   

  
+
     

     
   

Тоді 4вектор    (           )    ⃗        ⃗      
   

  
 

Рівнѐннѐ 
   

       або        називаютьсѐ рівнѐннѐм неперервності в коваріантному 

виглѐді. 
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17. Дія системи, що складається із зарядів і електромагнітного 
поля. Загальні принципи побудови теорії поля. 

Власне теорія полѐ слід будувати виходѐчи з принципу найменшої дії. Еволяціѐ полѐ 
здійсняютьсѐ таким чином, що інтеграл дії набуваю мінімального значеннѐ.  
       - скалѐрне поле. 
   ∫[ ]  ∫ [ ]     
1)  Принцип відносності – всі закони фізики діять так само у будь ѐкій системі відліку. 
           
2) Принцип локальності – інтеграл дії маю бути одноточковоя функціюя полѐ. 

  (     )        
   

 
   .  

Принцип локальності – наслідок принципу близькодії (передача інформації зі 
скінченноя швидкістя  ) 
3)     .  
Нехай ми маюмо систему, що складаютьсѐ з зарѐдів та електромагнітного полѐ.  
Діѐ полѐ складаютьсѐ з     - діѐ зарѐду,     - взаюмодіѐ зарѐду та полѐ,    - дії полѐ: 

            .  

    ∑    
 ∫   .  

    ∑∫
 

 
    

  
 

 
∬       

  
 

  

 

∫  ∫   

   

  
     

 

  
∫      

   

  

 
 

  
∫      

  

Залишилось знайти   . Діѐ повинна бути релѐтивістським інваріантом, локальноя та 

дійсно значноя. 

      ∫           
 

    
∫          
   

   

   

   
  

У теорії полѐ доданок    дії покладаять рівним нуля. Це можна зробити завдѐки тому, 

що діѐ визначена з точністя до константи. Отже, діѐ длѐ окремої складової системи 

маю виглѐд:   ∫    ,
 

     
  

 

    
      -   ∫      

   

   

   

   
.  

Відповідно, длѐ знаходженнѐ повної дії системи необхідно знайти суму по складовим. 
  



28 

 

18. Виведення рівнянь Максвелла в коваріантній формі. 

Як відомо з курсу теоретичної механіки, ѐкщо ми маюмо систему, що задана діюя 
(2)

(1)

( , ', )i iS u u d   , то виходѐчи з «принципу найменшої дії »( 0S  ) отримаюмо 

рівнѐннѐ Лагранжа: 0.
'i i

d

u d u

 
 

 
 

Або, ѐкщо   - вектор, матимемо: 

(2)

(1)

( ( ), )i
i k

k

u
S u d 




 

 , звідки 
,

0;
i k i ku u

  
 

  
 

Длѐ електромагнітного полѐ 

(2)

4

(1)

( ( ), )i
i k

k

A
S A x d x

x


 

 , і рівнѐннѐ Лагранжа 

,

0;
i k i kA x A

  
 

    2

1 1
.

16

k lm

k lmA j F F
c c

    Знайдемо похідні, щоб 

записати рівнѐннѐ Лагранжа: 2

1 i

i

j
A c





; 

 

 

, ,

, ,

, , ,

, , , ,

, , , ,

,

( ) ( )lm m l l m

lm m l l m

i k i k i k

m l l m m l l m

m l m l l m l m

i k

F F A A A A
A A A

A A A A A A A A
A

  
     

  


       


 

Так ѐк m та l це німі індекси, то в 3 та 4 доданках можемо помінѐти їх місцѐми: 

   , , , ,

, ,

, ,

2 2 2 2 4m l l m i k k i ik

m l m l

i k i k

A A A A A A F
A A

 
     

   

Звідки рівнѐннѐ Лагранжа: 2

1 1
( ) 0
4

i ik

k
j F

c x c


 


, або 
4ik

i

k

F
j

x c





 - це рівнѐннѐ 

в коваріантному виглѐді ѐвлѐю собоя пару рівнѐнь Максвела. 
 
Повна система рівнѐнь Максвела – Лоренца в коваріантній формі маю виглѐд: 

4ik
i

k

F
j

x c




 ; 0.ik kl li

l i k

F F F

x x x
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19. Трьохвимірна форма рівняння Максвелла.  

 Рівнѐннѐ Максвелла — це основні рівнѐннѐ класичної електродинаміки, ѐкі описуять 
електричне та магнітне поле, створене зарѐдами й струмами. 
СГС 
У вакуумі 
У диференційній формі рівнѐннѐ Максвелла длѐ вакууму маять такий виглѐд 

, 

, 

 
. 

Рівнѐннѐ записані в системі СГС. Тут  — напруженість електричного полѐ, — вектор 
магнітної індукції,  — густина електричного зарѐду,  — густина електричного струму, 

 — швидкість світла. 

За допомогоя формули Гаусса—Остроградского і теореми 
Стокса, диференціальним рівнѐннѐм Максвелла можна надати форму інтегральних. 
СГС 

Закон Гауса 
 

Закон Гауса длѐ магнитного полѐ 
 

Закон індукції Фарадеѐ 
 

Теорема про циркулѐція магнитного полѐ 
 

 

 

 — двовимірна замкнена поверхнѐ, що обмежую об’юм  

 — електричний зарѐд, в об’юмі , що обмежений поверхнея  

 — струм, що проходить через поверхня  
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20. Диференціальна форма рівнянь Маквелла.  

m=1. 0,

1 lki

kilF - друге рівнѐннѐ Максвела в коваріантній формі 

(F  - тензор електромагнітного полѐ, ε – символ Леві-Чивіта, значеннѐ залежить від 
перестановки індексів) 
Переберемо всі можливі варіанти комбінацій k, i, l: 

02,43

1432

3,42

1423

2,34

1342

4,32

1324

3,24

1243

4,23

1234  FFFFFF  При 

парній кількості перестановок елемент  дорівняю 1, при непаній -1. 

1,1,1,1,1,1 143214231342132412431234    

2,342,433,243,424,234,23 ,, FFFFFF   

Отримали тензор: 































0

0

0

0

zyx

zxy

yxz

xyz

ki

EEE

EBB

EBB

EBB

F

 (Е – вектор напруженості електричного полѐ, В – 

магнітного) 

Маюмо , отже 
 

E

EEE

zyx

eee

Erot

zyx

zyx





















 

При m=1 ліва та права частина цього виразу зміняятьсѐ таким чином, що отримуютьсѐ 

вираз  

Узагальнивши це рівнѐннѐ длѐ m=2, 3 отримаюмо  

- закон електромагнітної індукції Фарадеѐ.  

При m=4 =>  - закон відсутності магнітних 

зарѐдів 

 
0

y

E

z

E

ct

B zyx 














t

B

c

1

z

E

y

E xyz















x
x tc

B1
Erot































tc

B1
Erot









tc

B1
Erot









0
x

B

y

B

z

B xyz 













0Bdiv 
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Тепер запишемо контраваріантний формі тензор   

Длѐ k=1 запишемо (це перше рівнѐннѐ Максвела в коваріантній формі). 

Коли індекс і пробігаю всі значеннѐ від 1 до 4 то ми отримаюмо наступний вираз 

 

x
xyz j

ctc

E

z

B

y

B 4















 

 
t

E

c
j

c
B x

xx





14
 

При k=1, 2, 3    
t

E

c
j

c
B







 14

 - закон Біо-Савара-Лапласа 

k=4  

44 4
, j

c
F i

i 


;           
4

3

43

2

42

1

41 4
,,, j

c
FFF




 

4














z

E

y

E

x

E zyx
 

4 E


- закон Кулона в диференціальній формі 

 

- закон електромагнітної індукції Фарадеѐ 

- закон відсутності магнітних зарѐдів 

t

E

c
j

c
B







 14

 - закон Біо-Савара-Лапласа 

4 E


- закон Кулона в диференціальній формі 

 

  





























0EEE

E0BB

EB0B

EBB0

F

zyx

zyy

yxz

xyz

ki

1
1,
i1 j

c

4
F




c/j4FFFF 1
4,

14
3,

13
2,

12
1,

11 

tc

B1
Erot









0Bdiv 
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21. Інтегральна форма рівнянь Маквелла та її зв’язок з 
експериментальними законами електромагнетизму.  

Длѐ виведеннѐ інтегральних рівнѐнь Максвелла проінтегруюмо їх в диференціальній 

формі. Розглѐнемо рівнѐннѐ 4divD   (закон Кулона), проінтегруюмо обидві 

частини рівнѐннѐ по довольному об’юму V  і перейдемо від інтегруваннѐ по об’юму до 
інтегруваннѐ по поверхні, ѐка охопляю цей об’юм, згідно з теоремоя Остроградського-

Гаусса: 4
V S V

divE dV E dS dV     , де dS dSn  — елементарний елемент 

площі на цій поверхні, маю напрѐм вектора зовнішньої нормалі. Отримуюмо 

4
S

E dS Q  — закон Кулона в інтегральній формі, ѐкий у випадку нерухомого 

точкового зарѐду переходить у виглѐд 
24 4Er q   або 

3

qr
E

r
 , де r  — радіус-

вектор, проведений з точки, в ѐкій знаходитьсѐ зарѐд, у точку спостереженнѐ. 

Розглѐнемо рівнѐннѐ 0divB   (закон відсутності магнітного зарѐду). Проінтегруюмо 

аналогічно до першого рівнѐннѐ: 0
S

B dS   — закон відсутності магнітного зарѐду. 

Потік вектора магнітної індукції через замкнену поверхня дорівняю нуля. 

Рівнѐннѐ 
1 B

rotE
c t


 


 інтегруюмо по замкненій поверхні S , ѐка обмежена 

замкненим контуром L . В лівій частині перейдемо від інтегруваннѐ по поверхні до 
інтегруваннѐ по замкненому контуру згідно з т. Стокса, а в правій частині змінимо 
порѐдок диф. за часом та інтегр. за просторовими змінними. 

1

S L S

rotE dS E dl B dS
c t


  

   . 
L

E dl  — ЕРС, а 
S

B dS    — магнітний потік 

через поверхня S . Можна переписати у виглѐді 
1

ind
c t




 


. 

Четверте рівнѐннѐ 
4 1 E

rotB j
c c t

 
 


. Останній доданок — струм зміщеннѐ. 

Інтегральна форма рівнѐннѐ (інтегруваннѐ аналогічне до попереднього рівнѐннѐ) 

4 1 4 1

S L S S S

rotB dS B dl j dS E dS I E dS
c c c c t

  
    

     . Повний 

електричний струм вільних зарѐдів і зміна потоку електричної індукції через 
незамкнену поверхня S пропорційні циркулѐції магнітного полѐ на замкненому 
контурі L, ѐкий ю межея поверхні S. Це закон Біо-Савара-Лапласа. 
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22. Межові умови для векторів електромагнітного поля. 

   Запишемо спочатку рівнѐннѐ Максвелла  
 

 
 
Длѐ одержаннѐ межових умов на поверхнѐх розриву 
скористаюмосѐ інтегральноя формоя рівнѐнь 
Максквела. 

Розглѐнемо рівнѐннѐ  на межі поділу 2-ох 

середовищ, що збігаютьсѐ з площиноя XOY, ѐкі х- 

зуятьсѐ 1 і 1,  а друге   2 2 ( діелектрична та магнітна 
проникності). n – одиничний вектор нормалі ( !!!  далі 
все ю вектором !!!!), що спрѐмований з одного середовища в інше. В деѐкій точці 

поверхні будуюмо нескінченно малий циліндр висотоя h та площея основ S, оскільки 
площа основ нескінченно мала, то ми можемо вважати, що в межах основ значеннѐ 
індукції В залишаютьсѐ постійним, а тому його можна винести за знак інтеграла. 
Зовнішнѐ нормаль до верхньої основи маю такий же напрѐм, ѐк і вектор n, а зовнішнѐ 
нормаль до нижньої  - протилежний : n12  = n2 = - n1 , крім того, ми не враховуюмо 
потік через бічну поверхня, оскільки висота циліндра  -> 0. Таким чином, наше 

рівнѐннѐ прийме виглѐд   , отримуюмо 

межову умову длѐ нормальних складових магнітної індукції   

або у виглѐді скалѐрної рівності Вn
( 2 ) = Вn

( 1 )     Розглѐнемо , 

 виконуюмо аналогічне інтегруваннѐ і отримуюмо 
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  , отримуюмо межову умову длѐ 

нормальних компонент електричної індукції  , або в 

скалѐрному виглѐді Dn
( 2 ) - Dn

( 1 ) = 4.  
 

 .Розглѐнемо тепер тангенціальні складові полів. Закон 

електромагнітної індукції  . На межі 

поділу двох середовищ виберемо нескінченно малий контур 
інтегруваннѐ L , в межах ѐкого значеннѐ електричного полѐ 
контуру зміняватисѐ не буде. Вектор нормалі спрѐмовуюмо з 
середовища (1) в середовище (2) . Введемо ще 2 одиничних 

вектори  та  , дотичних до межової поверхні ( лежить у 

площині контуру L, а вектор   перпендикулѐрний до нього). Причому в середовищі (2) 

вектори dl та   паралельні, а в (1) – анти. Тоді закон електромаг.  індукції запишетьсѐ 

, права частина = 0, бо потік вектора В через елемент поверхні, що 

стѐгуютьсѐ до 0 = 0. Длѐ  та   маю виконуватисѐ рівність  , тому, 

виконавши циклічну перестановку отримаюмо  - це межова 
умова длѐ тангенціальних складових електричних полів. У скалѐрному виглѐді 

 Е
( 2 ) - Е

( 1 ) =0. І нарешті закон Біо-Савара  внаслідок 

аналогічних перетворень матиме виглѐд   , де jS- 

поверхнева густина струму, що тече по межі розподілу двох середовищ, внеском 

вертикальних компонент контуру нехтуюмо, бо h -> 0 , і підставивши вираз длѐ  , та 
виконавши циклічну перестановку отримаюмо межову умову длѐ тангенціальних 

складових:  sj
c

HHn
 4

)]([ )1()2(

12    !!!!! Використаннѐ ціюї формули у скалѐрному 

виглѐді веде до неминучих помилок !!!!!   

Отже межові умови : нормальні складові  Вn
( 2 ) = Вn

( 1 )     Dn
( 2 ) - Dn

( 1 ) = 4 

 тангенціальні                  sj
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23. Закон збереження енергії електромагнітного поля.Теорема 
Умова-Пойтінга. 

Теорема Умова - Пойнтінга.  
Розглѐнемо тривимірні рівнѐннѐ Максвела у диференціальній формі: 

(1); (2); (3); 

(4). 
Помножимо рівнѐннѐ (2) на (-В)  *не забудьте поставити над В стрілку, адже це 
векторна величина+, а рівнѐннѐ (3) на вектор Е, післѐ чого додамо ліві та праві частини 
цих виразів, отримаюмо: 

=> 

 
Помножимо ліву та праву частини виразу  на с/4π, внаслідок чого отримаюмо: 

(5) 

Оскільки величина - це потужність, то величина 

маю розмірність роботи і називаютьсѐ густиноя енергії електромагнітного 

полѐ. Величина - це потік енергії, або вектор Умова – Пойнтінга.    
Підставивши величини ω та S у вираз (5) отримуюмо рівнѐннѐ: 

- це диференціальна форма теореми Умова – Пойнтінга. 
Проінтегрувавши цей вираз по об’юму dV, отримуюмо власне теорему Умова – 
Пойнтінга (закон збереженнѐ електромагнітного полѐ). 
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(заміна, що була виконана: - 

це теорема Гаусса).  
Зміст теореми Умова - Пойнтінга полѐгаю в тому, що зміна електромагнітної енергії в 
замкненому об’юмі  може відбуватисѐ за рахунок потоку енергії назовні чи всередину, 
або за рахунок роботи, що виконуютьсѐ над частинками, ѐкі знаходѐтьсѐ в цьому 
об’юмі. 

 Розглѐнемо 2 граничні випадки :  

1) 
Система замкнена, тобто ізольована від зовнішнього середовища, тоді потік 

через обмежуячу поверхня = 0, тому: 
тобто, зміна енергії 

в об’юмі може відбуватисѐ лише за рахунок роботи, виконаної над частинками.  

2) Якщо в об’юмі нема речовини, тобто j=0, то: тобто зміна 
густини енергії в її об’юмі відбуваютьсѐ лише за рахунок потоку її через обмежуячу 
поверхня. 
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24. Рівняння для електромагнітних потенціалів (рівняння 
д'Аламбера). 

Система диференціальних рівнѐнь Максвела длѐ статичних полів: 

4
0 0 4 .divB rotE divE rotB j

c


     

Розглѐнемо векторний та скалѐрний потенціал длѐ статичного випадку. Векторний 

потенціал: розглѐнемо перше рівнѐннѐ Максвела 0divB  .З цього рівнѐннѐ 

випливаю, щоB rotA  (1) ( ( ),divB div rotA  а ( ) 0div rotA  ), де 

величина А маю назву векторного потенціалу, і ѐвлѐю собоя деѐке векторне поле, ѐке 
при заданій залежності густини струмів від координат обчисляютьсѐ за вормулоя: 

1 ( )
( )

j r
A r dV

c r r




 . Фізичний зміст - векторний потенціал ю реальноя фізичноя 

характеристикоя електромагнітного полѐ. Скалѐрний потенціал: запишемо друге 

рівнѐннѐ Максвела длѐ стат. полів: 0rotE  , очевидно що це рівнѐннѐ маю 

розв’ѐзок E grad    ( ( ) 0div grad  ), ѐвний виглѐд длѐ  , що маю назву 

скалѐрний потенціал: ( )
( )

V

r dV
r

r r




 


  . Фізичний зміст – це робота по перенесення 

одиничного зарѐду з нескінченності в точку спостереженнѐ. Понѐттѐ скалѐрного та 
векторного потенціалів, ѐкі щойно розглѐнули длѐ статичних задач, можуть бути 
узагальнені і длѐ динамічних задач. Система рівнѐнь Максвела длѐ вакууму: 

1 4 1
0 4

B E
divB rotE divE rotB j

c t c c t




 
     

 
(2). 

Як і в статичному випадку розв’ѐзок першого рівнѐннѐ Максвела буде: B rotA . 

Підставимо одержаний вираз у рівнѐннѐ 
1 B

rotE
c t


 


, і виконаюмо нескладні 

перетвореннѐ. (
1 ( ) 1

0 ( ) 0
rotA A

rotE rot E
c t c t

 
    

 
). Це рівнѐннѐ маю 

розв’ѐзок
1 A

E grad
c t




  


 (3), (знак перед градіюнтом вибираюмо так, щоб 

силові лінії були спрѐмовані від додатного зарѐду до від’юмного). 
Рівнѐннѐ д’Аламбера Запишемо рівнѐннѐ, ѐкі задовільнѐять потенціали (1) та (3). 

Підставимо їх в рівнѐннѐ (2), врахувавши, що ( ) ( )rot rotA grad divA A  , 

отримаюмо 
2

2 2

1 1 4A
A grad divA j

c t cc t

   
     

  
, та наклавши лоренцеву 
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калібровку (
1

0divA
c t


 


) матимемо:

2

2 2

1 4A
A j

cc t


  


 , Позначемо

2

2 2

1 A

c t


  


 , де - квадратик ѐкий використовуютьсѐ длѐ позначеннѐ оператора 

д’Аламбера. А відповідно рівнѐннѐ 4
A j

c


  , називаютьсѐ рівнѐннѐм д’Аламбера. 

Також можна вивести друге рівнѐннѐ підставивши рівнѐннѐ (3) в рівнѐннѐ 4divE   

, отримаюмо 
1 4

divA
c t c


 


   


, та з урахуваннѐм Лоренцевої калібровки 

отримаюмо 
2

2 2

1 4

cc t


  


   


, ѐке можна записати у виглѐді: 4    і 

також назвати рівнѐннѐм д’Аламбера. 

Формула Статичний 
випадок 

Динамічний випадок 

Вираз длѐ магнітної індукції через 
векторний потенціал B rotA  B rotA  

Віраз длѐ електричного полѐ через 
скалѐрний потенціал E grad   

1 A
E grad

c t



  


 

Рівнѐннѐ длѐ скалѐрного потенціалу 4     4    

Рівнѐннѐ длѐ векторного потенціалу 
4

A j
c


    

4
A j

c
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25. Стале електромагнітне поле.  

Постоянным электромагнитным полем мы называем поле, не зависѐщее от 
времени. Очевидно, что потенциалы постоѐнного полѐ можно выбрать так, чтобы они 
были функциѐми только от координат, но не от времени. Постоѐнное магнитное поле 
по-прежнему равно Н = rot А. Постоѐнное же электрическое поле  

 
Таким образом, постоѐнное электрическое поле определѐетсѐ только скалѐрным 
потенциалом, а магнитное — векторным потенциалом. 
Мы видели в предыдущем параграфе, что потенциалы полѐ определены не 
однозначно. Легко, однако, убедитьсѐ в том, что если описывать постоѐнное 
электромагнитное поле с помощья не зависѐщих от времени потенциалов, то к 
скалѐрному потенциалу можно прибавить, не изменѐѐ полѐ, лишь произвольнуя 
постоѐннуя (не зависѐщуя ни от координат, ни от времени). Обычно на ϕ 
накладываят еще дополнительное условие, требуѐ, чтобы он имел определенное 
значение в определенной точке пространства; чаще всего выбираят ϕ так, чтобы он 
был равен нуля на бесконечности. Тогда и упомѐнутаѐ произвольнаѐ постоѐннаѐ 
становитсѐ определенной, и скалѐрный потенциал постоѐнного полѐ, таким образом, 
становитсѐ вполне однозначным. 
Напротив, векторный потенциал по-прежнему не однозначен даже длѐ постоѐнного 
электромагнитного полѐ; к нему можно прибавить градиент лябой функции 
координат. 
Определим, чему равна энергиѐ зарѐда в постоѐнном электромагнитном поле. Если 
поле постоѐнно, то и функциѐ Лагранжа длѐ зарѐда не зависит ѐвно от времени. Как 
известно, в этом случае энергиѐ сохранѐетсѐ, совпадаѐ с функцией Гамильтона.  

Согласно   имеем: 

 
Таким образом, вследствие наличиѐ полѐ к энергии частицы при- прибавлѐетсѐ член 
eϕ — потенциальнаѐ энергиѐ зарѐда в поле. Отметим существенное обстоѐтельство, 
что энергиѐ зависит только от скалѐрного, но не от векторного потенциала. Другими 
словами, магнитное поле не влиѐет на энергия зарѐдов; энергия частицы может 
изменить только электрическое поле. Это свѐзано с тем, что магнитное поле, в 
противоположность электрическому, не роизводит над зарѐдом работы. 
Если напрѐженность полѐ во всех точках пространства одинакова, то поле 
называят однородным. Скалѐрный потенциал однородного электрического полѐ 
может быть выражен через напрѐженность полѐ согласно равенству 

 
Действительно, при Е = const имеем grad (Er) = (E )r = Е.  
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Векторный же потенциал однородного магнитного полѐ выражаетсѐ через 
напрѐженность этого полѐ Н в виде 

 
Действительно, при Н = const находим с помощья формул векторн. анализа: 

 
(напомним, что div r = 3). 
Векторный потенциал однородного магнитного полѐ можно выбрать и иначе, 
например, в виде 

 
(ось z выбрана вдоль направлениѐ Н). Легко убедитьсѐ, что и при таком выборе А 
имеет место равенство Н = rot А. В соответствии с формулами преобразованиѐ (18.3) 
потенциалы (19.4) и (19.5) отличаятсѐ друг от друга градиентом некоторой функции: 
(19.5) получаетсѐ из (19.4) прибавленим   , где f = —хуН/2. 
Використано перетвореннѐ: 
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26. Стале електричне поле. Рівняння Пуассона та його загальний 
розв’язок. 

 Електричне поле — одна зі складових електромагнітного полѐ, що існую навколо тіл 
або частинок, що маять електричний зарѐд, а також у вільному виглѐді при зміні 
магнітного полѐ (наприклад, в електромагнітних хвилѐх). Електричне поле може 
спостерігатисѐ завдѐки силовому впливу на зарѐджені тіла. 
Кількісними характеристиками електричного полѐ ю вектор напруженості 
електричного полѐ  й вектор електричної індукції . 
У випадку, коли електричне поле не зміняютьсѐ з часом, його називаять 
електростатичним полем. 

При сталому електричному полі всі похідні за часом дорівняять нуля ( ).  

Метод розв*ѐзку р-нѐ Пуасона  базуютьсѐ на 

або  
доведемо це: 

  

// від старших колег: 

 Система рівнѐнь Максвела длѐ статичного випадку приймаю виглѐд: , 

, , .  

Це тепер ю дві незалежні системи длѐ електричного та магнітного полѐ. Отже длѐ 
сталого електричного полѐ нам досить розглѐнути тільки два рівнѐннѐ: 

, . До речі перше , вказую на безвихровий характер 

сталого електричного полѐ. Це рівнѐннѐ задовольнѐютьсѐ, ѐкщо вектор Е, буде 

представлѐти собоя , де - електростатичний потенціал. Оскільки 
ротор від довільного градіюнта тотожно дорівняю нулеві, то підставлѐячи цей вираз у 

рівнѐннѐ , отримуюмо рівнѐннѐ: , ѐке називаетьсѐ рівнѐннѐм 
Пуассона. Там де немаю зарѐдів рівнѐннѐ Пуассона перетворяютьсѐ на рівнѐннѐ 
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Лапласа: , з цього рівнѐннѐ ми бачимо, що потенціал електричного полѐ ніде 
не може мати ні максимуму, ні мінімуму. Тому, що длѐ того щоб  приймало 

екстримальне значеннѐ, необхідно щоб всі перші похідні від  по координатам 

дорівнявали нуля, а другі похідні  мали однаковий знак. Останню 

просто неможливо, так ѐк при цьому не задовольнѐютьсѐ рівнѐннѐ Лапласа.  
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27. Стале електричне поле на далеких відстанях. Дипольний і 
квадрупольний моменти.  

Поле електростатичної системи на далеких відстанѐх 
Розглѐнемо електростатичне поле системи на відстанѐх, що набагато перевищуять 
характерні розміри системи, де зосереджені зарѐди та струми, тобто 

|  |

   
   

де, ѐк звичайно, позначено r —  відстань від початку координат (ѐкий вибираюмо 
всрередині системи) до точки спостереженнѐ, r'  — відстань від початку координат до 
точки знаходженнѐ зарѐду. Нам буде зручно розглѐнути випадок точкового розподілу 
зарѐдів у системі. Тоді вираз длѐ потенціалу — 

     ∑
  

      

 

   

 

Цей вираз ми розкладемо в рѐд, використовуячи нерівність|  |     . Длѐ функції 

трьох змінних розвиненнѐ в рѐд Тейлора маю виглѐд: 

                ∑
  

   

 

   

 
 

 
∑

   

      
      

 

     

 

де користуюмось позначеннѐм      х,       у,     z. У нашому випадку малим 
параметром ю відстань до точки знаходженнѐ зарѐду, узѐта з протилежним знаком, Δха 
= —х'а. 
 
Длѐ того, щоб розкласти функція 

  
 

      
 

 

√                       
 

за степенѐми відношеннѐ |r'|/|r|, обчислимо спочатку похідні першого та другого 
порѐдку: 

  

   
  

        

       
|
    

  
  

  
 

Обчислимо похідні другого порѐдку. Спочатку за координатоя ха: 

   

   
  0

         
 

       
 

 

       
1|

    

  
 

  
 

   
 

  
 

 
Обчислимо також мішану похідну, 
  

   

      
 0

                 

       
1|
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Ці два вирази можна об’юднати у формулу 

   

      
 

     

  
 

   

  
 

 
Тепер можемо скласти рѐд Тейлора в такому виглѐді: з 

 

      
 

 

 
 ∑ ( 

  

  
) (   

 )

 

   

 
 

 
∑ .

     

  
 

   

  
/ (   

 )

 

     

(   
 )

   
 

 
 

   

  
 

 

   
∑ (              )    

 

     

   

Одержаний рѐд Тейлора підставимо v вираз длѐ потенціалу : 

     
 

 
 

  

  
 

 

   
∑        

 

     

   

Означеннѐ величин Q  — повний зарѐд системи, d  — дипольний момент і     — 

квадрупольний момент (див. табл. 3.3). У правій колонці знаходѐтьсѐ означеннѐ тих 
самих величин длѐ випадку неперервного розподілу зарѐдів. У рѐдках розміщені 
відповідно: 1 — повний зарѐд системи, 2 — дипольний момент, 3 — квадрупольний 
момент. З одержаного розкладу бачимо, що кожний наступний доданок зменшуютьсѐ 
відносно попереднього на величину |r'|/|r| (відношеннѐ: розмір системи / відстань 
до точки спостереженнѐ). Тобто на значних відстанѐх від сиситеми внесок у поле 
даять лише кілька перших доданків рѐду. Якщо Q ≠ 0, то головний внесок у поле маю 
перший доданок — потенціал системи на далеких відстанѐх дію ѐк потенціал точкового 
зарѐду величиноя Q. Якщо Q =0, то головний внесок маю дипольний момент: 

     
  

  
 

У цьому випадку поле знаходимо звичайним чином: 

        
  

  
  

 

  
 

       

  
  

        

  
 

де n  —  r / r  — одиничний вектор, спрѐмований на спостерігача. Означеннѐ 
дипольного моменту (а також і квадрупольного) у загальному випадку залежать від 
вибору системи координат. Проте можна показати, що ѐкщо Q  =0, то дипольний 
момент не залежить від вибору початку відліку. Якщо Q =0 і d = 0, то головний внесок у 
поле маю квадрупольний момент. Можна показати, що в цьому разі його величина не 
залежить від вибору початку відліку. Зауважимо, що введене означеннѐ тензора 
квадрупольного моменту не юдине можливе. Тензор квадрупольного моменту ми 
ввели таким чином, що сума його діагональних елементів дорівняю нулеві. Си-
метричний тензор квадрупольного моменту, визначений згідно з табл. 3.3, маю лише 5 
незалежних компонент. 
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Длѐ того, щоб одержати наступні доданки розвиненнѐ в рѐд, звичайно 
використовуять іншу процедуру. Розкладаять потенціал у рѐд за поліномами 
Лежандра, оскільки безпосердне розвиненнѐ в рѐд Тейлора проводити досить важко. 
Розглѐнемо тепер електростатичну систему в зовнішньому полі. Нехай φехі позначаю 
потенціал цього полѐ. Припустимо, що зовнішню поле майже не зміняютьсѐ в об’юмі, 
де знаходѐтьсѐ зарѐди. Тоді можливо розкласти його в рѐд за малим параметром  

                                          
де через     і Е0 позначено потенціал і напруженість зовнішнього полѐ в початку 
координат. 
Тоді повна потенціальна енергіѐ системи зарѐдів у цьому полі дорівняю 
              Ԑ=           
  Таблицѐ 3.3 Означеннѐ перших мультиплетних моментів 

 Дискретний розподіл зарѐдів Неперервний розподіл зарѐдів 

1 

 

  ∑  

 

   

 

 

  ∫         

2 

 

  ∑  

 

   

    

 

  ∫           

3 

 

    ∑(                
 )

 

   

   

 

    ∫(                
 )         
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28. Розклад електростатичного поля за мультиполями.Система 
зарядів у зовнішньому електростатичному полі.  

Постійне електричне поле  Е⃗⃗                  – рівнѐннѐ Пуасона. Якщо ρ=0 
(об’юмного зарѐду нема)      

Межова умова длѐ скалѐрного потенціалу 
   

  ⃗⃗
 

   

  ⃗⃗
    Якщо вводимо 

zперпендикулѐрно до межі розділу 

 
   

  
 

   

  
      ( →      )  

  ( →      ) 

Нехай ми маюмо неперервний і дискретний розподіл зарѐдів 
(складний рисунок елементу об’юму у просторі ѐкий створяю потенціал, об’юм – 

     ⃗⃗⃗  відстань до елементу  ⃗   відстань до точки у ѐкій рахуюмо потенціал  ) 

  
 

 ⁄    ⃗⃗  
  ⃗

  ⁄      ⃗  ∑
  

| ⃗   
 ⃗⃗⃗ ⃗|

  длѐ дискретного зарѐду 

Длѐ об’юмного розподілу неперервного зарѐду маюмо: 

    ⃗  
  

| ⃗   ⃗⃗ ⃗|
 

    ⃗⃗⃗ ⃗    

| ⃗   ⃗⃗ ⃗|
     ⃗  ∫

    ⃗⃗⃗ ⃗    

| ⃗   ⃗⃗ ⃗| 
Знайдемо потенціал длѐ випадку ѐкщо 

            лінійні розміри області зобразити на малянку  Деѐка функціѐ 

f  
| ⃗    ⃗⃗⃗|⁄  можемо розкласти в рѐд Тейлора в області  →    отже маюмо: 

        
  

      
   

               де 

   {
     
       
     

   
 

| ⃗   ⃗⃗ ⃗|
 

 

√∑           
   

;   

  

    
(  ⃗⃗⃗ ⃗→ )

  
 

  
 
          

 | ⃗    ⃗⃗⃗|
 

  

  
 

   

     
 

  

     
(

 

| ⃗    ⃗⃗⃗|
)  

 

    (
(      

)

| ⃗    ⃗⃗⃗|
 )    

 (
 

| ⃗    ⃗⃗⃗|
  

         

| ⃗    ⃗⃗⃗|
  

        

| ⃗    ⃗⃗⃗|
)   

 

  
 

      

  
 

   

        
(  ⃗⃗⃗ ⃗  )

 
 

    (
        

| ⃗    ⃗⃗⃗|
 )   

                

| ⃗    ⃗⃗⃗|
 

(  ⃗⃗⃗ ⃗→ )
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  ⃗   

 
     

  
  

   

  
 

 

| ⃗    ⃗⃗⃗|
 

 

 
 

     

  
 

 

 
.
     

  
  

   

  
/   

   
 

 
 

 
 

( ⃗  ⃗⃗⃗)

  
 

 

   
(          

 )   
   

 

 
 

 
 

( ⃗  ⃗⃗⃗)

  
 

 

   
(   

  
 
     ( 

 )
 
)      

   ⃗  
 

| ⃗    ⃗⃗⃗|
 ∫

    ⃗⃗⃗    

| ⃗    ⃗⃗⃗|
 

 

 
 

 
∫     ⃗⃗⃗    
 

 
 

  
∫  (  ⃗⃗⃗) ( ⃗    ⃗⃗⃗)     
 

 
    

   
∫     ⃗⃗⃗ (   

  
 
     ( 

 )
 
)   

 

 

 

Q=∫     ⃗⃗⃗⃗     
 

 -повний зарѐд всіюї області 

 ⃗  ∫   ⃗⃗⃗ (  ⃗⃗⃗)     ∫   ⃗⃗⃗  
   ⃗⃗⃗ ⃗   

  дипольний момент 

 

 

Тензор квадрупольного моменту     ∫(   
  

 
       

   ) (  ⃗⃗⃗⃗ )        

   ⃗  
 

 
 

( ⃗ ⃗)

  
 

       

   
 

Існуять кілька форм введеннѐ    , зокрема в деѐких з них відсутні доданки, що 

містzть символи Кронекера, в деѐких відсутній зарѐд. 
   що побудован за формулоя, наведенноя вище, характеризую тим, що сума 
діагональних елементів тензора дорівняю нуля. 
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29. Стале магнітне поле. Рівняння Пуассона та його загальний 
розв’язок. 

Почнемо з того що запишемо систему рівнѐнь Максвела длѐ магнітного полѐ. 

               
  

 
 ⃗ 

Знаячи вираз длѐ магнітної індукції через векторний 

потенціал, можемо записати  ⃗⃗     .   (Згадавши що 
              ) 

Звідси    ⃗   
  

 
 ⃗ а це і ю рівнѐннѐ Пуасона.  

Коли права частина рівнѐннѐ перетворяютьсѐ на 0 то 
рівнѐннѐ перетворяютьсѐ на рівнѐннѐ Лапласа. 
Розв’ѐзок знаходитьсѐ аналогічно ѐк і длѐ електричного 
полѐ.(Перевірено виведеннѐ не давали ні длѐ 
електричного ні длѐ магнітного)  Лише замість зарѐдів фігуруять контури зі струмами.  

Загальний розв’ѐзок даного рівнѐннѐ:  ⃗  ⃗  
 

 
∫

 ⃗  ⃗ 

| ⃗   ⃗⃗⃗⃗ | 
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30. Стале магнітне поле на далеких відстанях. Магнітний 
дипольний момент.  

     ⃗⃗   , отже можна сказати, що  ⃗⃗      ⃗, де  ⃗ - деяке векторне поле, що 

називається векторним потенціалом і, оскільки  ⃗  
 

 
∫

 ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗ 

  ⃗  ⃗  
   

 
, то з рівнянь 

Максвела  ⃗⃗  
 

 
∮

 ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗ 

  ⃗   ⃗  
   .  

 Розглянемо магнітостатичну систему і знайдемо її поле на великих відстанях:  ⃗ 

– координата точки спостереження,  ⃗  - координата всередині системи. На 

великих відстанях означає, що: 
  

 
  . Як завжди,  ⃗   

 

 
∫

 ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗ 

  ⃗   ⃗  
   

 
, але хто 

так інтегрує? Якщо вже на великій відстані, то розкладемо: 
 

  ⃗  ⃗  
 

 

 
  

 ⃗ ⃗ 

  
. Тоді: 

 ⃗  ⃗  
 

  
∫  ⃗(  ⃗⃗⃗⃗ )   
 

  
 

   ∫  ⃗(  ⃗⃗⃗⃗ )
 

  ⃗ ⃗     .   

Розглянемо ці інтеграли окремо.  

Інтеграл векторної величини не береться, тому, як завжди, помножимо перший 

інтеграл на деякий вектор  ⃗⃗ і тоді проінтегруємо:  

 ⃗⃗  ⃗⃗ ⃗  ∫  ⃗⃗ ⃗    
 

. Враховуючи статичність задачі    ⃗   
  

  
   ⃗    , розглянемо 

вираз:   ( ⃗ ( ⃗⃗ ⃗ ))      ⃗  ( ⃗⃗ ⃗ )    ⃗   ( ⃗⃗ ⃗ )    ⃗   ( ⃗⃗ ⃗ )    ⃗  ⃗⃗.  

Тобто,  ⃗⃗  ⃗⃗ ⃗  ∫  ⃗⃗ ⃗       ∫   ( ⃗ ( ⃗⃗ ⃗ ))      ∮   
 
( ⃗⃗ ⃗ )    

   
 бо       на 

великих відстанях.  

Отже,  ⃗  ⃗  
 

   ∫  ⃗  ⃗    ⃗ ⃗     
 

. Розглянемо підінтегральний вираз:  

 ⃗  ⃗    ⃗ ⃗   
 

 
{ ⃗   ⃗ ⃗    ⃗   ⃗ ⃗  }  

 

 
{ ⃗   ⃗ ⃗    ⃗   ⃗ ⃗  }   

 
 

 
{ ⃗   ⃗ ⃗    ⃗   ⃗ ⃗  }  

 

 
[ ⃗  [ ⃗   ⃗]].  

Інтеграл знову розбито на два, розглянемо перший з них:  

  ⃗⃗⃗ ⃗  
 

 
∫ { ⃗   ⃗ ⃗     ⃗   ⃗ ⃗  }   
 

 - знову помножуємо на деякий сталий  ⃗⃗ і розглядаємо 

підінтегральний вираз:  

 ⃗⃗{ ⃗   ⃗ ⃗    ⃗   ⃗ ⃗  }  ( ⃗⃗ ⃗ )( ⃗  ⃗)   ( ⃗⃗ ⃗ )  ⃗ ⃗     ⃗ { ⃗⃗  ⃗ ⃗     ⃗( ⃗⃗ ⃗ )} → 

Врахуємо, що:  ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗   та  ⃗      ⃗ ⃗  , тоді:  

→  ⃗ {  ( ⃗⃗ ⃗ )  ⃗ ⃗        ⃗ ⃗  ( ⃗⃗ ⃗ )}    ⃗   {( ⃗⃗ ⃗ )  ⃗ ⃗  }     { ⃗ ( ⃗⃗ ⃗ )  ⃗ ⃗  }, отже: 

 ⃗⃗  ⃗⃗⃗ ⃗   
 

 
∫   { ⃗ ( ⃗⃗ ⃗ )  ⃗ ⃗  }     
 

∮   
 
( ⃗⃗ ⃗ )  ⃗ ⃗      

 
  бо       на великих 

відстанях.  

Таким чином:  ⃗  ⃗   
 

    ∫ [ ⃗  [ ⃗   ⃗ ]]     
  

 

  
∫ [ ⃗   ⃗ ]   ⃗
 

   
.  

Величину  ⃗  
 

  
∫ [ ⃗ 
 

  ⃗ ]    називають дипольним магнітним моментом.   ⃗  
 ⃗⃗⃗  ⃗

  .  
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31. Векторний потенціал сталого магнітного поля. Магнітний 
момент у зовнішньому магнітному полі. Гіромагнітне 
відношення. 

0divB B rotA   , де A - деѐке векторне поле, що називаютьсѐ векторним 
потенціалом. 

Оскільки 
1 ( ')

'
'v

j r
A dV

c r r



 , то з рівнѐнь Максвела  

1 ( ')
'

'

I r
B dl

c r r



 . 

Розглѐнемо магнітостатичну систему і знайдемо її поле на великих відстаѐх: 

r  - координата точки спостереженнѐ, 'r  - координата всередині системи. 

3

3

1 1 '

'

1 1
( ) ( ') ' ( ')( ') '

v v

r r

r rr r

A r j r dV j r r r dV
cr cr

  


   

. 

Розглѐнемо ці інтеграли окремо. 
Інтеграл векторної величини не беретьсѐ, тому ѐк завжди, помножимо перший 

інтеграл на деѐкий сталий вектор b  і тоді проінтегруюмо: 

1 ' '
v

b I b j dV    

Враховуячи статичність задачі ( 0j
t


  


), розглѐнемо вираз 

'( '( ')) '( ')( ') ' '( ') ' '( ') 'j b r j b r j b r j b r j b            . 

Тобто 1 ' ' '( '( ')) ' '( ') 0n

v v s

b I b j dV j b r dV j b r dS             , бо ' 0nj   на 

великих відстанѐх. 

Отже 3

1
( ) ( ')( ') '

v

A r j r r r dV
cr

  . Розглѐнемо підінтегральний вираз: 

 

 
1 1

( ')( ') '( ') ( ') ' '
2 2

j r r r j r r r r j r j r      
   . 

Інтеграл знову розбито на два. 

    '( ') ( ') ' ' ( ')( ')b j r r r r j j b r r r   , отже 

 2

1
' ' ( ')( ') ) ' '( ')( ') 0

2
n

v s

b I j b r r r dV j b r r r dS        , бо ' 0nj   на 

великих відстанѐх. 
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Таким чином: 3 3

1
' '

21
( ) ' ' '

2

v

v

j r dV r
c

A r r j r dV
cr r

 
     

      
  


 . 

Величину 
1

' '
2

v

j r dV
c

    
   називаять дипольним магнітним моментом. 

3
( )

r
A r

r


  

Енергіѐ магнітного моменту у зовнішньому магнітному полі: W B   . 

Розглѐнемо деѐку систему частинок, длѐ ѐких 
k

k

e
const

m
 . Магнітний момент длѐ неї: 

1

2 2 2
k k k k k k

k k

e e
e r V m r V L

c mc mc
        

     , де L  - момент кількості руху 

системи. 

Число 
2

e

mc
  називаютьсѐ гіромагнітним відношеннѐм. Це коефіціюнт пропорційності 

між магнітним моментом та моментом імпульсу. 
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32. Електромагнітні хвилі. Плоскі електромагнітні хвилі. 
Загальний розв’язок хвильового рівняння. 

Длѐ плоских хвиль всі характеристики залежать лише від x. Під        будемо розуміти 
ѐкусь характеристику полѐ         . Хвильове рівнѐннѐ маю виглѐд:           . 

   

   
 

 

 

   

   
   

(
 

  
 

 

 

 

  
) (

 

  
 

 

 

 

  
)     

Виконаюмо заміну , ,
2 2

x ct x ct x t
c

   
 

 
        

1 1 1 1
( )

2 2 2

1 1 1 1
( )

2 2 2

x t

x t x c t x c t

x t

x t x c t x c t

  

  

        
     

        

        
     

        

 

Тепер хвильове рівнѐннѐ матиме виглѐд

2

0
u

 




 
. Проінтегрувавши маюмо ( )

u
F 







 

Проінтегрувавши ще раз, знаходимо, що: 
( ) ( ) ( ) ( )u f g f x ct g x ct        

Розв’ѐзокu f описую хвиля,що біжить вздовж напрѐмку зростаннѐ х із швидкістя с, 

оскільки рівнѐннѐ її хвильового фронту x ct const  . Розв’ѐзокu g описую хвиля,що 

біжить у протилежному напрѐмку. Оберемо перший розв’ѐзок і обчислимо полѐ у цій 
хвилі. Длѐ цього запишемо рівнѐннѐ Максвелла длѐ вільного електромагнітного полѐ: 

1
0

1
0

B
divB rotE

c t

E
divE rotB

c t


  




 



 

Враховуячи те, що всі величини залежать лише від x ct   . Тоді диференціальні 

операції будуть мати виглѐд: 

(1;0;0)c n n
t t



  

    
     

    
 

Тепер отримаюмо правила обчисленнѐ ротора та дивергенції векторної величини 

( ) :f   

( ) ( ) [ ] [ ]divf f n f rotf f n f
 

 
       

 
 

Застосуюмо ці правила длѐ системи рівнѐнь Максвелла 

( ) 0 ( ) 0

( ) 0 ( ) 0

n B n E B

n E n B E
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Оскільки ми шукаюмо динамічний розв’ѐзок, то вважаюмо   ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗ змінними 

величинами(тобто такими, похідні від ѐких не рівні нуля 0 0E B
 

 
 

 
). 

Тоді очевидні такі співвідношеннѐ (бо вектор n сталий). 

0

0

n E n E B

n B n B E

   

    
 

Звідси видно, що електричне та магнітне полѐ ортогональні до напрѐмку поширеннѐ 
хвилія. Тому електромагнітні хвилі називаятьсѐ поперечними. Потік енергії плоскої 
хвилі (вектор Умова - Пойтінга) визначаютьсѐ так: 

2 2 2

[ ]
4 8 4

c E B E
S E B c w n w

  


       , 

де w – густина енергії полѐ. Тепер отримаюмо зв’ѐзок між магнітним полем та 
векторним потенціалом. Длѐ цього слід помітити, що, виходѐчи із вищезгаданих 

правил координатне диференціяваннѐ  може бути замінене на часове .
n

c t


  


Тоді 

 
1 [ ] [ ]n A A n

B rotA n A
c t c c
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33. Хвильовий 4–вектор і повздовжній ефект Доплера.  

Розглѐнемо плоску хвиля, що описуютьсѐ рівнѐннѐм   0A A exp i kr t   . Поле, що 

описуютьсѐ такоя хвилея буде постійним, коли фаза kr t const  . Цѐ фаза ю 
скалѐром і тому не залежить від СК, в ѐкій вона виміряютьсѐ, а отже, вона ю 

інваріантом щодо перетворень Лоренца: x y zk x k y k z ct const
c


    . 

Цей вираз можна представити у виглѐді скалѐрного добутку двох 4-векторів: 

 ix x,y,z, ct   та i

x y zk k ,k ,k ,
c

 
  
 

     хвильовий 4-вектор. 

При переході до рухомої СК К’ координати хвилього 4-вектора перетворяятьсѐ таким 
чином: 

x x y y z z x

v v
k k , k k , k k , k

c c c c c

  
 

                  
     

 

Оскільки квадрат 4-вектора ю інваріантом 

перетвореннѐ, то 
2 2

2 2

2 2
k k 0

c c

 
    . В ѐкості 

константи стоїть 0 оскільки хвилѐ поширяютьсѐ зі 
швидкість світла, а тому інтервал рівний нуля. 

Нехай кут між вісся х та k  рівний θ, а між x’ та k     θ’.  

Оскільки k
c


 , тоді x yk k cos cos , k sin

c c

 
       

Розглѐнемо часову координату хвильового 4-вектора: 

x

v v
k cos ;

c c c c c c

   
  

    
        

   

2

2

v
1

c
v

1 cos
c

 









     формула длѐ ефекту 

Доплера. 

1. При 0   СК К’ "наздоганѐю" К, а 
v1

c
v1

c

 





. При v c ,  v1
c

   . 

Спостерігач сприймаю частоту, що більша за частоту джерела. 

2. При    К’ "тікаю" від К, а 
v1

c
v1

c

 





. При v c ,  v1
c

    

3. При 
2


   маюмо поперечний ефект Доплера, 

2

2

v
1

c
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34. Хвильовий 4–вектор і поперечний ефект Доплера.  

див. 33 

Длѐ випадку, коли 
2


   ефект Доплера ю поперечним (такий випадок маю місце, 

коли система K  , пролітаячи повз K , випроміняю електромагнітну хвиля в той 
момент, коли відстань між системами не зміняютьсѐ (точно по перпендикулѐру)). Тоді 

формула длѐ частоти: 

2

2
1

v

c
   . 

Цей ефект не маю класичного поѐсненнѐ, оскільки ю цілком релѐтивістським. Він 
пов'ѐзаний із тим, що час у цих двох системах «іде по-різному». 
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35. Червоний зсув. (Метод паралаксу) 

Парала кс — зміна видимого положеннѐ об'юкта відносно віддаленого фону в 
залежності від положеннѐ  спостерігача. Знаячи відстань від точок спостереженнѐ D ( 
база) та кут зміщеннѐ α в радіанах, можна обчислити відстань до об'юкта L= D/ 
2sin(α/2). длѐ малих кутів  L = D/ α.  1пк = 3 * 1013 км.  

 
Як раніше вимірявали відстань до зірок: оскільки діаметр земної 
орбіти 300 млн км,  то виміряячи кут між площиноя земної орбіти та 
напрѐмком на зірку з інтервалом у півроку, можемоо з простого 
прѐмокутного трикутника визначити катет(відстань до зірки) за 
відомим кутом і другим катетом. Проте зазначеним способом можна 

вимірѐти відстані не більше ніж 300 світлових років. Але ж відомо, що Всесвіт 
досѐжний длѐ спостереженнѐ маю більший розиіри, 10 - 20 млр св років. Потім 
з'ѐвивсѐ інший спосіб. Хабблом експериментально було встановлено, що всесвіт 
„розбігаютьсѐ ”, ѐкий він спостерігав за зміщеннѐм спектральних ліній хім елементів у 
спектрах далеких зірок. Якщо спрѐмувати спектральний прилад на далеку зірку, то 
спектр хімічних елементів буде зсунуто у бік подовженнѐ хвилі. Оскільки іде в бік 
подовженнѐ, то це наз червоний зсув. Якщо відстань до галактики позначити через R, 
а радіальну компоненту швидкості її віддаленнѐ dR/dt, то закон встановлений 
Хабблом маю виглѐд: dR/dt=HR, де Н= (50 - 100) км/ с* Мпк = (1.6-3.2)10-181/с – стала 
Хаббла. Мірѐютьсѐ частота одного елемента, вона відома. Тому легко визначити 
відстань, знаячи швидкість. Треба ще зробити деѐкі зауваженнѐ про " розміри Всесвіту 
". Виѐвлѐютьсѐ , простір Всесвіту криви ѐкщо мати на увазі великі відстанні, тому 
понѐттѐ розміру у звичному розумінні тут не доцільно.  
 
Також ю  так званий гравітаційний червоний зсув: зміщеннѐ спектральних ліній також 
може статисѐ внаслідок гравітаційного полѐ великих тіл. Один із висновків загальної 
теорії відності полѐгаю в тому що годинники ідуть по різному при різній гравітації. 
Наприклад годинник на Сонці маю йти повільніше ніж на Землі. Внаслідок того що час у 
нас уповільняютьсѐ, то випроміняваннѐ ніби то трохи розтѐгуютьсѐ у порівнѐнні з 
годинником ѐкий не в гравітації. Тому падаю і частота, і з'ѐвлѐютьсѐ червоний зсув. 
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36. Гамільтонова форма рівнянь електромагнітного поля. Власні 
типи коливань (моди) електромагнітного поля. Кількість 
власних коливань. Гамільтонова форма рівнянь поля. Ефект 
Казіміра. 

Функція Гамільтона для заряду в електромагнітному полі 

Загалом сила Лоренца не є потенціальною силою, оскільки залежить від швидкості руху заряду. 

Проте її можна включити в Гамільтонову механіку записавши функцію Гамільтона зарядженої 

частинки в наступній формі (гаусова система одиниць): 

 

де -- заряд частинки, — електростатичний потенціал, -- векторний потенціал. 

В релятивістському випадку: 

. 

Функція Гамільтона в теорії відносності 

Функцію Гамільтона у релятивістському випадку можна отримати шляхом стандартної процедури, 

знаючи функцію Лагранжа :         

 
. 

 
----------Просторово обмежені системи мають дискретний спектр частот причому кожній частоті 

відповідає один або кілька незалежних типів коливаннь (мод) -------------- 
 
  ект  азими ра — слабка взаємодія між двома металевими пластинами у вакуумі, зумовлена 

квантуванням нульових коливань електромагнітного поля.  

ила притягання між двома паралельними металевими пластинами на 

одиницю площі у вакуумі за розрахунками дорівнює 

, 

де  — сила Казиміра,  — зведена стала Планка, c — швидкість світла, a — віддаль між 

пластинами, E — енергія нульових коливань електромагнітного поля, S — площа пластин. 

    

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B8%D0%BB%D0%B0_%D0%9B%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BD%D1%86%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%BF%D0%BE%D1%82%D0%B5%D0%BD%D1%86%D1%96%D0%B0%D0%BB
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B5%D0%BA%D1%82%D0%BE%D1%80%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%BF%D0%BE%D1%82%D0%B5%D0%BD%D1%86%D1%96%D0%B0%D0%BB
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%81%D0%BA%D1%80%D0%B5%D1%82%D0%BD%D1%96%D1%81%D1%82%D1%8C
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%B0%D1%80%D0%BC%D0%BE%D0%BD%D1%96%D1%87%D0%BD%D1%96_%D0%BA%D0%BE%D0%BB%D0%B8%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BB%D0%B0%D0%B1%D0%BA%D0%B0_%D0%B2%D0%B7%D0%B0%D1%94%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D1%96%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%B0%D0%BB
http://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9F%D0%BB%D0%B0%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BD%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B0%D0%BA%D1%83%D1%83%D0%BC
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D1%82%D1%83%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D1%83%D0%BB%D1%8C%D0%BE%D0%B2%D1%96_%D0%BA%D0%BE%D0%BB%D0%B8%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BC%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D1%96%D1%82%D0%BD%D0%B5_%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%B5
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B2%D0%B5%D0%B4%D0%B5%D0%BD%D0%B0_%D1%81%D1%82%D0%B0%D0%BB%D0%B0_%D0%9F%D0%BB%D0%B0%D0%BD%D0%BA%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A8%D0%B2%D0%B8%D0%B4%D0%BA%D1%96%D1%81%D1%82%D1%8C_%D1%81%D0%B2%D1%96%D1%82%D0%BB%D0%B0


58 

 

37. Сферичні хвилі. Потенціали спізнення і випередження.  

Сферичноя називаютьсѐ хвилѐ, потенціал ѐкої та інші фізичні характеристики залежать 
лише від часу та відстані до точки спостереженнѐ. Запишемо хвилеве рівнѐннѐ: 

( , )u u r t  

2

2 2

1
0.

u
u

c t


  


  ( , )u u r t - сферична хвилѐ Виходѐчи з рівнѐннѐ, запишемо 

Шукаюмо розв'ѐзок у виглѐді 
( , )

( , ) .
r t

u r t
r


  

 Підставивши у рівнѐннѐ одержимо: 
2

2

2 2 2

1 ( , ) 1 ( , )
( ( )) ( ) 0.

r t r t
r

r r r rr c t

   
 

  
 

Провівши диференціяваннѐ та спростивши вираз, одержимо: 

2

1
0;ttrr

r rc


   

Домноживши ліву і праву частини рівнѐннѐ на r отримаюмо: 
2

1
0.rr tt

c
    

 Це рівнѐннѐ маю такий же виглѐд ѐк і рівнѐннѐ длѐ плоскої хвилі, а тому с 
скориставшись відомим виразом та вишевведеноя заміноя длѐ хвилевої функції, 
знайдемо повний вираз длѐ сферичної хвилі: 

( ) ( )
( , )

f r ct f r ct
u r t

r r

 
   

Загальний вираз матимемо: 
0 .ikr i tA

A e
r

  

Запишемо рівнѐннѐ Д'Аламбера: 

2

2 2

1
0.

c t

 
 


 Як вище було доведено, 

функціѐ, що задовольнѐю цьому рівнѐння маю виглѐд: 

( )
( )

( , ) .

r
f t

u r ct cr t
r r




    

Верхній вираз записаний длѐ початку 
координат, ѐкщо ж точка знаходитьсѐ не в 
початку координат, то слід вищезаписану 
формулу переписати таким чином:
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( )

( , ) .

r r
f t

cr t
r r




 


 

В дискретному випадку, коли потенціал створяютьсѐ точковими зарѐдами, отримаюмо

( )

( , ) .
k

r r
f t

cr t
r r




 



  

У випадку неперервного розподілу зарѐдів, отримаюмо такий виглѐд: 

0

0

nE n E B

nB n B E

  

  
 

 
Звідси видно, що електричне та магнітне полѐ ортогональні до напрѐмку поширеннѐ 
хвилі. Тому електромагнітні хвилі називаять поперечними. Потік енергії плоскої хвилі 
(вектор Умова-Пойтінга) визначаютьсѐ так: 

2 2 2

,
4 8 4

c E B E
S E B c n 

  


     
 

 

 
де  - густина енергії полѐ. Тепер отримаюмо зв'ѐзок між магнітним полем та 
векторним потенціалом. Длѐ цього слід помітити, що виходѐчи із вище приведених 

правил координатне диференціяваннѐ може бути замінене на часове: .
n

c t


 


 

Тоді  
1

.
t

n A A n
B rot A n A

c c c





    
   

        ( A  крапка повинна бути 

над вектором). 
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38. Потенціали Льєнара–Віхерта. Вираз для потенціалів. 

Определим потенциалы полѐ, создаваемого одним точечным зарѐдом, совершаящим 
заданное движение по траектории r = r0(t).  
Согласно формулам запаздываящих потенциалов поле в точке наблядениѐ Р(x, у, z) в 
момент времени t определѐетсѐ состоѐнием движениѐ зарѐда в предшествуящий 
момент времени t', длѐ которого времѐ распространениѐ светового сигнала из точки 
нахождениѐ зарѐда r0(t’) в точку наблядениѐ Р как раз совпадает с разностья t — t’. 
Пусть R(t) = r - r0(t) —радиус-вектор от зарѐда е в точку Р; вместе с r0(t) он ѐвлѐетсѐ 
заданной функцией времени. Тогда момент t’ определѐетсѐ уравнением  

 
Длѐ каждого значениѐ t это уравнение имеет всего один корень t’. 
*Это обстоѐтельство довольно очевидно само по себе, но в его справедливости 
можно убедитьсѐ и непосредственно. Длѐ этого выберем точку наблядениѐ Р и 
момент наблядениѐ t в качестве начала О четырехмерной системы координат и 
построим световой конус с вершиной в О. Нижнѐѐ полость этого конуса, 
охватываящаѐ область абсолятно прошедшего (по отношения к события О), 
представлѐет собой геометрическое место мировых точек, таких, что посланный 
из них сигнал достигнет точки О. Точки же, в которых эта гиперповерхность 
пересекаетсѐ мировой линией движениѐ зарѐда, как раз и соответствуят корнѐм 
уравнениѐ (63.1). Но поскольку скорость частицы всегда меньше скорости света, 
то ее мироваѐ линиѐ имеет везде меньший наклон к оси времени, чем наклон 
светового конуса. Отсяда и следует, что мироваѐ линиѐ частицы может пересечь 
нижняя полость светового конуса только в одной точке.+ 
 В системе отсчета, в которой в момент времени t’ частица покоитсѐ, поле в точке 
наблядениѐ в момент t даетсѐ просто кулоновским потенциалом, т. е 

 
Выражениѐ длѐ потенциалов в произвольной системе отсчета мы получим теперь, 
написав такой 4-вектор, который бы при скорости v = 0 давал длѐ ϕ и А значениѐ 
(63.2). Замечаѐ, что согласно (63.1) ϕ из (63.2) можно написать также и в виде  

 
Находим, что искомый 4-вектор есть 

 
где uk — 4-скорость зарѐда, а 4-вектор Rk = [c(t — t'),r — г'+, причем x’, у', z’, t’ свѐзаны 
друг с другом соотношением (63.1); последнее может быть записано в инвариантном 
виде как  
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Переходѐ теперь снова к трехмерным обозначениѐм, получим длѐ потенциалов полѐ, 
создаваемого произвольно движущимсѐ точечным зарѐдом, следуящие выражениѐ:  

 
где R—радиус-вектор, проведенный из точки нахождениѐ зарѐда в точку наблядениѐ 
Р, и все величины в правые частѐх равенств должны быть взѐты в момент времени t', 
определѐящийсѐ из(63.1). Потенциалы полѐ в виде (63.5) называятсѐ потенциалами 
Лиенара-Вихерта.  
Длѐ вычислениѐ напрѐженностей электрического и магнитного полей по формулам  

 
надо дифференцировать ϕ и А по координатам х, у, z точки и моменту t наблядениѐ. 
Формулы (63.5) выражаят потенциалы как функции от t’ и лишь через соотношение 
(63.1) — как неѐвные функции от x, у, z, t. Поэтому длѐ вычислениѐ искомых 
производных надо предварительно вычислить производные от t’. Дифференцируѐ 
соотношение R(t’) = c(t — t’) по t, имеем 

 
 (значение dR/dt’ получаетсѐ дифференцированием тождества R2 = R2 и подстановкой 
 R(t’)/  t= - v(t'); знак минус здесь свѐзан с тем, что R есть радиус-вектор от зарѐда е в 
точку Р, а не наоборот). Отсяда 

 
Аналогично, дифференцируѐ то же соотношение по координа- координатам, найдем  

 
Откуда  

 
С помощья этих формул не представлѐет труда вычислить полѐ Е и Н. Опускаѐ 
промежуточные вычислениѐ, приведем получаящийсѐ результат:  

 
Здесь  =  v/ t; все величины в правых частѐх равенств берутсѐ в момент t’. 
Интересно отметить, что магнитное поле оказываетсѐ везде перпендикулѐрным к 
электрическому. Электрическое поле (63.8) состоит из двух частей различного 



62 

 

характера. Первый член зависит только от скорости частицы (но не от ее ускорениѐ) и 
на больших расстоѐниѐх менѐетсѐ как 1/R2. Второй член зависит от ускорениѐ, а при 
больших R менѐетсѐ как 1/R. Этот последний член свѐзан с излучаемыми частицей 
электромагнитными волнами. Что касаетсѐ первого члена, то, будучи независимым от 
ускорениѐ, он должен соответствовать поля, создаваемому равномерно движущимсѐ 
зарѐдом. Действительно, при постоѐнной скорости разность

есть расстоѐние Rt от зарѐда до точки наблядениѐ в 
самый момент наблядениѐ. Легко также убедитьсѐ непосредственной проверкой в 
том, что 

 
где   t —угол между Rt и v. В результате первый член в (63.8) оказываетсѐ 

совпадаящим с выражением . 
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39. Точне значення електричного та магнітного полів точкового 
заряду, що рухається довільним чином. 

Длѐ обчисленнѐ полів точкового зарѐду за формулами (1): 

 
слід диференціявати за точкоя спостереженнѐ r у момент часу t, однак вирази длѐ 

потенціалів Льюнара-Вiхерта залежать ѐвним 
чином лише від  t'. 
 У зв'ѐзку з цим при диференціяванні за часовими та просторовими змінними у 
формулах (1) необхідно враховувати залежність t' від t (ѐк похідну від складної 
функції). Обчислимо перш за все значеннѐ похідних дt'/дt та grad t'. Длѐ цього 
продиференціяюмо рівність  
R( t' ) = c( t - t' ) по t: 

 

де  dR/dt'  = -R*v/R. Отже, можемо записати похідну у виглѐді  
Цілком аналогічно, обчисляячи градіюнт від виразу R(t') = c( t – t' ), матимемо 

 

Остаточно  
 
Таким чином, ми знайшли правила диференціяваннѐ у виразах (1): 

 
В останньому виразі за gradt позначено градіюнт у деѐкій точці простору в момент 
часу t.  
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Перейдемо тепер до обчисляваннѐ полів. Використовуячи отримані правила 
диференціяваннѐ, длѐ градіюнта скалѐрного потенціалу маюмо 

 
Диференціяваннѐ ѐвного виразу длѐ s приводить до таких формул  

 

Враховуячи ці співвідношеннѐ, можемо записати вираз длѐ градіюнта у виглѐді:  

 
Обчислимо також похідну дА/дt: 

 
Далі, користуячись виразом (1), післѐ нескладних перетворень обчисляюмо вираз длѐ 
електричного полѐ: 

 (2) 
При обчисленні (2) враховано очевидне співвідношеннѐ 
 

 

Відповідні перетвореннѐ приводѐть до  
Ці вирази ю точні значеннѐ полів, ѐкі створяятьсѐ при русі одніюї частинки у вакуумі, 
ѐкщо її швидкість зміняютьсѐ довільно. Простий аналіз них виразів дозволить зробити 
три важливі висновки длѐ нього випадку: 
1.При рівномірному прѐмолінійному русі зарѐдженої частинки другий доданок у (2) 
дорівняю нулеві. Саме він обумовляю гальмівне випроміняваннѐ, тому дорівняять 
нулеві полѐ і енергіѐ випроміняваннѐ. 
2.Хоча перший доданок (2) при v' = 0 не зникаю, однак внеску в поле випроміняваннѐ 
він не даю. 
  3.Длѐ частинки, що рухаютьсѐ з поздовжнім (зміняютьсѐ величина швидкості) або 
поперечним (зміняютьсѐ напрѐм швидкості) прискореннѐм, буде спостерігатись 
гальмівне випроміняваннѐ обумовлене другим доданком у (2). 
 

40. див. 41  
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41. Електромагнітне поле заряду, що рухається рівномірно. 

(1) 

 
    Ці два рівнѐннѐ описуять поле зарѐду, що рухаютьсѐ довільним чином. Длѐ того щоб 
відповісти на питаннѐ білету розберемосѐ длѐ початку, що собоя представлѐять 
обидва доданки в першій формулі. 
Перший доданок залежить лише від швидкості частинки і на великій відстані від 
системи зміняютьсѐ ѐк І/R2 (це досить легко побачити в нерелѐтивістському 
наближенні v<<с). Тобто, у хвильовій зоні напруженості електричного та магнітного 
полів пропорційні І/R2. Це означаю, що абсолятна величина вектора Умова-Пойнтінга 
буде пропорційна І/R4. Але згідно з означеннѐм абсолятна величина цього вектора 
дорівняю кількості енергії, ѐка щосекунди проходить через одиниця поверхні (потік 
енергії). Помноживши його на елемент поверхні R2dωта проінтегрувавши за повним 
тілесним кутом Ω = 4π, одержимо кількість енергії, ѐка щосекунди проходить через сфе-
ру радіуса R. Узѐвши до уваги наведені оцінки длѐ полів, неважко збагнути, що цѐ 
величина буде пропорційна до І/R2. Тобто, чим більшого радіуса сферу ми візьмемо, 
тим меншим буде загальне значеннѐ енергії, ѐка через неї пройшла. Цк суперечить 
загальноприйнѐтому уѐвлення про випроміняваннѐ, тому необхідно зробити висновок, 
що перший доданок у формулі (1), ѐкий представлѐю собоя поле зарѐду при 
рівномірному і прѐмолінійному русі, внеску в поле випроміняваннѐ не даю.  
Більше того, ѐкщо записати перший доданок у наближенні малих швидкостей руху, то в 
ньому неважко впізнати кулонівське поле  частинки. 
Длѐ другого доданку (1) напруженості електричного та магнітного полів у хвильовій 
зоні зміняятьсѐ ѐк І/R, тому абсолятна величина вектора Умова-Пойнтінга 
пропорційна І/R2. Післѐ інтегруваннѐ за повним тілесним кутом одержимо значеннѐ 
енергії, ѐка щосекунди перетинаю: поверхня радіуса R, пропорційне І/R2. Тому длѐ 
сфери довільного радіуса цѐ величина буде сталоя: кількість енергії, ѐка щосекунди 
випроміняютьсѐ джерелом, проходить через поверхня довільного радіуса R. Отже 
другий доданок відповідаю за поле випроміняваннѐ. 
Зроблені нами висновки стосуятьсѐ випадку руху у вакуумі. Ситуаціѐ зміняютьсѐ, ѐкщо 
частинка рухаютьсѐ в суцільному середовищі. В цьому випадку частинка може 
випромінявати електромагнітні хвилі навіть, ѐкщо її швидкість постійна. Отже 
остаточно відповідь на питаннѐ можна сформулявати так: 
Зарѐджена частинка при рівномірному і прѐмолінійному русі у вакуумі не випроміняю 
електромагнітні хвилі і її загальне поле описуютьсѐ тільки першим доданком виразу (1). 
Якщо ж частинка рухаютьсѐ рівномірно, але не прѐмолінійно (тобто з прискореннѐм), 
то її поле складаютьсѐ ѐк з кулонівського полѐ (перший доданок) так і з полѐ 
випроміняваннѐ (другий доданок). 
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42. Випромінювання електромагнітних хвиль точковим зарядом. 
Хвильова зона. 

На достатньо великих відстанѐх ми можемо розкласти поле по плоским хвилѐм, але 
длѐ цього необхідно, щоб довжина хвилі випроміняваннѐ була значно меншоя за 
відстань на ѐку поширяютьсѐ хвилѐ. Ця область простору називаять хвилевоя зоноя. 
Матвикладка наступного плану: 

 ⃗  ∫
 ⃗  ⃗   

| ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗|

 
 

| ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗| 
         rot ⃗   ⃗⃗⃗ 

      ∬
 ⃗     

| ⃗    ⃗⃗⃗⃗ |
      

 

     

   ∬
 ⃗        | ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗|

| ⃗    ⃗⃗⃗⃗ |
     

 

     

 

Якщо  | ⃗    ⃗⃗⃗⃗ |>>1 , то при розкладі знаменника підінтегрального виразу по малому 

параметру 
  ⃗⃗⃗⃗⃗

 
 і послідуячій дії ротора ми прийдемо до виразу длѐ плоскої хвилі. 

Спираячись на закон збереженнѐ енергії , можемо сказати, що у хвильовій зоні(  
 ) першим доданком в виразі длѐ напруженості полѐ можна знехтувати. 

 ⃗⃗    
 

   

 ⃗⃗ [  ⃗⃗  ⃗⃗⃗   ̇⃗⃗⃗]

    ⃗⃗⃗ ⃗⃗  
   поле випроміняваннѐ 

   
  

  
   

   

    
     | ⃗⃗|     

  

  
            ⃗  

  

 
[ ⃗⃗   ⃗⃗]  

    ⃗⃗

  
 

Тоді  
  

  
 

 

  

 

    

  ⃗⃗ *( ⃗⃗  ⃗⃗⃗)  ̇⃗⃗⃗+  

    ⃗⃗⃗ ⃗⃗  
   

  

    

  ⃗⃗ *( ⃗⃗  ⃗⃗⃗)  ̇⃗⃗⃗+  

    ⃗⃗⃗ ⃗⃗  
       вираз длѐ 

діаграми направленості. 
1. Длѐ нерелѐтивістського випадку  

  

  
 

    

    
         

2. Ультра релѐтивістська a||   
  

  
 

         

             
      

3. Ультра релѐтивістська а перпендикулѐрно   
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43. Випромінювання точкового заряда, що рухається 
прямолінійно. Формула Лармора. 

Якщо зарѐд, що рухаютьсѐ прискорено, спостерігати в системі відліку, в ѐкій його 
швидкість можна вважати малоя, порівнѐно зі швидкістя світла, то в цій системі 
відліку доданок полѐ, що залежить від прискореннѐ набуваю виглѐду: 

   
⃗⃗ ⃗⃗⃗  

 

 
[
 ⃗⃗   ⃗⃗  ⃗⃗⃗

̇
 

 
]
      

, де  ⃗⃗  
 ⃗⃗

 
    ⃗  

 ⃗⃗

 
.  

Миттювий потік енергії визначаютьсѐ вектором Умова-Пойтінга: 

  ⃗  
 

  
   
⃗⃗ ⃗⃗⃗   ⃗⃗.  

Звідси потужність, що випроміняютьсѐ в одиниця тілесного кута: 
  

  
  

 

  
    

⃗⃗ ⃗⃗⃗    
  

   
  ⃗⃗  ( ⃗⃗   ⃗

̇
)   .  

Або, ѐкщо позначити кут між прискореннѐм та напрѐмком ѐк  :  
  

  
  

  

     ̇
        ,  

отже маюмо кутову залежність потужності на тілесний кут, що і характеризую діаграму 
направленості випроміняваннѐ (в нерелѐтивістському випадку). З ціюї ж формули 

бачимо, що випроміняваннѐ полѐризовано в площині векторів  ̇⃗ та  ⃗⃗.  
Повна потужність випроміняваннѐ визначаютьсѐ шлѐхом інтегруваннѐ залежності по 
всім кутам:  

   
 

 

   ̇ 

   - це і ю формула Лармора длѐ нерелѐтивістського зарѐду, що рухаютьсѐ з 

прискореннѐм.  
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44. Запізнювальні випереджаючі потенціали. 

Рівнѐннѐ д’Аламбера або хвильові рівнѐннѐ маять виглѐд: 

 
Розв’ѐзками цих рівнѐнь ю паступні співвідношеннѐ: 
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45. Циклотронне та синхротронне випромінювання точкового 
заряда. 

За модель циклотронного і синхротронного випроміняваннѐ приймаюмо рух частинки 
в постійному магнітному полі. Радіус орбіти r і циклічна частота 0 виразѐтьсѐ через 

напруженість полѐ H і швидкість частинки v  формулами: 
2

0 22

2

1

1

mcv v eH v
r

r mc cv
eH

c

   



 

Повна інтенсивність випроміняваннѐ по всіх напрѐмках визначаютьсѐ за формулоя: 
4 2 2

2 5 2 2

2

3 (1 )

e H v
I

m c v c



, випливаю із загальної теорії випроміняваннѐ зарѐдженої 

частинки. 
Ми ставимо перед собоя мету знайти кутовий розподіл інтенсивності, при цьому нас 
цікавить інтенсивність усереднена за періодом. Виберемо систему координат таким 
чином, щоб площина обертаннѐ співпадала з площиноя ОХУ. k -вектор – напрѐмок 
реюстрації випроміняваннѐ. Магнітне поле спрѐмоване в напрѐмку, протилежному до 
напрѐмку осі OZ. Прискореннѐ a виражаюмо через полеH і швидкість v згідно з 

рівнѐннѐми руху: 
2

2
1 [ ]

e v
a v H

mc c
    

Ми знаюмо формулу длѐ кутового розподілу інтенсивності випроміняваннѐ, ѐка 
витікаю із загальної теорії випроміняваннѐ рухомого зарѐду: 

2

22 2

5 4 63

1 ( )
2( )( )

4
1 1 1

v
ka

ce ak va a
dI d

c vk vk vk
c

c c c



  
  
      

      
        

      

 

Підставивши a  та виконавши усередненнѐ за періодом(інтегруюмо по   від 0 до 2  і 

ділимо на 
0

2
T




 )отримаюмо розподіл інтенсивності по тілесних кутах, адаптований до 

нашої задачі: 

22
2

2 24 2 2 2

52 2 5 2

0

1 sin cos cos

1
8

1 cos cos

v v

c ce H v v
dI d d

m c c v

c


  




 

   
    

       
  
 

 

  

Післѐ інтегруваннѐ по   отримаюмо: 
2 2

2 4

2 24 2 2

7 22 5 2
2

2

3
2 cos 1 cos

4

8
1 cos

v v

c ce H v
dI d

m c v

c

 




  
    

   
 
 

 

 

Діаграма напрѐмленості випроміняваннѐ матиме виглѐд: (зверху)  
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46. Потенціали електромагнітного поля в хвильовій зоні. 

),(4
1

2

2

2
tr

tc





 




  

),(
41

2

2

2
trj

ct

A

c
A




 





  

0
1







tc
Adiv


 

Роз’ѐзок рівнѐнь у виглѐді потенціалів запізненнѐ: 
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Усереднимо по часу: 
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Використаюмо граничні умови (нехтуюмо А0 і φ0) 
У хвилевій зоні φ(r) ~ 1/|r|  
Маюмо систему зарѐдів с густиноя ρ(r,t) і струмом j(r,t), a–
характерний розмір системи. Длѐ хвилі що поширяютьсѐ з 

точки r,    ,   

 

 Вважатимемо що детектор знаходитьсѐ далеко: |r|>>a  

(Так ѐк мале в порівнѐнні с іншими 

доданками, то його не враховуюмо)  

(a/|r|<<1, - одиничний вектор в напрѐмку детектора, )  
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(тут треба знехтувати добутком (r’n) в знаменнику тому що r’ дуже мале в порівнѐнні з 
r ).  

    

(Тут також треба знехтувати (r’n) в знаменнику. Зауважте, що таким же самим 
добутком (r’n) в чисельнику знехтувати не можна!!). 

;         ω=2πc/λ. 

(так ѐк добуток (r’k) пропорційний до а, 

тому)  
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47. Вектор Умова-Пойтінга в електро-дипольному наближенні. 

Загальний виглѐд вектора Умова-Пойтінга: 
4

c
S E H


   

. 

Длѐ векторного потенціалу:  
2 2

4

n
S A nA

c

 
  

   
Останнѐ формула справедлива у будь-ѐкому наближенні, треба лише правильно 
вибрати векторний потенціал. Він ю розв’ѐзком хвильового рівнѐннѐ 
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Будемо працявати у хвильовій зоні. В ній векторний потенціал маю поводити себе ѐк 

1
A

r
. 0A  нехтуюмо. Також маять місце наступні співвідношеннѐ: 
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Скористоюмось отриманими наближеними виразами та знехтуюмо в знаменнику r : 
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  — малий параметр. 

Розкладемо по малому параметру вектор j  та запишемо результат: 
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Доданки означаять дипольне, магнітодипольне, квадрупольне наближеннѐ. Длѐ 
електродипольного наближеннѐ залишитьсѐ лише перший доданок. Підставивши цей 
вираз у формулу длѐ вектора Умова-Пойтінга отримаюмо її у електродипольному 
наближенні. 
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48. Електродипольне випромінювання. 

Якщо ми розглѐдаюмо випроміняваннѐ за умов a<<λ<<r (a – характерний розмір 
системи, λ – довжина хвилі, r – вектор з початку координат в точку спостереженнѐ), це 
означаю що ми розглѐдаюмо його у дипольному наближенні. Ці умови берутьсѐ з того, 
що зарѐди маять бути нерелѐтивіськими, тобто   ≈ a/ T  << c і обмежена хвильовоя 
зоноя  λ<< r   Запишемо головні формули  : 

 (3).  (4).  

(5).  Где p-дипольний момент системи ( далі писатиму ѐк 

Обуховський давав через d!!!). (6).  Где v-швидкість 

m-ой частинки. Густина струму (7). 

 (8).   

Векторний потенціал маю виглѐд 
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Озн.   Дипольним називаютьсѐ таке наближеннѐ, при ѐкому всі величини виражаютьсѐ 
через одну величину – а саме другу похідну дипольного моменту   d.   
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 (11).   

(12). 
 
Обчислимо кутовий розподіл інтенсивності випроміняваннѐ. Підставлѐячи (12) в 

формулу длѐ потоку енергії в елемент тілесного кута dΩ  
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. Післѐ інтегруваннѐ за тілесним кутом отримаюмо повну інтенсивність 

дипольного випроміняваннѐ  

2

33

2
d

c
I


  .  

 
Треба звернути увагу на те, що длѐ замкненої системи однакових частинок дипольне 
випроміняваннѐ відсутню. Адже у цьому разі прискореннѐ повного дипольного 

моменту 
 
 ( тут всяди вектори)  

 Простійшим випромінявачем ю вібратор Герца – це такий антена з 
потовщеннѐми на кінцѐх та і розривом посередині длѐ підкляченнѐ 
джерела змінного струму. ( тут не дуже видно, але там де показан 
кружечок зі змінним струмом розрив, тобто ѐк антенна, вона ніби з 

двох боків). Дипольний момент вібратора d(t)=d0cos(iωt). Длѐ того, 

щоб він випромінявав дипольно, необхідно щоб його розміри були 
менші за довжину випроміняваної хвилі a<<λ=2πc/ω. Кут між 

вібратором і напрѐмом на спостерігача θ, запишемо кутовий розподіл і повну 

інтенсивність випроміняваннѐ у виглѐді ,  

. Усереднивши ці залежності за період коливань вібратора маюмо 

,  . Ці формули описуять діаграму направленості 

розглѐнутої штирової антени, тобто кутовий розподіл інтенсивності випроміняваннѐ 
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49. Скалярний потенціал в дипольному наближенні. 

- трохи інша функціѐ, щоб не сплутати з r’ і ρ. 

(1).  
Запишемо цей потенціал в найближчому ненульовому наближенні: 

(2). 
t’=t-|r|/c . Розглѐдаюмо дипольне наближеннѐ: 

 ( , α=0 ) 

 (3). 

   , .  . 

 (4).   

  (5). – перше наближеннѐ. 

При виводі формули (5) ми скористались тим що  та 

.  В нульовому наближенні .  

. Длѐ електронейтральних систем  
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50. Опір випромінювання елементарного вібратора. 
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Маюмо елементарний вібратор довжиноя L. |r|>>L, λ>>L(1) Так ѐк розглѐдаюмо в 
хвильовій зоні, то можемо обмежитись дипольним наближеннѐм. 

(2).  . t’=t-|r|/c(3).  

 (5).   (6).  

 (7).  (8).   (9).  

 (10).  (Длѐ тех кто не к курсе – S – вектор Умова-Пойнтинга.) 

(11),  

.  

 ,  <cos2ωt’>=1/2  (12).  
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51. Випромінювання диполя, що рівномірно обертається. 

Умова дипольного випроміняваннѐ: a   . Тобто розміри системи повинні бути малі в 
порівнѐнні з довжиноя хвилі, що випроміняю система. Ця умову можна написати і в 
іншому виглѐді,враховуячи, що Т   a/v , отже     сa/v, ѐкщо v – це порѐдок величини 
швидкості зарѐду. З того, що a     маюмо v   . Тобто швидкості зарѐдів повинні бути 
малі в порівнѐнні зі швидкістя світла.Длѐ дипольного випроміняваннѐ характерно те, 
що випроміняваннѐ визначаютьсѐ другоя похідноя від дипольного момента системи. 
Оберемо площину ху в ѐкості площини обертаннѐ. Тоді: 

 , і . 

 Так ѐк ці функції монохроматичні, то випроміняваннѐ такою монохроматичне з 
частотоя ω = Ω.  Запишемо формулу кутового розподілу випроміняваннѐ: 

 
Ω – це тілесний кут, θ угол между векторами d и n. Підставивши в ця формулу 
дипольний момент 

 ,отримаюмо: 

,  
де Ω – тут тілесний кут, θ – кут між напрѐмками n і вісся z. Отже, випроміняваннѐ 
дорівняю: 

  
  

tcosdd ox  tsindd oy 

























dsin
c4

d
d

c4

1
dI 2

3

2

3
nd

тел
2

3

4
0 dcos1
c8

dI 




 





d

3

42
o

c3

d2
I






81 

 

52. Магнетодипольне випромінювання. Потенціали цього поля. 

Розглѐнемо вищі члени розкладу ел.маг. полѐ по степенѐх l/λ,  
де l-розміри випромінявача, λ –довжина ел.маг. хвилі 
Особливе значеннѐ ці члени набуваять у тому випадку, коли перший член формули 

(1) 
Дорівняю нуля і відповідного йому дипольного випроміняваннѐ немаю.Другий член 
розкладу формули (1) післѐ деѐких перетворень перепишемо так 

 
Зважаячи на визначеннѐ магнітного моменту сис-ми 

формулу (8.71) можна переписати у виглѐді 

 
Отже, векторний потенціал Амагн створяютьсѐ магнітним диполем. Тому відповідне 
йому випроміняваннѐ називаетьсѐ магнітним дипольним. Користуячись 

співвідношеннѐм  та  

 
Знайдемо напруженість магнітного і електричного полів, створених магнітними 
моментами 

 
Ці формули переходѐть у вираз длѐ ел.маг. полѐ диполѐ 

ѐкщо в останніх покласти 
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  комент до малянка: 

 

 
 
 
Приклад магнітнодипольного випром.:випромінювання колового струму: див. 53 
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53. Напруженості полів для магнето-дипольного 
випромінювання. 
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54. Індикатриса магнето-дипольноо випромінювання. 

Jhhh формули (8.48), (8.43), (8.44), (4.35), (8.52), (8.53), (2.64),  
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Післѐ знаходженнѐ векторного потенціалу задача зводитьсѐ до того, щоб знайти 
індикатрису на зразок задач, ѐкі ми вирішували на семінарах. Але сам ѐ його знайти 
так і не зміг.. сорі… 
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55. Випромінювання колового струму. 

приблизна схема. 
З теоретичної точки зору це коло зі струмом, амплітудоя    , частотоя 
 , та радіусом   . Наша задача знайти потужність випроміняваннѐ такої 
системи, вважаячи, що     . Фактично в нас ю 3 типи 
випроміняваннѐ. Якщо ю дипольне, то воно саме сильне, адже ю 
розкладом полѐ в першому наближенні, але в даному випадку  ⃗⃗    
оскільки в нас коло симетричне. Квадрупольний момент такой системи 
також не враховуюмо.Середній зарѐд в статичному випадку 0. Коли тече 

струм то взагалі-то не 0, але ефект малий. Через хаотичну оріюнтація, усереднивши 
формулу длѐ квадрупольного моменту, бачимо що можемо його не враховувати. 

Залишаютьсѐ магнітодипольне  випроміняваннѐ.  ⃗⃗⃗  
 

  
∫ [  ⃗⃗⃗⃗   ⃗   ⃗⃗⃗⃗     ]  
 

 

 Щоб ѐкось визначити  ⃗, треба ввести певну модель, в рамках ѐкої ми будемо 
працявати. 

Виберемо дротину тонкоя  ⃗(  ⃗⃗⃗⃗    )   ⃗(  ⃗⃗⃗⃗    )           
   

Добуток дельта-функцій описую власне кільце.  

Полѐрна система координат: ⃗   ⃗    
      

Елемент об’юму                 
Підставлѐюмо цей вираз длѐ магніто-дипольного моменту і одразу беручи інтеграли по 

дельта-функціѐм будемо мати  ⃗⃗⃗  
   

     

  
∫ [ ⃗⃗   ⃗ ]    

  

 
 

   
     

  
     ⃗    

| ⃗⃗⃗⃗|  
| ⃗| 

 
           

Тепер можна визначити потужність магнітно-дипольного випроміняваннѐ. Причому 
треба врахувати сукупну потужність у всіх напрѐмках. 

  ∫  ⃗  ⃗
  

    , So – поверхнѐ, ѐка набагато більша за наше кільце. 

 ⃗  
 

  
〈 ⃗⃗   ⃗⃗⃗〉  В реальності дані усереднені в часі 

 ⃗  ⃗    
 

  
[ ̇   

 

 
   ⃗⃗̇ ];    

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗  
 

   
[ ⃗⃗   ̈⃗⃗⃗   

 

 
 ] 

 ⃗⃗⃗  
 

   
[[ ̈⃗⃗⃗ (  

 

 
)   ⃗⃗

̇
]   ⃗⃗] 

Такий виглѐд справедливий длѐ хвильової зони. Звідки 

 ⃗  
 ⃗⃗

   
{( ̇⃗)

 

   ⃗⃗ ̇⃗  } 

Потужність випроміняваннѐ   
  

 
 
   

 
  

  
 

 
 

Значеннѐ електричного полѐ     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   ⃗  
 
   

                   
 

 
 

Підставивши в формулу длѐ знаходженнѐ Е модуль магнітного моменту 

  
   

   
 

(
 

 
)
 

 
  

 

 
      

Дану діаграму використовуять длѐ пошуку передавачів. В напрѐмку z спостерігаютьсѐ 
різкий мінімум.  
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56. Електроквадрупольне випромінювання. Потенціали цього 
поля. 

Запишемо вираз длѐ векторпотенціала:  
 
 
 
 
 

Наближеннѐ хвильової зони:   ⃗     ⃗   

 
 

 
  
 

 
 
 
 

 
 - умова хвильового 
наближеннѐ (можна 

перейти до дипольного випроміняваннѐ і знехтувати     в знаменнику) 
 
 
 
 
 
 

(розклали в рѐд по      , але щоб розкласти лише праву частину, в лівій замінили  ⃗  на 
 ⃗  ) 

(Складова  ⃗    відповідаю наддипольному випромінявання)  
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Перейдемо до моделі точкових зарѐдів (від інтеграла до суми):  
 
 
 
 
 

Перепишемо дану формулу через подвійний векторний добуток:  
 
 

Введемо квадрупольний та магнітний моменти:  
 
 
 
Тоді другу частину векторного потенціалу можна записати 
так:  

 
Із вище наведеного можна сказати, що квадрупольному випромінявання відповідаю 
вектор-потенціал: 

  ⃗       
 

     ⃗ 
  ̈̂ (  

  ⃗ 

 
)   ⃗⃗ .  
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57. Напруженості полів для електроквадрупольного 
випромінювання. 

Розкладаячи в рѐд підінтегральний вираз 
0

1
rnt

c

A j dv
cR 

   за степенѐми 
rn

c і, 

зберігаячи два перші члени, знаходимо: , 

ѐк відомо A  - це векторний потенціал. Так ѐк j = ρv і переходѐчи до точкових зарѐдів 

. В другому доданку пишемо  

 

Знаходимо вираз длѐ A : , де d дипольний 

момент системи, а   - магнітний. Відомо, що ѐкщо до A  прибавити 
будь-ѐкий вектор, пропорційний n, то полѐ E і H віт того не змінѐтьсѐ. Тому попередня 
формулу можна переписати так: 

, 

але під знаком  ю добуток  вектора n на тензор квадрупольного момента 

, вводѐчи вектор D з компонентами  

знаходимо кінцевий вираз длѐ векторного потенціалу: 

. Знаячи А, ми можемо знайти E і H за формулами: 

 тобто 

     

 



 dV)(

'tc

1
dV

c

1
't

0
2't

0

jrn
R

j
R

A

 



 )(e

'tc

1
e

c

1

0
2

0

rnv
R

v
R

A

  nrvnrrnvrnrvnrrrnv
2

1
)(

t2

1
)(

2

1
)(

2

1
)(

t2

1
)( 











][
c

1
)(e

tc2

1

c 0
2

2

0
2

0

nm
R

nrr
RR

d
A








 

  ][e
c2

1
rvm

][
c

1
r)(3e

tc2

1

c 0

2

2

2

0
2

0

nm
R

nnrr
RR

d
A









 




 

2

2

t


Dn

   )rxx3(eD 2

  nDD

][
c

1

c

1

c6

1

c 000
2

0

nm
RR

D
RR

d
A






]][[
c

1
],[

c

1
nnAEnAH







93 

 

58. Індикатриса електроквадрупольного випромінювання. 

Інтенсивність dI в тілесному куті рахуютьсѐ за формулоя (1) цѐ 
величина випливаю з потоку енергії, що визначаютьсѐ вектором Пойнтінга. Длѐ плоскої 

хвилі він  
Інтенсивність визначаять ѐк кількість енергії протікаю в одиниця часу через елемент

 кульової поверхні з центром в початку координат з радіусом Ro. Це 
кількість енергії одно щільності потоку енергії S помноженої на df тобто (1). Визначимо 
повне випроміняваннѐ, тобто енергія, що випроміняютьсѐ системоя в одиниця часу 
по всіх напрѐмках. Длѐ цього усереднити dI за всіма напрѐмками n; повне 
випроміняваннѐ дорівняю цьому середньому, помноженому на 4π. При усередненні 
квадрата магнітного полѐ всі взаюмні добутки першого, другого і третього членів в H 
зникаять, так що залишаятьсѐ тільки середні квадрати кожного з них. В результаті 
маюмо 

  
Таким чином, повне випроміняваннѐ складаютьсѐ з трьох частин: дипольного, 
квадрупольного і магніто-дипольного. Магніто-дипольне у багатьох випадках відсутню. 
Наприклад, у системах, в ѐкіих відношеннѐ зарѐду до маси однакове, в цьому випадку 
відсутній і магніто-дипольне випроміняваннѐ. 
  




 dR
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59. Опір випромінюванню для квадрупольної антени. 

Имеем антенну длниой l в котрой возбуждается ток частоты 
ω. Направим ось z вдоль антенны и заметим, что на ее 
концах  
j = 0, исследуем тот случай когда в антенне возбуждена 
волна стоячая гармоническая тока плотностью 

 где Io = Ioez; N – целое 
число определяющее тип возбуждения антенны. Для 
получения поля вибратора воспользуемся формулами 

 и . 

Учитывая то что вне вибратора П = 0 т.е. E = rotrotП и B = 

.  Распишем вектор П 

где р – функция запаздывающего аргумента t’ = t – r/c. 

 и в результате получаем следующие выражения для поля 

вибратора.  и  
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60. Випромінювання простих квадрупольних систем. 

Розглѐнемо молекулу 2CO : 

0 02 4q e - присутні різні ефекти екрануваннѐ, але длѐ 

оцінки ми можемо так рахувати. 
 
Длѐ таких йонів можливі наступні схеми руху:  

 

lgA - повносиметричні коливаннѐ; 

1uA - антисиметричні коливаннѐ; 

 

E  - двічі вироджені (по x  та по y ) деформаційні 

коливаннѐ. 
 

 
Длѐ першого випадку повно симетричних коливань матимемо: 

0p  , 0M  , 0xx yy xy yx zx xzQ Q Q Q Q Q      , 0zzQ  ; 

Антисиметричні:  

0zzQ  , 0zp  . 

Деформаційні коливаннѐ: 

 0xp  . 

Розглѐнемо чисто квадрупольне випроміняваннѐ (тобто візьмемо повносиметричні 
коливаннѐ, длѐ ѐких ненульовим ю квадрупольний момент): 

2

0 02 ( ( ))zzQ q a a t    

Тепер можемо записати згортку:  

0

€( ) 0

xi i

i

yi i

i

zz z

zi i

i

Q n

Q n Q n

Q n
Q n

 
 

 
   

     
   

  
 
 







,  coszn   — проекціѐ nна вісь z  

2

1 €( )
2

A Q n
c r

  . 

Вектор Умова-Пойтинга S n . В результаті підстановки нашого значеннѐ вектор-

потенціалу отримаюмо кутовий розподіл: 
2sin (2 )S n  . 



96 

 

Фактично це означаю, що індикатриса випроміняваннѐ квадруполѐ у випадку повно 
симетричних коливань матиме виглѐд: 

63

42

квкв

dd

SE Q

SE p




 — нема універсальної формули длѐ 

розрахунку індикатриси випроміняваннѐ, бо результат повністя 
залежить від частоти на ѐкій розраховуюмо. 
 Якщо маюмо складну і велику систему, то внесок квадрупольного 
випроміняваннѐ може бути великий. Тобто дипольне 
випроміняваннѐ не завжди ю самим сильним. 
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61. Випромінювання короткого диполя в ближній зоні. 
Потенціали поля в ближній зоні. Напруженість в сферичній 
СК. Залежність E і H від відстані до джерела випромінювання. 

/* ю ще одна версіѐ даного питаннѐ  */ 
Фаза, ѐка приходить до детектора майже однакова, але все ж таки існую деѐке 
запізненнѐ фронту хвилі. Характерноя особливістя ближньої зони ю незначний вплив 
запізненнѐ на ел - маг. ѐвища.  
 (  Ближнѐ зона - область в ѐкій напрѐмлені властивості антени ( діаграма 
направленості) визначаютьсѐ законами геометричної оптики. На відміну від дальньої 
зони, густина потоку енергії випром не пропорційна квадрату відстанні до антени. 
Розділ між ближньоя та дальноя зонами залежить від : розмірів антени, частоти 
випром, і відстанні на ѐкій виміряятьсѐ парам. антени. ) 
Нехай ми маюмо систему, що випроміняю. Будемо намагатись наблизити детектор 

поближче до випромінявача. 
 

    
  (1) 

 
 Длѐ ближньої зони :  1. || r


 <<    

                                       2. всі величини  ~ 1/ || r


      

Запишемо 
||

)(
),1(||||

r

nr
rrr 


 

   (2) , | | << 1  малий параметр.  || r 


 << || r


. Розглѐнемо знаменник  2

2

||

)(

||

1
...)'1(

||

1

)1(||

1

r

nr

rrr













    (3) 

Якщо ми врахуюмо другий член розкладу  то внесок у знаменник буде 

))((
||

1

||

)(

||

2

222
rq

rdt

d

r

rr
dt

d
q

r

jr 







   отже даю внесок квадрупольний момент.  

Будемо розглѐдати лише дипольне випром, оск дипольне наближеннѐ – це 

наближеннѐ, в ѐкому розглѐдаять тільки дипольні полѐ. Отже .  

Тоді вираз длѐ вектор  потенціала   
(4) 

 
Длѐ скалѐрного потенціалу з урахуваннѐм наближеннѐ (2) маюмо: 

 

  0nr 
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Розкладемо по   густину зарѐду: ρ

 , де 

c

r

c

r
t

||
)}1(

||
{

















. Таким чином: 

 

3 3

2

V

3 2 3

2

1 1
(r, t) (r , t )d r (n (r (r , t ))d r )

| r | | r |

1 1
(n (r (r , t ))d r ) (nr ) (r , t )d r

| r | c | r | c

  

 

        

          

 

 
 

Розглѐдаюмо лише ті системи в ѐких зарѐд Qо = 0, тобто система нейтральна.  Післѐ 

перетворень: 
||
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2 rc
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 , де 
c
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tt

||
  

 
Напруженість в сферичній СК. Залежність E і H від відстані до джерела 
випроміняваннѐ 

Ми отримали    
    

 В дипольному наближенні( ѐк в дальній так і в ближній зоні) маюмо 
),( trArotH


  

Згадаюмо формулу: rot( f F )=[ grad f  F ] + f rot F. 
Підставимо в ця формулу f=1/(c|r|), F=(p)t (похідна по часу, курсив вектори). 
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, де  

Другий доданок схожий на закон Біо-Савара. Він відповідаю за сталі струми, а отже і 

сталі полѐ. ( (p)t ~ j) xp  =q x I. 

Покладемо Підставлѐячи дипольний момент в вираз длѐ магнітного 

полѐ, отримаюмо:  
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З останньої рівності видно, що хвильова зона визначаютьсѐ нерівністя: |r|>>.   

Маюмо:   ||

))((

||

)(
),(

2 rc

tpn

r

tpn
tr 










 , де 
c

r
tt

||
  

Отже, нескладними математичними перетвореннѐми длѐ сферичної системи 

координат (r,,) маюмо:  
 

 nz() = cos 

;    ;  ;

 ;   

Де B-напруженість магнітного полѐ в дальній зоні. 
||

)( 2

r

p

c
B o






 

В ближній зоні: 

        

 Розглѐнемо =/2. Введемо позначаннѐ 


 ||2 r
Q



  змінна безрозмірна величина. 

Розглѐнемо =/2 функція:  
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 На малянку зображена  залежність f(Q) 
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62. Дипольне випромінювання динамічних систем зарядів. 

Потенційна енергіѐ диполѐ в електростатичному полі дорівняю U = - p * E. 
Це співвідношеннѐ отримано з виразу длѐ обертального моменту, діячого на диполь: 
L = p x E. 
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63. Випромінювання лінійної антени.  

Використаюмо модель нескінченно тонкої антени, що розташована так, ѐк показано на 

малянку: ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )
2

i t

z

L
j r t e I z t e x y z            

Використовуячи умову r r  можемо розкласти: 

1
( , ) ( , )

V

r r n
A r t j r t dx dy dz

c r c c


       

/2

/2

/2

/2

( , ) exp( ( )) ( , ) exp( ( ))

exp( ( )) ( , ) exp( cos )

L

z

z

L

L

z

L

re
A r t i t dz I z t i z n

c r c c

re i
i t dz I z t z

c r c c





 





       

      





 На 

кінцѐх повинні бути вузли, інакше поле випроміняваннѐ мало б  
бути не неперервним, що не можливо. Тому: 

( ) ( ) 0
2 2

L L
I z I z       

Це можливе в двох випадках – симетричному і асиметричному: 

( ) ( )

( ) ( )

I z I z

I z I z

   

   
 

При цьому пере випроміняваннѐ не враховуютьсѐ. Отже, 

0

0

/2

/2

( ) cos , 1,3,5...

( ) sin , 2,4,6...

2
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2

cos( cos )sin
2 2 , 1,3,5,...
sin

m

m
m

F i m

 




 
   

2

sin( cos )cos
2 2 , 2,4,6,...

sin
m

m
m

F i m
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a
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sin ( cos )
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a
m m
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S nS m





   

Діаграма напрѐмленості матиме виглѐд: 
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64. Індикатриса напівхвильової та однохвильової антен. 

Розглѐнемо антену у виглѐді дроту довжиноя L. Штриховані позначеннѐ означаять що ми 
розглѐдаюмо точку на самій                            антенні, а не штриховані вказуять що ми 

розглѐдаюмо точку що відноситьсѐ до детектору. В 
нашому випадку розподіл густини струму буде: 

Тут дельта-функціѐми ми вказуюмо, що нас дріт 
нескінченно тонкий, а функціюя Хевісайда вказуюмо на довжину антени. Ми будемо 
працявати в хвилевій зоні, тобто r`<<r. Запишемо вираз длѐ векторпотенціала:  

. Тут було враховано такі 

твердженѐ: . Тепер візьмемо до уваги те що x`=0 y`=0 nz=cos, а також 

візьмемо випадок стоѐчої хвилі тобто I(z`) не буде залежати від часу. 

Інтеграл позначимо через Fm. 

Розглѐнемо два випадки розподілу струму: симетричний I(-z’)=I(z’) та антисиметричний I(-

z’)=-I(z’). Візьмемо длѐ цих випадків такі розподіли струмів: -длѐ 

симертичного, та длѐ антисиметричного(k=2/). З граничних умов (

) знаходимо умову збудженнѐ стоѐчої хвилі: L=(/2)m  

Тепер підставлѐюмо вираз длѐ розподілу струму в Fm і інтегруюмо. Отримаюмо: 

(m=1,3,5…)   
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z

I

z'-L/2

L/2

(m=2,4,6…)   

З попередніх курсів фізики ми маюмо знати такі формули: 

;  

За означеннѐм, вектор Умова-Пойнтінга рівний: Так от, ѐкщо ми все 

це попідставлѐюмо та виконаюмо деѐкі “очевидні” перетвореннѐ то отримаюмо:

де Фактично задача розв’ѐзана, 

залишилось лише графічно зобразити ці залежності,  намалявати індикатрису 
випроміняваннѐ: 

Малянки: індикатриса та розподіл 

струму по антені длѐ випадку m=1 L=/2 
(напівхвильова антена) m=2  

L=(хвильова антена) 
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65. Аналіз індикатриси випромінювання у хвильовій зоні. 
Антенний опір випромінюванню. 

 (Якщо потрібна теоріѐ про випроміняваннѐ антен, то дивись питаннѐ 63) 
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Накачку роблѐть у максимумі. У випадку b) випроміненнѐ не буде. Якщо L=/2m, то 
опір антени активний. В противному випадку опір антени маю ще і реактивну складову. 
Наѐвність реактивного опору виникаю за рахунок неузгодженості антени і генератора. 
На великих відстанѐх потужність, ѐку випроміняю антена в усіх напрѐмках можна 

записати так:  

a) b)

 

dSPm
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Використовуячи формулу длѐ вектора Умова-Поінтінга, отримаюмо: 

 заміна: Cos=x 

 

Прилади (очі і т.п.) усередняять <I2>~<Cos2wt>=1/2 
<I2>=1/2<(I0

m)2> 
Pm=R<I2> - потужність, що випроміняютьсѐ 

- опір антени. R~m – недоцільно використовувати антени з  

m>>1 
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66. Сила променевого тертя. 

 



111 

 

 
  



112 

 

67. Класичний час життя атомів Ширина ліній випромінювання. 
Відбивання від експоненційного бар'єру. 

Інформації по цьому питання досить мало. Вона опираютьсѐ в існуваннѐ атома на базі 
класичних уѐвлень. 
    Відкриттѐ атомного ѐдра, розміри ѐкого виѐвились меншими розміру атома, 
дозволило Резерфорду побудувати планетарну модель атома, в ѐкій навколо майже 
точкового ѐдра рухаятьсѐ по замкненим траюкторіѐм електрони. Проте цѐ модель 
виѐвилась суперечливоя. З одного боку, згідно теореми Ірншоу  електростатична 
модель зарѐдів, що притѐгуятьсѐ, ю механічно нестійкоя, а, з другого боку, електрон, 
що обертаютьсѐ навколо атома, маю прискореннѐ й тому неперервно випроміняю 
електромагнітні хвилі. Ці дві обставини роблѐть таку систему нестійкоя (не 
стаціонарноя) і тому кожен атом повинен був би мати короткий час життѐ, що не 
спостерігаютьсѐ експериментально. Тому цѐ модель потребувала суттювого 
вдосконаленнѐ. Перший подальший крок у цьому напрѐмку був зроблений Нільсом 
Бором. 
    Ширина досліджувальної лінії випроміняваннѐ залежить від часу падіннѐ електрона 
на ѐдро. Дожвина хвилі при цьому стрімко збільшуютьсѐ в сторону інфрачервоного 
світла, що спричинено втратоя енергії електрона.  
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68. Дифракція на гаусовій діафрагмі. Аналіз дифракційного поля 
при дифракції на гаусовій дпафрагмі. 
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69. Теорія дифракції Кірхгофа. Умови існування дифракції 
Кірхгофа. Математичне формулювання принципу Гюйгенса-
Френеля. 
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70. Дифракція Френеля па непрозорому диску. Аналіз 
дифракційного поля. 

       Дифракціюя Френелѐ називаять дифракція від сферичного фронту хвилі.  
        У випадку дифракції світла на круглому непрозорому диску ВС закриту ним 
ділѐнку фронту хвилі треба виклячити з розглѐданнѐ і будувати зони Френелѐ, 
починаячи з країв диска.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Амплітуда А в точці М визначаютьсѐ спільноя діюя всіх відкритих зон, починаячи з 
першої:  
А =А1–А2 + А3 – А4 + ... = A1/2 + (A1/2 –A2+A3/2) + (A3/2 –A4 +A5/2) +…= A1/2. 
       Отже, в точці М завжди буде інтерференційний максимум, оточений 
концентричними з ним темними і світлими інтерференційними кільцѐми, ѐкі 
чергуятьсѐ. Із збільшеннѐм радіуса диску перша відкрита зона віддалѐютьсѐ від точки 
М і збільшуютьсѐ кут α1 між нормалля до поверхні ціюї зони в будь-ѐкій її точці та 
напрѐмком випроміняваннѐ в бік точки М. Тому інтенсивність центрального 
максимуму зменшуютьсѐ при збільшенні розмірів диску. Якщо радіус диску набагато 
більший за радіус закритої ним центральної зони Френелѐ, то за диском буде 
звичайна тінь із дуже слабкоя інтерференційноя картиноя на її межах. Очевидно, що 
в цьому разі ѐвищем дифракції світла можна знехтувати і скористатисѐ законом 
прѐмолінійного поширеннѐ світла.  
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71. Інтерференція на гаусових щілинах. 

Інтерференціѐ хвиль — ѐвище накладаннѐ двох або більше когерентних світлових 
хвиль в результаті чого в одних місцѐх спостерігаютьсѐ підсиленнѐ результуячої хвилі 
(інтерференційний максимум), а в інших місцѐх послабленнѐ (інтерференційний 
мінімум). 
Гаусова діафрагма характеризуютьсѐ таким коефіціюнтом пропусканнѐ: 

 
Поле хвиль на виході: 
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72. Проходження світла крізь лінзу. Формула Кірхгофа. Кут 
дифракційного розходження. 
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Кут дифракції 

кут - p - кут дифракції. Вертикальна вісь х, горизонтальна z. 
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Формула Кірхгофа 

 
Розглянемо довільний об’єм V , обмежений поверхнею S. Вважається, що поверхня 

гладка, тому в кожній її точці можна однозначно побудувати вектор нормалі in, , 

направлений в середину об’єму.  

Необхідно знайти таку скалярну функцію 
.

 , яка в області V задовольняє рівняння 

Гельмгольца 0
.

2
.

2   за умови, що значення функції 
.

 і її нормальної похідної 
.

n
  в кожній точці поверхні S задані. 

Кірхгоф довів, що що розв’язок матиме вигляд: 
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.
.

.

4

1
)( , де r – відстань між поточною точкою на 

поверхні і точкою спостереження Р. 

Доведення формули Кірхгофа засноване на формулі Гріна, згідно якої двічі 

диференційовані функції 
.

  і 
.

  просторових координат задовольняють тотожності 
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73. Дифракційна теорія фокусної плями. 

 

 
В області білѐ 

pz  майже циліндричний промінь. Розглѐнемо частковий випадок 

 0, 0,p p pI x y z   наступної формули (перевірити)
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, де F  — фокусна відстань, ,П ЛR R  — правий та 

лівий радіуси кривизни. 

Длѐ тонкої лінзи запишемо 
0

1 1 1

s pL z F
  . 

pz  — довільна площина, а тут не довільна, 

тому познач з індексом "0". 
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Перепишемо перше рівнѐннѐ длѐ цього випадку 
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, 
f  — діаметр плѐми у точному фокусі, 

2

0 0Rz k a  — релеївська довжина. 
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Розглѐнемо часткови випадок: 

а) з лівого боку падаю плоска хвилѐ sL  , 
0

pz F , 0
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k
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  — радіус 

фокусуваннѐ, 
0

D
a


  — кут дифракції (або кут 

сходженнѐ), 
f DF  . 

Точкове джерело — джерело, ѐке даю сферичну хвиля, 
куля — модель точкового джерела. 
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 (1), де    f p f pR z u z  — 

розповсядженнѐ променѐ фокусуваннѐ,  pu z  — допоміжна ф-ціѐ. 
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. Ф-лу (1) можна переписати: 
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, де 
0

fI  — інтенсивність в центрі точки 

фокуса.  0 1f pu z  , 
0

p pz z . 

б) , 0p px y   , 0pz  ,   00,0,0I I . 
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. На вхідній 

площині   00f pR z a  . При зменшенні діаметра 

променѐ зростатиме інтинсивність. 
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. Коли радіус зменшуютьсѐ в 2  разів — це буде 

границѐ такої трубки.    0 02f p f pR z l R z   ,  
2

0

R pl Z z  . 
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74. Мікроскопічні та макроскопічні рівняння електродинаміки. 
Фізично нескінчено малий об’єм і модель речовини. 

Якщо ми виміряюмо полѐ на практиці деѐкими приладами, то що робити ѐкщо 
масштаб детектора >> за елементи структури, що ми виміряюмо ?  
Ідеюя моделі матеріальної точки ю ідеѐ правильного нескінченно малого об'юму. Тоді 
давайте домовимосѐ, що будемо наз. точкоя будь - ѐкий малий об'юкти, ѐкі 
характеризуятьсѐ тим, що менші за них об'юкти вимірѐти не можна. Виникаю питаннѐ, 
з ѐкоя точністя ми можемо помірѐти координати точки за допомогоя світлової хвилі 
?  

        типова відстань 5 А, , A5000  отже так ми не  
зможемо помірѐти наш об'юкт, отже ми його можемо 
 вважати " матеріальноя точкоя".  
О. Фізична точка - це об'юкт з такими розмірами, при ѐких 

його можна вимірѐти з точністя приладу. Тобто l   
Введемо параметр N >> 1 - к- сть атомів в об'юмі (>> 1 оск. кількість об'юктів, що 
усередняютьсѐ повинно бути багато)   
О.  Нескінченно малим фізичним об'юмом наз. розміри цього об'юкту більші за 
відстань між атомами ( або частинками в цьому об'юмі), але менший за точність 
виміряячого пристроя. Тобто це частина досліджуваного об’юму, розмір ѐкого 
менший за характеристичні значеннѐ шуканих параметрів.  ( НМО) 

Таким чином мікроскопічні параметри речовини )(re


 і  )(rh


 усередняятьсѐ по НМО і 

вводѐтьсѐ відповідні значеннѐ < )(re


>= )(rE


, < )(rh


>= )(rB


 

Система р- нь Максвелла длѐ статистичних полів у диф формі 
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густини мікроскопічних зарѐдів та мікрострумів. 
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4 . Магнітні властивості реч. зумовлені 

молекулѐрними струмами ( ѐкий пов'ѐзаний зі спіном). 
 

Нам також відоме одне динамічне р-нѐ – закон Фарадеѐ  в диф. формі : 

 тобто це р-нѐ вірне ѐк у динамічному так і в статистичному випадку. 
 Оскільки довести р-нѐ Максвела неможливо, то спробуюмо шлѐхом логічних 
переходів (ѐк це напевно робив Максвел) побудувати с-му р-нь, що адекватно описую 
змінні в часі полѐ.  
1. Магнітних зарѐдів також немаю і в динамічному випадку – статистичне р-нѐ:  divB=0 
не зміняютьсѐ 

t

B

c

1
rotE
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2. Диф. форма закону Фарадеѐ ю узагальненим р-ѐм rote=0 – тому длѐ динамічного 
випадку будемо вважати rote=(-dB)/(cdt) 
3. Диф. форма закону Гауса маю бути справедливоя і в динаміці, оскільки потік Е через 
замкнену поверхня маю бути пропорційним внутрішньому зарѐду: divE=4 ρ 
4. Єдине р-нѐ, що маю змінитись ю rotB=4πj/с.  Воно суперечить закону збереженнѐ 
зарѐду, бо взѐвши div від обох частин оримаюмо 0=4 divj/c. Помилка зникаю ѐкщо 
записати закон Біо-Савара-Лапласа у виглѐді: rotB=4 j/c+dE/(cdt) 
В результаті отримаюмо с-му р-нь Максвела – Лоренца: 
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t

B

c
Erot

Bdiv

























14

4

1

0



 , ѐку довести неможливо. 

 
Макроскопичнi рiвнѐннѐ Максвелла  
Основна ідеѐ полѐгаю в тому, що беруть відомі всім р-нѐ Максвела-Лоренца, ѐкі 
насправді стосуятьсѐ мікроскопічних параметрів речовини і шлѐхом узагальнень та 
усереднень переходѐть до макроскопічних параметрів 
Модель Максвела: всі зарѐди ділѐтьсѐ на 2 категорії: вільні та зв’ѐзані, вони можуть 
характеризуватисѐ такими величинами: швидкість та магнітний момент. Зарѐди 
складаять: сторонні зарѐди і струми та внутрішні зарѐди і струми. В нашому розглѐді 
сторонні зарѐди та струми не враховуять (рівні 0). Розглѐнемо величину 

(1) 

 Середнѐ густина вільного зарѐду визначаютьсѐ ѐк: (2), виразимо 

густину зв’ѐзаних зарѐдів через полѐризація ρ(зв)= -divP(r,t), Р – питомий дипольний 

момент зарѐдженої частинки Р(r,t)=(1/V)  Σqmrm. Мікро струм можна розкласти на такі 

складові: <J(micro)>=J+Jp+Jm, де J – струм вільних зарѐдів, Jp – 
полѐризаційний струм, Jm – струм магнітного моменту. 

Mrotc
t

jj iмікро










   Причому Jp=dP/dt,  Jm=CrotM, М - 

магнітний момент. Длѐ того щоб абстрагуватись від локальних та 
миттювих значень вводимо усередненнѐ по часу та по об’юму, тоді 
остаточно отримуюмо макроскопічні р-нѐ Максвела  
Тут   і j


 маять сенс усереднених величин, ѐкі визначенні лише 

длѐ вільних зарѐдів.

 

 

).звязані()вільні()мікро( 

n
1

(r, t) q
V

 



4 1 D
rotH j

c c t

1 B
rotE

c t

divB 0

divD 4

D E 4 P

B H 4 M
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75. Зв’язані заряди і поляризація. 
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76. Внесок магнітного моменту в середній струм 
(«молекулярний»). 

Система диференціальних рівнѐнь Максвела-Лоренца: 
 

4 1
, 4

e
roth j dive

c c t





  


 

1
, 0,

h
rote divh

c t


  


 

 
 
де j, p - точкові, мікро. Усередненнѐ величин дасть 

e E

h H

  

  
 

 
В усереднених величинах < jмікро> ,<  мікро > замасковані два класа зарѐдів - а)вільні, 

длѐ ѐких нема просторового обмеженнѐ - nq ;б)зв'ѐзані, що переміщуятьсѐ на відстані 

порѐдку розміру атома - nq . Введемо ще nm  - магнітний момент виклячно зв'ѐзаних 

зарѐдів, що рухаятьсѐ по замкненій або квазізамкненій 

траюкторії. Згідно ціюї моделі пов зв    . 

Вектором полѐризації називаютьсѐ електричний момент одиниці об'юму 

1

1 n

i

i

p p
V 

  . Розглѐнемо в електричному полі діелектрик у виглѐді косої призми з 

ребром L та основоя S. 
на одній основі полѐризаційні зарѐди  , на іншій 
 . Призма маю полѐризаційний момент 

.p SL  Об'юм призми cosv SL  . Тому 

cos
n

V
p P V P







      

 Розглѐнемо всередині полѐризованого діелектрика 
нескінченно малий паралелепіпед зі сторонами dx, dy, dz.Тоді к-сть додатного зарѐду 
що виходить з паралелепіпеда через грань x+dx: 

( )x x xP P dx dy dz    
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а входить через паралельну xP dy dz тому приріст додатного зарѐду 

x xP dV  загалом отримаюмо 

x x y y z zP P P divP       

 
Щодо струмів 

Магнітні моменти 
1

2
nn n

n

m r i m M
c

     
   

молекулѐрні струми Ампера : 
молj dlS MdlI   

Струми зв'ѐзаних зарѐдів: 

1 1
( )n nn t t n tмікро

n n

j q r q r P
N N 

       
 
   

Отже, загалом маюмо : 

tмікроj j P c rotM        
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77. Матеріальні рівняння та їх тензорний характер. 

Рівнѐннѐ Максвела – Лоренца:   

4 1
( ) мікро

е
rot h j

c с t

  
 


;   тут ( ) ,e E  ( )h B  

1

( ) 0

( ) 4

( )

мікро

h

c t

div h

div e

rot e











 

                                                  (1) 

А ці рівнѐннѐ уже менш широко застосовуятьсѐ: 

4 1
,

1
( ) ,

( ) 0,

( ) 4 ;

( )
D

j
c c

B
rot E

c t

div B

div D

rot H










 









       (2) 

Як відомо ( ( )) 0div rot A   длѐ будь-ѐкого А. Тоді 

4 1 4 1
( ) ( ( )) ( ) (4 )0 ( ( )) div j div D iv j

c c t c c t
div rot H

 


 
  

 
 

звідки 0( )
t

div j




  - рівнѐннѐ неперервності. 

Вільні зарѐди – це такі зарѐди, ѐкі можуть бути переміщені ел/м полем в будь-ѐку 
точку речовини. Зв»ѐзані зарѐди – можуть зміщуватисѐ на відстань порівнѐну з 
відстання між атомами (сусідніми). Нехай ю високочастотне поле з   - оптичноя 
частотоя. При дії полѐ з такоя частотоя виникаю внутрішнѐ фотопровідність. 
Домішкові зарѐди зв»ѐзані, а інші – вільні. Якщо зв»ѐзаний зарѐд став вільним, то це 
не враховуютьсѐ в даній моделі. Струму тут не буде, бо точки еквіпотенціальні. Тоді 

0( )
t

div j




    коли з»ѐвлѐютьсѐ внутрішнѐ фотопровідність. Перепишемо 

рівнѐннѐ неперервності: 

( , ),( ) S r t
t

div j




  (6) де ( , )S r t   - функціѐ джерела, що описую ѐвище 

переходу зв»ѐзаних зарѐді ву вільні.  
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0( , ) ( ) ( , ) рекS r t S T l r t S   (7), де 0, ,pекомбінації SS   залежить від конкретних 

речовин ( оекомбінаціїS  - ѐкийсь процесс, що йде навпаки – післѐ того, ѐк електрон став 

вільним, він знову маю стати зв»ѐзаним). 
 Рівнѐннѐ Максвела длѐ таких випадків  не застосовні, модель точкових частинок – 
основа рівнѐннѐ Максвела-Лоренца. 

4 ,D E P 
n n

n

P q r  (координати енного зарѐду).  

Якщо ми відмовилисѐ від точкових частинок, то і рівнѐннѐ Максвела-Лоренца не 
виконуятьсѐ.  

, , , ( , , )x y zE H D B B B B - 12 змінних, але в системі Максвела-Лоренца лише 8 

рівнѐнь. Тобто кількість змінних перевищую кількість рівнѐнь. 
Матеріальні рівнѐннѐ:  

( , )

( , )

( , )

( , )

D D E H

B B E H

E H

j j E H

 









(8) 

 

( )

( , )

D E E

D E H E H



 



 
(*) 

Де D , E -  полѐрні вектори,  а H - аксіальний, тобто  не може бути константоя. 

Покажемо це детальніше за допомогоя оператора інверсії €I . 

€ ( , , ) ( , , )I x y z x y z     (9) 

€ ,Ip p   €Ia a , (10) де a , p - довільні аксіальний та полѐрний вектори 

відповідно. 

 Якщо j const , то рівнѐннѐ (*) може бути правильним. Універсальних 

залежностей типу (8) не існую. 

 Зробимо розклад в рѐд Тейлора ( )k kED . Розглѐнемо частковий випадок (речовина 

складаютьсѐ з йонів). 
 

70

2

0

10 /ат

e
E B см

a
 - за рахунок того, що зарѐди дуже близько один від одного, 

то поле велике. 
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   , 1| | част
част ат

ат

E

Е
E E    - за цим параметром малості можна робити 

розклад. 

2

1 2

0 0

( ) (0) ( ) ...x x
x x x

E E
D E D C C

E E
     (11), тобто          

0 2

1 1( ) ...x x x x xD E D E E      (12), де 
2

1 xE   – доданок, що описую нелінійні 

ѐвища, а вони виникаять при достатньо великих полѐх і зараз ним можна знехтувати. 

 Є рѐд речовин (сегнетоелектрики, піроелектрики, електрики), де 
0 0xD   (13) 

 Як приклад застосуваннѐ таких речовин ю мікрофон на електриках: коли діафрагма 
рухаютьсѐ – зміняютьсѐ потенціал, ѐкий ми знімаюмо. Піроелектрики: турмалін при 
нагріванні зміняю значеннѐ діелектричної сталої. 

 Коли речовина ю неізотропноя, то вираз длѐ xD маю такий виглѐд: 

( , , )x x y z xx x xy y xz zE E E E E ED            (15) 

i ij j

j

D E     (16) 

ij ji       (17) – буде лише 6 незалежних компонент. 

При великих полѐх: ( , )D E H  - фізичний ефект, що іляструю ця залежність: 

( ( , )) ( , ) ,i

j

E
rot H r H r

x
 





 тоді 

j

i ij j ijk

k

E
D E

x
 


 


, (19)   де  

j

ijk

k

E

x






описую оптичну активність – це не сильнее ѐвище. Всі речовини маять діелектричну 
проникність   , але не всім притаманна оптична активність. 
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78. Динамічний відгук. Прицип причинності. 

Нехай маюмо деѐкий імпульс Еx(t)=Eoδ(t-to).  Полѐризаціѐ рречовини прореагую на 
даний імпульс : рx(t)=EoΧ(t-to), правда з деѐким запізненнѐм в наслідок інерційності р. 
Аналогічно під діюя неперервного змінного  імпульсу р зміняватиметьсѐ Рx(t). Отже 
запишемо 

 

- умова інерційності 

-умова пам*ѐті (сис-ма з нескінченоя пам*ѐтя не існую) 
(Частинка з часом зупинитьсѐ і зміститьсѐ до початкового положеннѐ) 
 

 




































памятіневічність0)(X

тьінерційніс0)0(X

0)0(X

∞→



































памятіневічність0)(X

тьінерційніс0)0(X

0)0(X

∞→
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 де δ(τ) – ю миттюва ф-іѐ відгуку 
Принцип причинності - один із основних принципів фізики, ѐкий стверджую, що на 
подія, ѐка відбуваютьсѐ в певний час у певній точці простору, можуть впливати лише 
події, ѐкі передували їй у часі (точніше відділені від неї часоподібним інтервалом). 
Принцип причинності тісно зв'ѐзаний із принципом близькодії. 
У класичній фізиці це твердженнѐ 
означаю, що будь-ѐка подіѐ A(t) що 
сталасѐ в момент часу t може вплинути 
на подія B(t’) , що відбуласѐ в момент 
часу t’ 
 тільки за умови: t’ – t > 0 . Таким чином 
класична фізика допускаю довільно 
велику швидкість переносу взаюмодій. 
  

)w(X41)w(

)(X4)()(

ijij

ijijij
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79. Нелінійні ефекти другого порядка. 
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t

E

c

1
j

c

4
rotB

4divE

t

B

c

1
rotE

0divB


















80. Границі застосування макроскопічних рівнянь Максвела. 

З відповіддя на це питаннѐ виникаять проблеми, тому що про ці границі немаю ніде 
нічого.. 
Так що тут описано, що таке самі макроскопічні рівнѐннѐ Максвелла.  
Рівнѐннѐ Максвелла (справа) : 
Модель Максвела: всі зарѐди ділѐтьсѐ на 2 категорії: вільні та зв’ѐзані, вони можуть 
характеризуватисѐ такими величинами: швидкість та 
магнітний момент. Зарѐди складаять: сторонні зарѐди і 
струми та внутрішні зарѐди і струми. В нашому розглѐді 
сторонні зарѐди та струми не враховуять (рівні 0). 
Розглѐнемо величину 

 

(1)  
Середнѐ густина вільного зарѐду визначаютьсѐ ѐк: 

(2),  

виразимо густину зв’ѐзаних зарѐдів через полѐризація  
ρ(зв)= -divP(r,t),  
Р – питомий дипольний момент зарѐдженої частинки  
Р(r,t)=1/VΣq(m)r(m).  
Мікро струм можна розкласти на такі складові:  
<J(micro)>=J+Jp+Jm, де J – струм вільних зарѐдів, Jp – 
полѐризаційний струм, Jm – струм магнітного моменту.  
Причому Jp=dP/dt,  Jm=CrotM. Длѐ того щоб абстрагуватись 
від локальних та миттювих значень вводимо усередненнѐ 
по часу та по об’юму, тоді остаточно отримуюмо 
макроскопічні р-нѐ Максвела: (праворуч) 
  

).звязані()вільні()мікро( 

).звязані()вільні()мікро( 

n
1

(r, t) q
V

 



4 1 D
rotH j

c c t
1 B

rotE ~
c t

divB 0
divD 4
D E 4 P
B H 4 M
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81. Симетрія і тензорні характеристики речовини. Операції 
симетрії в кристалах. Тензори вищих рангів. 
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82. Діелектрична проникливість середовища. 
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83. Співвідношення Крамерса-Кронінга. 

Запишемо співвідношеннѐ діелектричної проникності у виглѐді  
                   .  Тоді: 

         
 

 
∫

      

   

  

  

               

        
 

 
∫

       

   

  

  

                 

Єдиноя істотноя властивістя функції        при виведенні цих формул ю відсутність 
особливих точок у верхній півплощині. Тому можна сказати що формули Крамерса-
Кроніга ю прѐмим наслідком фізичного принципу причинності. 

Формулу (1) можна привести до виглѐду           
 

 
∫

       

     
      

 

 
  

Якщо розглѐдати провідник то в  точці     фунціѐ      маю поляс, поблизу ѐкого  
        . Це призводить до поѐвленнѐ в формулі (2) додаткового члена         

 
 

 
∫

       

   

  

  
     

   

 
  , а формула (1) або (3) залишаятьсѐ незмінними. Крім того, у 

металів можуть існувати області частот, в ѐких функціѐ      втрачаю свій фізичний 
зміст у зв'ѐзку з ефектами просторової неоднорідності полѐ. Між тим, у розглѐнутих 
формулах інтегруваннѐ повинно вестисѐ по всіх частотах. У таких випадках під      у 
відповідних областѐх частот треба розуміти функція, ѐка утворяютьсѐ в результаті 
рішеннѐ формальної завданнѐ про поведінку тіла у фіктивному просторово 
однорідному періодичному електричному полі (а не в неминуче неоднорідному полі 
електромагнітної хвилі). 
Особливо істотна формула (3). Вона даю можливість обчислити функція,        ѐкщо 
відома хоча б наближеним чином функціѐ        длѐ даного тіла. При цьому істотно, 
що длѐ будь-ѐкої функції       , що задовольнѐю фізично необхідного вимогу       
при    , формула (3) даю функція      , ѐка не суперечить ніѐким необхідним 
фізичним вимогам, тобто принципово можливу (знак і величина    не обмежуятьсѐ 
ніѐкими загальними фізичними умовами). Цѐ обставина і даю можливість 
використовувати формулу (3) навіть за наближеноя функції       . Навпаки, формула 
(2) не даю (в загальному випадку довільної функції       фізично можливої функції 
      , так ѐк не забезпечую автоматичним чином позитивність останньої.  
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84. Фотони і поляритони. Фотонні кристали. Стиснуті стани. 
Взаємодія фотонів з речовиною. Моделі речовин. 

 ото н - квант електромагнітного поля, елементарна частинка, що є носієм електромагнітної 

взаємодії. Фотони не мають електричного заряду. Їхні основні характеристики: енергія, зв'язана з 

частотою за допомогою формули і спін рівний одиниці. Фотон є істинно-нейтральною 

частинкою, що означає, що його античастинка є тим самим фотоном. 

Полярито н - квазічастинка, узгодженне розповсюдження в кристалі власного збудження кристалу й 

електромагнітної хвилі.  Власне збудження кристалу, яке сильно взаємодіє зі ствітлом із утворенням 

поляритонів може бути різної природи: оптичним фононом, екситоном, плазмоном, магноном тощо. 

 отонний кристал - це матеріал, структура якого характеризується періодичним зміною показника 

заломлення в просторових напрямках .Середовища, у яких діелектрична проникність періодично 

змінюється в просторі з періодом, що допускає бреггівського дифракцію світла. 

Класифікація фотонних кристалів: 
Фотонні кристали за характером зміни коефіцієнта заломлення можна розділити на три основні 

класи : 

1. одномірні, в яких коефіцієнт заломлення періодично змінюється в одному просторовому 

напрямку. 

2. двомірні, в яких коефіцієнт заломлення періодично змінюється у двох просторових . 

3. тривимірні, в яких коефіцієнт заломлення періодично змінюється у трьох просторових напрямках.  

 

Як і електричні середовища в залежності від ширини заборонених і дозволених зон, фотонні 

кристали можна розділити на провідники - здатні проводити світло на великі відстані з малими 

втратами, діелектрики - практично ідеальні дзеркала, напівпровідники - речовини здатні, наприклад, 

вибірково відображати фотони певної довжини хвилі і надпровідники, у яких завдяки колективним 

явищам фотони здатні поширюватися практично на необмежені відстані. 

 

Також розрізняють резонансні і нерезонансні фотонні кристали . Резонансні фотонні кристали 

відрізняються від нерезонансних тим, що в них використовуються матеріали, у яких діелектрична 

проникність (або коефіцієнт заломлення) як функція частоти має полюс на деякій резонансній 

частоті. 

 

Взаємодія з речовиною 

     Залежно від частоти світло поширюється в речовині з різною швидкістю. Це явище в оптиці 

називається дисперсією. При створенні певних умов можна домогтися того, що швидкість 

поширення світла в речовині стане надзвичайно малою (так званий "повільне світло").  

Взаємодія фотонів великих енергій з речовиною слабка. 

   Фотони також можуть бути поглинені ядрами, атомами або молекулами, спровокувавши таким 

чином перехід між їх енергетичними станами.  

   Поглинання фотона може навіть викликати руйнування хімічних зв'язків, як при фотодиссоциации 

хлору; такі процеси є об'єктом вивчення фотохімії.  

 

 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D1%82
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BC%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D1%96%D1%82%D0%BD%D0%B5_%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%B5
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0%D1%80%D0%BD%D0%B0_%D1%87%D0%B0%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BD%D0%BA%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BC%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D1%96%D1%82%D0%BD%D0%B0_%D0%B2%D0%B7%D0%B0%D1%94%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D1%96%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BC%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D1%96%D1%82%D0%BD%D0%B0_%D0%B2%D0%B7%D0%B0%D1%94%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D1%96%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%B7%D0%B0%D1%80%D1%8F%D0%B4
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BD%D0%B5%D1%80%D0%B3%D1%96%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BF%D1%96%D0%BD
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B0%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BD%D0%BA%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B2%D0%B0%D0%B7%D1%96%D1%87%D0%B0%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BD%D0%BA%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B0%D0%BB
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BC%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D1%96%D1%82%D0%BD%D0%B0_%D1%85%D0%B2%D0%B8%D0%BB%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%BF%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D1%84%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%BD
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BA%D1%81%D0%B8%D1%82%D0%BE%D0%BD
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BB%D0%B0%D0%B7%D0%BC%D0%BE%D0%BD
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D0%BE%D0%BD
http://znaimo.com.ua/%D0%9E%D0%BF%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://znaimo.com.ua/%D0%94%D0%B8%D1%81%D0%BF%D0%B5%D1%80%D1%81%D1%96%D1%8F_%D1%81%D0%B2%D1%96%D1%82%D0%BB%D0%B0
http://znaimo.com.ua/%D0%90%D1%82%D0%BE%D0%BC%D0%BD%D0%B5%20%D1%8F%D0%B4%D1%80%D0%BE
http://znaimo.com.ua/%D0%90%D1%82%D0%BE%D0%BC
http://znaimo.com.ua/%D0%9C%D0%BE%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%83%D0%BB%D0%B0
http://znaimo.com.ua/%D0%95%D0%BD%D0%B5%D1%80%D0%B3%D0%B5%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D1%80%D1%96%D0%B2%D0%B5%D0%BD%D1%8C
http://znaimo.com.ua/%D0%A4%D0%BE%D1%82%D0%BE%D0%B4%D0%B8%D1%81%D0%BE%D1%86%D1%96%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%8F
http://znaimo.com.ua/%D0%A5%D0%BB%D0%BE%D1%80
http://znaimo.com.ua/%D0%A4%D0%BE%D1%82%D0%BE%D1%85%D1%96%D0%BC%D1%96%D1%8F
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85. Повне внутрішнє відбивання. Ефект Гуса-Хенхена. 
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86. Співвідношення невизначеності для фази хвилі і кількості 
фотонів. 

Класична хвилѐ    0

€€
, expE r t A i kr t  

 
. Потік фотоніф — потік частинок. Кожна 

частинка маю певну енергія та імпульс:   , p k , p
c


 . 

fI S n   , де 
fn  — кількість фотонів, що перетинаять одиниця площі за 

одиниця часу. 

Стан плоскої хвилі описуютьсѐ хвильовими векторами  n ,    , , ;x y zn k k k s , де s  

— спін. N  — кількість частинок,   — фаза (стан певної хвилі). 

2N       — співвідношеннѐ невизначеності длѐ фази хвилі і кількості фотонів. 

xk x  , 2    . 

Якщо 0N  , то отримаюмо   . Один фотон не може характеризувати фазу. 

 
2

xk x
N


   => x

N


 


, 1N   => x   . Неможливо визначити положеннѐ 

точніше, ніж   (в однофотонних ефектах). 
 
В інших шпорах було додатково наступне (в конспекті нема): 
Існуять ферміони та бозони 0,1,2,3N   , розподіл Бозе 

1

0

exp 1N
k T

 


  
    

  

, 0  . 

2
1N N

N N


 
   

0, 0,

, , 100%

I N

I N
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87. Дисперсія поляритонів. 

 Механізм: 1. падаю ел - маг хвилѐ 
                   2. ѐкщо фотон затримавсѐ на атомі і збудив                                   
його, то спостерігаютьсѐ механічне випром.  
О. в низькочастотному( далека інфрачер обл., що наближаютьсѐ до 
радіо.) збудженнѐ кристалу носить змішане елетро - механічне 

збудженнѐ хвилі. Кванти змішаних ел - маг хв. наз. полѐритонами, ѐкі ю частковим 
випадком фотонів у речовині. 
( Фотон використовуютьсѐ у 2х знач : 1) квант елмаг. полѐ в вакуумі 2) фотон в 
речовині)  
Тобто полѐритони- частковий випадок фотонів у речовині, в оптично низькочастотній 

області. Вони х - зуятьсѐ k

і   ( хвильовий вектор і частота, полѐризація спінів 

елетронів не розглѐдаюмо ). 

)()()]([ 22 



c

k 


 , де )(  - діелектрична проникність середовища. В більшості 

випадків )(  можна приписати лише даній матерії.  

В рамках моделі замінимо коливаннѐ гратки на колив. осцилѐторів.  





 


  on

n on

onnf ,1)(
22

2

 fn -сила осцилѐтора,  22  on  резонансні частоти. Нехай 

ю одна резонансна частота fon   , тобто використовуютьсѐ модель 

однорезонансного випадку. 

22
)(









 


f

o
    без врахуваннѐ поглинаннѐ речовиноя. 

   - сума, що не стосуютьсѐ резонансу, тобто спектр 

oon

fn on

onnf 



 


 



 )0(,1)(
22

2

, а отже   діелектрична провідність на 

високих частотах відносно резонансної частоти.  
 
!! Далі під велич k(w) розуміюмо абсолятну величину хвильового вектора. 
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Будемо вважати що, к - аргумент, тоді 
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Полѐритонове поле маю 
заборонену зону, отже 
фотон з такоя енергіюя не 
може пройти в кристал. 

]1[ 



 o

fgE   

ширина забороненої зони. 
Якщо відійти від 
однорезонансного 
наближеннѐ, то в 
найпростішому випадку 

кубічного кристалу з фотонним резонансом на частоті o  маюмо наступне рівнѐннѐ 

длѐ дисперсії полѐритонів ( без врахуваннѐ затуханнѐ) 

)][)()]([
22

22

22












 

o

L

c
k


   де   L , o частоти поперечної та поздовжньої хвиль 

(оптичних фононів - кванти коливального руху гратки 
кристала).     Тут криві 1 і 2 дисперсіѐ полѐритонів, 
штриховані -- дисперсіѐ фотонів, що не взаюмодіять 

 
 2

22ck

  3, і поперечних фононів 4 при малих 

значенннѐх k. 5 - дисперсіѐ фотонів у вакуумі 1
2

22




ck

. 

Взаюмодіѐ призводить до виникненнѐ 2х дисперсійних 

кривих, і забороненої зони від резонансних частот o  і 

до частоти поздовжнього оптичного фонона L , з 

умови 0)( L . Отже полѐритони представлѐять собоя 

власні стани повної системи -- середовище пляс 
елетромагнітне поле, а фотони та фонони ю нормальними хвилѐми лише далеко за 
областя резонансного перетину дисперсійних кривих взаюмодіячих фотонів і фононів.  
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88. Рівняння Максвелла-Лоренца. 

Длѐ дослідженнѐ полів в електродинаміці абстрагуятьсѐ від «безглуздих» точкових 
значень напруженостей e і h, длѐ цього і вводѐть понѐттѐ  „нескінчено-малого об’юму 
(НМО). 
НМО – частина досліджуваного об’юму, розмір ѐкої менший за характеристичні 
значеннѐ шуканих параметрів. Таким чином, мікроскопічні параметри речовини e і h 
усередняятьсѐ по НМО і вводѐтьсѐ відповідні значеннѐ <e> = E, <h> = B. 
Система диференціальних рівнѐнь, отримана Максвелом длѐ статистичних полів маю 

виглѐд: , де ρ і j – густини мікроскопічних зарѐдів і 
мікроскопічних струмів відповідно. 
Нам також відоме одне динамічне рівнѐннѐ – закон Фарадеѐ в диференціальній 

формі: , тобто це рівнѐннѐ вірно ѐк в динамічному, так і в 
статистичному випадку. 
Оскільки довести рівнѐннѐ Максвелла неможливо, то спробуюмо шлѐхом логічних 
переходів (ѐк це напевно робив Максвелл) побудувати систему рівнѐнь, що адекватно 
описую змінні в часі полѐ.  
1. Магнітних зарѐдів також немаю і в динамічному випадку – статистичне рівнѐннѐ:  
divB=0 не зміняютьсѐ; 
2. Диференціальна форма закону Фарадеѐ ю узагальненим рівнѐннѐм rote = 0 – тому 
длѐ динамічного випадку будемо вважати rote = (-dB) / (c*dt); 
3. Диференціальна форма закону Гаусса маю бути справедливоя і в динаміці, оскільки 
потік Е через замкнену поверхня маю бути пропорційним внутрішньому зарѐду: dive = 
4*π*ρ; 
4. Єдине рівнѐннѐ, що маю змінитись, ю rotB = 4*π*j / с.  Воно суперечить закону 
збереженнѐ зарѐду, бо взѐвши div від обох частин отримаюмо 0=4*π*divj / c. Помилка 
зникаю, ѐкщо записати закон Біо – Савара - Лапласа у виглѐді: rotB = (4*π*j) / (с) + (dE) / 
(c*dt). 
В результаті отримуюмо систему рівнѐнь Максвелла – Лоренца: 
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89. Укорочені рівняння. Солітони.   

        (1)  

(2)  ( поле буде 
поперечним, лише наближено) 
Зазвичай середовище слабко нелінійне. Розглѐнемо такі нелінійні процеси, де частоти 
не зміняятьсѐ. 

(4) 

(5) 

(5)=>(3):

(6) 

Оскільки нелінійність слабка, то нехай (7) 

 - поперечний 

Лаплас 
Щоб спростити рівнѐннѐ: 

(8) (*) (**) 

(10)   

Отже (11) 
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Керровська нелінійність: (12) 

длѐ плоских хвиль (відсутнѐ поперечна залежність) 

нелінійне рівнѐннѐ Шредінгера : (13) z→t 

Це рівнѐннѐ маю два типи розвѐзків 

1. (14)  (Солітони (солітонні 

рішеннѐ)) 
Солітон – поодинока хвилѐ. 

 

  

2

2 Ax




)y,x(AA




0UU2
x

U

z

U
i 2

2

2











)vtx(ch

)iexp(const
)t,x(U s




 )t,x(ss 

)
a

czx
(ch

I
A)x.z(I

0

02






160 

 

90. Фоторефракція і фотогальванічний ефект. Умови 
спостереження ефекту. 

Фоторефракціѐ – це ѐвище зміни показника заломленнѐ речовино під діюя світла.( У 
наш час фоторефрактивні сегнетоелектрики – одні з найбільш зручних інструментів 
динамічної голографії.) 
 Фотогальванічний ефект – виникненнѐ електричного струму при освітленні зразка з 
напівпровідника або діелектрика, увімкненого в замкнене коло (фотострум), або 
виникненнѐ ЕРС на освітленому ззразку при розімкненому зовнішньому колі 
(фотоЕРС). Розрізнѐять 2 типи фотогальванічного ефекту. 
 Фотогальванічний ефект першого типу виникаю тільки при генерації світлом рухомих 
носіїв зарѐду одночасно обох знаків (електронів і дірок) і обумовлений розділом цих 
носіїв у просторі. Розділ викликаютьсѐ або неоднорідністя зразка (роль неоднорідності 
може грати поверхнѐ), або неоднорідність освітленнѐ (освітленнѐ частини зразка, або 
поглинаннѐ світла білѐ поверхні). Поѐва ЕРС при неоднорідному освітленні також 
зумовлена може бути нагріваннѐм електронів світлом. Цей механізм подібний до 
звичайного термоелектричного ефекту і може бути значним ѐк при між зонному 
поглинанні, так і при внутрішньо зонному. 
 До фотогальванічного ефекту пов»ѐзаного з просторовим розділеннѐм носіїв 
належать:  
 1)ефект Дембера (виникненнѐ електричного полѐ в однорідному напівпровіднику 
при його нерівномірному освітленні) – виникаю при неоднорідному освітленні зразка 
через відмінні коефіціюнти дифузії електронів і дірок. Він може виникати і при 
однорідному освітленні унаслідок відмінності швидкостей поверхневої рекомбінації 
на протилежних гранѐх зразка. 
 2) Вентильна (бар»юрна) ЕРС – виникаю в результаті розділеннѐ електронів і дірок 

електричним полем приелектродного бар»юра 
Шоткі на контакті метал-напівпровідник, полем 
p-n-переходу або гетеропереходу (контакт 
двох різних за хімічними властивостѐми 
напівпровідників). На рисунку схематично 
показано розділеннѐ пар, ѐкі виникаять при 
освітленні п-н-перехода.  Вклад в струм даять 
ѐк носії, генеровані в області безпосередньо п-

н-переходу, так і збуджені в приелектродних областѐх і ті, що досѐгаять області 
сильного полдѐ шлѐхом дифузії. У результаті розділеннѐ пар утворяютьсѐ направлений 
потік електронів в н-областьі дірок в п-область переходу. При розімкненому колі 
утворяютьсѐ ЕРС в пропускному (прѐмому) напрѐмі п-н-переходу, ѐка компенсую цей 
струм. 
 Також ю об»юмна фотоерс – викликано розділеннѐм пар носіїв на неодноріднощах в 
об»юмі зразка, створяваних  зміноя концентрації  легуячої домішки, або зміноя 
хім..складу складних напівпровідників. 
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 Лінійний фотогальванічний ефект не пов»ѐзаний з передачоя імпульса фотона 
електронам і тому не зміняютьсѐ при зміні напрѐмку розповсядженнѐ світла на 
зворотню.(при фіксованій лінійній полѐризації). Він зумовлений асиметріюя розподілу 
фотоелектронів, ѐка створяютьсѐ двома механізмами: балістичним, пов»ѐзаним з 
поѐвоя направленого імпульсу при квантових переходах, і здвиговим, зумовленим 
зміщеннѐм центра мас хвильового пакета електрона при переходах. При цьому вклад 
в струм даять ѐк процеси поглинаннѐ світла, так і розсіѐннѐ і рекомбінації.  
На рисунку: залежність фотоЕРС, зумовленоя лінійним фотогальва-нічним ефектом в 
p-GaAs, від кута j між площиноя полѐризації світла і вісся кристала. Т=300К. 
Також існуять циркулѐрний фотогальван. Еф. (в гіротропних кристалах, при освітленні 
циркулѐрно (еліптично) полѐризованим світлом). Лінійний і циркулѐрний 

фотогальванічний ефект використовуять ѐк 
ефект збільшеннѐ , використовуять длѐ 
створеннѐ без інерційних прийомників 
інтенсивного (лазерного) випроміняваннѐ. 
 Поверхневий фотогальванічний ефект – 
обумовлений розсіѐннѐм збуджуваних світлом 
носіїв зарѐда на поверхні. При між зонному 
поглинанні виникаю в умовах, коли значна 
частина носіїв може досѐгти її без 
розсіяваннѐ. 
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91. Однорезонансна модель діелектричної проникливості. 

(лише про діелектричну проникність) 

 іелектр ична прон икніст  — безрозмірна величина, що характеризує ізоляційні властивості 

середовища. Вона показує, у скільки разів взаємодія між зарядами в однорідному середовищі менша 

ніж у вакуумі.  

При розгляді незмінних із часом електричних полів вводять поняття статичної діелектричної 

проникності. Статична діелектрична проникність встановлює зв'язок між вектором електричної 

індукції й напруженістю електричного поля . Загалом напрямки цих векторів не збігаються, тож 

діелектрична проникність є тензорною величиною.  

     Для ізотропних середовищ, у яких немає виділеного напрямку, тензор діелектричної проникності 

має діагональну форму й характеризується одним характерним для середовища числом, який 

називають діелектричною сталою середовища. Відповідно, у СІ називають відносною 

діелектричною проникністю. 

Відносна діелектрична проникність εr може бути визначена шляхом порівняння електричної ємності 

тестового електричного конденсатора з певним діелектриком (Cx) і ємності того ж конденсатора у 

вакуумі (Co):       

Низькі частоти. На низьких частотах діелектрична проникність речовин близька до 
діелектричної сталої. Проте необхідно враховувати той факт, що реальні діелектрики хоча б 
частково проводять електричний струм. Для речовини з провідністю σ діелектрична 

проникність на частоті ω дорівнює ,  де c - швидкість світла, - 
діелектрична стала. 

Високі частоти 

При дуже високих частотах діелектрична проникність поводиться однаково для провідників та 

діелектриків. Ця поведінка описується формулою , 

де N - загальна кількість електронів у всіх атомах одиниці об'єму середовища, m - маса електрона, e - 

його заряд.   Звідси видно, що при . 

Діелектрична проникність та показник заломлення 

Діелектрична функція в оптичному частотному діапазоні зв'язана із показником заломлення світла 

співвідношеннням: , 

де n - показник заломлення, κ - коефіцієнт затухання світла. У випадку, коли затухання мале (світло 

розповсюджується в прозорому середовищі),  

  

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%B7%D0%BE%D0%BB%D1%8F%D1%86%D1%96%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B0%D1%80%D1%8F%D0%B4
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B0%D0%BA%D1%83%D1%83%D0%BC
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B5%D0%BA%D1%82%D0%BE%D1%80_%D0%B5%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%BE%D1%97_%D1%96%D0%BD%D0%B4%D1%83%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%97
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B5%D0%BA%D1%82%D0%BE%D1%80_%D0%B5%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%BE%D1%97_%D1%96%D0%BD%D0%B4%D1%83%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%97
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B0%D0%BF%D1%80%D1%83%D0%B6%D0%B5%D0%BD%D1%96%D1%81%D1%82%D1%8C_%D0%B5%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE_%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BD%D0%B7%D0%BE%D1%80
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B0_%D1%94%D0%BC%D0%BD%D1%96%D1%81%D1%82%D1%8C
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%BA%D0%BE%D0%BD%D0%B4%D0%B5%D0%BD%D1%81%D0%B0%D1%82%D0%BE%D1%80
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D1%96%D0%B5%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D0%BA
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BD%D0%B4%D0%B5%D0%BD%D1%81%D0%B0%D1%82%D0%BE%D1%80
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B0%D0%BA%D1%83%D1%83%D0%BC
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B2%D1%96%D0%B4%D0%BD%D1%96%D1%81%D1%82%D1%8C
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A8%D0%B2%D0%B8%D0%B4%D0%BA%D1%96%D1%81%D1%82%D1%8C_%D1%81%D0%B2%D1%96%D1%82%D0%BB%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%82%D0%BE%D0%BC
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%81%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D0%BA%D0%B0%D0%B7%D0%BD%D0%B8%D0%BA_%D0%B7%D0%B0%D0%BB%D0%BE%D0%BC%D0%BB%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D1%8F
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92. Повздовжні хвилі.Представлення плоских хвиль. 
Співвідношення Саха-Теллера. 

Перепишем уравнение Максвела в форме болем удобной длѐ дальнейшего 
анализа,имеѐ в виду,что роторы Е и Н можно представить в виде определителей: 
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 // Саха-Теллера не біло в лекціѐх 
  //Поперечні хвилі теж 
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93. Сегнетоелектрика. Спонтання поляризація. 

Сигнетоелектрики:діелектрична проникність ѐких сильно залежить від температури, ю 
функціюя напруженості зовнішнього 
електричного полѐ та у певному температурному 
інтервалі може сѐгати великих значень (~ 
103…104). Окрім того, ці діелектрики у певній 
області температур (полѐрна фаза) маять 
спонтанну полѐризація (дипольний момент 

одиниці обюма 0P


) за відсутності зовнішнього 
електричного полѐ. Однак на границѐх ціюї 
температурної області вони зазнаять фазових 
перетворень, переходѐчи у нові кристалічні 
модифікації, у ѐких спонтанна полѐризаціѐ 
відсутнѐ. Такі діелектрики називаятьсѐ 
сегнетоелектриками. 
Кристалічна модифікаціѐ, у ѐкій сегнетоелектрик спонтанно полѐризований, 
називаютьсѐ полѐрноя фазоя, а модификаціѐ  в ѐкій спонтанної полѐризації немаю – 
неполѐрноя фазоя. Температура кT , при ѐкій сегнетоелектрик переходить із полѐрної 

фази в неполѐрну (або назад) та маю максимальне значеннѐ  , називаютьсѐ 
діелектричноя точкоя Кярі.  

Вище точки Кярі   зменшуютьсѐ з зростаннѐм температури і маю місце закон Кярі-
Вейсса 

KTT

C




,    

де C – стала Кярі длѐ даного сегнетоелектрика. 
До загальних властивостей сегнетоелектриків відносѐтьсѐ нелінійна залежність 
діелектричної проникності   та полѐризації матеріалу P


 від напруженості 

електричного полѐ E

, а також ѐвище діелектричного гістерезису. 

Сегнетоелектрик у зовнішньому електричному полі.  
Домени. Гістерезис 

Сегнетоелектрик маю спонтанну полѐризація cP


 при відсутності зовнішнього 

електричного полѐ (причини – див. нижче). 

При наѐвності зовнішнього полѐ E


 полѐризаціѐ сегнетоелектрика у полѐрній фазі 

складаютьсѐ з спонтанної cP


, власної полѐризації сегнетоелектрика, що зумовлена 

його природоя, та індукованої полѐризації іP

, що спричинена цим полем, тобто: 

   ic PPP
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cP


 нелінійно залежить від полѐ. Зв'ѐзок між iP


 та E


 також нелінійний. Але у 

слабких полѐх можна обмежитисѐ лінійним наближеннѐм EPi


 0  ( 0 - 

діелектрична стала,  - полѐризовність), або EPP c


 0 . 

Вектор електричної індукції у сегнетоелектрику 

ic PPED


 0 ,                                            (3) 

або 

ED


 0 ,                                                  (4) 

де  1 . Враховуячи (2), (3) та (4), маюмо 

E

P

E

P

E

P ic

000

11








 ,                                   (5) 

де cP , iP  та P – абсолятні значеннѐ відповідних векторів. 

Якщо врахувати, що длѐ сегнетоелектриків 1 , то (5) можна наближено 
представити у виглѐді 

 E

P

0
.                                                  (6) 

Звідси, з урахуваннѐм (4), видно, що у сегнетоелектрику вектор електричної індукції 

практично співпадаю з вектором полѐризації PPPD ic


 , нормальна складова 

ѐкого визначаютьсѐ через поверхневу густину полѐризаційного зарѐду  , тобто 

nP .  

У загальному випадку слід користуватисѐ так званоя диференціальноя проникністя 
сегнетоелектрика 






















E

P

E

P ic

0

1
1

.                                      

(7) 
Стан спонтанної полѐризації 
сегнетоелектрика з енергетичної точки 
зору ю стійким. Інакше відбувавсѐ б 
самочинний перехід з полѐрної фази у 
неполѐрну, що насправді не 
спостерігаютьсѐ. Тому при дослідженні 
макроскопічних властивостей 
сегнетоелектриків можна використовувати 
загальні принципи термодинамічної 
рівноваги. Згідно з ними стан 
сегнетоелектрика за відсутності зовнішнього полѐ відповідаю мінімуму його енергії. Це 

 Р 

Е Еmax 

Рmax 

Рc 

Рз 

a 

d 

d' 
a' 

b' b 
O Ек -Ек f 

e 

h 

g 

Рис.3. Петля гістерезиса 
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і ю основноя причиноя самочинного поділу сегнетоелектрика при 0E


 на області з 
різними напрѐмками вектора полѐризації – домени. 
На рис.3 наведена залежність полѐризованості (полѐризації) від напруженості 
електричного полѐ. При початковому збільшені E  відбуваютьсѐ нелінійне зростаннѐ 

P  вздовж кривої Оа. На цій ділѐнці невелика по значення зміна напруженості 
викликаю суттюву зміну полѐризованості. У точці а дипольні моменти усих доменів 
оріюнтовані вздовж полѐ. Подальше зростаннѐ P  відбуваютьсѐ лише за рахунок 

збільшеннѐ індукованої полѐризованості iP . Крива Оа переходить у лінійну ділѐнку 

ad, екстраполѐціѐ ѐкої до значеннѐ 0E  даю величину спонтанної полѐризованості 

cP . 

Якщо потім зменшувати електричне поле , то зміна полѐризованості P  буде 
відбуватисѐ у відповідності з ділѐнкоя dab'a'd'. Коли поле дорівняю нуля, 

полѐризованість не рівна нуля і відповідаю значення залишкової полѐризованості зP . 

Щоб її знѐти, необхідно прикласти певне електричне поле (коерцитивну силу) кE  

зворотного напрѐмку. Очевидно, що полѐризованість не визначаютьсѐ однозначно 
полем, а залежить ще від попередніх станів (передісторії) сегнетоелектрика, тобто від 
того, ѐким було електричне поле у попередній момент часу. Це ѐвище називаютьсѐ 
діелектричним гістерезисом та пов'ѐзане з особливостѐми динаміки доменної 

структури сегнетоелектрика, коли зростаннѐ доменів та зміна P


 у межах домена 
затримуятьсѐ у електричному полі.  

Якщо змінявати електричне поле у зворотньому порѐдку, то залежність  EP  

зобразитьсѐ нижньоя кривоя d'a'bad, симетричноя до кривої dab'a'd'  відносно 
початку координат О. Таким чином, утворяютьсѐ замкнута крива ab'a'ba, що маю назву 
діелектричної петлі гістерезису. Цѐ петлѐ ю граничноя, оскільки вона містить ділѐнки 
ad та a'd', що відповідаять однодоменному стану сегнетоелектрика. Можна отримати 
петлі гістерезису менших розмірів – крива efgh (рис.3), коли у зразку ще існую більше 

ніж один домен (відсутність на залежності  EP  ділѐнок типу ad та a'd'). 

Аналізуячи граничні петлі гістерезису різних кристалів, можна визначити такі основні 

характеристики сегнетоелектриків, ѐк спонтанну полѐризованність cP , залишкову 

полѐризованість зP , коерцитивну силу кE  та втрати "на гістерезис" – тангенс кута 

діелектричних втрат (див.нижче). Окрім цього, можна визначити величину індукованої 

полѐризованості iP , що відповідаю даному значення напруженості електричного 

полѐ. Очевидно, що при максимальній напруженості електричного полѐ maxEE  , 

ci PPP  max  (рис.3). Знаячи iP , можна визначити полѐризовність  . 

При періодичній зміні полѐризації сегнетоелектрика на подоланнѐ "тертѐ" при 
повороті електричних моментів спонтанно полѐризованих областей витрачаютьсѐ 
додаткова енергіѐ електричного полѐ, ѐка іде на нагріваннѐ діелектрика. Міроя ціюї 
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енергії ю площа петлі гістерезису, ѐка пропорційна кількості теплоти, що виділѐютьсѐ в 
одиниці об'юму сегнетоелектрика за один період зміни напруженості електричного 
полѐ. 
Частина енергії електричного полѐ, що переходить у теплоту, називаютьсѐ 
діелектричними втратами. Длѐ характеристики ціюї величини вводитсѐ тангенс кута 
діелектричних втрат: 

maxW

W
tg T

,                                               (8) 

де TW – густина енергії електричного полѐ, що перетвориласѐ в теплоту в одиниці 

об'юму за одиниця часу, maxmaxmaxmaxmax
2

1

2

1
EPEDW   – максимальна густина 

енергії електричного полѐ, що запасена у діелектрику. 
 Длѐ знаходженнѐ TW  застосуюмо до опису процесу полѐризації сегнетоелектрика 

перший принцип термодинаміки. Длѐ елементарного квазістатичного процесу маюмо 

AdUQ  ,                                            (9) 

де Q – кількість наданої діелектрику теплоти, dU – приріст його внутрішньої енергії, 

A – робота сил електричного полѐ над діелектриком. Якщо припустити, що при 

полѐризації об'юм діелектрика не зміняютьсѐ, то A  буде містити тільки електричну 
частину. Оскільки 

2
0

2

1
EWел 

,                                            (10) 

тоді робота 

EdPEdDEdEdWA ел  0 . 

 Проінтегруюмо (9) вздовж замкнутої петлі гістерезису (за один цикл). Інтеграл від 

dU  буде дорівнявати нуля, оскільки у круговому процесі сегнетоелектрик 
повертаютьсѐ у вихідне становище, а тому внутрішнѐ енергіѐ набуваю початкового 
значеннѐ. В результаті 

 EdPQWT .                                      (11) 

Звідси випливаю, що теплота, ѐка виділѐютьсѐ в одному циклі полѐризації, чисельно 
дорівняю площі петлі гістерезиса. Таким чином 

maxmax2 PE

EdP
tg




.                                      
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94. Хвилі ТМ в прямокутному хвилеводі. 

ТМ хвилі це хвилі в ѐких немаю повздовжньої z-ї компоненти магнітного полѐ,  існую 
лише електрична компонента. Інакше кажучи це хвилі виду    .  
Враховуячи граничні умови     . Тобто      при x=0, х=а та при y=0 та у=b 
Аналогічно       при y=0 та у=b, і      при х=0 та х=а    відповідно й похідні 
   

  
   при y=0 та у=b       та   

   

  
     при х=0 та х=а    Отже отримуюмо краюву задачу 

               тут( - поперечний оператор Лапласа) 
 
 Методом відокремленнѐ змінних отримуюмо розв’ѐзок 

        (                   )     (   )              де   
    

     

Підставлѐюмо краюві умови отримуюмо 

  √ 
  

 
    

  

 
   

     
   

   
       

   

 
      

   

 
       

     
   

   
       

   

 
     

   

 
       

          
   

 
      

   

 
       

Ще дві проекції магнітногого полѐ 

       
  

   
       

   

 
      

   

 
       

        
  

   
       

   

 
      

   

 
       

     

Довжина хвилі в хвилеводі   
  

 
 

Критична довжина хвилі     √      

Критичний випадок               
  

     
 = g;       

  

 
 

 

√ 
 

 
    

 

 
  

 

Мінімально можливі індекси такої хвилі m=1, n=1. 
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95. Хвилі ТЕ в прямокутному хвилеводі. 

Хвилі типу H в прѐмокутному хвилеводі 
H: маю складову   , у той час ѐк      (електричне поле поперечне).  

 

. Межові умови:     ,    ,    ;       , 

   ,    ;   .  

Критична довжина хвилі  ,  
Електричні  та магнітні полѐ описуятьсѐ формулами:  
 

Хвилѐ типу     - критична. Длѐ довідки: 
критична довжина хвилі визначаютьсѐ із 
мінімальності значень індексів m, n, але 
при умові, що усі компоненти хвиль не 
обернутьсѐ в нуль або константу (хвилѐ 
то повинна існувати).  
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96. Хвилі ТМ в циліндричному хвилеводі. 

 



174 
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97. Хвилі ТЕ в циліндричному хвилеводі. 

Круглий металічний хвилевід – це трубка радіуса , вважаюмо, що провідність стінок 

хвилеводу нескінченна, він сам нескінченно довгий і однорідний вздовж осі , а 
внутрішнім середовищем ю повітрѐ або вакуум. Можна бачити, що стінка хвилеводу 

співпадаю з координатноя поверхнея  циліндричної системи координат 

. Тому дана система координат ю дуже зручноя длѐ розв’ѐзку даного типу 
задач. 

Розглѐнемо хвилі, що розповсяджуятьсѐ вздовж осі : 

 

 

Слід розв’ѐзати рівнѐннѐ Гельмгольца: , , 

або переписати в циліндричних координатах і підставити характерну залежність від 

, маюмо  

Хвилі H-типу:  

, оскільки , то граничні умови маять 

виглѐд , при , а . 

Тоді  ,
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,  

інші формули: ; ; . 

Найбільше длѐ . 
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98. Хвилі ТЕМ в коаксіальному хвилеводі. 

Коаксіальний хвилевід – 2 металевих циліндри радіуса  і , 

розділені діелектриком. 

Розглянемо циліндричну систему координат, де вісь  співпадає 

з віссю системи ( ). 

Хвилею ТЕМ-типу (або поперечною електромагнітною хвилею) прийнято називати 

хвилю, у якої . Тоді перші два рівняння Максвела мають вигляд:  

, , або по координатам: 

  

   

Звідки можна отримати рівняння Гельмгольца , де , тоді 

можна переписати, що , отже 

. Це означає, що хвилі типу ТЕМ на відміну від - і 

–хвиль, не мають частотної дисперсії фазової швидкості. Для цих хвиль 

, тобто . Отже, хвилевод з хвилею типу ТЕМ 

пропускає коливання будь-яких частот, поглинаючи з постійного струму. 

Як бачимо, рівняння  задовольняється при , де -

потенціал. Оскільки  
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Для коаксіального хвилеводу ,   ,   , або 

, , з крайових умов ; 

,  

тоді ,   .  

Тоді . 

Припустимо, що простір між циліндрами заповнено діелектриком без втрат ( ) 

з заданими , тоді , де , тоді 

. 

Отже  вектор має єдину проекцію, вздовж вектора , а силові лінії  вектора 

являють собою концентричні кола, які охоплюють внутрішній провідник хвилеводу. 
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99. Коефіцієнт затухання хвиль в хвилеводах. 

Існую 2 основних джерела втрат: 
1. скінченне значеннѐ провідності метала, з ѐкого виготовлено хвилевод 
(тангенціальна складова вектора напруж. ел. полѐ не обертаютьсѐ в нуль, силові лінії 
вигинаятьсѐ і виникаю складова усередненого вектора Пойтінга, що направлена 
всередину металу); 
2. струми провідності в діелектрику, ѐким заповнено хвилевод. 

Т. ч. слід вважати, що k k ik   , а отже    , , , k z ik zE x y z E x y e e
   , 

   , , , k z ik zH x y z H x y e e
   , де k — коефіціюнт фази, k  — коефіціюнт затуханнѐ 

хвилі. Длѐ прикладу, в хвилеводі довжиноя 1 м амплітуда хвилі зменшитьсѐ за 

рахунок втрат вих вхE E , тоді з наведених вище формул: 

   ln / /вх вихk E E Нп м    (непер на метр). В радіотехніці використовуятьсѐ: 

   20lg / /вх вихE E дБ м   , 8,686k  . Длѐ потужностей  10lg /вх вихP P  . 

При 1k L  майже всѐ потужність розсіяютьсѐ у стінках. 
Розглѐнемо довільний хвилевод з втрітами, вісь ѐкого направлена вздовж z . Оскільки 

відомі ф-ли длѐ E  та H , то середнѐ потужність, ѐку переносить хвилѐ 

   0 exp 2P z P k z  ,  0 0P P z  . Продиференціявавши, маюмо: 2
dP

k P
dz

   

або 
/

2

dP dz
k

P
   . Величина dP  — втрати на відрізку хвилеводу довжиноя dz . Тоді 

маюмо . .сер вт

L

dP dz dl   , де . .сер вт — вектор Пойтінга (ним характ. густ. 

середньої потужністі втрат). .сер

S

P dS   — потужність, що переноситьсѐ. Тоді 

. .

.2

сер вт

L

сер

S

dl

k
dS



 





, де за означеннѐм . .

1
Re

2
сер вт E H 

  
 

, E  і H  — комплексні 

амплітуди, тангенціальна складова. Вважаюмо, що  H H     (тобто таке ж, ѐк і 

в ідеального хвилеводу). Щоб знайти комплексну амплітуду вектора напруженості 

електричного полѐ скорист. умовами Леонтовича мE Z H  , де мZ  — 

характеристичний опір метала.  0 1
2

мZ i



  , (відносна магнітна проникність 1). 
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Якщо врахувати H E  , то 
2

0
. .

2
сер вт м

L L

dl H dl



    і остаточно: 

2
0

8

Re

L

S

H dl

k
EH dS









 
 
 




. 

Т. ч. щоб обчислити погонне затуханнѐ, необхідно знати робочу частоту, питому 
провідність матеріала стінок і мати дані про структуру силових ліній ел-магн. полѐ 
хвилі у хвилеводі з тими ж геометричними характеристиками, але без втрат. 
 
Часткові випадки (в це питаннѐ не входить) — Баскаков с. 224-226 (коаксіальний), с. 
226-228 (прѐмокутний), с. 228-229 (круглий). 
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100. Затухання ТЕМ хвилі в коаксіальному хвилеводі. 

 
Коаксіальний хвилевід – 2 провідних циліндри радіуса a  і  
b , розділені діелектриком. 

Розглѐнемо циліндричну систему координат, де вісь  
співпадаю з вісся системи (b > a) . 

Хвилея ТЕМ-типу (або поперечноя електромагнітноя хвилея) прийнѐто називати 

хвиля, у ѐкої .  
Це означаю, що хвилі типу ТЕМ не маять частотної дисперсії фазової швидкості. Длѐ 

цих хвиль , тобто . Значить хвилевод з хвилея типу ТЕМ 

пропускаю коливаннѐ будь-ѐких частот. 
Існую 2 основних джерела втрат: 
1. Скінчене значеннѐ провідності метала, з ѐкого зроблені стінки хвилеводу (внаслідок 
чого силові лінії спотворяятьсѐ і виникаю складова вектора Умова-Пойтінга, 
направлена всередину метала) Втрати на нагріваннѐ хвилеводу. 
2. Струми провідності в діелектрику, ѐким заповнений хвилевод. 
 
Покладемо, що діелектрик немагнітний(μ = l) і в ньому відсутні омічні втрати. 
Комплексні амплітуди проекцій векторів елетромаг полѐ ТЕМ хвилі коакс. хвилеводі 
без втрат  

    тут А= константа з розмірністя 

напруги.   коефіціюнт фази( поздовжній хвильовий вектор). Звідки 
потужність, що переноситьсѐ вздовж осі z в області між провідниками  

 

Знаходимо значеннѐ чисельника з ,(dl- частина 

поперечного перерізу контуру передачі хвилі) де   коефіціюнт затуханнѐ, що 

виміряютьсѐ в неперах на метр , або в  ( погонний). Непер безрозмірна 
величина поділу двох значень. 
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    в ,  Звідки погонне затуханнѐ 

коаксіальному хвилеволі в  
 
 

. 

 
 
Зафіксувавши радіус зовнішнього провідника модна 
так підібрати радіус внутрішнього, що погонний коюф. 
затуханнѐ буде мінімальний. Розглѐдаячи праву 
частину останньоїх формули , можна представити 

   

Мінімум при . При .  Фізична 
причина існув. мін: ѐкщо сильно зменшити внутр. радіус, то втрати зростаять 
внаслідок збільшеннѐ густини струму; ѐкщо відношеннѐ радіусів прѐмую до 1, то втрати 
теж зростаять оск. через скороченнѐ площі тої частини хвилевода, по ѐкій 
переноситьсѐ електромаг енергіѐ. 
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101. Електомагнітні коливання в прямокутному резонаторі. 

Об’юмний резонатор ѐвлѐю собоя повність або частино заповнений об’юм з 
провідними стінками. Розглѐнемо переріз прѐмокутного резонатора, обмеженого 
провідні поверхні при z = 0, z = 1 (вісь z напрѐмлена вздовж резонатора).  Нехай 
розповсяджуютьсѐ хвилѐ H10: 

,виникаю відбита хвилѐ . При z 

= 0,  Ey=Eпад+ Eотр => A=1. За формулоя Ейлера => 

двовимірна стоѐча хвилѐ. 

З граничних умов  при z=l => kl= => k= , 

. Так ѐк длѐ Н10 . Длѐ нашого значеннѐ 
параметру «р» визначилась власна резонансна довжина хвилі. Длѐ будь-ѐкої довжини 

хвилі p
l*2рез , але , але . 

.   

Коливаннѐ Еmn0 можуть існувати, а Нmn0 – ні. Основний тип хвилі – мода з 
резонансноя довжиноя хвилі ( 2 індекси рівні між собоя, а третій ю нуль). Враховуячи 

рівнѐннѐ Гельмгольца:  Граничні умови: , 

 
divE = 0, H = rotE = 0. (длѐ Еmn0). 
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102. Електомагнітні коливання в циліндричному резонаторі. 

В ѐкості моделі резонатора беремо круглий циліндр, запаѐний з обох кінців 
металевими стінками з провідника. Оскільки ми хочемо аналізувати стоѐчі хвилі в 
резонаторі, то залежність полів від z повинна задаватисѐ умовоя: 

sin cosA kz B kz  
Причому длѐ ТЕ і ТМ хвиль коефіціюнти будуть різними. Нехай торцеві стінки розміщені 
в координатах z = 0, z = d. Тоді граничні умови виконуятьсѐ лише при значеннѐх к, ѐкі 
задовольнѐять умовам: 

,
nd

k


  де n = 1,2,3… 

Длѐ ТМ коливань з умови перетвореннѐ компоненти tE  в нуль отримаюмо: 

( , )cos( ),z

nz
E x y n N

d


   

Аналогічно длѐ ТЕ коливань з умови перетвореннѐ В2 в нуль маюмо: 

( , )sin( ),z

nz
B x y n N

d


   

Поперечні компоненти полѐ всередині хвилеводу (резонатора) виражаятьсѐ через 
поздовжні (див. ТЕ, ТМ хвилі СРС №1).  
ТМ хвилі: 

2
sin( )t t

n nz
E grad

dd

 



  ; 

2
cos( )t z t

i nz
B e grad

dc

 



  
 

 

 
ТЕ хвилі: 

2
sin( )t z t

i nz
E e grad

dc

 



  
 

; 
2

cos( )t t

n nz
B grad

dd

 



  

Граничні умови очевидно виконуятьсѐ. 
22

2

2

n

dc

 
 

 
   

 

 

Кожне значеннѐ   задаю власну частоту резонатора: 
22

2

n

c n

d


 



  
   

   

 

Таким чином резонатор характерний дискретним набором частот можливих коливань, 
ѐкі утворяять стоѐчі хвилі. 
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103. Добротність резонатора. 

1.(з книжки Сугакова): 
 Резонаторами називаятьсѐ області простору, з усіх боків обмежені металевими 
стінками. Найпростішими прикладами резонаторів можуть бути хвилеводи, обмежені 
при z = 0 i z = d провідними площинами. Тому щоб дослідити ел\м поле всередині 
резонатора, можна використовувати результати попередніх параграфів, доповнивши 
їх граничними умовами на площинах z = 0 i z = d:  

0,0 |x y z dE E    длѐ Е-хвиль,  
0,

0 |
z d

zH

z 





  длѐ Н-хвиль. Унаслідок відбиваннѐ 

хвиль від додаткових поверхонь (z = 0, d)електромагнітне поле всередині резонатора ю 
суперпозиціюя хвиль, що рухаятьсѐ в протилежних напрѐмках. 
 Електромагнітні хвилі в резонаторі можуть мати лише певний дискретний спектр 
частот. Ці частоти називаятьсѐ власними частотами. Якщо провідність стінок 
резонатора нескінченно велика, то власні коливаннѐ в резонаторі не послабляятьсѐ. 
При скінченній провідності стінок існую потік енергії всередину провідника. При цьому 
енергіѐ коливань у резонаторі зменшуютьсѐ, і вони затухаять з часом. Втрати енергії 
характеризуятьсѐ добротністя  резонаторів, ѐка визначаютьсѐ так: 

_ \ _ _ _

2 , _ _ _

енергія ел м поля в резонаторі
Q

енергія яка втрачається за період




  

Де   - частота коливань при відсутності втрат. Величина Q не залежить від амплітуди 
коливань. 
2) зі старих шпор:  
Будем считать, что в момент времени t=0 источеик возбуждениѐ отклячаетсѐ, тогда 

. Как известно, . Пусть ц- начальное 
значение энергии в резонаторе при t=0. За первый период амплитуда уменьшитсѐ до 

уровнѐ =exp(-pi/Q)=E(t). Следовательно, вследствии потерь 

будет рассасыватьсѐ энергиѐ . Так как в 
радиоэлектронике Q>>1, то exp(-2pi/Q)=1-2pi/Q=>W=TP(средних потерь)=2pi/w*P 

=>a=wрезw0/Pср. потрерь . W0= . 

, где w –резонанснаѐ частота. 
Рассмотрим отдельные случаи 

wtcoseE)t(E /t
0

 w/Q2

))w/(2exp(E0 

))Q/pi2exp(1(wW 
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1) E010: 
)a/r(JHH 01l0 
(круглый резонатор длиной l и диаметром а) 
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. Длѐ этой моды 
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104. Метод електростатичних зображень. Метод конформних 
відображень. 

Метод електростатичних зображен  - методом розрахунку фізичного поля 

(переважно електричного та магнітного), наведеного активними 

поверхнями, за допомогою дзеркальних зображень джерел цього поля. 

Справедливість методу доводиться за допомогою теореми єдиності 

(унікальності) розв'язку відповідного диференційного рівняння (рівняння 

Пуасона, у випадку електростатики) за певних граничних умов. 

 

    В електростатиці, метод дозволяє легко розрахувати розподіл 

електричного поля в об'ємі між сукупністю електричних зарядів та 

металічними поверхнями (поверхнями що проводять електричний струм) певної форми. У 

найпростішому випадку електричного заряда над пласкою поверхнею провідника (Рис. 1), 

електричне поле між зарядом та поверхнею є ідентичним полю між цим зарядом та його протилежно 

зарядженим дзеркальним зображенням. Обґрунтованість такої заміни випливає з умови відсутності 

тангенційної до поверхі провідника компоненти електричного поля, чи, іншими словами, 

еквіпотенційності провідників
[1]

. Звідси також очевидно, що сила взаємодії між зарядом та 

незарядженим провідником є притягальною. 

 

В магнітостатиці, метод дозволяє розраховувати магнітне поле в 

об'ємі між сукупністю магнітних диполів (або будь-яким джерелом 

зовнішнього магнітного поля) та поверхнею ідеального 

надпровідника (див. ефект Мейснера). Тут, у найпростішому 

випадку магнітного диполя над пласкою поверхнею надпровідника 

(Рис. 2), поле від екранувальних надпровідних струмів поза 

надпровідником є еквівалентним полю віддзекраленого диполя. 

Обґрунтованість витікає з умови відсутності нормальної 

компоненти магнітного поля на поверхні надпровідника. Сила 

взаємодії між магнітом на ідеальним надпровідником є 

відштовхувальною. Існує також узагальнення методу, метод застиглих дзеркальних зображень, що 

поширюється на надпровідники II-го роду з сильним пінінгом (див. Ідеально жорсткий 

надпровідник). 

Також метод часто використовують для розрахунку інших полів, наприклад потоків рідини чи 

тепла.
[2] 

 он ормне відображення — неперервне відображення, що зберігає кути. 

Більш формально, неперервне відображення області G n-вимірного евклідового 

простору в n-вимірний евклідовий простір називається конформним в точці 

якщо воно в цій точці має властивість збереження кутів, тобто будь-яка 

пара неперервних кривих , що розташовані в G і перетинаються в точці 

під кутом . (Мають дотичні в точці , що утворюють між собою кут ), при 

даному відображенні переходить в пару неперервних кривих що 

перетинаються в точці під тим же кутом Неперервне 

відображення області G називається конформним, якщо воно є конформним в 

кожній точці цієї області. 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D0%BB%D0%B5_%28%D1%84%D1%96%D0%B7%D0%B8%D0%BA%D0%B0%29
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B5_%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%B5
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D1%96%D1%82%D0%BD%D0%B5_%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%B5
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%84%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%BD%D1%86%D1%96%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D1%96_%D1%80%D1%96%D0%B2%D0%BD%D1%8F%D0%BD%D0%BD%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%96%D0%B2%D0%BD%D1%8F%D0%BD%D0%BD%D1%8F_%D0%9F%D1%83%D0%B0%D1%81%D0%BE%D0%BD%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%96%D0%B2%D0%BD%D1%8F%D0%BD%D0%BD%D1%8F_%D0%9F%D1%83%D0%B0%D1%81%D0%BE%D0%BD%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%80%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D1%87%D0%BD%D1%96_%D1%83%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B8
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%B7%D0%B0%D1%80%D1%8F%D0%B4
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%B0%D0%BB
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D0%B2%D1%96%D0%B4%D0%BD%D0%B8%D0%BA
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D1%81%D1%82%D1%80%D1%83%D0%BC
http://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%A2%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%B5%D0%BD%D1%86%D1%96%D0%B9%D0%BD%D0%B0_%D0%BA%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%BE%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%BF%D0%BE%D1%82%D0%B5%D0%BD%D1%86%D1%96%D0%B0%D0%BB
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4_%D0%B4%D0%B7%D0%B5%D1%80%D0%BA%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B8%D1%85_%D0%B7%D0%BE%D0%B1%D1%80%D0%B0%D0%B6%D0%B5%D0%BD%D1%8C#cite_note-1
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D1%96%D1%82%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D1%96%D1%82%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%BC%D0%BE%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B0%D0%B4%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B2%D1%96%D0%B4%D0%BD%D0%B8%D0%BA
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D1%84%D0%B5%D0%BA%D1%82_%D0%9C%D0%B5%D0%B9%D1%81%D0%BD%D0%B5%D1%80%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9D%D0%BE%D1%80%D0%BC%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B0_%D0%BA%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%BE%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9D%D0%BE%D1%80%D0%BC%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B0_%D0%BA%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%BE%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4_%D0%B7%D0%B0%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D1%85_%D0%B4%D0%B7%D0%B5%D1%80%D0%BA%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B8%D1%85_%D0%B7%D0%BE%D0%B1%D1%80%D0%B0%D0%B6%D0%B5%D0%BD%D1%8C
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B0%D0%B4%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B2%D1%96%D0%B4%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B8_II-%D0%B3%D0%BE_%D1%80%D0%BE%D0%B4%D1%83
http://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9F%D1%96%D0%BD%D1%96%D0%BD%D0%B3&action=edit&redlink=1
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%B4%D0%B5%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE_%D0%B6%D0%BE%D1%80%D1%81%D1%82%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D0%BD%D0%B0%D0%B4%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B2%D1%96%D0%B4%D0%BD%D0%B8%D0%BA
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