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Провідники в електростатичному полі


Спочатку зробимо невеличке відхилення. Якщо графічно поле можна характеризувати силовими лініями поля, пов’язаними із вектором напруженості електричного поля, то природно припустити, що поле можна характеризувати і чимось, пов’язаним із потенціалом. Вводять поняття еквіпотенціальних поверхонь.

Еквіпотенціальна поверхня – це поверхня рівного (або сталого) потенціалу.

Як співвідносяться силові лінії поля і еквіпотенціальні поверхні ? Ми зараз покажемо, що силові лінії завжди перпендикулярні еквіпотенціальним поверхням. Справді, поверхні еквіпотенціальні, отже 
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Знайдемо роботу переміщення точкового заряду у полі вздовж еквіпотенціальної поверхні. За означенням це і є різниця потенціалів
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Оскільки 
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,  з цього випливає, що 
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тобто переміщення вздовж еквіпотенціальної поверхні відбувається перпендикулярно силовим лініям напруженості електростатичного поля.


Тепер звернемось до металів (провідників). Ми вже домовились, що із закону збереження заряду випливає, що всередині провідника електростатичне поле завжди дорівнює нулю. Це можна легко показати.
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Метал є еквіпотенціальним. Поверхня металу є еквіпотенціальною поверхнею. Силові лінії поля будуть перпендикулярні поверхні металу. 


Якщо скористатись співвідношенням
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при 
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, то маємо 
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. Це означає, що всередині металів немає об’ємної густини заряду! Це не означає, що ніяких зарядів у металі немає. Просто позитивний і негативний заряд взаємно компенсують один одного. Розрахунки показали, що якщо виникне локальний об’ємний заряд внаслідок флуктуації, він буде скомпенсований за час 
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Що все це нам дасть ? Якщо ми виріжемо порожнину у металі, розподіл полів не зміниться. На цьому принципі базується електростатичний захист чутливої апаратури від збурюючої дії зовнішніх електростатичних полів.

Весь заряд у провіднику збирається на поверхні у шарі атомарної товщини. У невеликому околі поверхні металу її можна вважати плоскою. Задачу про розподіл електростатичного поля поблизу зарядженої плоскої металевої поверхні ми розв’язували :
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де 
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поверхнева густина заряду. 
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Насправді, кожна повна поверхня має певний профіль. Давайте знайдемо зв’язок поверхневої густини заряду із радіусом кривизни поверхні. Маємо дві провідні кулі радіусами 
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 і 
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. Вони з’єднані провідною ниткою, щоб вирівняти їх потенціали
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Після цього її можна забрати.


Ми вже казали, що заряджена куля створює зовні електричне поле, як і точковий заряд такої ж величини, розміщений у її центрі. Легко переконатись, що це стосується і потенціалу. Тоді
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звідки
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заряди великої і малої кулі. Поле, яке кожна куля створює у вакуумі поблизу своєї поверхні, становить
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Тоді 
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Якщо врахувати отриману раніше залежність для поля поблизу провідника 
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 EMBED Equation.3  
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Чим більший радіус кривизни, тим менша густина поверхневого заряду на поверхні. На вістрях густина силових ліній найбільша, електростатичне поле теж найбільше.


У великих полях виникає так зване явище “стікання” заряду. Розглянемо тіло із вістрям у повітрі. Електрони у електричному полі будуть прискорюватись за довжину вільного пробігу 
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 він набуває енергії 
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 (це дуже оціночно). Електрони знаходяться у атомі в потенціальній ямі (на рисунку). Їх енергія може набувати певних дискретних значень, але зараз нас це не дуже цікавить. Якщо їм надати досить велику порцію енергії 
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потенціал іонізації, то електрон може вийти із атома (і із тіла). 
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Якщо у нас співвідношення 
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може виникнути світіння газу (вогні святого Ельма). Якщо ж зворотне,
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виникає лавина. Електрони іонізують газ, виникають нові електрони і позитивні іони. Іони починають рухатись до вістря і зменшують на ньому заряд (заряд нібито стікає). Лавина далеко не зайде, оскільки кулонівські сили короткодіючі. Далеко від вістря такого ефекту не буде. 
Щоб позбутись цього ефекту, заокруглюють поверхні.

Електростатичний генератор Ван-де-Граафа

(Калашников)
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Те, що заряди завжди розподіляються по поверхні провідника, використано при створенні електростатичного генератора. Принцип його роботи наступний. Нехай є провідна сфера з отвором і джерело напруги. Візьмемо провідник із двома кульками на кінцях. З’єднаємо джерело напруги і зовнішню поверхню сфери. Вони зарядяться однаково. 


Тепер зарядимо провідник із кульками і торкнемось ним внутрішнього боку сфери. Всередині провідника заряду немає, тому заряд з провідника перетече через внутрішній бік сфери на зовнішню поверхню. Індикатор покаже збільшення заряду. Повторивши цю процедуру багатократно, можна отримати на поверхні сфери заряд, що набагато перевищує вихідний.


Обмеження на заряд накладає утікання. Найчастіше воно пов’язане із іонізацією повітря навколо сфери, оскільки досягається напруга порядку кількох міліонів вольт. Встановлюється рівновага. Заряд, що натікає, витікає внаслідок іонізації повітря.
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Саме на такому принципі американський фізик Роберт Ван-де-Грааф запропонував 1929 році, створив у 1931 році, і опублікував у 1933 році свій електростатичний генератор.


Провідна сфера розташована на ізолюючій колоні. Всередині на двох роликах тягнеться нескінченна стрічка. Заряджається вона за допомогою системи вістер, з’єднаних із джерелом напруги. Для збільшення заряду робиться аналог конденсатора напроти вістря (пунктир). Заряд на внутрішній бік сфери знімається за допомогою системи вістер, з’єднаних із сферою.


Без особливих принципових змін такий генератор використовується і зараз. Їх використовують у прискорювачах заряджених частинок (і електронів, і протонів, і іонів). Напруга, що досягається, 
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м, діаметр сфери – кілька метрів.

Знаходження розподілу потенціалу методом електричних зображень


Давайте подивимось, як властивість металу збирати заряд на своїй поверхні, допоможе нам розв’язувати деякі електростатичні задачі. Методи, якими ми будемо користуватись, є штучними. Складну задачу ми будемо зводити до відомої, вже розв’язаної. І перший з цих методів – метод електричних зображень.
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Нехай у просторі є сукупність точкових зарядів. Вони створюють у просторі певний розподіл електростатичного поля. Виділимо одну еквіпотенціальну поверхню. (Нагадую, що силові лінії поля перпендикулярні еквіпотенціальним поверхням). Вона розділить простір на два півпростори. В одному заряди 
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Візьмемо тонку фольгу, вигнемо її по формі еквіпотенціальної поверхні і зарядимо до потенціалу поверхні. Це ніяким чином не вплине на розподіл поля по обидві боки від фольги. Силові лінія поля будуть і далі перпендикулярними фользі, але розподіли поля у півпросторах стали абсолютно незалежними. Якщо ми заллємо провідником весь правий підпростір, розподіл поля у лівому не зміниться.


Поле ліворуч буде складатись із геометричної суми полів зарядів 
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 і полів зарядів, індукованих ними на поверхні провідника. А це індуковане поле еквівалентно полю, створеному зарядами 
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 внаслідок теореми про єдиність розв’язку рівняння Пуассона. Зверніть увагу, ми маємо дві еквівалентні задачі : поле зарядів над поверхнею провідника і поле сукупності зарядів, частина яких може бути замінена провідником. Сукупність цих зарядів 
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 має назву електричного зображення зарядів 
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 у еквіпотенціальній поверхні. 


Тепер ми можемо вибирати, яку задачу із двох еквівалентних нам простіше розв’язати. Найчастіше виникає потреба знайти розподіл поля зарядів над поверхнею провідника. Згідно із розглянутим нами методом, вона зводиться до пошуків електричного зображення зарядів відносно еквіпотенціальної поверхні, якою є поверхня провідника.
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Найпростіше проілюструвати це на прикладі одного точкового заряду над поверхнею провідника. Треба знайти розподіл електричного поля точкового заряду над поверхнею провідника.

Точковий заряд 
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 індукує у провіднику заряд 
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. Цей заряд якимось чином розподілений по поверхні, ми про це вже багато разів говорили. Поверхня провідника є еквіпотенціальною поверхнею 
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. Щоб розв’язати задачу, застосуємо штучний прийом. Розглянемо поле, яке створюють два однакових за величиною, але різнойменних заряди. Така задача розв’язується дуже легко. На рисунку наведений розподіл еквіпотенціальних поверхонь у такій системі. Важливо, що одна з них пряма, що проходить між ними (Спитати : це буде завжди ? Ні, це буде тільки тоді, коли заряди однакові за величиною). Оскільки потенціал визначається із точністю до адитивної сталої, ніхто не забороняє вважати нам потенціал цієї поверхні рівним 
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. Детально розв’язувати таку задачу ви будете на семінарі. Але головним тут є, що знайшовши розподіл електричного поля системи двох зарядів, ми автоматично розв’язали і задачу про розподіл поля точкового заряду над поверхнею провідника. Це буде та частина розподілу, що міститься праворуч від еквіпотенціальної поверхні 
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 системи двох зарядів. І ще раз нагадаю, що випливає це із теореми єдиності розв’язку рівняння Пуассона, тобто саме такий розподіл поля створити іншою конфігурацією зарядів неможливо.

На семінарах ви розглянете і більш складні задачі, які, нагадую, можуть зустрітись на екзамені.

Знаходження розподілу потенціалу методом функцій комплексної змінної


Другим штучним методом знаходження розподілу електростатичного поля є метод комплексної змінної. Найкраще він розписаний у т.5 Фейнманівських лекцій із фізики. Цей метод має певні обмеження. Ним можна розв’язувати задачі :

· двовимірні;

· за відсутності об’ємного заряду 
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Введемо комплексну величину ксі
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дійсна частина комплексного числа, 
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уявна одиниця. Кожній точці на площині 
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 відповідає комплексне число 
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 (ксі). Якщо перейти від декартової до полярної системи координат, то комплексне число набуде вигляду
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 EMBED Equation.3  
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За допомогою введеної комплексної величини ми можемо записувати звичайні математичні функції, наприклад :


[image: image55.wmf](

)

iy

x

F

+

=

=

x

x

;


[image: image56.wmf](

)

xy

i

y

x

F

2

2

2

2

+

-

=

=

x

x

;


[image: image57.wmf](

)

x

y

i

y

x

i

r

F

arctg

ln

ln

ln

2

2

+

+

=

+

=

=

j

x

x

;


[image: image58.wmf](

)

2

2

2

2

1

1

y

x

y

i

y

x

x

iy

x

F

+

-

+

=

+

=

=

x

x

.

В останньому випадку щоб позбавитись уявної одиниці у знаменнику, чисельник і знаменник домножили на комплексно спряжене число 
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Тобто будь-яку функцію комплексну 
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 можна записати у вигляді дійсної і уявної частин, кожна з яких буде функцією 
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дійсні функції. Отже, із кожної комплексної функції 
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 можна отримати дві нові дійсні функції. Наприклад,
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Умова диференційовності комплексної функції наступна. 

Для того, щоб комплексна функція 
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, визначена у деякій області була диференційовною у точці 
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 цієї області, необхідно і достатньо, щоб функції 
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 також були диференційовні у цій же точці і, крім того, щоб виконувались рівняння Коші-Римана:
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Продиференціюємо рівняння Коші-Римана вказаним чином і додамо їх почленно
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Тепер продиференціюємо їх інакше і віднімемо почленно


[image: image76.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

¶

¶

-

=

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

y

u

x

v

y

v

x

u

   
[image: image77.wmf]-

¶

¶

¶

¶

x

y

    
[image: image78.wmf]Þ

       
[image: image79.wmf]0

2

2

2

2

=

¶

¶

+

¶

¶

y

v

x

v

.

Ми отримали нову систему рівнянь
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Власне, що це означає ? Обидві функції задовольняють двовимірному рівнянню Лапласа. А це в свою чергу означає, що кожна із цих функцій є деяким електростатичним потенціалом.


Ось ми й прийшли до магічного слова “потенціал”. Тобто, якщо ми покладемо 
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, ми отримаємо еквіпотенціальні поверхні (оскільки у нас задача двовимірна, то ми отримаємо еквіпотенціальні лінії). Надаючи константі різних значень, ми отримаємо сімейство еквіпотенціальних ліній. Вибравши дві з них у якості контактів, ми практично розв’язали задачу. Маючи розподіл потенціалу, ми за відомим співвідношенням 
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 знаходимо і розподіл напруженості електричного поля. 


А крім того, у нас залишилась ще функція 
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 і є силовими лініями поля.

[image: image485.png]



Якщо ми покажемо, що лінії 
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 взаємно перпендикулярні, то доведемо, що  лінії 
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є силовими лініями.

 
Уявимо дотичні до обох кривих у точці перетину. Нехай 
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кривої 
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. Кути відраховуються від осі абсцис в одному і тому ж напрямку (проти годинникової стрілки – додатній напрямок). Тоді
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Отримана умова 
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Отже, отримані таким методом функції є
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Пам’ятаєте, на початку я сказала, що цей метод теж є штучним, як і метод електричних зображень. Власне, в чому штучність цього методу ? Напридумуємо силу-силенну різних функцій, розрахуємо для них силові лінії і еквіпотенціальні поверхні. А потім будемо шукати, до якої задачі підходить цей розв’язок. Хоч це підхід до задачі задом наперед, але він є цілком припустимим.


Давайте розглянемо його на конкретних прикладах. Суцільними лініями будемо позначати еквіпотенціальні поверхні 
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1. 
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Ми отримали поле плоского конденсатора. Звичайно, таку просту задачу немає сенсу розв’язувати таким складним методом, але тут ми його використали як ілюстрацію.
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Рівняння 
[image: image104.wmf]const

y

x

=

-

2

2

 є рівнянням прямокутної гіперболи. Змінюючи константу, отримаємо ціле сімейство гіпербол. При 
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 гіперболи будуть дивитись ліворуч та праворуч, при 
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 – вниз та вгору, при 
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 гіперболи виродяться у бісектриси координатних осей.


Такий розподіл еквіпотенціальних поверхонь (ліній) може бути розв’язком кількох задач. Наприклад, чотири точкових заряди, або чотири стрижневих електроди, що паралельні один одному.


Щоб не склалось у вас уявлення про абстрактність такого методу, скажу, що реальним застосуванням такої конструкції є квадрупольна лінза, що широко застосовується у масспектрометрії. В ній використовуються чотири гіперболічних електроди.
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3. 
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. Потенціальними функціями будуть 
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. Не будемо детально на них зупинятись, тільки наведемо побудови. Еквіпотенціальними поверхнями є концентричні кола, силовими лініями – радіальні лінії. Це задача про поле зарядженої нитки.
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4. 
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. Будуємо еквіпотенціальні поверхні за системою 
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. Це задача про дві паралельні нескінченні лінії, розташовані на нескінченно малій відстані біля початку координат, або поле диполя у двовимірному варіанті.


І останнє зауваження до цієї теми. Якщо задачу не вдається розв’язати цими двома методами (методом електричних зображень та методом функції комплексної змінної), то треба розв’язувати рівняння Пуассона (Лапласа) у загальному вигляді, або наближено, або чисельно.

Електроємність. Конденсатори
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Розглянемо дві паралельні пластини з площею PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="[image: image112.wmf]S

 кожна, які знаходяться одна від одної на відстані 
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значно менше лінійних розмірів пластин, так що крайовими ефектами можна знехтувати. Пластини заряджені з поверхневою густиною  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
і PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", заряд кожної з них за абсолютною величиною становить 
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Напруженість електричного поля між пластинами 
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Помножимо і розділимо цей вираз на величину 
[image: image120.wmf]S

 :


[image: image121.wmf]e

S

d

S

Sd

d

U

×

=

=

=

p

ps

ps

4

4

4

.

Перепишемо цей вираз у вигляді
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Лінійний зв’язок між величиною заряду пластини 
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є наслідком принципу суперпозиції: чим більше заряд, тим більше поле PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
, тим більше робота переміщення одиничного заряду (+1) з однієї пластини на другу, тим більше різниця потенціалів PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". Звідси випливає, що одержана лінійна залежність є універсальною як для пари тіл, так і для ізольованого тіла, але в останньому випадку замість різниці потенціалів буде фігурувати потенціал тіла. 

Отже, можна записати, що
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де коефіцієнт 
[image: image129.wmf]C

 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="називається електричною ємністю системи (або тіла). Очевидно, що 

Ємність дорівнює заряду, який необхідно надати системі або тілу, щоб змінити різницю потенціалів (або потенціал) на одиницю. 

Ми розглянули частинний випадок системи двох пластин : 
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Але ємність матиме однакову розмірність незалежно від конфігурації системи. Звідси випливає, що в системі CGSE розмірність ємності 
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Якщо ж проводити розрахунки в системі СІ, то в ній 
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Одиницею ємності в системі СІ є фарада. 


[image: image134.wmf][

]

=

C

ФPRIVATE "TYPE=PICT;ALT="

(СІ).

Оскільки можна записати, що 
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 EMBED Equation.3  [image: image136.wmf]U
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, то означення фаради можна дати так :

Ємність дорівнює одній фараді, якщо зміна заряду на 1 Кл змінює різницю потенціалів на 1 В.

Якщо скористатись відомими співвідношеннями між одиницями систем Гаусса і СІ, то
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Фарада – це дуже велика величина. Ємність в 1Ф – це приблизно ємність Землі (у розумінні планети). Тому на практиці користуються номіналами

1 мкФ =
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А ось тепер ми можемо ввести розмірність ще однієї величини, яку ми тихенько обминули – діелектричної сталої вакууму. Із виразу для ємності в системі СІ 
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тому розмірність
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Отже, ми ввели поняття ємності для системи двох заряджених пластин. Чим характерна ця пара ? Силові лінії електричного поля  виходять з однієї пластини і закінчуються на другій. Таку пару провідників називають простим конденсатором, або просто конденсатором. Звичайно, конфігурація конденсаторів може бути різною : плаский, сферичний, циліндричний, тощо.
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Конденсатори можна з’єднувати у ланцюги. Детально з’єднання конденсаторів розглянете на семінарах, та прочитаєте у підручниках.


При послідовному з’єднанні конденсаторів подана напруга на систему конденсаторів розподіляється між ними
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Середні пластини, з’єднані між собою, електризуються через вплив, а тому їх заряди однакові за величиною, але протилежні за знаком. Тому заряди на всіх конденсаторах однакові
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Підставивши цю умову у суму напруг
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отримаємо ємність конденсаторів при послідовному з’єднанні
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При паралельному з’єднанні напруги на всіх конденсаторах рівні
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а заряди обкладок додаються
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Скориставшись умовою сталості напруги, маємо  
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звідки ємність конденсаторів при паралельному з’єднанні  
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Приклади обчислення ємності

(Калашников, Сивухин)


При всіх розрахунках ємності будемо користуватись означенням ємності 
[image: image152.wmf]U
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 і готовими виразами для потенціалів, які ми отримали раніше.

Ємність плаского конденсатора. Отримали його вище.
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Ємність ізольованої кулі. Потенціал кулі зовні співпадає із потенціалом точкового заряду.
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Ємність сферичного конденсатора.
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Ємність циліндричного конденсатора (коаксиал).
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Ємність двопровідної лінії. Дві тонкі провідні лінії радіусом 
[image: image165.wmf]a

 розташовані на відстані 
[image: image166.wmf]d

. Лінії заряджені протилежними зарядами. Поля від кожної лінії додаються :
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координата точки між лініями. Тоді потенціал у цій точці
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Звідси ємність


[image: image170.wmf]a

d

a

a

d

C

ln

4

1

ln

4

1

»

-

=

,

оскільки 
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 (провідники тонкі і знаходяться на відносно великій відстані).

Енергія електричного поля, її локалізація в просторі 

Давайте домовимось, що для системи заряджених тіл будемо розрізняти три типи потенціальної енергії PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=": власна енергія кожного із тіл [image: image172.wmf]вл

W

, взаємна енергія заряджених тіл 
[image: image173.wmf]вз
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 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
і повна енергія PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". 

Уявимо собі такий процес. Беремо систему незаряджених тіл, розносимо їх на велику відстань одне від одного, а потім заряджаємо кожне з них. При зарядженні ми виконуємо роботу 
[image: image175.wmf]вл
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", підносячи до зарядженого тіла все нові порції заряду і долаючи сили кулонівського відштовхування. Оскільки робота виконується над зарядом
, , тому власна енергія зарядженого тіла дорівнює витраченій роботі із зворотним знаком і завжди додатня. Дійсно, згадайте перше начало термодинаміки
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 Отже, із загальних міркувань, сумарна власна енергія 
[image: image180.wmf]0
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 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="незалежно від знаків зарядів тіл. Далі ми покажемо це строго, таку задачу розв’язує Річард Фейнман у своїх лекціях, т.5.

Тепер будемо зближувати заряджені тіла до тієї відстані, на якій вони знаходяться в конкретній задачі. Для цього також необхідно виконати роботу, однак її знак може бути як додатним, так і від’ємним. Дійсно, зближуючи два однаково заряджених тіла, ми виконуємо від’ємну роботу 
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 проти сил відштовхування, а внесок у взаємну енергію PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
буде додатним . Якщо зближуються різнойменно заряджені тіла, то внесок в PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
буде від’ємним . Далі ми доведемо, що повна енергія 
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>

W

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", власна енергія 
– додатна величина, а взаємна енергія 
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="може мати різний знак.

Спочатку будемо визначати взаємну енергію зарядів.
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1. Почнемо з розрахунку взаємної енергії двох точкових зарядів 
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), а другий () перенести із нескінченності в точку на відстані 
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Заряд 
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 створює у просторі електростатичне поле, потенціал якого на відстані 
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. Що таке потенціал ? За означенням : потенціал чисельно дорівнює роботі, що виконує поле при віддаленні одиничного позитивного заряду на нескінченність.

А якщо віддаляється не одиничний заряд ? Робота становитиме 
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. А якщо він не віддаляється, а наближається до околу заряду 
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Можна закріпити 
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і переміщати PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", тоді
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або, позначивши 
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як потенціал у точці знаходження першого заряду, 
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Ми отримали вираз для взаємної енергії двох точкових зарядів. Зверніть увагу на двійку у знаменнику. З нею ви зустрінетесь і у системі багатьох зарядів. Кожен із доданків сам по собі вже є енергією взаємодії. Ми могли виразити її через будь-який з них. Але двійка потрібна для того, щоб кожну пару зарядів враховували лише раз, а не два рази. Це буде актуально у наступній задачі.

2. Перейдемо до системи багатьох точкових зарядів. Нехай маємо
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Для двох зарядів 
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і , які знаходяться на відстані 
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,  взаємна енергія

[image: image495.png]


[image: image496.png]


 EMBED Equation.3  
[image: image215.wmf]ij

j

i

ij

r

e

e

W

=


;

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="енергія i–го заряду в полі інших
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="взаємна енергія системи


[image: image217.wmf]å

å

¹

=

i

i

j

ij

j

i

вз

r

e

e

W

2

1

.PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
Ось і виліз коефіцієнт 1/2, щоб запобігти подвійному підсумовуванню, оскільки
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Перепишемо енергію у вигляді
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Введемо позначення
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
Це потенціал, який створюється усіма зарядами, крім го, в точці, де знаходиться 
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енергію системи точкових зарядів.PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
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3. Ще ускладнимо собі задачу. Нехай заряд неперервно розподілений у просторі з об’ємною густиною 
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. Тоді в просторі, де знаходиться заряд, можна виділити два нескінченно малих елементи об’єму  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
і  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
на відстані  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="один від одного. Оскільки елементарні заряди виділених об’ємів


[image: image228.wmf]1

1

1

t

r

d

e

=

  та   
[image: image229.wmf]2

2

2

t

r

d

e

=

,

їх взаємна енергія 
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
Взаємна енергія всієї системи визначається інтегруванням по всьому об’єму, і тут так само треба унеможливити подвійне інтегрування множником  : 
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По аналогії із тим, як ми вводили потенціал для системи точкових зарядів, введемо


[image: image233.wmf](

)

ò

=

2

2

12

2

1

t

t

r

j

d

r

.PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="Це потенціал, який створюється всім об’ємом в елементарному об’ємі 1. Тоді
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або позбавившись індексів
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Заряд може бути розподіленим на площині або вздовж лінії. Для них енергія виглядатиме, відповідно
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відповідно площинна (поверхнева) та лінійна густина заряду.


Ми отримали вирази для енергії для різних випадків. Що у них є спільного ? Входить заряд (або його густина) та потенціал, створений у точці розташування заряду. Тепер ми однозначно можемо визначити знак взаємної енергії. Очевидно, що у випадку однойменних зарядів 
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 і 
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 матимуть однаковий знак, і 
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. Відповідно, у випадку різнойменних зарядів 
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. Тобто, отримали те, що і раніше із інших міркувань (через роботу).


Крім того, отриманий вираз (*) дозволяє зробити висновок про локалізацію енергії. Де знаходиться енергія ? Формула свідчить – там, де є заряд.
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Давайте підійдемо до проблеми знаходження енергії електростатичного поля з іншого боку.


Візьмемо поле плаского конденсатора. Задача добре знайома і зручна. 


Площа пластин його 
[image: image243.wmf]S

, відстань між ними 
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 набагато менша за лінійні розміри пластин. Це означає, що крайовими ефектами ми можемо знехтувати, і поле в конденсаторі є сталим і однорідним.


Пластини заряджені із поверхневою густиною заряду 
[image: image245.wmf]s
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Інтегрування було непотрібне, оскільки 
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. Ми отримали корисну формулу для енергії плаского конденсатора, яку можна записати у кількох виглядах
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З іншого боку, поле плаского конденсатора 
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де 
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об’єм проміжку між пластинами конденсатора. Величина 
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являє собою енергію, що припадає на одиницю об’єму конденсатора. Тобто ми можемо ввести поняття об’ємної густини енергії електростатичного поля
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в системі CGSE,

тобто це енергія одиниці об’єму.


Провівши аналогічні обчислення в системі СІ, де
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отримаємо


[image: image261.wmf]t

e

e

2

0

2

0

2

1

2

1

E

Sd

E

W

×

=

×

=

.

Тоді об’ємна густина енергії
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в системі СІ.


Навіщо нам було розглядати цей частинний випадок ? А він виявляється дуже для нас корисним у подальшому.PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
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Тепер підемо від частинного до загального. Погодьтеся що ми завжди можемо зробити таку процедуру. При будь-якій конфігурації еквіпотенціальних поверхонь ми завжди можемо вибрати PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="дві нескінченно близькі еквіпотенціальні поверхні. Між ними виберемо невеликий об’єм 
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 таким чином, що еквіпотенціальні поверхні будуть паралельними. Вони утворять плаский конденсатор об’ємом 
[image: image264.wmf]t
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  із густиною об’ємної енергії 
[image: image265.wmf](
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. Енергія, що запасена у такому конденсаторі
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Повна енергія системи є інтегралом по об’єму


[image: image267.wmf](
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Отже, отриманий зв’язок між густиною енергії і напруженістю електростатичного поля є універсальним, оскільки будь-яке поле можна уявити як систему пласких конденсаторів між еквіпотенціальними поверхнями, по яких треба інтегрувати. Тобто отриманий у частинному випадку для плаского конденсатора результат можна розповсюдити на довільне електростатичне поле.


Тепер зверніть увагу, ми тут не розділяємо, про яку енергію йде мова. У випадку конденсатора ми шукали повну енергію. Оскільки знакозмінною величиною тут є тільки напруженість електричного поля, а вона входить у формулу у квадраті, то повна енергія системи є додатньою величиною 
[image: image268.wmf]0
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Зупинимось на фізичному змістові отриманого рівняння (**) для енергії. Вираз пов’язує енергію з вектором напруженості електричного поля. Енергія локалізована повсюди, де є електростатичне поле.

Отже, ми одержали два вирази для повної енергії електростатичного поля:
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    PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
і    PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
Ці вирази еквівалентні, тому що одержані одне з одного. Однак, фізичний зміст, закладений в них, різний. 

Перший вираз зумовлює інтегрування по тій області простору, де присутній заряд 
[image: image271.wmf](
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
. Його фізичний зміст у тому, що в електростатичному полі енергія локалізована там, де є заряд. Там же, де PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", енергія відсутня. 

Другий вираз пов’язує енергію з вектором напруженості електричного поля. Енергія знаходиться повсюди, де є поле. В електростатиці можна користуватися будь-яким з цих виразів. 

Так, наприклад, сподіваюсь, на семінарах ви будете розв’язувати таку задачу. Є рівномірно заряджена з об’ємною густиною 
[image: image273.wmf]r

 куля з радіусом 
[image: image274.wmf]R

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". 

За першим виразом енергія локалізована тільки всередині кулі і інтегрувати треба лише по об’єму кулі. 

За другим виразом енергія знаходиться як всередині, так і зовні кулі, тому що поле PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
є і при PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
, і при PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". Обчислення дають однаковий результат 
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Оскільки питання про еквівалентність цих виразів є принциповим, покажемо це строго (Фейнмановские лекции по физике, т.5).


Візьмемо вираз для енергії у вигляді


[image: image278.wmf](
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і скористуємось рівнянням Максвелла 
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Підставимо густину заряду у вираз для енергії


[image: image281.wmf](
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Перетворимо окремо вираз
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Скористаємось штучним прийомом (використовували і у молекулярній фізиці)
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Тоді для всіх трьох координат
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Остаточно, згорнувши добре відомі вирази, маємо
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Підставимо під знак інтегралу


[image: image287.wmf](
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Розглянемо спочатку другий доданок. Застосуємо до нього формулу Остроградського
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Інтегрування повинно проводитись по всьому простору. Як залежать множники під інтегралом від відстані ? При значних розмірах простору заряджене тіло можна розглядати як точкове :
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Інтеграл буде обернено пропорційний відстані. При інтегруванні по всьому простору 
[image: image295.wmf]¥
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, тому 
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. Отже, другим доданком у виразі для енергії нехтуємо.

Скористаємось тим, що 
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що й треба було довести. Із одного з виразів для енергії ми отримали другий.

Отже, в електростатиці обидва вирази для енергії еквівалентні, ними обома можна користуватись. Однак, коли ми переходимо до змінних електричних полів, єдиним правильним виразом є вираз 
[image: image299.wmf](
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. Підтвердженням цьому є те, що PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="радіо та телепередачі можливі тому, що ми передаємо енергію через простір, де немає зарядів, але існує поле.

Тепер, користуючись отриманим рівнянням (**) , ми можемо повернутись до енергії поля точкового заряду.
Поле точкового заряду задля різноманітності візьмемо у системі СІ
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Тоді об’ємна густина енергії становитиме
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Для інтегрування виберемо елементарний об’єм у вигляді сферичного шару
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Звідси маємо вираз для повної енергії поля точкового заряду
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А ось тут вже починаються фокуси. Підстановка верхньої межі не викликає складнощів, відповідний доданок буде дорівнювати нулю. Але оскільки заряд у нас точковий, тобто не має розміру, то інтегрувати треба від нуля. Виходить така нісенітниця, що енергія точкового заряду є нескінченною. До речі, цей же результат можна отримати, спрямувавши до нуля радіус рівномірно зарядженої кулі 
[image: image304.wmf](

)

0

®

R

.


Ми змушені прийти до висновку, що уявлення про те, що енергія локалізована у місцях існування електростатичного поля не узгоджується з уявленнями про існування точкових зарядів. Один із шляхів подолання цієї проблеми – вважати елементарні заряди не точками, а невеликими зарядженими областями. Інший – вважати некоректною нашу теорію електрики на малих відстанях. Можна придумати ще варіанти. Але всі ці шляхи все одно приводять до певних утруднень, які досі ще подолати не вдалось.

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
Зв’язок енергії електростатичного поля з пондеромоторними силамиPRIVATE "TYPE=PICT;ALT="

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="

Давайте згадаємо, як ми вводили поняття напруженості електростатичного поля. Це було відношення сили, що діє на пробний заряд, до величини даного заряду 
[image: image305.wmf]0
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F

. Отже, напруженість електростатичного поля – це сила, що діє з боку поля на одиничний позитивний заряд у вакуумі. Тобто на заряд діє сила. Ця сила відноситься до класу пондеромоторних (тобто механічних) сил, які діють на вагомі тіла (електрон же має масу ?). Цей термін ввели, коли фізика ще визнавала наявність невагомих субстанцій, таких як теплород, ефір, електрична і магнітна рідина, тощо. Тепер він застарів, оскільки відсутність цих субстанцій доведена, але, як пише Сивухін, термін залишився за відсутності кращого.


Причиною виникнення пондеромоторних сил є електричні заряди, які надаються тілам. Але це надання заряду ускладнюється виникненням поляризаційних зарядів та пружних деформацій у провідниках і діелектриках. Розрахунок пондеромоторних сил з одночасним дослідженням механізму їх виникнення є достатньо складною задачею.
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Розглянемо виникнення пондеромоторних сил на простому прикладі плаского конденсатора.


Візьмемо плаский конденсатор з пластинами площею 
[image: image306.wmf]S

, які знаходяться на відстані 
[image: image307.wmf]d

. Між пластинами діє сила притягання 
[image: image308.wmf]F

. Припустимо, що внаслідок дії сили притягання одна з пластин відносно другої змістилась на відстань 
[image: image309.wmf]dx

. При цьому буде виконана робота
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З іншого боку, за першим началом термодинаміки (або законом збереження енергії) виконана робота дорівнює зміні енергії із протилежним знаком, тобто
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При зміні відстані між пластинами при фіксованій напрузі на конденсаторі зміниться його ємність. Тоді виберемо вигляд для енергії плаского конденсатора у вигляді 
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Ємність плаского конденсатора 
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. Оскільки змінною величиною є відстань між пластинами, то
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Отже, вираз для роботи набуває вигляду
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Порівнявши вирази для роботи через силу та через енергію, маємо вираз для пондеромоторної сили (сили взаємодії пластин)
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Сила залежить від розмірів конденсатору (площа пластин, відстань між ними) і прямо пропорційна квадрату прикладеної до пластин напруги.

Давайте скористаємось тим, що для однорідного електростатичного поля в конденсаторі 
[image: image317.wmf]Ed
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, і перейдемо до поля у виразі для сили :
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А що таке 
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
 ? Це не що інше як об’ємна густина енергії , яку ми щойно отримали. Тоді силу можна виразити як
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Подивіться на останню формулу. Маємо, що сила прямо пропорційна площі. А що звичайно є коефіцієнтом пропорційності між силою і площею (згадайте молекулярну фізику)? Тиск. Тобто з одного боку 
[image: image322.wmf]E

w

 є густиною енергії, а з іншої – тиском у електростатичному полі. У останньому випадку можемо позначити його 
[image: image323.wmf]E

p

. Тобто сила, яка діє на одиницю площі поверхні з боку електростатичного поля, дорівнює густині енергії цього поля.

Абсолютний вольтметр

[image: image501.png]


Використовуючи отриману формулу зв’язку між силою і напругою, можна запропонувати конструкцію абсолютного вольтметра, тобто такого, який не потребує градуювання. (До речі, можна створити і абсолютний амперметр, що використовує протікання струму через електроліт.)

Абсолютний вольтметр являє собою важільні терези, на одну чашу яких можна покласти вантаж масою 
[image: image324.wmf]m

, а друга чаша замінена пласким конденсатором. Конструкція такого вольтметру наведена на рисунку. Щоб крайові ефекти не впливали на виміри, одна з пластин складається з центральної частини з площею 
[image: image325.wmf]S

 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="і охоронного кільця, яке жорстко закріплене і має електричний зв’язок із центром. Такий пристрій забезпечує однорідне поле у центрі конденсатору. 


Подавши на конденсатор вимірювану різницю потенціалів 
[image: image326.wmf]U

 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="і врівноваживши терези, маємо
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звідки знаходимо напругу
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Красива ідея ? Чому ж ми її не використовуємо ? Тому, що конструкція абсолютного вольтметру дозволяє проілюструвати ще одну особливість електростатичного поля. Легко переконатись, що рівновага, яку можна отримати в цьому вольтметрі, не є стійкою: достатньо пластинам конденсатору зблизитись за рахунок малих коливань або флуктуації 
[image: image329.wmf](

)

¯

d

, як внаслідок зменшення 
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 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
сила притягання  зростає 
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, і система стає неврівноваженою. Те ж саме відбувається і при зростанні PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
[image: image333.wmf]d

 : сила зменшується, і відстань продовжуватиме збільшуватись. 

Як бачите, конструкція дуже проста, ідея красива, а використовувати – дзуськи. З технічної точки зору це утруднення можна усунути, якщо поставити два обмежувача та фіксувати вагу, яка переводить важіль терезів від одного обмежувача до другого. Момент відриву важеля від обмежувача можна вважати станом рівноваги. Але чомусь цим шляхом не йдуть, використовуючи зовсім неабсолютні вольтметри.

Теорема Ірншоу

Наведений приклад є наочною ілюстрацією теореми Ірншоу. стійка статична конфігурація електричних зарядів неможлива. Іншими словами, 

Будь-яка рівноважна конфігурація статичних точкових електричних зарядів нестійка, якщо на них не діють сили, які відрізняються від кулонівських.

Зрозуміло, що підбираючи взаємне розташування і величину зарядів можна досягти рівноваги, але вона буде нестійкою. Теорема Ірншоу є простим наслідком теореми Гаусса в електростатиці. Її доказ проведемо методом від супротивного. Припустимо, що в системі зарядів, де діють тільки кулонівські сили, вдалося створити рівноважне, стійке розташування. Для рівноважності системи точкових зарядів необхідно і достатньо, щоб сила, яка діє на кожний заряд,  дорівнювала нулю.

[image: image502.png]


Стійкість рівноваги означає, що якщо ми виведемо зі стану рівноваги будь-який заряд, наприклад, розташований в точці А, то на нього діятимуть сили, які повертають заряд назад в точку А. За умовою це – кулонівські сили, ніяких інших сил немає, тобто інші заряди в області точки А утворюють електростатичне поле 
[image: image334.wmf]E

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", яке направлене або до точки А, або від неї, в залежності від знаку заряду, який зміщується. При цьому сам заряд із точки А в утворенні цього поля участі не приймає. 

Оточимо точку А замкнутою поверхнею, всередину якої інші заряди (крім того, що знаходиться в точці А) не попадають. Оскільки електростатичне поле в точці 
[image: image335.wmf]A

 існує, отже існує і відмінний від нуля потік вектора напруженості електростатичного поля
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За теоремою Гаусса потік вектора напруженості електростатичного поля через цю поверхню дорівнює помноженій на 
[image: image337.wmf]p
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 алгебраїчній сумі зарядів всередині цієї поверхні, які створюють це поле. 
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Але всередині поверхні зарядів, що створюють поле, немає (заряд в точці А не приймаємо до уваги, тому що він не створює поле у точці АPRIVATE "TYPE=PICT;ALT="), тобто
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Ми одержали суперечність із теоремою Гаусса, що і доводить теорему Ірншоу.

[image: image503.png]


Зрозуміло, що при наявності некулонівських сил, стан стійкої рівноваги можливий. Згадаємо, наприклад, відомий дослід з двома однаково зарядженими кульками, які підвішені в полі сил тяжіння на нитках, що не проводять. Таку задачу ви будете розв’язувати на семінарах. Сила кулонівського відштовхування врівноважиться некулонівськими силами тяжіння і пружності нитки, і рівновага буде стійкою. Відхилення викличе зміну сили, що діє збоку нитки, і система повернеться у вихідний стан.

А як бути із абсолютним вольтметром ? У ньому діє некулонівська сила тяжіння, а рівновага все одно нестійка ? В абсолютному вольтметрі також діє сила тяжіння, але вона стала і тому не може зашкодити нестійкості рівноваги. Щоб відслідковувати флуктуації, сила, яка врівноважує систему зарядів, повинна бути змінною.

Теорема Ірншоу робить безперспективними всі моделі атома, що складаються з системи статичних зарядів, як це намагався зробити Джозеф Джон (Джи-Джи) Томсон (не плутайте із лордом Кельвіном). В його моделі атом являє собою область, яка заповнена додатнім зарядом і в яку включені точкові електрони, які компенсують додатній заряд. Хоча ця модель пояснює деякі оптичні властивості атома, від неї належить відмовитися на основі теореми Ірншоу, бо такий статично заряджений об’єкт неможливий.

До речі, виникає слушне питання, чи не можна запропонувати динамічну модель атома ? Такою моделлю є планетарна модель атома, запропонована Резерфордом і Бором. Згідно із цією моделлю електрони обертаються навколо ядра аналогічно планетам, що обертається навколо Сонця. Але і ця модель виявилась нестійкою. За законами класичної електродинаміки, яку ви будете трохи пізніше вивчати, заряд, який рухається із прискоренням, випромінює електромагнітні хвилі. Неперервно витрачаючи енергію на випромінювання, електрон повинен впасти на ядро. 

Тобто, класична фізика виявилась безсилою пояснити стійкість атому. Це вдалося зробити лише у рамках квантової механіки (чекає на вас попереду).


А ми переходимо до наступної теми

Електричний диполь. Поле диполя


Спочатку введемо поняття, так що ж собою являє диполь (подвійний полюс, або два полюси)?

[image: image504.png]


Електричним диполем будемо називати два рівні за величиною і протилежні за знаком заряди, які знаходяться на фіксованій відстані PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="один від одного. 

Подібні системи утворюються в діелектриках, які знаходяться в електричному полі. 
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Кількісною характеристикою диполя є момент диполя, або дипольний момент. Вводиться він наступним чином. Виберемо вектор 
[image: image340.wmf]d

r

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", направлений від від’ємного заряду до додатного. Дипольний момент є векторною величиною, яка вводиться як
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 EMBED Equation.3  
[image: image341.wmf]d

e

p

r

r

=


.

[image: image508.png]


 
Кожен із зарядів диполя безумовно створює своє електричне поле. Поле двох різнойменних зарядів наведено на рисунку. Знайдемо електричне поле диполя як фізичного об’єкта. 

У довільній точці * два заряди диполя створюють потенціал
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
де відстані від зарядів диполя до вибраної точки, 
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 – різниця відстаней від зарядів диполя до точки. PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="Будемо розв’язувати задачу для випадку, коли вибрана точка знаходиться достатньо далеко від диполя, PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="тобто
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В цьому випадку PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
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де 
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є за означенням дипольним моментом. Домноживши чисельник і знаменник на 
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Вираз у чисельнику є скалярним добутком, отже остаточно вираз для потенціалу переписуємо у вигляді
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де 
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визначає відстань диполя від вибраної точки, а напрямок орту 
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задає PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="взаємне розташування дипольного моменту 
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 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="і напрямку на вибрану точку. 

Для того щоб знайти вектор напруженості PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="поля диполя, достатньо скористуватися співвідношенням 
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Знайдемо кожний доданок окремо. PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="Якщо початок координат сумістити з диполем, можна перейти до декартової системи координат :
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
Остаточно вираз для поля диполя має вигляд
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Часто буває зручно користуватися іншою формулою, яка по суті нічим не відрізняється від наведеної. Знову ж таки будемо розв’язувати задачу для великих відстаней від диполя. 

Поле диполя 
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 симетричне відносно його осі, тому скористаємось циліндричною системою координат. Вибрану довільну точку *, у якій ми шукаємо поле диполя, будемо характеризувати відстанню 
[image: image361.wmf]r

 від диполя до точки PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
і кутом  між напрямком на точку і дипольним моментомPRIVATE "TYPE=PICT;ALT=".

Розкладемо вектор напруженості електричного поля PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="у заданій точці на дві складові – вздовж радіус-вектора 
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і перпендикулярну до ньогоPRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". Очевидно, що 
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а орієнтація вектора 
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 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
відносно радіус-вектора  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
задається кутом PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", для якого
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Таким чином, визначивши 
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і PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
, будемо знати величину і орієнтацію вектора PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=".

 
Скористаємось отриманим раніше виразом для потенціала диполя
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Оскільки 
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, продиференціюємо потенціал у циліндричній системі координат. Відомо, що градієнт це – похідна за напрямком. Тоді у напрямку радіус-вектора
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а PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="у напрямку, перпендикулярному до радіусу, приріст відстані становитиме 
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="Звідси можемо знайти
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Отже, задавши дипольний момент 
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 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="і координати довільної точки ( її радіус-вектор 
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 між радіус-вектором і напрямком вектора напруженості електричного поля), можемо знайти поле диполя в цій точці 


[image: image383.wmf]1

cos

3

2

3

+

=

q

r

p

E

;            
[image: image384.wmf]q

a

tg

2

1

tg

=

.

Сили, що діють на диполь. Енергія диполя в електростатичному полі

[image: image510.png]



Тепер помістимо диполь у зовнішнє електричне поле. Спочатку розглянемо найпростіший випадок однорідного поля. Де можна створити таке поле ? У пласкому конденсаторі.

Нехай диполь розташований у електричному полі так, що дипольний момент утворює із вектором напруженості електричного поля кут 
[image: image385.wmf]b

. На позитивний заряд діє сила у напрямку вектора напруженості електричного поля, а на негативний – у протилежному напрямку. Очевидно, що на диполь діє пара сил, кожна з яких дорівнює 
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". Вони будуть орієнтувати диполь відносно напрямку поля, тобто можна говорити про момент сили.

Момент сили за означенням визначається як векторний добуток сили на плече її прикладання.  У випадку диполя плечем буде відстань між його зарядами 
[image: image387.wmf]d

. Момент цих сил становитиме
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Оскільки 
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 за означенням дипольного моменту, то момент сили, що діє на диполь з боку електричного поля, дорівнює
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Під дією цього моменту диполь буде намагатись орієнтувати свій момент 
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 паралельно вектору 
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". Таке розташування диполя у електричному полі буде стійким. При відхиленнях від паралельного розташування дипольного моменту і поля виникне момент сил, що поверне диполь у вихідний стан. Розташування дипольного моменту проти поля є нестійким. Відхилення від паралельності викличе появу пари сил, що перевернуть дипольний момент у напрямку поля. 

Давайте покажемо, що у рівноважному станові потенціальна енергія диполя мінімальна, тобто цей стан є енергетично вигідним. Диполь, орієнтований своїм моментом проти поля, буде мати максимальну енергію, його стан буде нестійкою рівновагою.

Прийнято вважати, що, коли дипольний момент перпендикулярний до поля, тобто кут 
[image: image393.wmf]2

p

b

=

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", потенціальна енергія диполя в полі дорівнює нулю. 

Тоді робота зміни кута 
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на  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="є (згадайте з механіки)
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,  диполь сам виконує роботу, втрачаючи енергію. 

Потенціальна енергія диполя при повороті на кут 
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 зміниться на 
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Обертання диполя із стану, який характеризується кутом 
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і потенціальною енергією  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
до стану з довільними  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
і  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="дає


[image: image407.wmf]b

b

b

b

b

b

b

p

b

p

b

p

cos

sin

sin

2

2

2

0

pE

d

pE

d

pE

Md

dW

W

W

-

=

=

=

=

=

ò

ò

ò

ò

.

Отриманий результат є не що інше як скалярний добуток дипольного моменту і вектора напруженості електричного поля, тому у більш загальному вигляді можна записати
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Максимального значення 
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мінімального  –  при 
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". Власне, ми підтвердили з енергетичної точки зору, що розташування дипольного моменту у напрямку вектора напруженості електричного поля є стійким, оскільки йому відповідає мінімальна енергія. 
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Отриманий вираз справедливий не тільки для однорідного поля. Він є універсальним. Розглянемо диполь у неоднорідному вздовж осі 
[image: image413.wmf]x

 електричному полі.PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="

Будемо вважати, що дипольний момент розташований вздовж осі 
[image: image414.wmf]x

 паралельно силовим лініям поля. Інші розташування поки що розглядати не будемо, оскільки все одно він повернеться у стійкий стан.

Нехай поле зменшується вздовж осі 
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. Тепер на заряди діятимуть різні сили 
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". Це означає, що диполь буде втягуватись в ту частину поля, де вектор напруженості більше (на нашому рисунку він зміститься ліворуч). Саме цим пояснюється притягання легких предметів до наелектризованого тіла. У легких тілах індукуються заряди у вигляді диполів, і легке тіло зміщується у напрямку зарядженого тіла.

Знайдемо результуючу силу, внаслідок якої відбувається зміщення диполя. Будемо вважати, що довжина диполя дуже мала 
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, тобто маємо справу із так званим елементарним диполем. На негативний кінець диполя діє сила 
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. Тоді результуюча сила
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Зверніть увагу, знак сили співпадає із знаком градієнту електричного поля. Оскільки у нас 
[image: image423.wmf]0
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 (напруженість поля збільшується у напрямку, протилежному напрямку осі 
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), то і результуюча сила буде направлена у напрямку, протилежному осі 
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. В загальному випадку для розташованого вздовж осі 
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 диполя можна записати
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Тепер знайдемо енергію диполя у неоднорідному полі. Візьмемо диполь і віднесемо його на нескінченність у напрямку осі 
[image: image428.wmf]x

. Вважатимемо, що на нескінченності поле відсутнє 
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, а потенціальна енергія диполя дорівнює нулю  (зверніть увагу : не тому, що диполь орієнтований перпендикулярно полю, а тому, що поля немає). Сила, що діє на диполь, направлена проти осі 
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, тому видалення диполя з точки  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="на нескінченність вимагає витрати роботи
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Оскільки зміна енергії дорівнює виконаній роботі із протилежним знаком, тобто потенціальна енергія диполя
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Ми отримали такий самий вираз, як і для однорідного поля. Косинусу немає, оскільки ми із самого початку орієнтували диполь вздовж поля, тобто 
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В загальному випадку, коли напруженість електричного поля 
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 залежить від координат 
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Диференціал напруженості електричного поля 
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Таке наближення припустиме у випадку елементарного диполя, тобто з малими розмірами 
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. У такому наближенні сила набуває вигляду
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Для скорочення запису візьмемо оператор набла
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і скалярним множенням його да дипольний момент отримаємо новий оператор
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За допомогою цього оператора сила записується як
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Якщо диполь орієнтований вздовж напрямку вектора напруженості електричного поля, то 
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У цьому найзагальнішому випадку робота при переміщенні диполя у полі становить
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Тоді 
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Отриманий вираз є скалярним добутком
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отже при інтегруванні отримаємо
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Енергія дорівнює роботі із протилежним знаком, отже
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Тепер можна вважати, що отриманий вираз для енергії диполя у електростатичному полі 
[image: image458.wmf](
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 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="є універсальним, який враховує і обертання диполя, і його втягування в ту частину простору, де напруженість поля більше.

Взаємна енергія двох диполів
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Під взаємною енергією двох диполів будемо розуміти енергію одного з них у полі іншого. Будемо вважати, що один з них, наприклад 
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створює поле PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", а другий диполь з цим полем взаємодіє. Тоді енергія взаємодії
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Поле, яке створює перший диполь визначається як
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 кут між дипольним моментом 
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і радіус-вектором  до точки, у якій визначається поле. У нашому випадку це місце розташування другого диполя. Тоді взаємна енергія двох диполів становитиме
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де позначили 
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кут між моментом другого диполя і вектором напруженості електричного поля, створеного першим диполем.

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
Розглянемо ряд частинних випадків взаємної орієнтації диполів і знайдемо їх взаємну енергію. Щоб краще уявити взаємне розташування векторів, а отже і кутів, треба скористатись розподілом силових ліній поля диполя.

Диполі лежать на одній прямій, і їх моменти направлені в один бік. Тоді
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Диполі лежать на одній прямій, а їх моменти направлені у протилежні боки. Тоді
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Диполі лежать на паралельних прямих, а їх моменти направлені в один бік. Тоді
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Диполі лежать на паралельних прямих, а їх моменти направлені у протилежні боки. Тоді
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Диполі лежать на перпендикулярних прямих. Тоді
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незалежно від взаємної орієнтації зарядів.


Бачимо, що найбільш енергетично вигідним є випадок, коли диполі лежать на одній прямій і направлені в один бік, а найменш вигідним – коли лежать на одній прямій і направлені у протилежні боки. Отже, два диполя завжди будуть орієнтуватись у просторі вздовж прямої, що їх з’єднує, а їх дипольні моменти будуть направлені в один бік.
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