
Типовi задачi з курсу
«Рiвняння математичної фiзики»

I. Метод вiдокремлення змiнних
1) Дослiдити тип рiвняння

(1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + xux + yuy = 0.

2) Звести рiвняння

uxx − 4uxy + 5uyy − 3ux + uy + u = 0

до канонiчного вигляду.
3) Розв’язати однорiдну крайову задачу для рiвняння дифузiї

на вiдрiзку (0, 1), t > 0:

ut = 4uxx + u

ux(0, t) = ux(1, t) = 0,

u(x, 0) = 2 cos 2πx cos
3π

2
x.

4) Розв’язати мiшану крайову задачу для рiвняння дифузiї на
вiдрiзку (0, π), t > 0:

ut = uxx + u + t(t− 2)
(x

π
− 1

)
+ sin 3x

u(0, t) = t2, u(π, t) = 0,

u(x, 0) = 2 sin 3x cos 2x.

5) Розв’язати крайову задачу для рiвняння utt = a2uxx у на-
пiвсмузi D = {x, t|x ∈ (0, l), t ∈ (0,∞)}, якщо межовi умови
мають вигляд:

u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0,

u(x, 0) = sin
5πx

2l
, ut(x, 0) = cos

πx

2l
.

6) Обчислити розподiл потенцiалу електростатичного поля u(x, y)
всерединi прямокутника [0, a]× [0, b], якщо потенцiал вздо-
вж боку цього прямокутника, що лежить на осi x, дорiвнює
V0, усi iншi боки заземленi (усерединi прямокутника зарядiв
немає).

7) Розв’язати внутрiшню задачу Дiрiхлє для круга UR, якщо
при x2 + y2 = R2 поле матиме вигляд:

u(x, y) = x + xy.
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8) Знайти функцiю, що є гармонiчною зовнi кулi, радiус якої
дорiвнює R, та

u(R, θ, ϕ)− ur(R, θ, ϕ) = sin2 θ.

9) Знайти функцiю, що є гармонiчною всерединi сферичного
шару r ∈ (1, 2) та таку, що

u(1, θ, ϕ) = cos2 θ,

u(2, θ, ϕ) =
1

8

(
cos2 θ + 1

)
.

10) Знайти функцiю u(ρ, φ, z), де ρ, φ, z - цилiндричнi коорди-
нати, що є гармонiчною в цилiндрi, радiус якого дорiвнює
R, а довжина - l. На поверхнi цилiндра ця функцiя повинна
задовольняти таки умови:

u(ρ, φ, 0) = V1;

u(ρ, φ, l) = V2;

u(R, φ, z) =

{
V1, 0 < z < l/2
V2, l/2 < z < l

II. Операцiї з узагальненими функцiями
1) Довести, що xmP 1

x
= xm−1.

2) Обчислити θ(a− |x|) ∗ θ(a− |x|).
3) Обчислити F [x3δ(x)].
4) Обчислити (θ(x)eax)(m), m ≥ 1.
5) Знайти усi похiднi функцiї

y =

 1, x ≤ 0
x + 1, 0 ≤ x ≤ 1
x2 + 1, x ≥ 1.

в в класi узагальнених функцiй.
6) Знайти усi роз’язкi рiвняння в класi узагальнених функцiй:

x3 d2y(x)

dx2
= 0.

7) Знайти фундаментальний розв’язок E оператора

L =
d2

dx2
− 4

d

dx
+ 5.

За допомогою E розв’язати рiвняння y′′ − 4y′ + 5y = x + ex.
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III. Фундаментальнi розв’язки крайових задач
1) Розв’язати одновимiрну задачу Кошi (x ∈ R, t > 0):

ut = uxx + 2xex, u(x, 0) = θ(x)x2.

2) Розв’язати двовимiрну задачу Кошi (x, y ∈ R, t > 0):
ut = ∆u + sin t sin x sin y, u(x, y, 0) = 1.

3) Розв’язати трьохвимiрну задачу Кошi (x, y, z ∈ R, t > 0):
ut = 2∆u + t cos x,

u(x, y, z, 0) = cos y cos z.

4) Розв’язати одновимiрну задачу Кошi (x ∈ R, t > 0):
utt = uxx + eαtδ(x),

u(x, 0) = δ(1− |x|),
ut(x, 0) = 0.

5) Розв’язати одновимiрну задачу Кошi (x ∈ R, t > 0):
utt = uxx,

u(x, y, 0) = 0,

ut(x, y, 0) = δ′(x0 − x).

6) Розв’язати трьохвимiрну задачу Кошi (x, y, z ∈ R, t > 0):

utt = a2∆u,

u(x, y, z, 0) = (x2 + y2 + z2)2,

ut(x, y, z, 0) = (x2 + y2 + z2)2.

7) Розв’язати трьохвимiрну задачу Кошi (x, y, z ∈ R, t > 0):

utt = a2∆u,

u(x, y, z, 0) = cos r,

ut(x, y, z, 0) = cos r.


