
Лекцiя 8. Щентральна гранична теорема.
,Qоведена нами ранitле iнтегральна гранична теорема Муавра-Лапласа показала, lло iз зростанням кiлькостi п

випробувань в cxeMi Бернуллi центрована та нормована сума випадкових величин fЦо , 
^*^визначае 

кiлькiсть успiхiв
&=l

в cepiT r випробувань, поводить себе майже як випадкова величина iз стандартним нормальним розподiлом. Дiйсно,
враховуючи вiдомi значення числових харакгеристик бiномiального розподiлу можна записати:
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L]iлий ряд вчених, зокрема П.Л. Чебишов та його учнi А.А. Марков i А,М. Ляпунов присвятили своТ зусилля

дослiдженню того, наскiльки формула (1) залежить вiд конкретного характеру розподiлiв величин Еь,та якi вимоги
необхiдно накладати на цi випадковi величини, tлоб ця формула мала мiсце. Тх дослiддення привели до ценmральноi
еранччноТ mеоремч TeopiT ймовiрностей, найпростiший BapiaHT якоi буде розглянуто нижче.

Грандiознiсть значення цiеТ теореми визначаеться тим фапом, шо численнi результати природничих та технiчних
наук пiдтверджують дiю цього центрального закону Teopii Ймовiрностей. Адже будь-який природний чи технiчний
процес вiдбуваеться пiд впливом великоТ кiлькостi випадкових, дiючих незалежно, фаrоорiв, кожний з яких здатний
лише несугтево змiнити хiд процесу. Тому спостерiгач мае справу iз сумарною дiею Bcix цих фапорiв. L|ентральна
гранична теорема дозволяе робити висновки про граничний харапер всiеi суми випадкових впливiв. Виявляеться, tло
граничний розподiл близький до стандартного нормального розподiлу. (Саме цьому фаrту завдячуе назва
(стандартний нормальний розподiл>).

.Щоведення центральноi граничноТ теореми базуеться на тому фаrсi, що мiж функцiями розподiлу та
характеристичними функцiями icHye взаемно однозначний зв'язок, який поширюеться HaBiTb на вiдповiднi граничнi
функцiТ при збiжностi розподiлiв та характеристичних функцiй.
Означення 1. Послiдовнiсть функцiй розподiлу rr!\">1 випадкових величин {E"}n>t слабко збiеаеmься при
п-+ф до функцii розподiлу F'(х) леякоТ випадковоТ величини ( (цей вид збiжностi позначаоться насryпним чином
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показати, що lim <pnQ)= g-7
п+ф

то на пiдставi властивостей 2 та 3

9(l) - хараперистична функцiя випадковоТq"(z)= Г*[-+].l", о"
[ \о,r/и /]

rirn Тr(,Ил,(,) = Тr(,)ал(") .л-)Ф-о -Ф

3ауваження. 4(х) З r(r) означаезбiжнiстьчисловоIпослiдовностi Мf(Ц") + I,1\,

Теорема 1. (Левi). .Щля того, tцоб послiдовнiсть функцiй розподiлу Q(x) слабко збiгалась до деякого розподiлу
ЛO(r),необхiдно та достатньо, tцоб послiдовнiсть характеристичних функцiй ,pn(r) розподiлiв s(x) ,збiгалась при
кожному 

' 
до деякоi функцiт 9(r) , неперервноi в нулi. При цьому <p(l) е хараrсеристичною функцiею розподiлу rb(").

ТаКИМ чиНОм! слабка збiжнiсть послiдовностi розподiлiв еквiвалентна збiжностi вiдповiдних характеристичних
функцiй.
ТеОрема 2. (Щентральна гранична теорема для послiдовностi незалежних однаково
РОЗПОДiЛеншХ випадкових величин). Нехай {er\,nrl - послiдовнiсть незалежних випадкових величин, lло

маютьоднаковийрозподiл. Позначимо: lrl\п=а, DЕп=с'2,уп=tЦо Vп=1,2,....Тодi
k=l

( -r,, l , , -"
]im р)vп - fu,

л-+ф l. lлГ ",|= !_Й" 
2 dr piBHoMipHo по х е Е ,

тобто послiдовнiсть розподiлiв Лr(") випадкових величин n" =# слабко збiгаеться до стандартного

нормального розподiлу.
flоведення. Позначимо через 9nft) хараперистичнi функцiТ випадкових величин ц,. 3гiдно теореми Левi, досить

,, Мчп _ ( Еt-а
.J Dy n п=t a,ll п

хараперистичноТ функцiI можна стверджувати, що



\-

величини En-a,

рядтейлора при

,? > 1. Оскiльки icнye дисперсiя

п -+ ф 1толi -! -+ 0 ) функцii
а4п

D|n,To icHye друга похiдна функцiТ 9(r). Скористаемось розкладоi*

.p(r) i. залишковим членом у формi Пеано: \

.,(*) = 9(о)+ 9,(о)# - ry(#)' - "[#)' =, - ** {*)

Г ( ' )'ln 
i(*)]' =|r-*,-{*)]" n-_"-* рiвномiрнопоr:|r| зт<о.q,(,)=ц#Л =t

Бiльш загальне твердження центральноI граничноi теореми мiститься ншк{е (без доведення).
Теорема 3. (Ляпунова). Нехай lenl,nrl - послiдовнiсть незалежних випадкових величин (не обов'я3ково

однаково розподiлених), дJlя якоТ icHye таке число 6>0, що M|enl'*u<r-ooVn>1. Позначимо

ful\п=ап)vп=t.Ео, Bn2 =DvпVп 2l. Припустимо,lцовиконаноумовуЛяпунова: 

'=#P_!1Eo-oo;'*u"].O.k=|

(-- -мч- l т | -Lтодi limp]vn- ,<x}-| eidt (3)
п)ф L.r/Дчп ):-zп

Безпосереднiм наслiдком центральноТ граничноТтеореми е iнтегральна теорема Мавра-Лапласа.
теорема 4. (lнтеrраль}lа теорема Муавра-Лапласа). Нехай vn - кiлькiсть успiхiв icepii п незалежних

випробуваньБернуллiзймовiрнiстюуспiху р та ймовiрнiстюневдачi q,де р+q=l.Тодi
(-. l , , -"

уm pl\+.r|= 1 li z at piBHoMipHo по хей
п-rф lrlnpq ) :-Zx

Наслiдок. (flовiрчий iнтервал для ймовiрностi), Нехай р - невiдома ймовiрнiсть здiйснення деякоТ подiТ

l. Якщо провести серiю iз lс незалежних випробувань, для якоТ обчислити кiлькiсть чи з'явлення подii Д, то з

теореми Муавра-Лапласа випли""., чо Л{

Туг враховано, що 9(0)=l, .р'(0)= iM(€tr-a)=0, ,р"(0)= i2M(Et,_oY =_о2. звiдси випливае, що

Опке, якtцо задатись деякою ймовiрнiстю р0, близькою до одиницi, то можна визначити по таблицях функцiТ

наближено рiвною р0 , мiститься в iнтервал 
'l+ -"+- r] , 

"{о 
.l+-",+- r]} " ,, .

Лекцiя 8 (продовження). Поняття про випедковиЙ процес.
Найчастiше спостерiгач мае справу не з окремими значення випадковоТ величини, а з деякою функцiею, залежною

вiд часу. Наприклад, величина напруги у елекгричнiй мережi коливаеться навколо деякого номiнального значення i

змiнюе випадковим чином свое значення у кожний момент часу. Те саме стосуеться багатьох iнших природних чи

фiзичних процесiв. ,Щамо точне означення випадковоТ функцiТ.
Нехай (O,S, Л) - деякий iмовiрнiсний простiр, а Т -деяка пiдмножина множини дiйсних чисел:i Г g fr .

Означення 2. ВuпаОковою функцiею дiйсного арryменry ,еГ називаеться функцiя ý(ol,r):Txd2+E, яка

кожному значення арryменry 
' 

е випадковою величиною на iMoBipHicHoMy просторi (О,S,Л).
При позначеннi випадковоТ функцiI, так само, як i при позначеннi випадковоТ величини, залежнiсть

елементарноТ подii rо с С) часто не записують: ((ol, r) = q. (r) = ((r) = q, .

Означення 3. Якщо множина значень Г вiдiграе роль часу, то випадкова функцiя ý(ol,r) називаеться вuпаОковuм
або сmохасmччнuм процесом. L{ей процес називають вuпаOковою послiOовнiсrпю, якlцо множина Z - дискретна.

Якщо Г = frП , то ((o,1) називаеться вuпаОковuм полем,

Оп<е, якtло зафiксувати значення o=ФOеQ, то маемо невипадкову функцiю ё(rо,r) , яка називаеться

mраекmорiер або реалiзацiею випадкового процесу. Якщо ж зафiксувати момент часу 
'=taeT, 

то матимемо

випадкову величину 6(r,ro), яку називають перерiзом процесу. Таким чином, випадковий процес - це сукупнiсть Bcix

його траепорiй або сукупнiсть Bcix його перерiзiв.
Приклад 1. Кiлькiсть Л(l) радiоактивних частинок, зареестрованих лiчильником за час /, - випадковий процес з

вiд

цlлими значеннями.



l Приклад 2. 3начення атмосферного тиску P(r) 
" залежностi вiд значення t - висоти над piBHeM моря - е

випадковим процесом з дiйсними значеннями.
Прпклад 3. Координати X(r}r(r)Z(r) леякоТ молекули рiдини, що перебувае в процесiдифузiТ, в залежностiвiд часу
, - неперервний випадковий процес з дiйсними значеннями.

/ Оr".чення 4.Функцiя Л(х,r)=Р{соеа:ý(со,r)< "\Ч r{Ц(t).хtхеЕ називаетьсяфункцiею розпооiлувuпаоковоео
процесу.
О3начення 5. Маmемаmччнuм споOiванняп,t (cepeйHiM) випадкового процесу називаеться функцiя
m(t)= л,tцQ),t ст .

Означенн я 6, fluсперсiею випадкового процесу називаеться функцiя p(r)= ЛЕ0) = MtЦQ)-*Q)]2,t.T .

Означення 7. Кореляцiйною функцiею випадкового процесу називаеться функцiя
R(q,r,) = MlGk)- rQr)XE(,,)- r(,,))|ц,t2.т ,

Приклад 4. Розглянемо для прикладу мiркування, якi привели до основного рiвняння в теорii дифузiТ. (l_|я задача
розглядалась Максом та Фоккером).

Припустимо, tцо деяка частинка, що рухаеться вздовж прямоТ, старryе в нульовий момент часу iз точки х = 0.
Нехай удискретнi моменти часу kN,k:|,2,,,,пiд впливом незалежних випадкових поштовхiв вона пересуваеться на

величину й праворуч з ймовiрнiстю р аболiворуч iз ймовiрнiстю q=l-p. Позначимочерез P(.T,r) ймовiрнiстьтого,

що дана частинка опиниться у момент t=пЬt (тобто через п KpoKiB) в точцi з абсцисою х. Очевидно, що функцiя
P(r,r) задовольняе рiзницевому рiвнянню: P(x,t +Ш)= рЛ(х - h,t)+ qP(x + h,t) (4)

i3 пОчатковими умовами Л(О,О)=1, Р(х,0)=0 при х+0. Спробуемо зробити граничний перехiд при h_+0,д/+0. lз

фiзичних MiplcyBaHb зрозумiло, що на параметри задачi мають бри накладенi деякi обмеження, зокрема:

t=пN, х=пh, *-rO,#-f,,
де с та D -деякi сталi.

Вiднiмемо вiд обох частин piBHocTi (а) P(x,r):

Р(.т, r + А) - Р(х, l) = р|r(х - П, t) -Л(х, r)] + q[Л(, + И, l) - л(х, r)]

Припустимо, що функцiя Л(х,r) диференцiйована по / та двiчi диференцiйована по х . Тодi

(5)

(6)

р(х, r + Al) - р(", l) : о, {Р * 
"{о0

Пiдставивши цi piBHocTi у (6), матимемо: дrY+r(пr)= -rb-n)U'Ч;J) **r'ry*"Ь'), звiдки з допомогою

(5)перейдемодограницi при h-+o,bt-o,ff --z"aP*'')-ory -вiдомерiвняннядифузii,tцоносить

назву рiвняння Фоккера _ Планка.
Один iз loaciB випадкових процесiв був розглянутий H.BiHepoM - в теорiю ймовiрностi BiH ввiйtлов пiд назвою

BiHepiBcbKoeo процесу або броунiвськоео руrq.На випадковий процес ф) Оули накладенi насryпнi вимоги:

'l. ф)= о; мф)=0 vr е fr+

2, Функцiя розподiлу рiзницi ,Q9 + r)- ф6) не залежить вiд початкового моменry tg :

r{r(ro + r)- фg). r}= 4(r) (однорiднiсть процесу у часi).

3. ф) - процес iз незалежними приростами, тобто прирости процесу за моменти часу , цlо не перетинаються, -
незалежнi: Vп Vt1,...,tn фr)r(rr)-",(rr}...,"r(rп)-"{ь_r) - випадковi величини, незалежнiу сукупностi.

4. м|ф +п)-r(r)' = о(и),П ->о,
3ауваження 1. Властивостi 2 та 3 визначають ОПНП - однорiдний процес з незалежними приростами

Теорема 1 . 3а припущень 1. - 4. вiнерiвський процес ф) мае нормальний розподiл iз параметрами 0 та о2, , де о2

- деяка стала.

Доведення. Розглянемо М|ф+П)-rQ| =o2(h),h>0 _деяка функцiя, lцо залежить лише вiд й (iз-за припущення

2). Покажемо, щонасправлi о2(&)= oz.h -лiнiйнапо й функцiя. Нехай h1>0,h2>0.Тодi

о2 (Ц * П) = М|ф + |ц + h) - wQ)P = мКф - Ц + hz) -ф * а )) * W * lz1 ) 
_ .(,)r =

= о2 (/rr ) + 
"2 

(Ц) * 2 М[(ф + h1 + h2) -,(r * & )). (ф + Ц) -r(,)I = 
"2 

(h ) * 
"2 

(П), (7)

в силу припущення 3. KpiM того, о2(й) - монотонна функцiя: о'(Ц * h)> 
"'(Ц) 

i о2(о)= 0 . Вiдомо, lло в класi моно-



тоннихфункцiйвластивiстьадитивностi (7)маелишелiнiйнафункцiя,оп<е, о2(и)=о2h,позначимо 9(z,r)= Mei*Q) -
характеристична функцiя вiнерiвського процесу. Тодi

9(zJ + h)= уri*Q+ф - у"Ь[wQ+ф-wQ)]+i",@ = cp(z,r). 
'аrь|wQ+п)-wQ)]Скористаемось розкладом в ряд Тейлора при й + 0 :

,Ф(", t + ъ) = q(,, t).r[, - *Рr _ 
" 

Iф * !),- ф)Р - о] = r(",,t, _ 
оt "|.Q 

* h) _ ф)r_ r(*)]

оскiльки р= 
"iа|wQ+п;,(l! 

. [w0 + Д)- ф)Р
зl - , то в силу припущення 4, М(Л): о(Л). Опr<е, при й -+ 0 :

<p(z,t+и)=ч(,,r{r -"{h *оlп1]= , -о- ф*+ф):-rQ,i''9r' *SчQ,i, звiдки

+=-#rQ,r).Оскiльки ф,О)=l,то 9(z,r)= "-#' -харакrеристичнафункцiярозподiлу 
"(о,о'r).

l
it

l

3ауваження _ 2. ._ Можна показати, що траепорiТ вiнерiвського процесу неперервнi iз ймовiрнiстю 1:

л{со : ф,о)е с(lо,ц)} = 1 .

3ауважен ня 3. Можна показати, що траекгорiI вiнерiвського процесу нiде не диференцiйованi iз ймовiрнiстю ,t,

Теорема 2. Стандартний вiнерiвський процес мае кореляцiйну функцiю, piBHy Л(r,s) = min(r,s) Vr,s е [0,7] .

f|оведення..Щля стандартного вiнерiвського процесу Vr€Я, Мф)=0, MwzQ)=r b'=t). пр"пу"rимо, lло ,>ý.
Тодi

л(l,s)= мКф)-r(,)Хф)-,("))]=мф),(r)=м[( (,)-ф),(s)-,'("!= мlfuQ)-,(r)"(")]* M.r(r)=Mrry2(s)=s
Одним iз класiв випадкових процесiв, lло описуе так званi <рiдкi> подiТ, е процес Пуассона. Припустимо, ц{о деяка

подiя може вiдбуватись у випадковi моменти часу. Нехай ý(r) - кiлькiсть з'явлень цiет подiТ на iнтервалi [0,r]. Вiдносно
процесу ((l) зробимо насryпнi припущення.

1. Ймовiрнiсть /r з'явлень цiеi подiI на iнтервалi |t,t+Дr] залежить лише вiд /с та bt - сmафонарнiсmъ
процесу, зокрема ймовiрнiсть з'явлення цiеТ подiТ принаймнi раз на iнтервалi |t,t + лtJ piBHa }.дr + o(lr);

2. ймовiрнiсть з'явлення цiеТ подiТ бiльше нiж один раз на iнтервалi [t,t + bt! piBHa о(lr) - орОuнарнiсmь
процесу;

3. ймовiрнiсть * з'явлень цiеТ подiТ на iнтервалi ft,t + Аr] не залежить вiд того, як i коли вiдбувались подiI paHiule,

- процес без пiсляOii. 3окрема це означае взаемну незалежнiсть з'явлення TieT чи iншот кiлькостi подiй
протягом промiжкiв часу, lцо не перетинаються.

Теорема 3.3 припуrцень 1. -3. випливае, що процес q(r) мае розподiл Пуассона з параметром }". BiH називаеться
процесом Пуассона.
||оведен ня. Позначимо Р&(r) = P{E(r)= Ъl,Ъ :0,1,... . Тодi pp(r + дr)= p'(rIl _ }.дr + o(lr)] , тому

-t+-0 
= -},РO(r)+ #Pg(r) , звiдки в границi при А/ -+ 0 одерж 

"rо $= -Ipo(l) , тому л9(r)= ,-rr
(оскiльки ло(0)= 1). Нехай тепер /r > 1. Тодi за формулою повноТ ймовiрностi при А, + 0 ,

Pl(r + пr)= rt(rlt - i"lr + о(lr)]+ rо-,(r)р,ш + о(ш)]+ о(лr) , звiдки

ф*_-0 = -}.pl(r)+ rлl_r(r)+$[ро(,)* pb_tQ)*t] , тому для fr > l :

+=-Р*(r)+}"л1_1(r)
iз пОчатковими умовами rо (0)= l та Лд (О) = 0 . Систему диференцiальних рiвнянь (8) розв,яжемо з допомогою замiни

Pt(r)= r-MulQ\Ъ>t. Початковими умовами для нових шуканих функцiй uo(r) , очевидно будугь насryпнi:

v6(O)= l,v1(O)= 0,t > l. 3 (S) випливао, ,цо "-' Ч) 
_^r-"nr(r)= -}'е-\tvрQ)+;\е-r'чд*l(r), 

"ао ý= lut_r(r)& > t .

тодi Д(/)=}"чо(r)=}"Л9(r)еr'=l, , тобто vl(r)=ll. Аналогiчно, uzQ)= Ч 'взагалi, 
ut(l)= Ч,о>1. остаточно

маемо pt(r)= 

"" 
бir 

, lцо й треба було довести.

3ауважен ня 4. Система припущень 1. - 3. виконуеться з великою точнiстю у багатьох фiзичних явищах та технiчних
процесах, зокрема, iй вiдповiдао кiлькiсть aToMiB при радiоакгивному розпадi за певний промiжок часу або кiлькiсть
космiчних частинок, lло потрапили на одиничну площадку за промiжок часу ,, а також кiлькiсть деталей деякоi
Gистеми, що вийч:ли з ладу протягом певного часу.
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