
Лекцiя 7. HepiBHicTb Чебицlова. 3акон великих чиGел та його наслiдки.
Одним з найбiльtд переконливих проявiв закономiрностей, tцо виникають при спостереженнi великоТ кiлькостi

випадкових величин, е теореми про закони (великих чисел)). l-{i теореми стверджують, lцо KoHKpeTHi особливостi
окремих випадкових явиlл майже не впливають на iX сереOнiй резульmаm, якlло кiлькiсть цих явиlл досить велика. В
цiй стiйкостi середнiх i полягае фiзичний змiст законiв великих чисел. 3окрема, нам вiдомий той фап, tt1o в cxeMi
неЗалежних випробувань Бернуллi частота успiry, яка е випадковою величиною, приЙмае значення, близькi до сталоi
ймовiрностi успiху р, якlло кiлькiсть випробувань досить велика.

!оведення законiв великих чисел базуеться на HepiBHocTi, вперч:е надрукованiй росiйською та французькою
мовами у 1867 роцi в роботi Пафнугiй Львович Чебишова <Про середнi величиниlr.
Твердження 1. (HepiBHicTb Чебичlgва).
flля довiльноТ випадковоТ величини ý iз скiнченою дисперсiею DE при будь-якому значеннi е>0 виконуеться

(1)HepiBHicTb

flоведення. Розглянемо випадок, коли ý - неперервна випадкова величина iз щiльнiстю розподiлу р(r). Позначимо

р{ lE - i4l> 
"\ =3

IчЩ=а. Тодi Р{l\-Меl>r'=t,',Ч.$Е =1,,р{4r.lУ рQ\ф=ЁР -о|'rGУ" =#. у випадlсу дискретноi

,,," ,i|t Ё Е,. _ 1 t"цrl. ,} = ,п-+Ф |.|n *=t П k--l l J

випадковоТ величини доведення цiлком аналогiчне iз замiною iнтегралiв на вiдповiднi суми - спробуйте провести його
самостiйно.

Приклад 1. НехаЙ ( - випадкова величина iз математичним сподiванням МЕ=а та дисперсiею D(=o2. З

HepiBHocTi Чебишова випливае, що Р{lЕ-а|>Зо,1 =#=!. Я*що припустити, що ý мае нормальний розподiл, то

значення лiвоI частини HepiBHocTi можна визначити по таблицях: Р{ 
|6 - 4l > 3о } = 

g,9g27 , в той час, як значення оцiнки

HepiBHocTi Чебишова <<гiрше> майже у 40 разiв. Проте, значимiсть даноТ HepiBHocTi саме в iT унiверсальностi та
незалежностi вiд хараперу розподiлу випадковоТ величини.
Теорема 1.(Теорема Чебишова про закон великих чисел).
Нехай {qr}"rl - послiдовнiсть незалежних випадкових величин, що мають дисперсiт, обмеженi сталою величиною:

Vп >l D(n <с. Тодi

ZEt L"цо
f]оведен ня. Розглянемо випадкову величину ,1" = Ч Тт середне piBHe: мqп = 

k=l , а дисперсiяпп

,[ЁЕ-] t,oco
Dln =-!+-J - !Ат- 

= + :9 . Застосуемо до величини Tln HepiBHicTb Чебишова:п. п. п. п '.--

r!п" - Мп"l. r} = 1 - rfiп" - Мп,|> r}> l - + > | - +. Перейдемо до границi при r, -) ф :' t' пt'

,ly_"{n" 
_ M\nl. 

"}> 
t , звiдки й випливае, *" Jgx"{E}ar -*rr4. ,} = , .

3аУВаЖення. Теорема Чебишова стверджуе, таким чином, що середне арифметичне великот кiлькостi незалежних
випадкових величин проявляе статистичну стiйкiсть - поводить себе майже як середне арифметичне lx математичних
сподiвань.

Розглянемо дlя прикладу певний об'ем газу, tло мiститься у деякому сосудi. його молекули перебувають у
поСТiЙному хаотичному pyci, причому для кожноТ окремоТ молекули неможливо передбачити iT мiсцезнаходження та
lлВИДкiсть у деякий момент часу. Проте можна оцiнити долю частинок газу, що рухаються з деякою заданою tлвидкiстю
абО МiСТЯТьСя у певному об'емi - саме це i цiкавить фiзика. Якщо ж говорити про тиск цього газу, то BiH визначаеться
СеРедньОю кiлькiстю ударiв молекул рiзних ulвидкостей, що приходяться на пластинку одиничноi площi за одиницю
чаСу, 3розумiло, tцо туг ми маемо справу з випадковими величинами, проте, як вiдомо, тиск газу - величина стала у
неЗмiнних умовах. l-|e прояв усереднення, яке о наслiдком закону великих чисел. Саме фiзичнi явиtла яскраво
демонструють дiю закону великих чисел.
Означення 't. Будемо говорити, що послiдовнiсть випадкових величин {E"},n>l збiеаеmься за ймовiрнiсmю до

випадковоТ величини Е при п -+ ф, позначаючи цей фаrп насryпним чином; r,r3Ц, п -+ ф , якщо

"Ч"{lЕ"-{.в}=l 
vе>0,

3ауваження 1.3бiжнiсть за ймовiрнiстю ЕrЗЦ, п)ф неозначае, lцо значення випадкових величин прямуютьдо
значень випадковоТ величини € при п -+ ф, а означае лице, що вiдхилення цих значень бiльrлi як завгодно малоТ ве-
личини s мають нульову ймовiрнiсть - проте з'явлення такого вiдхилення не е неможливою подiею.

1

(2)



Z€ь о ZfuIЫ
3ауваження 2. Теорема Чебишова ствердхryе, таким чином, цlо k=| зk=l , fl)ф .пп
3ауваження 3. Теорема Чебишова Nя незалежнuх оОнаково роэпоОiленuх випадкових величин {q"}n>t

ZEb ,k=| За, п-+ф. (3)

окремого випробування рiвною р. Тодi ,* ,{|Ь_оl.r}=l,тобто
п->ф L| 'l l j

Iul\n = o,DEn =о2 стверркуе, що
п

3ауваження 4. Вже вiдома нам теорема Бернуллi таким чином, е прямим наслiдком теореми Чебиц:ева про закон
великих чисел. Сформулюемо iT тут ще раз.
Теорема 2. (Теорема Бернуллi про закон великих чисел).
Нехай {un},nrl - кiлькiсть успiхiв в серiях з и незалежних випробувань Бернуллi iз сталою ймовiрнiстю успiху

un Зо, п -rф
п

Доведення. Роэглянемо випадковi величини €ъ,|3k<п, якi набувають значення 1, якщо в /с-му випробуваннi

стався <<успiх>l, та значення 0, якщо сталась (невдачаD. Було визначено, цlо ltft\y = р , а у п = LCo. Тодi твердження
k=l

(4) прямо випливае з (3).
Наслiдок 1. (3астосування закону великих чисел для вимiрiв фiзичних величин).
Нехай v- деяка фiзична величина з теоретичним значенням а, яке необхiдно визначити шляхом фiзичного
експерименry, Останнiй полягае у проведеннi п незалежних вимiрiв цiеi величини, наслiдком яких е випадковi
величини {чп}п>1.3розумiло, що цi випадковi величини - незалежнi та однаково розподiленi з величиною v.

Причому Мvп=а внаслiдоквiдсугностi систематичноТпохибкивимiрювання,а Dvn=Dv=o2. Розглянемовипадкову
п

Еurlп2
величину 1n={. Для неТ M\n=o, D\п=*ЁЛчо=9- OTr<e, з теореми Чебишова випливае, щоП п'k=| П

п

Ivt оk=| 3щ п-+ф , тому lлукане значення 4 величини ч може буги досить точно замiнене середнiм арифметичним
п

послiдовностi вимiрiв цiеI величинч {чп\,п2 l для великих значень п.
1

Наслiдок 2. (Метод Монте-Карло обчислення iнтегралiв виду i"f(xp).
0

Нехай {E"},n = 
1 - послiдовнiсть незалежних випадкових величин piBHoMipHo розподiлених на вiдрiзlсу t0,1]. Якщо /(х)

- деяка борелiвська функцiя, {r(E")},n>r - також незалежнi випадковi величини з мf(Ц")=irЬW. oDKe,
0

LЛц) о, 1tJ--i f||l*, п-+ф. Таким чином, для обчислення значення iнтегралу виду itQF" можна запропонуватип00
насryпний метод: змоделювати досить велику кiлькiсть п piBHoMipHo розподiлених випадкових величин {Ео }, t < k < п та

п

, I"r(6t)
обчислити l f(r)aro /c=l

0п
Лекцiя 7 (продовження). ХарапериGтична функцiя випадковоТ величини те iT властивостi.

Нехай ( - випадкова величина на даному iMoBipHicHoMy просторi (О, S, Л) .

Означення 2. Харакmерuсmччною функцiею випадковоТ величини ( називаеться комплекснозначна функцiя

дiйсного арryменry qe(r)= MeiЁ,t ся, (5)

3ауважимо, що характеристична функцiя визначена для будь-якоI випадковоi величини в силу HepiBHocTi

|r"e|<r Vrеfr.Якщозгадатипозначення, введенiулекцiТ6, можнанаписати,lцо чg(r)=| r'"аrЕG) (6)ll 
-Ф

3ауваження 5. 3 piBHocTi (6) випливае, що характеристична функцiя випадкоЁоi величини е перетворенням Фур'е iT

функцii розподiлу,
Приклад 2. Нехай ý - випадкова величина piBHoMipHo розподiлена на симетричному промiжqу [-а,с]. Тодi

(4)



qE(l)= Т "'" orQY*= +Т ,ita - "-ita 
sin al

-а
значення.
Приклад 3. Нехай q - випадкова величина розподiлена эа законом Пуассона з параметром },. 3найдемо lT

хараперистичну функцiю: qc(r) = MeiE = ;,"'' U|! 
= "-" ?,Иt _ 

"-\ 
."Mu = .*о{ r(u" _ t)}

теорема 3. (власти""";; *"о"*r"Г=*r"rХ'о' *r"-.lr':! 
" -9 -w^Y

1. l*r(,I=lvl еЕ; qе(о)= r

2, Якщо ( та n - незалежнi випадковi величини, то рq*ц(r)=9ьt).чпft)

3. 9og+b(/)= еiЬlrрц(аt) для довiльноТ випадковоt величини ý та будь-яких констант а i Ь .

4. qg(r) -рiвномiрнонеперервнафункцiя на fr,тобто VB>Of6=6(B):Vl,12 :|п-tzl.a=|,г6(r,)-oq(r2l<s .

5. Нехай випадкова величина q мае & -ий момент: Зm1, = Л,!Цk. Тодi icHye ,t -Ta похiдна хараперистичноТ функцiТ i

длlя Bcix n < ft виконуеться piBHicTb 96(n)(o)= iП^4еП, тобто 
^lцп 

_'ee(?(O)on 
= 

о .

l

6. оq(-r)=чбо
7. qB(r) ОоОаmно вuзначена функцiя на Е, тобто VncN Ytyt2o,..,tneу.Vq,c2,...,cneC:

Ё Ёr,tо -t,)"1q>o
k=l j=|

flоведен ня, Властивiсть перша очевидно випливае з означення хараперистичноТ функцiТ.
2. Розглянемо для незалежних випадкових величин б та п харакrеристичну функцiю lX суми:

чq*ц (r) = Ml(*n) = МёG . еiЦ = Мёа . МёЦ = qеQ). ,пп (r) .

3. Розглянемо Qа6+а0)= trn"it(a|+b) = 14"i(ta')€ ,eitb _ eitb ,<рц(аt).

4/ Нехай в>0 задано.Позначимодлядовiльних /1 <t2,. h=tz-\. Одержимо

ч6(rz ) - чq (rl ) = Т Ёu," - "'Ч'|гц6) =f "u,' Ь'* -,!". (r) . оскiльки 
|"'Ь - \< 

z
+Ф

, а 
_J 

аЛЕ ft) = l , знайдеться така

величина А>О, *о ,,I ,аrц(i.Уа. Далi, для Bcix x:|x|<l знайдемо таке й>0 , чо |"'fo -t|<y'r. Че
lrlrД

можливо, оскiльки функцiя e'fu - piBHoMipHo неперервна на fr. Тодi

l*etr)- *e(,,l = i|"'* -,|rqbl . ,- 
,_,Ln*rb);ir%-dFe(") 

. 2.%* % = 
" 

.

Таким чином, для заданого s>0 можна визначити таке число Е=й, що з HepiBHocTi h-tzl <Б випливае

HepiBHicTb l*r(r,)-r*(rr) ., .

5. ПРипУстимо, що icHye mь = IlftEk при деякому значеннi ft. Це означае абсолютну збiжнiсть iнтегралу :

ilr-|o"akl<co. 
Розглянемо piBHicTb qЕ(r)=| r'"агц(*) та вiзьмемо п-ry похiдну, де п<& (правомiрнiсть

цихдiйбудеоб/рунтованоншне): чq(t)(r),=о j'оF"*dлЕ(х)l=о ak|*krioarl(x)l=o= rkMck =ikmk.

l.ю
Оскiльки ||*О"'Оаrцfttr=irРq(r).., то iнтеграл 

\*kr'Оаrе(r) 
вiд параметра r piBHoMipHo збiжний за|,

|- 0о

ознакою Вейерштрасса, тому диференцiювання було законним.

6. fliйсно, qь (- l) = 

*iг'" 
are!) = 

_i 
Г"аq (r) = Т "'"а& G) = фr)

7. Розглянемо 
2Аrrdr-'i),оч = 

P^P{''t*-';} 
,оч =м(L "r* "o.P:-r''4)=

= "(t ri'rl ,k Ё."Ъl = rlL 
""rE "о|' 

,о
[k=l j=| ) t*=l l



Приклад 3 (продовження). Нехай ( - випадкова величина розподiлена за законом Пуассона з параметром },.

Була визначена lT харакrеристична функцiя oq(r) = exp{L(e" - l)} . 3гiдно властивостi 5, якlло icHye математичне сподЬ

I
ваннявеличини ý,тойогознайдемозаформуло ю ]l4\=+=-iexp{l(e"-1)}i"e"r|r=0 =}.. II

Приклад 4. Нехай ( - випадкова величина, що мае нормальний розподiл 
"(r,"'). 

Визначимо iT хараперистичну

функцiю,3ауважимо спочажу, шо випадкова величина ц=ý:g ,". стандартний нормальний розподiл лr(о,t). Тi

харакгеристична функцiя: 9n(r)= МеiЦ=Т"'Оо',(rF" =*Г"'О*r**. Оскiльки icHye D1, функцiя чц(r) мае i

першу , iдруry похiднi, тодi 
-СО -аО at z'lL

9q, (r) = 
\о", " # "-'/ * = - й\"* r(; "Ъ)= - 1ft ",, " "-'Ъ Рз:: - tr\; "Z ;, 

"' 

о б =

*ф ,л. t -r'/ . l\ dq"(r)
=-t l e'ft}7e /zdx , тобто функцiя чl(r) заяовольняе диференцiальне рiвняння: =#a=-rqn(r), його

-ф iZп

розв'язками е qn(r)= ""-'/. оскiльки 9п(0)=1, то c=l. опке, якlло випадкова величина п мае стандартний

нормальний розподiл, то iT хараперистична функцiя piBHa qQ)="-'Ъ. Розглянемо тепер випадкову величину

ý=orl+d з розподiлом .lr(o,o2). зriо"о властивостi3, чЕ(r)= "iot 
."-о"tЪ =.*о{", 

ч 
r)

Позначимо ф(r)=ьqе(r). толi з припущення про iснування MoMeHTiB вiдповiдних порядкiв випливае, що

О'(,)=ЬqЕ(,[=ffi. Оп<е, ф(о)=ffi=,* Аналогiчно, Ф"(r)=[МоЕ(,['=ф#Ф, тому

Ф"(о)= i2lrtц2 -hl,tцР =-ое. Взагалi, виявляеться, lцо числа sд =;&4(е)(6),t.lч - дiйснi. Вони називаються ceMi-

iHBapiaHmaMu (tсумуля нmамч) випадковоТ величини ý .

Сформулюемо (без доведення) д)Dке важливу теорему, яка пояснюе етимологiю TepMiHy (характеристична функцiя>.
Теорема 4. (единостi для характеристичноТ функцiТ).
Кожнiй харакrеристичнiй функцiТ qg(r) вiдповiдао одна iтiльки одна функцiя розподiлу F6(r), тобто з того, ц{о

+со +со

чq(r)=_J "'"аЛi(r) 
i9q(/)= 

!*r'ОаГrlrl 
випливаетотожнiстьрозподiлiв: лi(r)=rr(").

Приклад 5. Нехай випадковi величини ( та тl мають нормальнi розподiли Л(q,о12) ," Л(о2,о22). Толi

характеристичною функцiею Тх суми буде <p6*n(r)=.*o{,o,, +}.*о{",, #}=.*п{,1о, 
-"rY-ffL},

t

тобто сумарний розподiл також нормальний - 
"(* 

+ о2 ) (о1 * 
", Р ) в силу теореми единостi.

Означення 3. Нехай е - дискретна випадкова величина, що набувае цiлиi невiд'емних значень:

P{E=k\=pk,k=0,1,2,... Твiрною (еенераmорною) функцrЪю випадковоТ величини ( називаеться комплексна

функцiя чЕ(r)= MzL = 
Ё;О 

оо, z еС, |z|<l . (S)

HeBalK<o зрозумiти, чо чr("")=чЕ(r). TBipHa функцiя однозначно визначае розподiл: oo=f,rr,'o)(O),tr0. KpiM того,

твiрнафункцiясуми,незалежнихвипадковихвеличин ý та т1 рiвнадобугкуiХтвiрних: vg*,](r)=v6(r).v,]G).
Приклад 5. Нехай ( - випадкова величина, lцо мае розподiл Бернуллi з параметралли п та р. Визначимо'JТ TBipHy

функцiю ve(")= LrOC*pO q"-k = Qlz + q| .- 
Ё=0

П р и кл ад 6. Нехай ( - випадкова величина, що мае розподiл Пуассона з параметром }" . ТТ TBipHa функцiя е такою:

ч6(r)= 
ЁrU # = "-L, еМ = exp{-}u(l -")}.


