
l Лекцiя 6. Числовi характеристики випадкових величин.

визнЪчаеться формулою

якщоL - дискретна випадкова

Л{q = хо} = pk, k =|,2,.,,i

або формулою (2)

3ауЬаження 4, Точною формулою для визначення Wq е iнтеграла Лебега-Стiлт'еса:

ле ЛЕ(х) - функцiя розподiлу випадковоТ величини ( .

Насryпнi приклади пояснюють змiст TepMiHy (середне>.

tцiльнiстю розподiлу р(х), то (4)

(5)

Нехай ý - випадкова величина на даному iMoBipHicHoMy просторi (О, З, Л)
Означення 1. Маmемаmччнuм споdiванням або cepedHiM випадковоТ величини ( називаеться число Мt,, яке

(1)
ф

Mq= Zxtpt, ,

k=|

величина, що набувае значень

+q)

М\= lxp@)dx,
_ф

якщо ( - неперервна випадкова величина iз шiльнiстю розподiлу р(.т) .

3ауваження 't. Формули (1) та (2) мають сенс лише, коли ряд (1) або невласний iнтеграл (2) абсолютно збiгаються.
Тодi випадкова величина ( називаеться iнmеерованою,
3ауваження 2. Число П4 ще називають першuм моменmом випадковоl величини (.
3ауваження 3. Використовуеться також позначення Е\ для математичного сподiвання.

+Ф

уц = 
_l 

хdFц(х) , (3)

Приклад 1. Нехай q - piBHoMipHo розподiлена на вiдрiзку Ia,b7 випадкова величина. Тодi
+со Ь - ntb

уЦ=-iхрlfld" =i:;d- = +. В даному разi середне - це середина вiдрiзку [а,Ь] .

_Ф oD -'

Приклад 2. Нехай ý -дискретна випадкова величина, яка набувае значень xl,x2,,..,rn iз рiвними ймовiрностями

# 
",,

/n. Эr,л"оформулi (1), маемо МЦ= .tуоро = .L,-о | =+. В даному разi середне - це середне арифметичне
k=| k=| п п

знаL:gнь дискретноТ випадковоi величини ( .

Означення 2, Випадкова величина, математичне сподiвання якоТ piBHe нулю, називаоться ценmрованою.
3ауваження. Математичне сподiвання мае фiзичний змiст: якlцо набiр мас рl,...,рk,...деякоТсистеми знаходиться

в точках х1,...,х7,.,,, або розподiлений по прямiй iз щiльнiстю розподiлу р(х), то центр ваги цiеТ системи знаходиться
в точцi iz(.
Теорема 1. (Властивостi математичноrо сподiвання).

1. Якщо (=с(сопst),то М|=с.
2, Якшо ( - iнтегрована невiд'емна випадкова величина, то Д-4( } 0.
3, Якtло ( - iнтегрована випадкова величина, то випадкова величина сЧ, де с е деякою константою, iнтегрована

також, причому М(с\)= gМЦ ,

4. Якщо ý та п -iнтегрованiвипадковiвеличини,то (+11 -такожiнтегрована,причому М((+ц)= М\+Мп.

ý !ля кожноТ борелiвськоi функцii s(r),rc8 та будь-якоТ iнтегрованоТ випадковоТ величини ý icHye МсG),
причому, якщо ( - дискретна випадкова величина, що набувае значень x|,...,xk,.., iз Ймовiрностями

p|,,..,pk,..,: Л{q= хъ\=pt,k=1,2,...,то Mg(E) =|,r\o)po,аякщо ( -неперервнавипадковавеличинаiз
k=1

+Ф

мс(ц)= Is(х)р(х)й

6. Якщо € та п -незалежнiiнтегрованiвипадковiвеличини,тоiснуе М(q.п)= М\.Мп,
Доведення. Властивостi 1. - 3. неважко дgве,сти.самостiйно, flоведемо деякi з решти властивостей.
4. Нехай Е та п - дискретнi випадковi величини для яких iснують М€ та Мц. Припустимо, lло ( набувае значень

х1,..,,хр,... iз ймовiрностями pf ,,.,,pft,,.. , Л{q=.т&}= pft,k =\,2,.,., а ц набувае значень y|,.,.,yk,... iз

ймовiрностями р|,.,,,рХ,... , Р{п=уо\=рf,,k=1,2,...,Тодi випадкова величина (+п набувае значень

х- iyn, m,п=l,в з ймовiрностями Р{( = х11,\= упl , якi позначимо чере3 р.п.Тодi

М(q*п)= ib.*r")p*n= f. t,r.o,,' * Ё Zrnr,n= 7"*ok+Zy,pX=ME+Ml1
п=l m=l

1

I

п,п=|



3 даноТ piBHocTi, KpiM того видно, що iз iснування МЕ, та Мq випливае iснування M(q * n)
Якtлож ý та ц - неперервнi випадковiвеличини iз чliльностями розподiлiв рq(х) та р',(х) вiдповiдно, то, якбуло

+ф

ПОка3аНО, рq+l(х)=_Irq,ц(u," -чРr,де р€,п(х,у) -спiльна шliльнiстьрозподiлувипадковихвеличин ( та л. Отже,

+ф+ф+ф1
М(е*п)= lхрц*п@)dх= lxdx lrц,l(u,"-чVu, В останньому iнтегралi зробимо замiну змiнноi .т: x-1.1=z, тодi

-ф -ф

маемо: М(q*п)=Т!-,W-!:ц^(u,,Du:!а"-!зчпfu,,М,-Т:*Т:*fu,,У"=-!;rr{u)п"п|,рпQ)а,=Iч,!Е+мt1

5.Нехай (-дискретнавипадковавеличиназрозподiлом Л{q=*t\=pl,k=|,2,...,дляякотicHye Л.4(.Тодi,очевидно,

що випадкова величина с(S) набувае значень с(х) ,k =1,2,... з тими самими ймовiрностями:

r{s(q)= s(ro)= pk,k =1,2,... Отже, МЫЦ)= ЁsGо)ро , що й треба було довести.
k=|

6. ,Щля доведення властивостi 6, скористаемось попередньою властивiстю, вважаючи iT вiрною для будь-якот
випадковоi величини. Припустимо, що q та п - неперервнi випадковi величини iз щiльностями розподiлiв р6(х) та

рц(х) вiлповiдно. Розглянемо М(q.п)= Мс(Е,п),де с(r, у)=r,у. Тодi мс(Ц,ц)=Тj**(",r)пц,пG,)а"Ф, а оскiльки

випадковiвеличини Ц та п -незалежнi, Рq,ц(r,-ч)=rq(r)rцfu),rоrу 
*ф-ф

+ф +со +ф +фt Mg(q,n)= 1 l"урц(")рп(у)ьау= lхрц(х)ах,lурп(iф= м€.м\
-ф_ф -ф *ф

Насл iдок 1 . Якщо icHye /1,4( , то випадкова величина С- Jч|Ц - центрована.
Наслiдок 2, Нехай \l.Ez,...,€n - iнтегрованi випадковi величини, cl.c2,.,.,cn - довiльнi сталi, тодi icHye

математичне сподiванн я M(cft1+ cz\z+..-+ cn\n)= L"оМ\о
k=1

Приклад 3. НехаЙ ( - випадкова величина, що мае бiномний розподiл з параметрами р та п.3найдемо iT

математичне сподiвання. ,Щля цього зауважимо, що випадкову величину ( , яка означае кiлькiсть <успiхiв> в cepiT

незалежних випробувань Бернуллi, можна подати у виглядi СУМИ п випадкових величин: Е= tцо, де випадкова
&=l

величина ý1 набувае значення 1, якщо в Ё-му випробуваннi стався куспiх>, та значення 0, якщо сталась (невдача).

3рофмiло, lлодля будь-якого k : M\t, =7. р +0. q = р, а oDKe, М\= LМЦr = np
t=I

Приклад 4. Нехай ( - випадкова величина, ц{о мае розподiл Пуассона з параметром }". 3найдемо iT математичне
ф _-lri .ф 1k лф rk-l

сподiвання: lvlЦ= Zk ," ,!' = ,-n Т, = le-l 
' 

,}--__- = },e-lel = },

k=0 k| r?r(k - t)l Et(i - l)l
Приклад 5. Нехай випадкова величина ( мае нормальний розподiл lr(o,o2). Толi

_ф

+фl(
д4L= |_T.-+-.exol -' ; JZпo 't,

'l*=l',- 
":',|='Ji"*r) * .-J_4l*=

) |a*=al l _; " Jzno 
- '[ zo2 )-'

(" - о)'

2oz

= "'Г+ .-о[_4l а, iГr+.ехр[_ L)* = ",_Ь JzTo 't 2о' ) 
' :; ,lzг.o 'l, zo' )'

оскiq"ки другиЙ iнтеграл рiвниЙ нулю, як iнтеграл вiд непарноТ функцiТ по симетричному промiжку iнтегрування.
Таким чином, зрозумiлий iмовiрнiсний змiст параметру 4 нормального розподiлу - це математичне сподiвання

даноТ випадковоI величини,

Приклад 6, Нехай ( - випадкова величина, що мае рфподiл Кошi: pr(i=-l- -Ч,"еfr. 3найти математичне'ъ Т |+xz'
сподiвання випадковоТ величини п = m;п(l,Ч)

3а властивiстю 5, мц= Mmin(r,q)=l*,oin(r.r),l. ' " а*=? l*rin(l.") -!-r*= ?(i-+rь*-fi -Ч*l=._ п |+х' л б l+xl T[6l+xl i l+x' )

= z( ltn(t * 
"r'|' 

+ arctexll* l = ]n? *1 .n[2 ' 1о "|l ) т 2

3ауваження 3. flo речi, випадкова величина, розподiлена за законом Кошi, - неiнтегровна: лу( = m .!z



-т

/

l

3,

4.

# {+)=",
1

Б=2с2 , ,[;)= ",
Таким чином, параметр о2 нормального розподiлу - це дисперсiя даноi випадковоТ величини.

Приклад 9. НехаЙ випадкова величина ( мае середне МЦ=а та дисперсiю DE=o2. Неважко зрозумiти тодi, lло

- центрована та нормована, оскiльки мц = у Ъ: ' - ' ,(ц_ а)= 0 ,оо

Означенн я 6. Коварiацiею випадкових величин ( та п називаеться число cov(E,1) (якщо воно icHye), piBHe

соч(q,ц) = м|(с, -,щ) (n - мпI (10)

(1 1)

д(Е * п)= D{ + Dц + zсоч((,ц) (див, формулу

Неважко перевiрити, що соч(Е,ц): M(E.n)- м€.мп .

(9) ).

3ауваження 7. Доведено, [цо, якшо ( та ц - незалежнi випадковi величини, то соч(Е,ц)= 9

Означення 7. Коефiцiенmом кореляцii випадкових величин € та n з ненульовими дисперсiями називаеться

(12)

твердженнях

1

Б

Означення3.luсперсiеювипадковоТвеличини ý називаетьсячисло D( (якчlовоноiснуе),рiвне:

Dц= м(ц- л4еY (6)

Зауваження 4, flисперсiю випадковоТ величини називають також dруеuм ценmральнuм моменmом. Взагалi, якtцо

icHyo математичне сподiвання М\ЦО),то воно зветься /с -тим моментом випадковоI величини.

3ауваження 5.,Щисперсiя випадковоi величини вочевидь харакrеризуе Mipy розсiяння iT значень навколо [f
середнього.
Означення 4. Випадкова величина, дисперсiя якоТ piBHa одиницi, називаеться нормованою.

означення 5. Число "=rfi! називаеться сереdньокеаdраmччнuм або сmаноарmнuм вiохuленням випадковот

велиf"tини (.
Теорема 2. (Властивостi дисперсiТ),

1, flля будь-якоI випадковоТ величини, Dq > 0 .

2. Dc=0

оц= м(с2)-(мцY

D("()= c2Dc.

5. Якщо ( та ц - незалежнi випадковi величини, якi мають дисперсiю, то icHye Л(Е * ц)= Dб + Dn ,

Доведення. Властивостi 1 - 4 доведiть самостiйно. flоведемо властивiсть 5. 3а означенням,

= DE+ оц+zм|(\- IrrЁ).(п -мп)] (9)

Якщо випадковi величини ( та п незалежнi, то випадковi величини е- МЦ та п-ЛУтl - незалежнi також, тому

Ml@- мЪХп - мц)] = м(ц - ме)м(п - мq) = 0 , oDKe, Оля незалежнuх велччuн Оuсперсiя cyMu piBHa cyMi Оuсперсiй.

Л(Е*п)=D(+Dц.
Приклад 7. Нехай ( - випадкова величина, цlо мае бiномiальний розподiл з параметрами р та и. Вiдомо, tцо

п-П
\=ZЫ, причому величини Еk,k=l,и - незалежнi, як результати окремих незалежних дослiдiв. Тому D( = ZD\K,

k=l k=|

|алi, D|1,= M(\t,-ME,,)'= M(Et,- рY = М(Ц)2 + р2 -2pMEt, = р+ р2 -2р2 = р- р2 = рq,отже, D\=прq

Приклад 8. Нехай випадкова величина б мао нормальний розподiл 
'(о,"').Тодi, 

як вiдомо, 14€=а, обчислимо

дисперсiю (:

д(Е*п)= мlG*r1)-м(ц+п)r = мКЦ-л4)+(п -Мrl)r =м(ц-МЕY +м(rl-мr1)2 +zм(\-мЦ)мЬl-мц)=

оц=м(ц-о)z =i-(,_ d, *;*r[_ Ч#)*=
+ф

=2 t 2а2ч.-L_ .п-у.
ь ' J2no

ody=-
,lzy

**l
I у2п-Уф=2о2,
0

l#=л,|
l*=rg ll ,lzy l

випадкова величина n=E- 
О

о

Dц= р\-а =4о(Е-о)=Ч=rоб-б-

3ауваження 6, !оведено, lло для двох довiльних випадкових величин

число r(6,ц) (якшо воно icHye), piBHe

Означення 8. Випадковi величини б та n називаються некорельованuмu, якщо icHye .(6,п)=О.
В насryпнiй TeopeMi зiбранi властивостi коефiцiонта кореляцii двох випадкових величин. В ycix
припуGкаеться iснування r(q,п).

t
J

f (7)

(8)



i
Теорема 3. (Властивостi ц.о€!Шцi9цта ц9р+ляliiТ). lt, flля будь-яких випадкових величин КеН) = 

r . u

2. Якщо ( та Tl - незалежнi випадковi величини, то вони некорельованi. Обернене твердження, взагалi кажучи,
HeBipHe.

3. Якщо (€,п) - випадковий вепор з нормальним розподiлом з параметрами а|,а2,ý|2,о22 та r (див.

попереднюлекцiю), то а) параметр r=r(t,п); б) знекорельованостi компонентiв, тобто r=0, випливае, що (
та n - незалежнi випадковi величини.

Доведення. Твердя<ення 2 вже обговорене у зауваженнi 7. Твердження 3 перевiрте самqстiйно,,Щоведемо

властивiсть 1. 3 цiею метою спроцlуватимемо очевидну HepiBHicTb: ,|tц- t"ц)*ftpl' .о
L {ob .Jи ]

(13)

- "(r,-узY 
-"h-!:r *r"(ц-!r) ftд>0 :э ztzr(6,ц)>0, звiдки й випливае потрiбна HepiBHicTb.

" DE Dц лlоц Jлп
3ауваження 8.3 HepiBHocTi (13) додатково випливае, lцо lr(E,n)=l тодi iтiльки тодi, коли одна з випадкових

величин лiнiйно виражаеться черФ iнtлу, наприклад, Е= Дt1+ В , де Д та В деякi числа (причому

sign l = sign(r(E, п))). Тобто коефiцiонт кореляцiТ рiвний +l хараперизуе лiнiйну залежнiсть випадкових величин ( та

ц. Проте, насryпний приклад демонструе, ц{о випадковi величини, пов'язанi нелiнiйною залежнiстю можlлгь буги
взагалi некорельованi, тобто коефiцiент кореляцii проявляе чутливiсть лише до лiнiйнот залежностi величин.
Приклад 'l0. Нехай випадкова величина ( - piBHoMipHo розподiлена на вiдрiзку [0,2п]. Розглянемо випадковi

величини цl =sinб та п2 =cos(. Очевидно, lло T1l2 +rlz2 =l, тобто величини цt,пz _ функцiонально залежнi. Проте,

M\l=TY*=0. Аналогiчно, Ml12=0. KpiM того, мцl.цz =Msin(.cos( =!"sin2(= +'rYad-=0, тобто з" Ь 2п 
| |L - -, ,---|l ,lz -,- ----> ---э 2""",-а 2 ь 2п

формул (1 1) та ('12) випливае, rло r(ц1, цz )= 0 ,


