
Лекцiя 5. Випадковi вектори. Багатовимiрнi розподiли.

Нехай (О,S,Л) - iмовiрнiсний простiр, де О - простiр елементарних подiй даного експерименry, 5 - о-алгебра
випаý;кових (вимiрних) подiй, Р - ймовiрнiсть випадковоТ подiТ_iз 5. На даному iMoBipHicHoMy просторi розглянемо
сукупнiсть n випадкових величин 8r = бr(r}Ez = Ez(r)...,En = бп(r).
Означенн я 1. ВuпаОковuм векmором або r-вимiрною випадковою величиною на iMoBipHicнoмy npocтopi (О,З,Л)

називаеться векгор Е = (е,,ez,,.,,ц) .

def
Очевидно, що множина {o.a:(1(o)<rr,Ez(r)<"z,...,Чn(r).""}j fi, <ц,Е2<х2,...,Цп.rп} е випадковою подiею

при Bcix значеннях хl,х2,..,,хп€8, oDKe, визначена функцiя r змiнних

FLr,Er,...,L,(xl,x2,...,xn)=r{tr ац,Е2lх2,..,,Еп.rп}, яка називаеться п-вuмiрною функцiею розпоdiлу

випадкового вектора { або cyMicHuM розпоОiлом випадкових величин €l,€2,...,Еп. Насryпнiвластивостi и-вимiрних

функцiй розподiлу доведiть самостiйно.
Теорема 1. (Властивостi багатовимiрних розподiлiв).

1 &,,ёr,.."E,(rr,X2,...,Xn) монотонно неспадна функцiя по кожному своему арryменry, тобто:

Flr...,Е*,,..,Е,,(r1,...,rir,...,rп)S FEr,,,,,\n,..,,c,,(xl,...,xi,...,"r) придовiльних xL<xi Yx!,i=|,,,.,k-7,k+\,..,,п.

2, Fцr,еr,...,Е,(ц,х2,,..,хп) - неперервна злiва функцiя по кожному своему арryменту, тобто:

lim Fr. ,\r*,.,E,(x1 ,...,х7r,... ,rn)= FLr,,.,,€t,.,,,Еч(r1,...,х6,,.., 
'n) 

Vx1,,k=|i.
Х1 -)Хо -Q Ы'"'

3. lim F€r_..,ы,...,Е,, (xl,...,x*,.. .,rn):0 Yxlr,k =lД .

xl -r-Ф

4. Vхд,,t=f7: lim F" " " (r,-...,х111.,.,хп) =&, ,...,ёo_,,(t*r,...,Eu(x1,...,xtr-i,x/r+l,...,xn), ТОбТО е (и-l)-
,д -+ +, Ч| ," ,,Ъ* ,",,ь, \ l ,

вимiрною функцiею розподiлУ випадкового вектора (Чr,. ,,Чt_r,6t+r,...,(n).

5. li. Fq,.....ё,(х1,.,.,хп)=l.
xl -) +ф,

:

* 'r-++ф
3окрема, при п=2 сумiсний розподiл &,,Er(*r,rz)=r{Er < х1,€z<х2} дозволяе визначити одновимiрнi (маргiнальнi)

розподiли як границi: Fr,(rl)= lim F|,,qr("r,rz} Лqr("z)=",ý&,,еr(r,,rz), проте HeBipHo, tцо одновимiрнi
" х2-->+-

роэподiли визначають сумiсний розподiл, тобто вiдомостей про поведiнку компонент випадкового вектора, взагалi
кахryчи, недостатньо для визначення поведiнки всього вектора.

Якщо (,ц -дискретнi випадковi величини, причому ( набувае значень хl,х2>..,,хд,..., а п набувае значень

у|,у2,,,,,уп,...,то розподiл випадкового вектора (q,ц) часто задають у виглядi таблицi:

Тут p*n = Р(Е= хц,\= лп), m,п =fi, отже, можна визначити розподiли випадкових величин ý,n :

. ,deJ " ф ,der ф
r(Ц=х.)! рFr=rр.п,Ym=Б, Р(п=уr) = рХ= Z,prn, У1=l,*,тобтосумирядкiвтаблицiсумiсногорозподiлу

п=l tп=l

задають розподiл випадковоТ величини ( , а суми стовпчикiв таблицi - розподiл випадковоi величини Tl.

Означення 2,Випадковий вепор (6,n) називаеться неперервнuм, якщо icHye неперервна функцiя trq,l(х,l), яка

ху
придовiльнихзначеннях х,уеfr задовольняе piBHicTb: Л6,пft,.ч)= ! 'Irц.rlfu,чУuф.

Функцiя rq,l(x,"v) називаеться сумiсною щiльнiсmю розподiлу випадкових величин

".n"}.orrocTi функцii rq,ц(r,.ч) мае мiсце piBHicTb nb,n|,l)=ff

(1)

(,ц, Очевидно, шо у Bcix точках

Очевиднi властивостi cyMicHoT щiльностi мiстяться у насryпнiй TeopeMi.



Теорема 2. (Властивостi
+Ф]Ф1. l lrц'fu,чРuач=t

Е, ;,"Ъ,r)>0 Vх,уся

3. F((Ч,п). G)- !! pe^fu,uPudu VG сЕ2
G

3наючи cyMicHy lлiльнiсть розподiлу випадкового вепору (q,ц), можна визначити lлiльнiсть коlоюТ випадковоТ

величини, Його ще називають маргiнальним розподiлом, на вiдмiну вiд сумiсного (обернений перехiд, взагалi кажучи,
х+ф +ф

немо>lсlивий1: Q(т)= rЧъЛ6,п(",у)= _J _ipE 
,п(u,чРuЫ, звiдки rq(r)= q(r)= [ rц'1G,чУч, Аналогiчно,

+со

pI0)= l рц,пfu,уУ"

non*n"i 1. Випадковий вектор (Е,ц) називаеться piBHoMipHo розпоОiленuм в обласmi Ggfr2, якtло cyMicHa

щiльнiсть розподiлу його компонент визначаеться рiвнiстю: rq,ц (x,.l,) = 
{;: []: ;i ; : (3)

,Щля визначення константи с скористаемось властивiстю (2) cyMicHoT щiльностi розподiлу. Нехай S(C) - площа областi

cyMicHoT щiльностi розподiлу двох вl,tпадкових велrчrrн).

+ф +ф

-Ф_ф
G, тодi маемо: l = I l пц,пfu,rР"Ь =[lr. dudv =cS(C), звlдки

l' s(c)

p(t, ц). о) = ll рц.чfu,чУud, =#у*" =#i, тобто поняття геометричноI ймовiрностi пов'язане саме з

оп<е,

рiвномiрним розподiлом в областi.

Приклад 2, Випадковий вепор (q,ц) називаоться нормально розпоОiленuм з параметрами аl,а2,612,622 та ,,
якщо cyMicHa щiльнiсть розподiлу його компонент визначаеться формулою:

р(,,у)=_ ' I l .r(,- оrY ,0-or)'__z.("-o,Xy-or)]|о 2п*оfi*Р1-;tr_{[-;г-Т-=-Ё-]J (4)

3авдання для самостiйноТ роботи. Покажiть, lцо при r=0 випадковi величини ( та п мають розподiли

"(*, 
о,') та M{oz,oz2) вiдповiдно.

Означення 3. Випадковi величини ( та п називаються незалежнuмu, якщо

Р{€ . r,n . у}= p{t . r},r{п < у} vx,y е в (5)

lнtлими словами, випадковi вели.чини незалежнi тодi i тiльки тодi, коли cyMicHa функцiя iX розподiлу е добутком Iх

функцiй розподiлу: rq,r(",_у)= Лq(").4l(у) V",y . П
3ауваження 1.Справедливеiбiльшзагальнетвердження: випадковi величини Е та п незалех<нiтодi iтiлькитодi,
коли подiТ r{q . q } та Р{п . Bz } - незалежнi для будь-яких борелiвських множин В1 та В2 .

3ауваження 2. Поняття незалежностi, звiсно, природно розповсюдхryеться на довiльну кiлькiсть випадкових
величин,

3ау5lаження 3. Якщо Е та п - дискретнi випадковi величини з розподiлами Р(Ц=хr)=рf, m=l,* та

Р(ц=уп)=рХ,п=Б,тонезалежнiвонитодiiтiлькитодi,коли р.п=Р(€=хц,\=лп)=рF".ilYm,п>|
3ауваження 4, Якщо ý та п - неперервнi випадковi величини, що мають tцiльностi розподiлiв rq(r) '. rп(.л)
вiдпо.вiдно, то_ незалежнi вони тодi i тiльки тодi, коли Ix cyMicHa щiльнiсть розподiлу е добуrком тх чliльностей:
rE,1(",.v)= pE(r),pnb) Vx,y е Е
Приклад 3. (Розподiл суми двох випадкових велпчин). Нехай € та n _випадковi величини iз сумiсною

щiльнiстю розподiлу 16,ц (",.v) . 3найдемо розподiл випадковоТ величини Б = 6 + п .

Отл<е, F,(")= P(q<r)= r(Е*п.r)= r(6,п)е Оr), ле О, = [u,u). 82 :ч+ч.r}. Тодi Д.(r)= ll rц.,1fu,чР"Ь=
D,

(6)
+со х-u

= l du ! pцnQ,uЩu, звiдки
-ао -ао

Якшо випадковi величини ý та

rq(r) = qG) = Т pc,n(u,, - u@u

п н-езалежнi, то рr(х)=ЪЕ(u)оп(" -uРч, тобто

величин е згорткою щiльностей доданкiв.

lлlльнlсть суми випадкових



Використаемо формулу (6), tлоб знайти розподiл

розподiлених вiдповiдно на вiдрiзках [-1,0] та t0,1].

rg,ц(х,l)= pE(r),pn0) Vх,у е fr. Тодi для

|0, х е (-m,-l)

l au, ,е [-1,0]

rq(,j = Ъ(")о.(, - uPu =? r.(" - "У" =] -Ь
-l ldu, xe(0,1]

x-l
0, х е (1,+оо)

Назва цього розподiлу - трикугний на вiдрiзку [-1,1] стае зрозумiлою, якщо подивитись на графiк шiльностi на рис. 
,1:

Рис. ,1

Приклад 4. (х2 -квадрат розподiл з ,? степенями свободи)

Нехай \l,Е2,.,.,€п - незалежнi випадковi величини з розподiлами Л(О,t) Розглянемо випадкову величину

n =Чt2 +Ez2 +...+En2, яка задае довжину випадкового вектора з компонентами (1,(2, ...,\п.Можна показати, lло

щiльнiсть розподiлу випадковоТ величини ц piBHa

12-квадрат розподiл мае широке застосування у математичнiй статистицi, зокрема для перевiрки гiпотези про

уэгодженiсть емпiричних даних з деякою гiпотетичною функцiею розподiлу.
Прпдлаа 6. (Г розподiл з параметрами о та В )

Випадкова величина мае Г розподiл з параметрами 0, та В , якщо iT щiльнiсть задаеться формулою:

[о, .т<0

.ац(r)=]g=""-,"-F,,,r0 (s)

Lг(")
L{ей розподiл едосить унiверсальним - при с=0 BiH збiгаеться iз показниковйм розподiлом, при о=З,В=* -" х'-
квадрат розподiлом з /7 степенями свободи.

суми двох незалежних випадкових величин piBHoMipHo

оп<е, маемо pq(x)= 
{l ;;,;l:] 

та rц0)= 
{i ;;l1,1i

випадковоi величини q = €+п одержимо:

[x+l, xe[-1,0]

=]-r+l, ,Te[0,1]

L0. xe[-1,1]

(7)


