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Лекцiя 4. Випадковi вел ичини. Функцiя розподiлу ви падковоТ вел ичини.

Приклад 1. Розглянемо деякий стохастичний експеримент, наприклад, пiдкидання двох монет. Його простiр
еЛементаРних подiЙ О = {or =" ЦЦ",а2 ="Л4",сDз =" I!Г",а4 -"]-]'"} складаеться iз 4 рiвномоlt<лlивих випадкiв.
Спрфуомо (вимiряти)) числом кожний з них. Одна з можливостей - поставити у вiдповiднiсть кожнiй елементарнiй подiТ

соl(Ё=Ц; кiлькiсть випадiнь герба. Таким чином, матимемо функцiю (:Г)-+fr, значення якоТ залежать вiд випадку.
Така функцiя називаеться вuпаOковою велччltною. ii' можна хараперизувати ймовiрностями, з якими вона набувае
cBoix значень: л fi1o1 = о} = r {€(со) = Z\ = %, р {q(r) = t\ = % .

П р и кл ад 2 . Розглянемо iнший приклад - вiдбуваоться стрiльба по мiшенi до першого влучного пострiлу з ймовiрнiстю
р влуча1-1ня в кожному окремому пострiлi. Позначаючи влучання лiтерою <<У>, а промах - (Н)), простiр елементарних

гl
подiй запич.lемо насryпним чином: O=]ar ="Y",(D2 ="НУ",Фз ="ННУ",...,ап="U_;ДУ",...|. Визначимо випадкову

tпJ
величину (:Q-+fr яккiлькiстьпострiлiвдопершоговлучанF{я.Тодi Р{((rо)=fr}=Р{rо=Фй}=р(l-рr VЁ=Б
Щя випадкова величина визначена на нескiнченому, проте знов таки дискретному просторi елементарних подiй.
Приклад 3. Нехай точка випадковим чином кидаеться на вiдрiзок [о,Ъ]. В даному прикладi маемо неперервний

просtр елементарних подiй Q={Ф:rое[а,Ь]}, Тодi випадкова величина, визначена як координата випадковоi точки,

( : Q + В такоЖ мае непереРвний простiР apryMeHTiB, при цьому, як вiдомо, р{Е . [о, в] }= Н (о, В]. [о, а)

!амо точне означення випадковоТ величини. Нехай (О,S,Л) - iмовiрнiсний простiр, де Q - простiр елементарних
подiй даного експерименry, 5 - о -алгебра випадкових (вимiрних) подiй, Р - ймовiрнiсть випадковоТ подii iз З.
Означенн я 1. ВuпаОковою веr7uчuною на iMoBipHicHoMy просторi (О,S, Л) називаеться функцiя (:Q -+ Е , BuMipHa

вiдносно о -алгебри 5, тобто така, u.lo {со е а ; E(ol)< х}е SVx с fr .

Надалi будемо вважати фiксованим деякий iмовiрнiсний простiр (О, З, Л).

Теорема 1 Нехай Ц - випадкова величина. Тодi {соеа:((rо)irl{rо.а;ý(rо)=х}{r,lеа;((rо)>х},
{rо е а, 6(r)> rl{ol. {!: а <q(rо)< a}Vx,a,b е й е випадковими подiями.

Доведення. Розглянемо, наприклад, {rоea:((ro)<r}= fi,bea:((ro)< "+|\.З,тобтоцевипадковаподiя Vхеfr.
п=l

Тодi {rоеО:((rо)=х}={rоеа:ý(сл)s"}t{со.а:ý(оl)<r}е5. Якими б не були числа а,Ь: {rлеQ:сs((о)<Ь}=
= {о е Q,6(r).Ъ}\ {о е О:((о)< а}с З. lншiтвердження доводяться аналогiчно.
3ауваження. .Щоведенiвластивостiозначають, що ймовiрностi цих подiй цiлком визначенi.
Означенн я 2. Функцiею розпоOiлу випадковоТ величини (;С) + fr називаеться функцiя

de{

&(r)=Р{rоеа,6(r)."} = Р{Е."} визначена Vrеfr.
Приклад 4. Нехай ( - випадкова величина, визначена у прикладi ,1. Тодi

х<0
0<r<l

. отке.l<r<2

rS0
0<.r<l
1, < х <2,.

х>2х>2
6

Таким чином, FЕ(r) - кусково-стала функцiя. Графiк функцil &(r) на рисунку 1.

[о,

лq(,)= PtE.,} =1У,
l/4,
It,

Приелад 5. Нехай ( -випадкова величина,
Рис. 1

визначена у прикладi 3" Тодi

[0,
I

F.(r)=р{6<"} =l|,-o,, lD-а
I t,

х<а
а<х<Ь.

х>Ь

|О, хlа

{.. а,Ц(r)."}=]{rсQ:со <х}=[а,r), сI<х<Д . Опке,

|о=lо,а1, х>Ь

Рис.2



В даному пришадi функцiя Л6(") - неперервна. 
.[i 

графiк на рисунку 2.

3ауваження. Графiки функцiй розподiлу цих двох випадкових величин демонструють дещо схожу
саме?) Дослiдимо детально властивостi функцiТ розподiлу довiльноТ випадковоТ величини ( .

Теорема 2 (про властивостi функцii розподiлу випадковоТ величпни).
1 rЕ(r) монотонно не спадае на всiй числовiй oci;

2. lim Fl(r)=o, lim л.(х)=l;
.r-+{ 

'-)+Ф
з. rs.{") неперервна злiва, тобто 

,_l,fi_oлq(")= 
ДЕ(rо);

а. P{ro е С):а<6(r).а}= r(Ь)-Л(а) Va,b еy.: q <ь,

5. Р{сое а:((о)< х}= Лq(х+О) vхс fr .

Доведен ня.
1. Розглянемо довiльнi хl,х2€В, де xl<x2. Тодi {осО,Ч(о)."1}Е{rса:((rо)<х2}, тому&(ц)<4(rz), тобто

е0) - монотонно не спадае на всiй числовiй oci.

2. Розглянемо довiльну числову послiдовнiсть \*n,n> t}, яка монотонно спадае ДО -оо : xn J -со при /i -+ оо . Введемо в

розгляд подiт ln ={roeC2,6(,o).rn}. 3розумiло, що Ап+lсАпVп2l. 3гiдно властивостi неперервностi Ймовiрностi

(- \
(теорема 5 з лекцii 2) pl п,еп |= lim r(,ч,)= lim Г(rп)= Iim F(х) (Tр використано означення границi функцii за

[л=l ) п-+о п-+Ф х-+{

Гейне). 3 iншого OoKv, r[fi,,е,)= О'rr= 0 , отже, ,Ч&(r)= 0. Аналогiчно можна визначити i другу границю.

З. Розглянемо довiльну числову послiдовнiсть {rn,n>l}, яка монотонно зрбстае до хо: xn txg при п-+ф. Тодi

_ф
{оеа,ч(со)."о}=U{rса:((rо)<хп}. Для монотонно зростаючоi послiдовностi подiй An=\aea:((ro)<x"} з

п=l
(* \

неперервносtймовiрностiвипливаO,що Лq(rо)=Р{соеа,((.)."о}=Рl 0Д"l= lim r(z,)=ДД4(r")=,]'fi_оq(r)
\л=l ) п->а

4. нехай а<Ь . Тодi {со eC):a<E(r).b}={rca:|(ol)<a}i{roeO:((ro)<a}, iоскiльки перша подiя е наслiдком другоi,

тозтеореми3злекцii2випливае,що Р{со еС):а<t(.).Ъ}=r{соеа:((rо)<а}-Л{rоеа:((rо)<"}=Г(а)_r(а).
5, Нехай довiльна числова послiдовнiсть \rn,n>l} монотонно спадае до деякого числа х,, *nlx при и-+оо. Тодi

_ф
{со е i1,6(<o)<r}= fl{o ca:ý(ol)<rn}. Дл" монотонно спадаючоТ послiдовностiподiй {со с a:6(,o)."n} справедливо, що

п=l

р{о с а : 6(.) <,} = 
"[ЁJtо 

е а : ((со) <," }) = Д r({. е а : ((to) < .т" }) = rq(х + о) .

Наслiдок. Vхеfr:Р{оlеа:((оl)=r}=ЛЕ(r*0)-F6(r) , отже, якщо функцiя розподiлу деякоТ випадковоi величини

неперервна, то V,r е fr : Р{rо е а : ((о)= r}= О .

3ауваження. Виявляеться, що визначальними для функцii розподiлу е властивостi 1 - 3. lнtдими словами, якtцо

деяка qункцiя F(х)rсfr мае властивостi 1 - 3, то можна визначити iмовiрнiсний простiр (О,S,Л) та випадкову

величину ( на ньому TaKi, що F6(")= Д(r)

означення з. випадкова величи"" q,*"]fi"'J#:r*НЪ""""fi1]#,IJ;, якшо множина iT значень скiнчена або

злiче ;а.

Теорема 3. flискретна випадкова величина повнiстю харакгеризуеться набором cBolХ значень та Ймовiрностями, з

якими цi значення набуваються.
Доведення. Дiйсно, нехай випадкова величина ý набувае значень хl,х2,.,., причому P{ol е О,Е(со)= 

"*\= рк > 0 , Де

Zpt =l. Тодi rgft)=Р{оlса:Е(r).л}=. 2r{оlеО:ý(rо)= rtl= Zpr.
k k'.xl <x k'.xl <x

означення 4. Набiр ймовiрностей pt,k > l називаеться розлоdiлом дискретноТ випадковоТ величини (,
приклад 6. Нехай л - кiлькiсть незалежних випробувань в cxeMi Бернуллi з ймовiрнiстю успiху р в кожному

випробуваннi. Нехай величина ý визначае кiлькiсть успiшних випробувань. Тодi, як вiдомо,

r{q = t}= С* pk qn_k , k =ф L{я випадкова величина мае бiномнuй розпоОiл (або розпоOiл Бернуллi) э

параметрами п та р.
приклад 7. Повернемось до випадковот величи1-1и, розглянугот в прикладi 2. Ця дискретна випадкова величина мае
ееоfu.эmрччнuй розпооiл з параметром р > 0. Геометрично розподiлена випадкова величина мае властивiсть



-7*/ вiОсуmносmi пiсляdjii А саме: P{E=n*mlE>n}=pE =m\Vm)O,п2l (доведiть це самостiйно). можна дати

/ насryпну iлюстрацiю цiеТ властивостi. Нехай ( означае випадкову тривалiсть телефонноi розмови, причому на початку

/ кожноТ хвилини розмови вона або продовжуеться ще на хвилину з ймовiрнiстю р, або припиняеться iз ймовiрнiстю
/ l - р . Тодi ймовiрнiсть того, lцо розмова триватиме ще m хвилин, якlцо Bolia вже тривае не менше нiж п хвилин

збiгаеться iз ймовiрнiстю, |ло розмова вiд початку триватиме piBHo lи хвилин незалежно вiд и . KpiM того, можна
показати, tло в класi дискретних розподiлiв лише геометричний мае властивiсть вiдсугностi пiслядil.
П р и кл ад 8. Випадкова величина Е мае розподiл Пуассона з параметром }" > 0 , якчlо вона мае своТми значеннями Bci

аи -},
цiлi невiд'емнi числа, причому Л{q = 4}= 

n " vn>O.'"| 
п!

3авдання для самостiйноТ роботи. Випадкова величина Ч - це кiлькiсть успiхiв в cepiT iз 3 незалежних

випробувань Бернуллi з ймовiрнiстю успiху р=%. Визначити функцiю розподiлу даноТ випадковоТ величини та

побу,.,,увати lT графiк.
Неперервнi випадковi величини.

Означення 5. Випадкова величина (:Q-+fr називаеться абсолюmно неперервною, якщо Vхей значення iT

функцiI роэподiлу 4(") "о*е 
бути представлене у виглядi: ДЕ(-)= i оцl"У", де функцiя ре(х)rrе (-*,-) називаеться

шiлънiсmю розпоОiлувипадковоТ величини ( . 
-СО

Теорема 4 (про властивостi lцiльностi розподiлу випадковоТ величини).
1. рё(х) - невiд'емна: рЕ(r)> 0Vx е й ;

+со

2. l реQИu=l;

з ;еС): а<6(.). b\=u! oe|Yu Ya,b е\: а < Ь :

Доведення.
1. 3 означення tлiльностi випливае, що &(х) - диференцiйована функцiя i Fq'(r)= рЕЬ) А оскiльки Fq(r) монотонно

не спадае, то pq(x)> 0Vх е Й.

2. l-|я властивiсть випливае з того, що ,Чq(r)= Ъr(uИ = r

3. Це прямий наслiдок теореми Ньютона-Лейбнiца. flaHa властивiсть означае, що ймовiрнiсть Р{а < 6 < Ь} piBHa площi

фiryри пiд графiком tцiльностi випадковоТ величини на вiдрiзку [а,Ь].
Наслiдок. 3 даноi теореми та теореми про середне значення iнтегралу випливае, що
r{"<Е(.).х+Ах}=ре(х).М+о(М)Пх-+0 Vхсfr - точка неперервностi рЕ(r) Саме для неперервноТ випадковоТ

величини ймовiрнiсть набри будь_яке значення дорiвнюе нулю, проте, взагалi кахччи, не е неможливою подiею.
ПриSлад 9. Повернемось до випадковоТ величини з прикладу 3. Якщо знайти похiдну вiд 1Т функцii розподiлу,

одержимо: л.'(")= 16(r)= {*,"|",u!
L0, х е|а,Ь)

Означення 6. Випадкова величина, шо мае таку tцiльнiсть розподiлу, називаеться piBHoMipHo розпоOiленою на
вiдрiзку [а,Ь],

називаеться нормально розпоОiленою з параметрами а та о2, Для нормального розподiлу використовують

позначення 
"(о,о'). 

Графiк функцiТ нормального розподiлу
схематично представлений на рис.3.

*2

3ауваження. Пригадайте функцiю 9(r)=-Д" 7 iз граничноТ
JZn

теореми Муавра-Лапласа. То була щiльнiсть
випадковоТ величини iз нормальним lr(O,t) розподiлом.
Означення 8. Випадкова величина, яка мае

розподlлу

щiльнiсть
i" ,-Ь_,,0

розподiлу, визначену формулою р(r)= .{ i' '^ ' - називаеться
L0, ;r<0

показнuково розпоdiленою з параметром }" > 0 .

J



l'r функцiя розподiлу визначаеться формулс 
_/ \ h - u-k_, , 0

'О'r'tr)=| о, xSO
Надалi часто ви1-1икатиме задача вiдшукання розподiлу деякоI функцiТ вiд,,рипадковоТ величини. Тому перш за все треба
з'ясувати, якi саме функцiТ вiд випадкових величи1-1 в свою черry будрь випадковими величинами. Вiдповiдь на це
питання дае насryпна теорема, яlry ми змушенi будемо лишити без доведення.
Теорема.Нехай (О,S,Л) -iмовiрнiснийпростiрi( -випадковавеличинананьому.Нехай f :Е-+П -борелiвська
функцiя (тобто, вимiрна вiдносно о -алгебри борелiвських множин q(y) на прямiй я :

{хеfl:/(r). с\ееZ(Я) Vсеfr). Тодi /G) - випадкова величина на (О,S,r).
3ауваження. Перевiряти, чи е функцiя борелiвською - не проста справа, проте принаймнi Bci неперервнi функцiт е
борелiвськими, i це дае нам досить широкi мо>tоивостi по створенню нових випадкових величин вiд 1оке вiдомих.
Приклад 10. Нехай ( - piBHoMipHo розподiлена на вiдрiзку [0,1] випадкова величина. Визначити розподiл випадковот

ВеЛИЧИНИ \=|п /е.
3розумiло, lцо п=lп/., так само, як i (, буде неперервною випадковою величиною в областi визначення. l хоча

харакгеризувати iT треба щiльнiстю розподiлу, tllукатимемо спочатку iT функцiю розподiлу:
Fп(х)=Р(п.r)=r\"И.,r)=r\/r.е')=Л(6rr-*), оскiльки значення ý з ймовiрнiстю,1 зосередженi на промiжку

[0,1]. Отже, Лп(")= РЕr"-')='-"(Е="-')= |-,e-r, тому цlо Л(6<.-')=&(r)=х при 0<x<l. Одержаний

результат означае, що випадкова величина п мао показниковий розподiл з параметром }, = l . lT rцiльнiсть piBHa

/ \ Г"-*. х>0rц(I/={о, 
х<0

Приклад 11. Нехай ý - випадкова величина iз неперервною функцiею розподiлу Г(х). Визначити розподiл
випадковот величини n = л(q).

3найдемо функцiю розподiлу випадковоТ величини n: Л.(")=Р(тl<х)=r(Г(q).х). Оскiльки r(х) - це функцiя

розподiлу, то 4'(") piBHa 0 при .r-<О i Лr(х) piBHa ,1 при .T>l. Нехай 0<х<1, Розглянемо точку zeR, для якоТ

F(r)rr, тобто 
" =Л-l(r) (lз-за неперервностi та MoHoToHHocTi функцiТ F(х) така точка визначаеться однозначно). Тодi

&(r)=r(Л(Е).rl=r(е<r-l(r))=r'(q<z)=Г(r)=Л(Г-l(r))=r. Отже, при 0<,T<l щiльнiсть розподiлу випадковот

величини ц piBHa 1, тобто ц - piBHoMipHo розподiлена на [0,1] .

3ауваження 1. ,Щискретними та неперервними випадковими величинами далеко не вичерпуються Bci мо>мивi
розподiли, KpiM випадкових величин, якi в_ деякому iнтервалi ведуть себе як дискретнi, а в iHlttoMy - як неперервнi,
iснуютъ ще так званi синryлярнi розподiли. lx функцiя розподiлу може буги неперервна, проте похiдна вiд неТ piBHa нулю
в ycix точках прямоi fr, KpiM множини точок мiри 0. Надалi TaKi розподiли не розглядатимуться, оскiльки вони
вимагають для свого вивчення бiльш поryжного математичного апарату, нiж той, яким в iдеалi мае володiти сryдент-
радiофiзик.
Зауваженwя 2. НехаЙ у= f(x) - взаемно-однозначне вiдображення iз fr в Е. Тодi icHye обернене вiдображення

def

f4 = g, тобто х=g(у). Якщо випадкова величина f мае щiльнiсть розподiлу tr6@), то випадкова величина

|t = .f .(€) такоЖ мае щiльнiСть розподiЛу, яка визначаетьсЯ формулою: r,1(l) = pE(g0)).lg'0)| .
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