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лекцiя 3.Послiдовностi незалежних вдпробувань Бернуллi. Граничнi теореми.

Розглянемо стохастичний експеримент, який полягае в багатократ1-1ому повтореннi деякого дослiду, Вважатимемо,
що множина можливих наслiдкiв, кожного дослiду скiнчена, а caMi дослiди вiдбуваються незалежно i при однакових
умовах. Такий стохастичний експеримент називають лослidоенiсmю незалежнuх odHopiOHux вuпробувань. flля
спрощення MipKyBaHb розглянемо спочатку сиryацiю, коли кожний дослiд мае лише два можливих варiанти
заверщення, якi умовно позначимоl як <<успiх>> та (невдача), що стаються вiдповiдно з ймовiрностями р та q. В такiй

постановцi задачi цiкавляться не результатами кожного окремого дослiду, а кiлькiстю <успiхiв> в cepiT iз п
випробувань, примiром кiлькiсть влучань в cepiT пострiлiв. Саме таку задачу успiшно дослiдив Я. Бернуллi. На його
честь iT називають схемою Бернуллi.
Теорема 1, В cepiT iз п незалежних iоднорiдних випробувань ймовiрнiсть Рr(е) подii, tло кiлькiсть <успiхiв> piBHa

r (О < t. n), визначаеться формулою: r"(п\=с! ,k пп-k (1)

Наб|р ймовiрностей rr(k) аля 0 < & < п називаеться бiномiальнчм (iнколи кажуть бiномнuм) розпоОiлом.
flоведення. Простiр елементарних подiй послiдовностi незалежних випробувань можна описати, як набiр ланцюжкiв
довжини и, складених iз лiтер <У> та (Н), поставлених у вiдповiдностi з результатом кожного стохастичного
експерименry. 3BepHiTb уваry, що елементарнi подii даного стохастичного експерименry не е рiвномох<ливими.

Наприклад, при п=2 {l={HH,vv,HY,YH| i, взагалi какучи, r(НН)=q2 *r(vv)= р2. Знайдемо ймовiрнiсть подiТ

ДnQl,iz,...,it), шо успiхи мали мiсце у дослiдах з номерами il,i2,.,.,ip. lз-за незалежностi дослiдiв маемо

r(,anQr,t2,,..,;r))= оkпП-k, i дана ймовiрнiсть не залежить вiд HoMepiB випробувань, у яких стались куспiхи>, а

визначаеться лише iX кiлькiстю, Отже, ймовiрнiсть Рr(Ъ) е сумою ймовiрностей Р(А"Ql,i2,,..,iд)) по Bcix можливих

виборах HoMepiB il,i2,,,,,ip. Кiлькiсть таких виборiв, очевидно, piBHa С! , чо й доводить справедливiсть формули ('1).

3ауваження 1. Назва даного розподiлу пов'язана з тим факгом, що кожна ймовiрнiсть Л"(r) е елементом бiному:

_ Ь+qY = LсХоОп'-О = Lrn(t)=rt=0 t=0
,3ауваження 2, L|я теорема може бути узагальнена на випадокдовiльноТ скiнченоТ кiлькостi BapiaHTiB завершення
кожного випробування, а саме, мае мiсце насryпне твердження (доведення пропонуеться яровести самостiйно).
Теорема 2. Нехай в серii ,? незалежних однорiдних випробувань кожне з них може завершитись випадковими
на9лiдками уl,у2,.,.,уц з ймовiрностями рiвними вiдповiдно рl,р2,,,.,рm (при цьому и+ pz.*...+ рm =1). Тодi

Ймовiрнiсть Pn(kl,k2,...,k-) подii, tцо наслiдки Vl,V2,,..lVд стались вiдповiдно Ц,k2,...,km разiв, е доданком розкладу

полiнома (рr* рr+,..+ рлY i визначаеться формулою

Pn(k 1,k 2,,..,о.)= 
о р#_ о ;р Ik' p2k' ", р *k'

(2)

Набiр ймовiрностей Рп(Ц,k2,...,k*) для Bcix допустимих значень kl,k2,..,,k. називаеться полiномiальнuм

розцоОiлом.,Щля них справедливо' *о 
o,,I* 

(k,..k2,...,kr)= br * ...* Рm)п = t.

Приклад. На деякому виробництвi ймовiрнiсть виготовлення бракованого виробу сшадае p=0,0l. Визначити
ймовiрнiсть, tло в партiТ iз 100 виробiв бракованих буде piBHo 2, не бiльше нiж 2. Яку партiю виробiв треба взяти, tлоб
ймовфнiсть знаходження в нiй принаймнi однiеТ бракованоТ була бiльr.r.lа за 0,5?

Имовiрнiсть, tло в партiТ iз 100 виробiв бракованих буде piBHo 2, визначимо за формулою (1):

Proo(2)= C'oop2q'00-2 =J!$99(О,Оt)2(О,ЯЯ)98 =0,185. ймовiрнiсть, шо в данiй партii кiлькiсть бракованих не перевищуо

двох, знайдемо як суму 469(Z)+ 4 96(t)+ &оо(0) - 0,1 85 + 0,370 + 0,366 = 0,92 l

!ля вiдповiдi на останне запитання необхiдно розв'язати вiдносно л HepiBHicTo Ёрr(t)= l- Pn(0)> 0,5 , або
k=l

Л" (О) . 0,5 , що означае виконання HepiBHocTi (О,ЯЯ)П < 0,5 . Логарифмуючи, одержимо: lР2
n ' -ffi , звiдки п> 69 ,

.!ослiдимо поведiнку послiдовностi значень ймовiрностей P"(k) при змiнi /с вiд 0 до

вiдношення #=vftffi= (п - k + l)p _ (п + l)p + П(l - р)- П

lr,q ks
_, , (n+l)p-k
- lT-

п. 3 цiею метою розглянемо

. 3вiдси видно, lло при
и

(п+|)р<Ё виконуеться r,(t) .Pn(k-t)," при (n*l)p, t - rп(К)>Л"(t-t) Таким чином, значення Лп(t) спочатку

зростають, а потiм спадають, при цьому 
о-;1Лr(е)=Рr(tо) 

досягаеться при Ёg =(и+t)р] - найбiльш ймовiрна

кiлькiсmь <успiхiв> - i називаеться максuмалъною ймовiрнiсmю. Якщо ж число fu*l)p - цiле, то максимальних

значень ймовiрностiдва: л,,(&6)= л"(tо -t)



Приклад. Яку найбiльш ймовiрну кiлькiсть м'ячiв закине в кiльце баскеболiст в cepii iз 50 кидкiв, якщо djH
ймовiрнiстю 0,8 при кожному пiдкиданнi м'яча, i яка ймовiрнiсть такоТ кiлькостi закинугих м'ячiв?

Маемо: п=50,р=0,8Ки+t)р]= [St.0,8]= 40, Вiдповiдна ймовiрнiстьдорiвнюе rro(+O):C{flO,Ba0O,Z10 ^,0,14.
Граничнi теореми в cepiT незалежних вдпробувань Бернуллi.

пjlри великих кiлькостях незалежних випробувань безпосереднi обчислення за формулою (1) стають обтяlиивими,
i виникае питання про використання наближених формул, Першi граничнi теореми для незалежних випробувань
Бернуллi довiв А. Муавр у 1733 р. в припущеннi, що р = q =0,5 .

Введемо насryпнi позначення: Ф(х)= ieQ)a,- функцiя нормального розподiлу, я(r)=fr"
нормального розподiлу. Властивостi та змiст цих важливих функцiй будуть визн{ченi дещо пiзнiше.
Теорема 3 (Гранична теорема Муавра-Лапласа). Припустимо, цlо в cxeMi Бернуллi р та q вiдповiдно

означають ймовiрностi <успiху> та <невдачi> вiдповiдно, нехай п-)ф, причому k та п-k такождосить великi. Тодi

-t -локальна теорема Мавра-Лапласа (4)

- tцiльнiсть

k-пр---=:
лпрq

r"Qc)*
1r-

1прq

р(п1 < k з п2)= !,r,(*1= -РД-)-.[.;*'l- k=щ \ л!прq ) \ lnpq )
- iнтегральна теорема Мавра-Лапласа (5)

'

знаходиться у скiнченому промiжку, то ft та и-Ё зростають

_ l Е( п'l-t1"_t,1-("-t)
- Jй\ t("- п)\,р ) l ,q )

Лозначимо через хдоg"= +. Якrло значення J
1 прq

lй - "'n 
* *- r(#) *,.{npq _ 

"' о * *- r(*) = -+- r[#)

ffi= [(*)(, 
- :)")n - fup(t - р))-% = 

й,"_+ 
оо остаточно

"2
одержимо, lцо при ,?-+оо r"(п)**#r-) =;чО=ftr(ж). Тим самим твердження локальноi

граничноi теореми доведено. (Правда, ryт не дослiдх<уеться оцiнка точностi эбiжностi).
Покажемо, звiдки випливае справедливiсть iнтегральноТ граничноТ теореми Мавра-Лапласа, Розглянемо

ймовiрнiсть: р(пl<k<пz)= },r"(ф= У +r(+]= fr }*1"о1k=пl k=пl .J ПРЧ \.,l ПРq ) k=п, | ПРQ

Оскiльки xk+l-xk=Й, то при п-)ф ймовiрнiсть Р(пlsk=пr) 
" 

iнтегральною сумою, що прямуватиме до

ь
iнтегралу i,l("tr , дё а = ry, Ь = Ц#. Враховуючи прийнятi позначення, одержимо, lцо;, ) .l npq l npq

pfut < k з п2) = -( r+)- -[*+l
l,lnpq ] [,lnpq )

"2т

РаЭОМ а r. ТОдi k=пр*"JЙ, а п-k=п-пр-rJ;й=пq-"JiЙ. Враховуючи це, розглянемо логарифм виразу

^, 
r[*) (#)*r), lплп = -,"(*) -fu-o^(;l=-fr,-"Jй)'[,- "E)-bn-,й;)'[, -Е)

!алi скористаемось розкладом в ряд Тейлора функцiТ h(l + r) 
^, 

, - + -О(r') лп" r -+ 0 :

ln Лп 
^* -Ьо *, -\" Е - * - 

"(*))- hn - " ^rй\- " Е - * -,[* 
) J 

=

Таким чином, Rn * е l ,п ) оо . KpiM того,



пзазначити,

таблицями слiд

що значення функцiй Ф(х) та 9(r), чо дають граничнi наближення, табульованi. При використаннi

враховувати властивостi цих функцiй (перевiрте iN самостiйно), а саме: q(-r)=,р(r), ТqGЕ=r,

Ф(х)= f +sgп(х)Фо(rl) , д" Ф9('т)= i <p!t)dt - саме 'lT значення можна знайти в таблицях.

Теорема 4 (Гранична ,"ool"a Пуассона). Нехай кiлькiсть незалежних випробуван ь п)со, причому

прп +jl", Тодi P"(k)= CXpnOqnn-k -+ r-\\ В= 0,1,2,...,n,...)

Доведен ня. Дiйсно,

* pn(&)= 

ffio,o qnn-k =ф#ё#(пр,Y0- р,Y=t4п*Р (np"Y 0- р,y

при п-+оо, очеви*r", ЦffiР -+l, (пр"f+rk, (l - рпY=(t'- о)-*)""
nl

rr(t)+ "-xL:rro(r} k =0,|,2,... при и -+Ф .

вiдхилення частоти успiху вiд його ймовiрностi не перевищуе заданоi величини s.

оп<е, маемо оцнити ,(l+ ,l=,) =,(lжl="Е)"-[',Е)--[- 'F*)= 
r.,[,rЕ) 

"-*" 
и-+ оо , то

"(l*-r|=r+1. 
L|ей результат вiдомий як mеорема Бернуллi,яка показуе, що частота успiху в cxeMi Бернуллi iз

зростанням кiлькостi випробувань вiдрiзняеться вiд ймовiрностi успiху менцJе вiд будь-якого малого числа € з

ймовiрнiстю, як завгодно близькою до 1.

-+ е '", oDKe,

(3)

Граничнi ймовiрностi тд(i") мають очевидну властивiсть Ё,,о(Л)=1 iназиваються розпоОiлом Пуассона.3начення
k=0

цих ймовiрностеЙ можна знайти в спецiальних таблицях, Теорема Пуассона справедлив а при рп = 
L,n -+ со , отrке, при

pn близьких до нуля, тому теорему Пуассона часто називають законом рidкuх поOiй. Досить точнi наближення

досягаються лише при pne(O,tO). Для ймовiрностей успiху поза межами рекомендованого iнтервалу варто

кориs:татись наближенням, яке дае гранична теорема Мавра-Лапласа.
Розглянемо приклади застосування граничних теорем в cxeMi Бернуллi.
Приклад. Обчислити ймовiрнiсть того, шо при 200 пiдкиданнях симетричноТ монети кiлькiсть випадiнь герба
вiдрiзнятиметься вiд 100 не бiльше, нiж на 5.

- Нехай ймовiрнiсть випадiння герба р=0,5, кiлькiсть повторень експерименry ,?=200, отже, значення пр =100 -
досить велике, тому використовуватимемо граничну теорему Мавра-Лапласа.
Позначимо l - кiлькiсть випадiнь герба при 200 пiдкиданнях монети.3найдемо Л@-l00l<S)=Л(ЯS<ft<l05)-

-.[gl--[gl=.[+l_.[_+]=,*.[gl=2Фо(0.lt,l8)=0,56ЗЗI
IJ200.0,5.0,5J IJ200.0,5.0,5J \.vz7 , J2) "\2 

)
Приклад. Ймовiрнiсть виготовлення бракованоi деталi на виробництвi piBHa р=0,005. Яка ймовiрнiсть, tцо серед
10000 випадково обраних деталей кiлькiсть бракованих дорiвнюе 40? Не перевищуе 40?

ОСкiльки в даномУ випадку пр=50, хоча й ймовiрнiсть р зовсiм мала, знову використовуемо наближення мавра-

лаrutаса. ту .,!ipq =\Л0000{р05{,995 д:7.05: tД- 40-50 *-1,42, тому ff6669(+o)*frя(r,+z)=#ry0,0206' ' .lnpq 7,05

Для вiдповiдi на друге питання tлукаемо ймовiрнiсть
ОО.оЛ 

**(О) - .[ч#) .(жп) * 0,5 - Фб (I,42) 
^, 

0,5 _ 0,4222= 0,0778p(O<ft<40)= 2
k=

П р и кл ад. Ймовiрнiсть влучити в цiль piBHa р = 0,001 . flля поразки цiеТ цiлi потрiбно не менше двох влучань. 3найти
ймовiрнiсть враження цiлi при 5000 пострiлiв.

тут пр =5, тому в якостi наближення використовуемо розподiл Пуассона, Знайдемо
5000 l

r(tc >z)= 
-Ё 

&ooo(t)= l - I P5000(ft)= l - Psooo(o)- r5ooo(t)* r - п6(s)- Tl (s)= l - е-5 - 5е-5 о 0,9596
k=2 k=0

Приклад, Нехай в cepiT з r випробувань Бернуллi успiх стаеться з ймовiрнiстю р. Оцiнити ймовiрнiсть, що


