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Лекцiя 2. Властивостi Ймовiрностi, lцо випливають з aKcioM.
Нехай (О, S, Л) - iмовiрнiсний простiр, де Q - простiр елементарних подiй даного експерименту, З - о -алгебра

випадкових (вимiрних) подiй, Р - ймовiрнiсть випадковоi подiТ iз З. Розглянемо властивостi цiеТ iMoBipHicHOT мiри, якi
безпосередньо випливають iз aKcioM, що iT визначають,

Теорема 1,,Щля будь-якоТ випадковоI подii l е З:Р17) =l- Р(д). (1)

Доведення.БезпосередньозаксiомиР3випливае,що Р(l)+Р(Д)=Р(а)=l оскiлькиподiт l та l HecyMicHi.

Теорема 2. Р(О)=0.

Доведення. Дiйсно, з попереднього маемо: Р(а)= l-P(a)=0. (2)

Теорема 3.Якщоподiя В енаслiдкомподii l: АЕВ,тодляймовiрностiрiзницiцихподiйсправедливарiвнiсть
Р(В \,4) = р(а) - р(д) .

ДоЙдення. Справдi, для таких подiй BipHo, що B=Av(B\l), причому подiТ А
Р(В) = Р(А)+ r(в t ,е), звiдки й випливае твердження.

Теорема 4.flлядовiльних подiй А,Ве5: Л(,luВ)= Р(Д)+Р(В)- r(,аав).
Доведення. Подiю Дw В легко подати у виглядi суми попарно несумiсних подiй:

дч B=(,ltznB)v(B\lnB)u(,anB), причому як подiя А,так i подiя В е наслiдками подiТ ДоВ, Тому з аксiоми

Р3татеореми3 маемо: е(,аwВ)=Р(Д)-r(lаВ)+Р(8)_r(lав)+r(1пв)= рU)+р(в)-r(,лпв).
3ауваження. Теорема 4 може бри узагальнена Fla довiльну кiлькiсть и випадкових подiй Аt,Д2,,,,,Апс3,.

(3)

та В\ l HecyMicHi, тому

Для монотонно зростаючоi послiдовностi

(4)

(5)

3окрема,длятрьохвипадковихподiй: P(luBvC)= Р(А)+Р(В)+Р(С)- rQав)_л(;пс)_е(впс)+л(,апвпс).
Довчення теореми 4, наприклад, методом математичноI iндукцiТ пропонуеться провести самостiйно.
Приклад, Розглянемо так звану задачу кпро збiп, а саме: и чисел випадковим чином переставляють на и мiсцях.
Яка ймовiрнiсть, що принаймнi одне з чисел 1,2,.,.,п виявиться на своему мiсцi. (t-|я задача вiдома i з бiльш лiричним
змiстом: дехто випадковим чином розкладае и листiв у и KoHBepTiB. 3найти ймовiрнiсть, що принаймнi один адресат
одержить <свiй> лист.)

Позначимо l1 - поfliю,

виявиться на своему мiсцi.

що число & опиниться на своому мiсцi. Тодi А= L Ау -подiя,що принаймнi одне число
t=l

3 формули (5) випливае, що p(l) = tr1i- L р(Ар, аАt)+..,+(-rГ-'р( Ь оо.
k=l цbiz=|. 

"l "z 
t=l

|k,+kr)

Вважаючи, ч"lо Bci перестановки чисел 1,2,,..,п рiвномоlмивi, легко одержати, що Р(lд)=+=.l дп, будь-якоI

подii lд . Аналогiчно , Р(Дt, л А*r) =+= ;*!o для довiльноi пари подiй ,41, , lд, . Продовжуючи, одержимо, що

р(н)= Ё,:_, Ё_,й!n+ .+(_,r '* =|_с1++ . +(-,r-,*=l_*-*_ +(_l)"-r*-, _L,n-*
(iiir,)

Теорема 5 (властивiсть неперервностi

випадкових подiй 11 с. Д2 с.,.с Anc... е 5 : р(А").

flля монотонно спадноТ послiдовностi випадкових подiй Д1 э Д2 э . . . э Дп э . , , е 3

Доведення. Доведемо першу частину твердження. Розглянемо подiТ В|

Оскifiьки вони попарно HecyMicHi, то згiдно aKcioMi Р3, маемо:

й MoBipHocTi).

л[];"]= ri,n
\и=1 ) п->о

(6)

(о )
: PI n ln l= lim Р(дп). (7)

\и=1 ) П-+о

= дl, В2 = д2\ д1,..., Bn = дп\ ln_|,...
(- \ * пpl w в, |= Ip(Bk)= lim Ep(Bl)=
\л=l ) п=l п-+фt=l

( п-|. ,\
= li, l PQ)+ Z{PUI nl)- Р(дil) l= lim Р(д), Аналогiчно доводиться i друга частина твердження.

й-)ф\ k=l ) п-->в

3аУваження. ЯкЩо ввести позначення i, nn= |im An для суми монотOнно зростаючот послiдовностi подiй та
п=l П-+ф

со

о дп = |im дп вiдповiдно для добутку Moнoтol-lнo спадноi послiдовностi випадкових подiй, то властивостi (7) та (8)
п=1 п->ф

можна записати однiею формулою, яка бiльtл наочно передае змiст властивостi неперервностi ймовiрностi, а саме:

l

1



/\
л[ lim ,ч" |= пл r(,ч,)
\и-+ф ) п-+с

Упrсвнi ймовiрностi, незалежнi подii. Формула
Нехай в деякому стохастичному експериментi сталася подiя В. Як впливатиме цей фап на ймовiрностi iнших подiй?
3'ясуемо це спочатку на прикладi.

Нехай вiдомо, що при двох пiдкиданнях кубика на першому з них випала цифра <1>. Позначимо цю подiю через
В i з'ясуемо, якою буде за цiеТ умови ймовiрнiсть подii l - сума цифр парна. Таку умовну ймовiрнiсть позначають як
r(,ЧtВ).3розумiло, tцо В={"1l","12","1З","14","l5","l6"} i |В|=6.3а умови, що вiдбулась подiя В, подii l сприяють

лише 3 елементарнi подiТ - f11","lЗ","l5"}- АаВ, тому r(,atB;= |l,?Bl =|=+. 3 iншого боку, ця вiдповiдь може, lBl 62
|,цав| /

бути визначена, як r(,чtв)=#=Щ!А
доl

Ознлчення 1. Нехай (О,S,r) - iмовiрнiсний простiр, пов'язаний з деяким стохастичним експериментом. Умовна

ймовiрнiсть подiТ l при yMoBi, lло сталась подiя В (тобто Р(В)+ 0 ) визначаеться формулою:

р(.цtв\=р(,qав)\ / р(в)

повноТ ймовiрноGтi та формули Байеса.

(9)

Д1, Д2,..., An е 3 '.

(1 0)

(8)

3ауваження. 3 очевидних властивостей умовноТ ймовiрностi, а саме: 1) r(НtВ)>oVlсS; 2) r(oZB)=t; З1

(* \ -
Pl v AnlB|= 2r(l"tВ) для довiльних попарно несумiсних подiй АпсЗ; випливае, що при фiксованiй подii В
\л=1 ) п=l

(О, З, Л( / В)) - також iмовiрнiсний простiр.

3 формули (8) випливае, що r(,ч п в) = рG) . р(д l в)
Формула (9) носить наэву формулч множення.
Теорема 1. Формула множення мае узагальнення для довiльноТ кiлькостi и випадкових подiй

,(n \

'lirnr )= 
рU), r(,ч, t,чr), р(Аз l д| а А),,,., р(,ц, l А1 а д2п ", n ln_1 )

[оведення цiоТтеореми пропонуеться провести самостiйно методом математичноi iндукцiТ.
l-|iкавим е питання, якi подiТ не впливають одна на одну, тобто вiдбуваються або не вiдбуваються незалежно? Bci

iнryiТивно розумiють, шо означае незалежнiсть подiй - наприклад, результат окремого пiдкидання кубика чи монети не
повинен впливати на насryпнi результати. Тобто розглядаючи двi подiТ Д та В | природно вважати Тх незалежними,
якщо r(z/ в)= р(д) або л(вz l)= р(в) .

Означення 2. Випадковi подii Д та В називаються сmохасmччно незалежнцмtl (або просто незалежними), якtло
r(,ч п в)= рч)р(в) (1 1)

3ауваження.3аумови, rло p(l) +0,Р(В)+о, r(lпв)=р(л)р(в) + r(ltB)= pU)e r(BlA)= рG).
Означення 3. Випадковi подiТ Дl,А2,...,Дпс3 називаються незалежнuмu у сукупносmi, якшо Vke {1,2,..,,п| i

YДi1,...,Аiр, дё Bci iндекси належать множинi {1,2,...,п\, мае мiсце piBHicTb:

, Р(Д,tл....,r д;1)= р(д),...,р(д') (2)
3ауваження. Якщо *=2, piBHicTb (12) виражае попарну незалежнiсть, 3розумiло, цlо попарна незалежнiсть
недостатня для незалежностi у сукупностi.
Зауваження. Не плутайте спiвзвучнi поняття незалежнасmiта HecyMicHocmi випадкових подiй! Бiльцl того, якLцо

длядеякихнесумiснихвипадкових подiй Д та В Р(Д)>0,Р(В)>0,то А та В -залежнi: Р(даВ)=0*Р(l)Р(В)>0
Приклад 1. (пришад Бернштейна демонструе рiзницю мiж попарною незалежнiстю та незалежнiстю у-сукупностi).
Розглянемо правильний тетраедр, три гранi якого пофарбованi вiдповiдно у червоний, зелений та синiй кольори, на
четверту грань HaHeceHi Bci три вказанi кольори, Припустимою що тетраедр кидаеться на площину. Нехай випадковi
подiТ l , В та С - означають що плоlлини торкнулась грань, на якiй присрнi вiдповiдно червоний, зелений та синiй

кольори. Тодi Р(Д)=Л(В)=r(С)=1=+ Далi, r(,ЧаВ)=Л(ВпС)=r(Слl)=*=*.*, *о означае попарну

незалежнiсть подiй Д, В та С. Проте r(ЧпВпС)=**+ + +=р(l).r(в) л(с), тобто подii l, в та с не е

незалежними в сукупностi.
Озt+.iчення 4. ВипадковiподiТ Нl,Н2,.,.,Нп€ 5 утворюютьповнуерупу поdiй, якщо:

п-
'1) 9Нд=Q, 2) P(Hk)>0 V/c=l,n; 3) H;aHi=OYi* j

Ё=l

Теорема 2 (Формула повноТ ймовiрностi). flля повноi групи подiй Hl,H2,...,Hn сЗ та ймовiрностiдовiльноТ

випадковоТ подiТ l е 3 мае мiсче формула: Р(А) = iРQ t Н о). r(Н о)
k=l

2

(13)
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Доведення. Р(Д)= Р(Дпа): Pl ,а.,| v Но ll= r| wQЧпН*)l= tРUаНк). ,Щалi скористаемось формулою
[ \t=l )) \t=t' ') 

l=l

мНоження (9): P(l n Но )= Р@ ), r{,Ч t Н ) i одержимо твердження теореми.

Формула повноТ ймовiрностi (1 3) дозволяе безумовну ймовiрнiсть деякоТ подiI l визначити через умобнi вiдносно

ilffiH:rY:,jý#'#fiTJiX?h,, складао залiк, для одержання якого досить правильнот вiдповiдi на одне питання
випФково витягнгого бiлета. Припустимо, lцо з N питань е п (п < N) <нещасливихD, вiдповiдi на якi не знао жоден

сryдёнт. Вiдповiдi на решry питань знають Bci сryденти. 3найти ймовiрнiсть здати залiк для першого та другого
сryдента.

позначимо через Н1 випадкову подiю, яка полягае в тому, tцо перший сryдент склав залiк (вона означае, цо
сryдент витяг (lцасливий> бiлет) i через Hz =Й - що не склав (тобто витяг (неlласливий> бiлет). Очевидно, tцо

Л(Нr )= # , 
'("r)= ft , 3найлемо ймовiрнiсть випадковоТ подiТ l - що залiк одержав другий студент. Очевидно, що

ймовiрнiсть цiеТ подii неможливо визначити безпосередньо, адже вона вiдбуваеться або Hi пiсля того, як сталася одна з
подiй Н1 або Н2. Скористаемось формулою повноТ ймовiрностi, адже подiТ Н1 та Н2 утворюють повну групу подiй, а

yMoBHi ймовiрностi r(,Ч t Н ),k = 1,2 легко визначити. Отже,

р(А) = r(,ч t н,). л(н, ) + r(я t н r) - r(н r) = #/ Y + #i f = ffifo (, - п - 1 +,) = Дf
На перший погляд видаеться дивним, tцо ймовiрностi витягнути (ч.1асливий> бiлет, а oDKe, здати залiк однаковi i для
першого, iдля другого сryдента. Проlе, це лише стохастичне пiдтвердження загальноТ справедливостi. Переконайтесь,
rло ЁЬагалi, ймовiрнiсть скласти залiк однакова для кожного сryдента, незалежно вiд того, яким по черзi BiH витягае
бiлет.
Приклад 3. [вое стрiльцiв можуть влучити у MitueHb вiдповiдно iз ймовiрностями 0,1 та 0,8. Вони пiдкидають монету,
шоб визначити, хто буде стрiляти, i один з них робить пострiл по мiшенi. Яка ймовiрнiсть влучити в мiшень при даному
пострiлi.

Оскiльки невiдомо, який стрiлець робить пострiл, зробимо Bci мохиивi припущення щодо цього та використаемо

формулу повноТ ймовiрностi. Отже, нехай Н1 та Н2 - випадковi подiТ, що пострiл зроблений вiдповiдно першим або

другим стрiльцем. Вони утворюють повну групу подiй, iKpiM того, r(Н,)= P(H)=f .Нехай випадкова подiя l - це

влучаннявмiшень.Тодi p(l lH)=o1r(,llлz)=0,8 . р(д)=р(дtнr) r(нr)+r(ltнr).r(нr)=0,1.0,5+0,8.0,5=0,45.
Розглянемо, як змiнюються ймовiрностi подiй повноТ групи, якlло напевно вiдомо, u.lo сталась деяка випадкова

подiя А. При цьому початковi ймовiрностi гiпотез Р(Н ) називаються <апрiорними ймовiрностями) на вiдмiну вiд

<апостерiорних ймовiрностей> r(Н о t ,Ч) ,

Теорема 3 (Формули Байеса). !ля апостерiорних ймовiрностей повноТ групи подiй Hl,H2,...,Hnc3 та

довiльноiвипадковоiподiТ lc3 справедливiформули: p(Hkllr=!9!Y)!@). чk=П (14)

Z р(д l н ,). r(н ,)

'=l

[оведення.3означенняумовноТймовiрностiдлядовiльноiгiпотези Нlr,k=Й маемо, Р(Нkl11=Ц!-t.|!.Длпi, 
р|А)

використаемо формули множення (,l 1) та повноi ймовiрностi (1з): р(нл t л : Д! l ЧtХ@ ) = i?r' i:!,{r'П) 
tr(н t н,). r(н,)

'=lПриклад 4. В умовах прикладу 3 визначити ймовiрностi випадкових подiй, що пострiл зроблений першим та другим
стрiльцем, якщо вiдомо, шо при пострiлi стався промах.

_Нам необхiдно визначити апостерiорнi ймовiрностi r(Hrt7) та r(Hrt7). оскiльки o(7)=l-p(l)=0,55, то

формули Байеса дають TaKi результати:

r(н,й)=ф#@=ч#=i r(н, й)= р(7 t н,), р(н, )."...'...#=
р\7)

0,2,0,5 2
3BepHiTb уваry, як змiнились piBHi0,55 l1

0,5 апрiорнi ймовiрностi при вiдомому промаху.
Приклад 5. В ypHi знаходиться и куль бiлого та чорного кольорiв. Bci припущення про склад урни вважати piBHo-

можливими. Навмання витягнута куля виявилась бiлою. Обчислити ймовiрностi Bcix гiпотез про склад урни, Яка з них
найбiльш ймовiрна?

Позначимо через Н9, Н1,,,.,Нпвипадковi гiпотези, де Hp,k =0,п означае, що в ypHi знаходиться piBHo ft бiлих

куль.3а умовою задачi Р(Яt)=*.Сталась випадкова подiя А - навмання витягнута куля виявилась бiлою. Тодi

р(А)= 
рПо,н).е(н1)= Ё_r+ *=fiult,п=#i=+ необхiдно визначити ймовiрностi p{HklA)yk=Й

Maefro: p(Hkl 4=!Ц!Цl'!(Н_)__ 2k

tr=;ffi.НaЙбiльrлймoвipнoюnpиyмoвiАeгiпoтeзаHn:P(Hn/A=й.



Приклад ]6, Яку найменшу кiлькiсть пsgтрiлiв треба зробиlт стрfrьцээi, який эдатенлrцilrЕ.r
10; щоб ймовiрiсть врliiкв_няя мiшенi була не п*онц.rе 0,9? , ;.:':

l
рбЙмовiрigгьврliiкв_няямiшенiбуланеп,tонц.rе0,9? ,;.:': p.+f+,*ЕЁ J=,ý #,r
Вва>lаючи пострiли незалежними, знайдемо ймовфнiсть подii l - вракення мiщенi сгрiлырlr rpэl л поФрim}.-

оскiльки для цього доситъ принаймнi одноrо влучання, то rft)= (t - o,zf = (о,зР, а оl)ке, ёiач€,{нЯ ц
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