
Лекцiя 1. Предмет TeopiT Ймовiрностей. Випадковi подiТ, ix ймовiрностi.
Аксiоматика теорiI й мовiрностей. Елементи комбiнатори ки.

1.tЦо вивчае теорiя ймовiрностей?
Будь-яка наука базуеться на початкових поняттях. Часто вони не визначаються, d вважаються iнтуiтивно

зрозумiлими. В геометрiТ Евклiда до таких понять вiдносяться, наприклад, точка та пряма. 3 теорiею ймовiрностей
сиryацiя складнiша, тому що термiнами, якими оперуе ця наука, ми корисryемось повсяценно, Ми говоримо про
ймовiрностi можливих у майбутньому подiй, отже, маемо на увазi певний фактор випадковостi. l хоча Bci слова для нас
ЗРОЗумiлi, проте спроба пояснити iх змiст може видатись проблематичною. Фактор випадковостi очевидний, коли ми
говоrlимО про карти, фiшlки, рух молекуЛи, вiдмовИ приладiв, аварiI, катастрофи, примхи погоди. Вах<лlиво зрозумiти,
вiдомостi про якi явища можна систематизувати та зробити Тх предметом наукового вивчення.

Власне, теорiя ймовiрностей i починалась з азартних tгор. l'r виникнення та становлення датують серединою 17_го
сторiччя та пов'язують з iменами Блеза Паскаля, П'ера Ферма, Християна Гюйгенса та Якоба Бернуллi. Висновки,
зробленi великими вченими, полягали у тому, tцо Macoei вuпаdковi явulца ilемонсmруюmь певнi закономiрносmi.
Так зрозумiло, шо хоча й неможливо наперед точно передбачити, якою стороною впаде пiдкинута монета, проте можFlа
стверджувати, tцо при достатнiй кiлькостi повторень цього експерименту ви побачите герб приблизно в половинi
випадкiв. l чим бiльш наполегливим виявиться експериментатор, тим точнiше BiH одержить значення 0,5 для вiдноснот
кiлькостi випадiнь герба.

Отже, mеорiя ймовiрносmей вчвчае закономiрносmi вuпаdковuх явuлц. Проте не будь_яких явиlц, а таких, якi
можуть буги багаторазово повторенi при незмiнних умовах i демонструють при цьому так звану сmаmuсmччну
сmiйкiсmь, тобто вiдносна кiлькiсть появи даного явища прямуе до сталого значення iз збiльшенням кiлькостi
спостережень.

Сучасний розвиток TeopiT ймовiрностей пов'язаний з багатьма галузями знань вiд квантовот механiки та
статистичноТ фiзики до стратегiй фiнансових ринкiв, економiки, TeopiT хаосу, тощо. Неможливо не згадати про
велt.rчезний внесок у розвиток Teopii Ймовiрностей радянських вчених, зокрема i вчених киiвськоi школи. Наука про
випадковi явища ще з часiв Пафнутiя Львовича Чебиш9ва вважалась <росiйською) наукою. Ti примножували багато
росiйських вчених, проте сучасним своТм виглядом вона повнiстю завдячуе Андрiю Миколайовичу Колмогорову, який
на початку 30-х poKiB минулого сторiччя сформулював систему aKcioM TeopiT ймовiрностей.

2. Випадковi подiТ та ii ймовiрностi.
Вiдправним поняттям TeopiT ймовiрностеЁл е сmохасmuчнuй експерuменm - дiя, яку можна повторювати багато

разiв, спостерiгаючи за lT випадковими наслiдками. Прикладами стохастичного експерименту можуть бри: пiдкидання
монети або грального кубика, витяган1lя карти з колоди, данi про народжуванiсть або cMepTHicTb, влучання у MitueHb,
тощо. Множину Bcix можливих наслiдкiв стохастичного експерименry називають лросr??ором елеменmарнuмч поdiй
(вiдповiдниЙ росiйський TepMiH звучить бiльtл характерно - (пространство элементарных исходов>). L{ей простiр
позначають великою грецькою лiтерою омега: Q={Фl,Ф2,0)з,...}. Кожнiй елементарнiй подii сllt у вiдповiднiсть

ставиться ЧИСЛО Ррaр,1] , яке чзначаеться стохастичним експериментом, таким_чином, щоб I Pt=\,1_{e число

Рt i е йМОВiРНiСтЮ данОТ елементарноТ подii ао. Правда, така схема дiе лише у випаilку, коли простiр елементарних
подi; Q duскреmнчЙ, тобто скiнченчй або злiченнчй. Тодi для будь-якоi складноI подii l с Q (вона називаеться
вuпаOковоЮ поOiею) iТймовiрнiсть ви3начаеться так: Р(д)- Zpo Множина Bcix випадкових подiй позначатиметься

,r;,; " мТ- "U.ц2цrllль' ?cix,l-tp'Mll.cOux В+lлаевlш
З, а трiйка об'екriв (Q,З,Р) називаеться iMoBipHicHuM просmороЙfiГЪ"Нfrr;, коли простiр о континуальний,
СИryаЦiЯ дещО Складнiша i буде з'ясована пiзнiше. Слiд зазначити, lло таким чином ми прискореним темпом проходимо
шлях розвитку теоретико-iмовiрнiсноi науки. Першими дослiджувались експерименти iз скiнченuмч mа
рiвноможлuвuмll елементарними подiями. TaKi експерименти описуються класччною iмовiрнiсною моОеллю.'ii
сенс полягае у тому, що якtло в експериментi вiдбуваються r рiвномох<ливих наслiдкiв, то кожному приписуеться

, t/
ймовiрнiсть / , а ймовiрнiсть будь-якоi випадковоТ подiТ визначаеться через кiлькiсть & елементарних подiй, шо iй

lдl/ /
СПРИЯЮТЬ: P(A)='7l"l= Y" Тут знаком |Z| по...r"оться потужнiсть множини А, для скiнченоi множини _ це

просто кiлькiсть елементiв в нiй.
При-tлади.

1, Нехай 1 раз пiдкидаеться монета. Тодi, очевидно, простiр Q складаеться лише з двох елементарних подiй -
випадiння герба та випадiння цифри: а = {Л,4} , причому Р(Л) = Р(Ц) =|l2 ,

2. Нехай 1 раз пiдкидаеться гральниЙ кубик. Тодi Q = {1,2,3,4,5,б} , i кожна елементарна подiя мае ймовiрнiсть
l/б. В цьому експериментi можна розглядати i складнi випадковi подiТ, наприклад, подiя Д - випала парна

цифра, тодi Д={2,4,6\, отже, Р(Д)=З16=У2, Можна розглянути випадкову подiю Д - випала цифра бiльща

за4,тодi Д={5,6},отже, Р(В)=216=Il3,Очевиднотакож,шоподiя-випалочисло1O_енеможливоюiмае

ймовiрнiсть 0. Неможлива подiя позначаеться знаком О. Сама множина С) називаеться вiрогiдною подiею - це
подiя, яка вiдбуваоться завщци. ,Щля нашого експерименту такою подiею буде, наприклад, випадiння цифри вiд
,1 

до 6.
Нехай монета пiдкидаеться до перщого випадiння герба. Тодi О = {Л, ЦГ, ЦЦГ, ЦЦЦГ,...) - простiр
елементарних подiй нескiнченний, проте злiченний. (L{ей стохастичний експеримент не пiдпадае пiд схему
класичноi ймовiрностi!). Позначимо елементарнi подiТ цього експерименту ,о = !:;ЗГ,k>1 . Тодi неважко

1 k-|



"у"ljЕХ?['i'"1i,"".i"l?S |;{l,;i*!l,::+ Еgп;l"'fi'Jiliй можна визначити i iнакше наприклад, *-Х(НёiТ)аВИIlьний> r<убик, одна з граней якого бiльrл ,а**ь i ioMy Бо"" опиняеться внизу частitле, випадiнню кожноТ цифри
МОЖНа ПРИПИСаТИ, НаПриклад, ймовiрностi ll2,yl\,y\\,|f l0,1,f |1,1/t о . Ймовiрностi випадкових подiд д та в з прикладу
2 ТеЖ ВiДПОВiДНИМ ЧИНОМ ЗМiНЯться, проте математична модель залиlлиться вiрною. Таким 

"""d", для стохастичного
експерименry iмовiрнiсний простiр ( г2,5, Р ) може бри визначений неодноз1-1ачно.

простiр елементарних подiй може бути незлiченним, мати поryжнiсть континуум. Напришад, дIя експеримеF1ry,
коли точка кидаеться на вiдрiзок [0"1], простiр о - це Bci точки вiдрiзку. Тодi говорити про ймовiрностi'окремЙх
елементарних подiй немае сенсу, а ймовiрностi випадкових подiй вимiрюють довжинами вiдрiзкiв. в iнших
стохастичних експериментах такою мiрою може слуryвати плоша або об'ем вiдповiдних геометричних множин. В таких
задачах маемо справу з (геометричними)) ймовiрностями. Насryпний приlсtад iлюструе подiбну сиryацiю.
Приклад.

4, РозглянемО (3адачУ про зустрiч>: двi особи домовляютЬся про зустрiч на iнтервалi часу Г. Тодi простiр С)
описуеться точками квадраry iз стороною Г: Q={(х,у):O<r<Т,O<у<7}. Якщо додати умову, tцо кожна
особа чекае лише протЯгом часУ т <Т , то можна визначитИ випадкову подiю l - зустрiч вiдбулась, як

" пiдмножину С2..Щiйсно, ,4={(х,у)еО:|х_уl<r}.тодi p(l) -lulОlЦаЦ_ ..._. Т2 -1Т-Т12 , (,_*l'
\пJ- ,/плоtцаtl= 7-2 

='-['-т)

Подiбнi задачi беруть початок вiд вiдомоТ задачi про голку Бюффона: на поверхню, розлiновану паралельними
ПРямими на вiдстанi 4 одна вiд одноi кидаеться голка довжиною i < а. 3 якою ймовiрнiстю голка перетне одну з

прямих? (Вiдповiдь: r/оо)

Слiд зазначити, шо геометричнi ймовiрностi мохqrгь привести до ц{е бiльшоТ неоднозначностi при визначеннi
ймовiрностей, Вiдомий параdокс Берmрана, який стосуеться насryпноТ задачi: яка ймовiрнiсть чlо навмання вибрана
хорда круга бiльша за сторону вписаного у цей круг правильного трикутника. Бертран запропонував 3 розв'язки, якi

приводили до вiдповiде' Уо,%,У,
3. Дii з випадковими подiями.
Випадковi подiТ е пiдмножинами простору елементарних подiй Г), тому дiТ з ними TaKi ж, як i в TeopiT множин,

Вакливо, проте, розiбратись з Iх iмовiрнiсною iнтерпретацiею. У таблицi ни)сlе наведенi Bci мояиивi дii з подiями. Тут
д iп В -випадковiподii,. д,В с.{).
операцiя назва опепацiт 3MicT резчльтатч операцiт
AvB
(iнколи д+В\

Сума подiй А та В Подiя, яка поляrае у тому, що вiдбулась принаймнi одна з подiй l або
в

АаВ
(iнколи l,B )

ffобугок подiй А та В Подiя, яка полягае у тому, що вiдбулись обидвi подiТ i l , i В

l\B
(iнколи д- В\

Рiзниця подiй А та В Подiя, яка полягае у тому, tло подiя А вiдбулась, а подiя В не
вiдбулась

7 Подiя протилежна до l Подiя, яка полягае у тому, що подiя .4 не вiдбулась
д=В рiвносильнi подiт l та В подiт l та В вiдбчваються. або не вiдбчваються одночасно
АсВ Подiя Д сприяе подiТ

В(подiя Венаслiдком l)
Якщо вiдбуваеться подiя Д, то вiдбуваеться подiя Д

а Немоlсtива подiя Подiя, яка не вiдбуваеться нiколи (не плутати з подiею ймовiрностi 0!)

Oi вiрогiдна подiя подiя. яка вiдбуваеться завжди (не плугати з подiею ймовiоностi 1!

Неважко довести деякi кориснi властивостi операцiй над подiями, наприклад,

1) Д\ В = Д,В = Д\(Д, В) 2) Aw В = ,ЦоЪ; АгtВ =7v В 1правила двоТстостi)
з1 (,l vB), с =(д. c)u(B -c)
Повернемось до прикладу 2. Тут Дч В - це подiя, lло випала або парна цифра, або цифра бiльша за 4, тобто

ДчВ={2,4,5,6У; ДаВ - це подiя, lло випала парна цифра, причому бiльцtа за 4, тобто ДгlВ=16}; ,Ц\Д- це подiя,

що випала парна цифра, причому не бiльша за 4, тобто l\Д={2,4} iнарештi j- випала непарна цифра: Д={1,З,5|.
Означення 1. Випадковi подiТ А та В називаються HecyMicHuMu, якIло вони не вiдбуваються одночасно, тобто

дпВ = а.
4. Аксiоматика теорii ймовiрностей.
Щей роздiл змушено вносить ложку дьопю. Справа в тому, tцо у випадку скiнчених просторiв Q множиною

випадкових подiй З е просто множина Bcix пiдмножин простору Q. При спробi ж узагальнити сиryацiю на випадок

довlдьноТ множини Q, необхiдно подбати про те, щоб операцiТ над подiями не виводили нас за межi множини З. А
оскiльки S може мiстити нескiнчену кiлькiсть елементiв, необхiдно забезпечити виконання нескiнченоi кiлькостi

додавань та добркiв подiй. Бiльrле того, необхiдно слушним чином визначати ймовiрностi таких подiй, Лад у цих
справах наводить аксiоматика Колмогорова, Срь iT у тому, lцо декларуються властивостi множини випадкових подiЙ

5, а ймовiрнiсть випадковоi подiТ визначаються як особлива функцiя - iMoBipHicHa Mipa Л().

Означення 2. Нехай Q -довiльна множина. Клас А пiдмножин Г) називаеться алееброю множин, якtцо

1) QеА; 2)YдеАэ7еА 3) Vl,ВеАэ AwBeA (властивiстьадитивностi)



Приклад. MiHiMMbHa алгебра складаеться всього з двох м}lожин: д= {о,о}. Нехай l - деяка пiдмножина а. Тодi
l=ýо,,1,7}-алгеОра.
означенНя 3. Нехай О -довiльНамножина. Клас 5 пiдмf;бRиН С! називаеТься о- алееброюмножин,якlло

А1) Qе5; А2) Vlс5э7е5 А3) V4, А2,,,.€S=,] Ауе3 (властивiсть о-адитивностi)
k=|

означення 4. Нехай О - простiр елементарних подiй деякого експерименry, 5 - о-алеебра випадкових подiй.
Будемо говорити, lцо визначена iMoBipHicHa Mipa (або просто ймовiрнiсть) Р:5 э [0,1] , якщо

P'l) Р(О)=1; Р2) VДе5э Р(Д)>0 Р3) YДl,Д2,...с3 попарно несумiсних, тобто Д,ад,=fl Vi* j
ёф

э l) Дь е З (властивiсть о - адитивностi ймовiрностi)
k=l

3аУВаЖеННя. СИСтема aKcioM Аl-А3, Рl-Р3 не суперечна, проте неповна. Як рке зазначалось с певна довiльнiсть у
визначеннi ймовiрностi Р , отже можливi рiзнi iMoBipHicHi ( Cl, 5, Р ) простори для одного й того ж самого стохастичного
експерименry, ПодiТ iз о-алгебри З називаються ечмфнaлмtl,
Означення 5. Нехаб 9=[с,Ь] (стохастичним експериментом е вибiр навмання точки на цьому iнтервалi).
о-меебра B(Ja,a1) множин на iнтервалi |а,Ь! називаеться борелiвською, якlло вона породжена напiввiдкритими

iнтервалами виду [а,Р)с[а,Ь]. Визначимо ймовiрнiсть: Р([а,Р))= # Тодi (О,В,Р) - iмовiрнiсний простiр з

геометричною ймовiрнiстю на вiдрiзку.
5. OcHoBHi комбiнаторнi формули.

Оскiльки супева частина задач в TeopiT ймовiрностей спираеться на класичне означення ймовiрностi, комбiнаторика
дае цiлу низliу корисних iдей.

Jсновнuй прuнцuп комбiнаmорчкч мiститься в наступному твердженнi. lз и елементiв перuJот мно)мни та l7

елементiв другоТ множини можна утворити piBHo mп пар, складених iз елементiв, взятих по одному вiдповiдно з
перчlоТ та другоТ множин.

,Щоводиться це твердження смаданням двовимiрноТ таблицi, в якiй в рядках мiстяться елементи першот множини,
а в стОвпчиках - елементи другоТ. Перехрестя рядкiв та стовпчикiв (ix piBHo иr ) визначать Bci можливi пари. l_|ей
принцип у3агальнюеться методом математичноТ iндукцiТ на довiльну кiлькiсть множин елементiв.

Наведемо ocHoBHi комбiнаторнi.схеми.
1. Кiлькiсmь пересmановок iз п елементiв позначаеться f i piBHa Pn = пl,, оскiльки на перше мiсце можна вибрати

елемент п споСобами, на друге мiсце - n-l способом, i так далi, аж поки на останне мiсце не залищиться
единий €лёмент. -

2.Кiлькiсmь розмiщень iз и елементiв по Ё мiсцях, де k < п позначаеться д: i piBHa

А! = п,(п-1),...,(п-t *r) = . \ iз тих самих MipKyBaHb. До цiеТ ж величини приводить пiдрахунок кiлькостi(п- k\,

виборiв по t елементiв iз ,4 можливих без повернення.

3.Кiлькiсmьсполучень(комбiнацiй) iз п елементiввгрупипо & елементiвпозначаеться Cj ipiBHa Cj

, оскiльки величину А! треба зменшити у /cl разiв, врахувавши несугтевiсть порядку у групах по t
4. Кiлькiсmьвuборiвпо k елеменmiвiз п можлuвлlхзпоберненнямрiвна,очевидно, иk.

k|(п - k)|

елементiв.

5.Кiлькiсmь сполучень (комбiнацiй) з повmореннямч iз л елементiв в групи по ,t елементiв piBHa CI*o_,.
Приклади.

1. Нехай iз колоди з 36 карт по черзi (тобто, враховуючи порядок карт) навмання витягаються 3 карти. Яка
ймовiрнiсть, що Bci вони пiковоi MacTi?
При витяганнi карт навмання ймовiрностi витяпи будь-яку з них однаковi, тобто маемо класичну схему. Рiзних
способiв витягти означеним чином 3 карти з колоди icHye 36 . З5 .34 . Нас цiкавлять личJе карти пiковот MacTi, ix

9, отже витяпи 3 niKoBi карти ми можемо 9 , 8 , 7 способами, тому ймовiрнiсть цiет подiТ pirr. j*! - 0,0 12 .' 36 .з5.з4
Нехай так само, як i в попередньому випадку витягаемо карти, проте нехryемо порядком lx з'явлення у трiйцi.
Чи змiниться ймовiрнiсть витяпи 3 пiковi карти?
Позначимо подiю, яка полягае у, витяганнi трьох пiкових карт через Д. Для цiеi задачi маемо

lot= ci" =З6:З:':4 =7140,l,цl=С3 = ? : ] =84, Р(А)= 
=91. 

я,0,0l2. Як бачимо ймовiрнiсть не змiнилась.ll |.2.з |l , |.2.з 1140
lз троянд червоного, бiлого та рожевого кольору складаються Bci моlt<лtивi букети по 3 квiтки. Яка ймовiрнiсть,
lло навмання вибраний букет буде iз червоних троянд.
При сrсrаданнi букетiв кольори KBiTiB мо>tоль повторюватись. Отже, маемо сполучення iз трьох кольорiв у
букети по 3 квiтки з повтореннями. Ix кiлькiсть piBHa C];j_l=C! =l0. Тому ймовiрнiсть одержати букет iз

червоних троянд piBHa 0,1, оскiльки такий букет тiльки один.
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