
ТЕМА 2. Загальнi системи диференцiальних рiвнянь

2.1. Метод виключення невiдомих

Як уже говорилося в п. 1.1, явне диференцiальне рiвняння

ẋ(t) = f(t, x(t)) (1)

для Rn-значної функцiї x(·) рiвносильне системi рiвнянь

ẋi(t) = f i(t, x(t)), i = 1, . . . , n, (2)

для її компонент. Таку систему називають нормальною. Там же показано,
що довiльне явне рiвняння n-го порядку зводиться до нормальної системи
рiвнянь. Виконаємо тепер зворотне зведення.

Для довiльної диференцiйовної векторної функцiї F позначаємо Ḟ = ∂F
∂t ,

F ′ = ∂F
∂x . Якщо F (t, x) – m-вимiрний вектор-стопчик, то F ′(t, x) – m × n-

матриця . Нехай x(·) довiльна диференцiйовна Rn-значна функцiя. Тодi за
формулою диференцiювання складної функцiї

d

dt
F (t, x(t)) = Ḟ (t, x(t)) + F ′(t, x(t))ẋ(t). (3)

Якщо при цьому x(·) – розв’язок рiвняння (1), то

d

dt
F (t, x(t)) = Ḟ (t, x(t)) + F ′(t, x(t))f(t, x(t)). (4)

Диференцiюючи якесь iз рiвнянь системи (2), наприклад перше, i викори-
стовуючи щоразу формулу (4), дiстанемо

dkx1

dtk
(t) = F k(t, x1(t), . . . , xn(t)), k = 1, . . . , n, (5)

де
F 1 = f 1, F k = Ḟ k−1F k−1′f, k = 2, . . . , n. (6)

Теорема 1. Система (2) рiвносильна системi (5) у тих точках t, в яких

D(F 1, . . . , F n−1)

D(x2, . . . , xn)
(t, x(t)) 6= 0. (7)
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J Вище ми вивели (5) i (6) iз (2) навiть не спираючись на (7). Виведемо
тепер (1) (векторний запис (2)) з (5) i (6).

Позначимо

A =




1 0 . . . 0

∂F 1

∂x1

∂F 1

∂x2 . . .
∂F 1

∂xn

. . .
∂F n−1

∂x1

∂F n−1

∂x2 . . .
∂F n−1

∂xn




.

Це матричнозначна функцiя тих же змiнних t, x, вiд яких залежать елементи
матрицi. Нехай x(·) – розв’язок системи (5), у якiй функцiї F k задаються
рiвностями (6). Тодi при k = 2, . . . , n

F k(t, x(t))
(5)
=

dkx1

dtk
(t) ≡ d

dt

dk−1x1

dtk−1 (t)
(5)
=

d

dt
F k−1(t, x(t))

(3)
=

Ḟ k−1(t, x(t))F k−1′(t, x(t))ẋ(t).

Порiвнявши це з (6), бачимо, що

F i′(t, x(t)) (ẋ(t)− f(t, x(t))) = 0, i = 1, . . . , n− 1.

Приєднавши до цих рiвностей спереду перше рiвняння системи (5) (воно ж
перше рiвняння у (2)), дiстанемо

A(t, x(t)) (ẋ(t)− f(t, x(t))) = 0. (8)

Розкривши визначник матрицi A по першому рядку, бачимо, що

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F 1

∂x2 . . .
∂F 1

∂xn

. . .
∂F n−1

∂x2 . . .
∂F n−1

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ D(F 1, . . . , F n−1)

D(x2, . . . , xn)
.

Таким чином, умова (7) означає невиродженiсть матрицi A(t, x(t)). Тодi (1)
випливає з (8). I

За умови
D(F 1, . . . , F n−1)

D(x2, . . . , xn)
6= 0

2



(сильнiшої нiж (7), бо тепер x1, . . . , xn – вiльнi змiннi, а не функцiї вiд t)
рiвностi

F k(t, x1, . . . , xn) = ak+1, k = 1, . . . , n− 1,

iз довiльними правими частинами визначають x2, . . . , xn як однозначнi неявнi
функцiї вiд a2, . . . , an, а також вiд t i x1, якi в цих рiвностях вiдiграють роль
параметрiв:

xi = H i−1(t, x1, a2, . . . , an), i = 2, . . . , n.

Це дозволяє, перепозначивши x1 на u, переписати першi n− 1 рiвностей (якi
перестають бути рiвняннями) системи (5) у виглядi

xi(t) = H i−1
(
t, u(t), u̇(t), . . . , u(n−1)(t)

)
, i = 2, . . . , n.

У результатi остання рiвнiсть системи набуває вигляду

u(n)(t) = F n
(
t, u(t), H1

(
t, u(t), . . . , u(n−1)(t)

)
, . . . , Hn−1(· · · )

)
. (9)

Це i є диференцiальне рiвняння n-го порядку, рiвносильне системi (2).
Описаний спосiб зведення системи рiвнянь до одного рiвняння вищого по-

рядку називається методом виключення невiдомих. Вiн має невелике пра-
ктичне значення, бо рiвняння (9), узагалi кажучи, не простiше за систему
(2). Але в деяких випадках метод працює.

Приклад 1.
{

ẋ = 1− 1
y ,

ẏ = 1
x−t .

Продиференцiювавши перше рiвняння i замiнивши ẏ правою частиною
другого, дiстанемо

ẍ =
1

(x− t)y2 .

Замiнивши тут, згiдно з першим рiвнянням, y−2 на (ẋ− 1)2, одержимо

ẍ =
(ẋ− 1)2

x− t
.

Увiвши нову функцiю z = x − t, перепишемо останню рiвнiсть у виглядi
z̈ = ż2

z , або, рiвносильно,
d
dt

ż
z = 0. Звiдси знаходимо

ż = C1z, z = C2e
C1t, x = t + C2e

C1t.
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При цьому C2 6= 0, бо в другому рiвняннi системи x− t стоїть у знаменнику.
Рiвнiсть C1 = 0 також неможлива, бо з неї мали б ż = 0, ẋ = 1, що разом
iз першим рiвнянням системи дає 1/y = 0. Отже, C1 6= 0. Тодi, переписавши
перше рiвняння у виглядi y = −1/ż, знаходимо y = −(C1C2)

−1e−C1t.

2.1. Пониження порядку системи методом iнтегровних комбiнацiй

Порядок системи можна понизити, знаючи якiсь її iнтеграли. Справдi не-
хай

ϕj(t, x(t)) = Cj, j = 1,m, m < n. (1)

Припустимо, що iнтеграли ϕj функцiонально незалежнi, тобто iснують номе-
ри i1, . . . , im такi, що

D(ϕ1, . . . , ϕm)

D(xi1, . . . , xim)
6= 0. (2)

Позначимо: im+1, . . . , in – номери решти змiнних, y1 = xim+1, . . . , yn−m = xin.
Нерiвнiсть (2) означає, що при фiксованих t, y1, . . . , yn−m мiж ϕ1, . . . , ϕm i
xi1, . . . , xim iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть, а значить

xik = gk(t, y1, . . . , yn−m, ϕ1, . . . , ϕm).

Тодi з (1) маємо

xik(t) = gk(t, y1(t), . . . , yn−m(t), C1, . . . , Cm) k = 1, . . . , m.

Замiнивши в рiвняннях iз номерами im+1, . . . , in системи (2.1.2) xi1(t), . . . , xim(t)
правими частинами цих рiвностей, одержимо систему n−m рiвнянь вiдносно
y1(·), . . . , yn−m(·). Решта m рiвнянь системи (2.1.2) функцiонально залежать
вiд цих i тому в нову систему не включаються.

Унiверсального способу знаходження iнтегралiв системи не iснує. Насту-
пна теорема описує одну ситуацiю, коли це вдається зробити.
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Теорема 1. Нехай θ = θ(t, x) – Rm-значна диференцiйовна функцiя така,
що θ̇ + θ′f залежить вiд x тiльки через θ, тобто iснує функцiя q = q(t, p)
(p ∈ Rm) така, що

θ̇(t, x) + θ′(t, x)f(t, x) = q(t, θ(t, x)). (3)

Тодi: якщо Q = Q(t, u) – iнтеграл рiвняння

u̇(t) = q(t, u(t)), (4)

то задана рiвнiстю
ψ(t, x) = Q(t, θ(t, x)) (5)

функцiя ψ – iнтеграл системи (2.1.2).
J Якщо x(·) – розв’язок рiвняння ẋ(t) = f(t, x(t)), то, зважаючи на (3),

функцiя u(·) = θ(·, x(·)) задовольняє рiвняння (4), а значить Q(t, u(t)) = C.
Тодi з (5) маємо ψ(t, x(t)) = C. I

Щоб скористатись теоремою при m = 1, потрiбно вгадати функцiї α (ска-
лярну) i β (зi значеннями в просторi n-вимiрних вектор-рядкiв) такi, що:

1) αdt+βdx є повним диференцiалом деякої функцiї θ, тобто α = θ̇, β = θ′;
2) iснує функцiя q = q(t, p) така, що

α(t, x) + β(t, x)f(t, x) = q(t, θ(t, x)).

Оснований на теоремi 1 спосiб знаходження iнтегралiв системи (2.1.2) на-
зивається методом iнтегровних комбiнацiй.

Приклад 1.
{

ẋ = 1− x2y,

ẏ = y
t − xy2.

Помноживши перше рiвняння на y, а друге на x i додавши, одержимо
d
dt(xy) = xy

t , звiдки
xy

t
= C1. (6)

У цих викладках α = 0, β = (y x), θ(t, x, y) = xy, q(t, p) = p/t.
Записавши з урахуванням (6) перше рiвняння системи у виглядi ẋ = C1tx,

знаходимо x = C2e
C1t

2/2. Звiдси i з (6) маємо при C2 6= 0

y =
C1

C2
te−C1t

2/2.
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Якщо ж C2 = 0, то x = 0 i друге рiвняння системи набуває вигляду ẏ = y/t.
Тодi y = Ct.

Метод iнтегровних комбiнацiй зручно застосовувати до систем, записаних
у симетричнiй формi :

dx0

P 0(x0, . . . , xm)
=

dx1

P 1(x0, . . . , xm)
= . . . =

dxm

Pm(x0, . . . , xm)
. (7)

У пропорцiї, як вiдомо, знаменники можуть бути i нулями. Рiвнiсть P i = 0
означає, що й dxi = 0, тобто xi =const. У симетричному записi зникає вiдмiн-
нiсть мiж незалежною i залежними змiнними. Розподiливши ролi довiльним
чином, наприклад, поклавши t = x0, зводимо (7) до (2.1.2) з f i = P i/P 0 .
Щоб перетворити нормальну форму в симетричну, достатньо переписати i-те
рiвняння (2.1.2) у виглядi dt = dxi/f i, пiсля чого прирiвняти правi частини
всiх рiвнянь.

Застосовуючи метод iнтеровних комбiнацiй до систем у симетричнiй фор-
мi, користуються вiдомою властивiстю пропорцiй:

a1

b1
= . . . =

a1

b1
= h =⇒ ∀ c1, . . . , cm

c1a1 + . . . + cmam

c1b1 + . . . + cmbm
= h.

Приклад 2.
dx

2xy
=

dy

y2 − x2 − z2 =
dz

2yz
.

Iз рiвностi крайнiх членiв маємо dx
x = dz

z , звiдки знаходимо iнтеграл
z

x
= C1. (8)

Також iз рiвнянь маємо за властивiстю пропорцiй
xdx + ydy + zdz

2x2y + y3 − x2y − yz2 + 2yz2 =
dx

2xy
,

або, рiвносильно,
d(x2 + y2 + z2)

x2 + y2 + z2 =
dx

x
.

Звiдси одержуємо ще один iнтеграл:
x2 + y2 + z2

x
= C2,

який разом iз (8) дає загальний iнтеграл системи.
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