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1. Оцініть час обчислення об’єму 1000-вимірної сфери на типовому комп’ютері методом Монте-Карло. Оцініть об’єм необхідної оперативної пам’яті. Чи варто розпаралелювати цю задачу для системи із спільною чи розподіленою пам’яттю і чому ?

Для вирішення цієї задачі нам потрібен генератор який буде генерувати випадкове число, намальоване з рівномірного розподілу між 0 і 1. Це еквівалентно оцінці d-розмірного інтеграла. У d-вимірах, гіперсфера визначається .
Щоб визначити об'єм сфери, ми будемо генерувати випадкові числа по деякому "квадрату" та підрахуємо скільки точок потрапило всередину сфери. Імовірність випадково сформованої точки в межах сферу проста . Якщо ми використовуємо сфери радіуса 1, то об'єм квадрата, що містить сферу 2 ^ d, де d - це кількість вимірів, з якими ми працюємо. Метод Монте-Карло використовується для визначення p = Zn / n, де n - кількість досліджень, а Zn - число "потраплянь". Збираючи всі ці результати, ми маємо  або 
def Vball_monte(SHAPE):
 N = 10**4
    global R 
    ARR = np.random.rand(N, SHAPE)
    Zn = 0
    for ar in ARR:
       	summ = sum([a**2 for a in ar]*R)  
        if summ <= R*R:
            Zn += 1
 return (Zn/N)*(2*R)**SHAPE
Протестувавши код на розмірах від 1 до 10, для 10’000 випадкових точок маємо:
Розмірність 1   Gamma=2.0  	Monte=2.0
Розмірність 2   Gamma=3.1415  Monte=3.13424
Розмірність 3   Gamma=4.1887  Monte=4.19072
Розмірність 4   Gamma=4.9348  Monte=4.92976
Розмірність 5   Gamma=5.2637  Monte=5.23968
Розмірність 6   Gamma=5.1677  Monte=5.18721
Розмірність 7   Gamma=4.7247  Monte=4.63488
Розмірність 8   Gamma=4.0587  Monte=4.10368
Розмірність 9   Gamma=3.2985  Monte=3.22561
Розмірність 10 Gamma=2.5501  Monte=2.63168
За методом Монте-Карло, щоб досягтиточності в 10 раз більшої потрібно в 100 разів збільшити вибірку випадкових точок. Це випливає з центральної граничної теореми.


Відповідно величина  називається верхньої границею помилки з коефіцієнтом довіри.

Тому для розв’язання задачі з 1000 вимірною сферою, потрібна вибірка. Як можна було бачити з збільшенням кількості вимірів точність падає. Що свідчить проте що потрібно збільшувати кількість випадкових точок для підтримання відповідної точності.
Оцінимо об’єм сфери. (Дуже грубо) (Дуже дуже грубо)

Тобто враховуючи що 500 ступінь нікчемно малий оцінимо об’єм сфери головним значенням. Оцінимокількість операцій.


Скажімо сферу будемо рахувати з точністю до 1 відсотка. Тому 
Враховуючи що маємо рівномірний розподіл випадкової величини то . А t = 1.96 візьмемо з припущення, що довірча імовірність 0.95 забезпечать нам нашу верхню границю похибки. 
Маємо 

Ідеалізувавши ситуацію, що наш комп’ютер на кожну з потрібних операцій витрачає 1 такт. А нам потрібно згенерувати матрицю рандомних чисел, просумувати рядки, порівняти числа(умова належності точки до сфери), проплюсувати ітератор. Тобто 4 операції з кожним елементом матрицею розміром .
Нехай маємо комп’ютер з частотою 10ГГц (оце я шуткі шучю).
Час виконання цієї кількості операцій 
Враховуючи що з моменту великого вибуху(для тих хто вірить в нього) пройшло , висновки очевидні.

Орієнтовний розмір оперативної пам’яті, якщо це одинична сфера, кожне число займатиме 8 байт. Тобто 
Це за умови виконання всіх операцій на 1 машині. Розпаралелення є виходом з ситуації, враховуючи неймовірну кількість ресурсів яку потрібно виконати. Якщо ж виконувати всі операції послідовно і розпаралелювати задачі. Тобто не генерувати всю матрицю відразу і робити все потоком, можна оптимізувати процес. Це зекономить ресурси пам’яті, але аж ніяк не вирішить задачу великих обчислювальних потужностей.

2. Оцінити максимальний часовий крок для розв’язання одновимірного рівняння теплопровідності у воді за допомогою різницевої схеми Кранка-Нікольсона з просторовоюрозподільною здатністю 1 мм.

Рівняння теплопровідності у випадку якщо ми нехнуємо конвекцією і  джерелом рівняння теплопровідності 
можна перезаписати 
Коефіцієнти р і Г не є постійними і залежать від координати.
Запишемо різницеву схему виберемо довільну точку і заморозимо коефіцієнти
Принцип заморожених коефіцієнтів. Для стійкості задачі
необхідно, щоб задача Коші для різницевого рівняння з постійними
коефіцієнтами задовольняла необхідного спектральному
ознакою стійкості Неймана.


З відповідними початковими умовами
Проведемо заміну 

Підставим рішення в форму кранка Нікольсона і знайдемо спектр.
 через формулу ейлера

Звідси випливає що для стійкості різницевої схеми необхідно, щоб

Тобто коли 


Якщо перейти від явних різницевих схем, які розглядалися раніше, до неявним схемами. Неявні схеми використовують рівняння, які виражають дані на (N +1) -му кроці по часу на через кілька сусідніх точок сітки. для знаходження результату вирішується система лінійних рівнянь. Можна сформулювати наступне правило: неявні схеми частіше бувають стійкими в порівнянні з явними. Але при цьому ускладнюється процес вирішення системи лінійних алгебраїчних рівнянь, які виходять після дискретизації вихідних рівнянь. Крім чисто явних і чисто неявних схем, бувають змішані схеми. Наприклад, для рівняння теплопровідності це

При значенні f = 0.5 схема називається схемою Кранка-Ніколсона
Легко показати, що при f ≥ 0.5 схема задовольняє необхідному
умові стійкість при будь-яких співвідношеннях кроків за часом і по
просторовій координаті. Такі схеми називаються безумовно стійкими.
Різні значення f можна інтерпретувати як характеристику зміни Φm при переході в часі від моменту  до . Явна схема по суті  передбачає, що старе значення n Φm існує в межах всього тимчасового кроку, за винятком точки . Неявна схема передбачає, що в момент  Φm різко зменшується від  до , а потім залишається рівною  на всьому часовому кроці і функція в межах тимчасового кроку характеризується новим значенням . Схема Кранка-Ніколсона передбачає лінійну зміну . На перший погляд лінійну зміну повинно бути більш розумним, ніж дві інші альтернативи.
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Проте, чисто неявна схема є кращою. причини дві.
1) У разі схеми Кранка-Ніколсона можуть мати місце коливаються
рішення. Стійкість в математичному сенсі просто гарантує, що
ці коливання будуть, в кінцевому рахунку, затухати, але це не забезпечує фізично правдоподібного рішення. Кілька прикладів подібних рішень, отриманих за допомогою схеми Кранка-Ніколсона, 
2) Точні рішення даної задачі мають експонентний характер, тому лінійна інтерполяція гірше відображає істинний характер зміни функції.
Тому оцінку крока по часу можна провести таким чином, знаючи що розв’язок буде точно стійким навіть для явної схеми. Поклавши =1
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