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В  кн и ге  и злагаю тся  со в р ем ен н ы е  м е то д ы  разн о стн о го  р е ш ен и я  задач  

м а т ем ат и ч еск о й  ф и зи ки  и отн о сящ и еся  сю д а  в о п р о сы  т ео р и и  р азн о стн ы х  схем.
К н и г а  в к л ю ч а ет  сл ед у ю щ и е  разделы : о д н о р о д н ы е  разн о стн ы е  сх ем ы  для  

р еш ен и я  о д н о м е р н ы х  у р ав н ен и й  п ар аб о л и чес ко го  и ги п ер бо л и че ско го  типов, 
разн о стн ы е  с х ем ы  д ля  у р ав н ен и й  э лл и п ти ч еск о го  типа, тео р и я  у сто й ч и в о сти  
р а зн о стн ы х  схем, э к о н о м и ч н ы е  м ето д ы  р еш е н и я  м н о го м е р н ы х  задач  
м а т ем ат и ч еск о й  ф изики , и тер ац и о н н ы е  м е то д ы  р еш е н и я  р а зн о стн ы х  уравнений .

В  книге  сод ер ж и тс я  зн ач и тел ь н о е  ко л и чество  прим еров ,  и л л ю с т р и р у ю щ и х  
о сн о в н ы е  п о л о ж ен и я  т ео р и и  и сп о со б с т в у ю щ и х  более  гл у бо ко м у  ее  усвоен и ю .

К н и г а  рас сч и тан а  на  студен тов  и аспирантов ,  сп е ц и ал и зи р у ю щ и х с я  в области  
в ы ч и сл и тел ьн о й  матем атики ,  а так ж е  на  н ау ч н ы х  со тр у д н ико в  и инж енеров ,  
связа н н ы х  с ч и с л е н н ы м  р е ш ен и е м  зад ач  м атем ат и ч еск о й  физики.
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§ 3. М е т о д  су м м ар н о й  ап п р о к си м а ц и и
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п о пер еч на я  сх ем а  как  ад д ити вна я  сх е м а  (427). 11. Л о к а л ь н о ­
о д н о м ер н ы е  сх ем ы  д ля  м н о го м ер н о го  ги п ер бо л и че ско го  у р ав н ен и я  
второго  п о р яд к а  (429). 12. А д д и т и в н ы е  с х ем ы  для  си стем  ур ав н е н и й  
(438).

Задачи  к главе VII
Г  лава  VIII.  И т е р а ц и о н н ы е  м ето д ы  р еш ен и я  р азн о стн ы х  э л л и п ти ч еск и х  

у р ав н е н и й
§ 1. Д ву х с л о й н ы е  и т ер ац и о н н ы е  с х е м ы  для  разн о стн о й  зад ач и  Д и р и х л е  

1. И т е р ац и о н н ы е  с х е м ы  (449). 2. С х ем а  п р о сто й  и терац и и  (явная

351
356

356

367

394

443
449
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схема) (454). 3. Н е я в н ы й  м етод  п ер ем ен н ы х  н ап р авл ен ий  
(п р о д о льн о -п о п е р еч н ая  схем а) (457). 4. В ы б о р  и тер ац и о н н ы х  
п ар ам етр о в  (461). 5. И т е р ац и о н н а я  сх ем а  д ля  р азн о стн о й  зад ач и  
Д и р и х л е  п о вы ш е н н о го  п о р яд ка  то ч н о с ти  (466). 6. М ето д  
п ер ем ен н ы х  н ап р ав л ен и й  д ля  т р ех м ер н о й  зад ач и  Д и р и х л е  (470).

§ 2. Т ео р и я  и тер ац и о н н ы х  д в у х с л о й н ы х  сх ем  о б щ его  вид а  475
1. И те р ац и о н н ая  схе м а  с ч еб ы ш ев ск и м  н аб о р о м  парам етров  (475). 2. 
О с н о вн ая  т ео р е м а  для  стац и о н ар н ы х  сх ем  (490). 3. В ы ч и сл ен и е  
н о р м ы  оп ер ато р а  п ер ех о д а  д ву х с л о й н о й  с х ем ы  с в есам и  (491). 4.
Н е я в н ы й  м етод  п ер ем ен н ы х  н ап р авл ен и й  д ля  случая  
н еп ер естан о во ч н ы х  о п ераторов  (492). 5. Ф ак то р и зо ван н ы е  
и тер ац и о н н ы е  сх ем ы  (497). 6. Ф ак то р и з о ва н н ы й  оператор  В  с 
п ер естан о во ч н ы м и  о п ер ато р а м и  R i  и R 2 (501),

§ 3. И т е р ац и о н н ы е  д ву х сл о й н ы е  сх ем ы  д ля  н еса м о со п р яж ен н ы х  503
ур а в н ен и й
1. М е т о д  п ер ем ен н ы х  н ап р ав л ен и й  в случае  н еса м о со п р яж ен н ы х  
о п ераторов  (503). 2. С л у ч а й  н е са м о со п р яж ен н о го  о п ератора  
п ер ех о д а  (505). 3. О ц е н к а  ||£| | п ри  у в ел и ч е н и и  о б ъ е м а  и н ф о р м а ц и и  
(506). 4. Н е я в н ы й  м етод  н аи ск о р ей ш его  сп у ск а  и м етод  
м и н и м ал ьн ы х  п о п р а во к  (509). 5. Д в у х с т у п е н ч ат ы й  м етод  (513).

§ 4. Т р ех сл о й н ы е  и тер ац и о н н ы е  с х ем ы  517
1. П о с т ан о в к а  зад ач и  (518). 2. В ы б о р  и тер ац и о н н ы х  парам етров  
(519). 3. Я в н а я  схем а  (521). 4. О ц ен к а  скорости  сх о д и м о сти  явн о й  
сх ем ы  (522). 5. А п р и о р н ы е  о ц ен ки  д ля  н еяв н о й  с х ем ы  в 
эн ер ге ти чески х  п р о стран ствах  Н А и  Н в  (525). 6. Ф акто р и зо ва н н ы е  

сх ем ы  (526). 7. Д ву х с ту п е н ч аты й  м етод  (527).
Д ополнение .  Н е к о т о р ы е  вар и ан ты  м ето да  п ро го нк и  529
§ 1. П о т о к о в ы й  вар и ан т  м ето да  п р о го нки  для  разн о стн ы х  зад ач  с си л ьн о  529

м е н я ю щ и м и с я  ко эф ф и ц и е н там и  
§ 2. М а т р и ч н а я  п ро го нк а  532
§ 3. Ц и к л и ч е ск а я  п ро го н к а  535
Л и тер а ту р а  538
П р е д м е т н ы й  ука зател ь  551

П Р Е Д М Е Т Н Ы Й  у к а з а т е л ь

А п п р о к си м ац и я  оп ер ато р а  278
—  разн о стн ая  18
—  су м м ар н ая  397 
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111
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303, 320 
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-------- д в у х ш аго в ы й  451
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Значительное число задач физики и техники приводит к ли­
нейным и нелинейным дифференциальным уравнениям в част­
ных производных (уравнениям математической физики). Уни­
версальным и чрезвычайно эффективным методом решения з а ­
дач математической физики является метод конечных разностей 
или метод сеток. Он позволяет сводить приближенное решение 
уравнений в частных производных к решению систем алгебраи­
ческих уравнений.

Н астоящ ая книга представляет собой введение в теорию 
разностных схем. В ней дается по-возможности элементарное и 
систематическое изложение основных принципиальных вопросов 
теории, иллюстрируемых на простейших задачах математической 
физики для уравнений параболического, гиперболического и эл ­
липтического типов. При этом рассматриваются прежде всего те 
схемы, которые представляют практический интерес, т. е. при­
годны для решения конкретных задач на ЭВМ. Это — однород­
ные разностные схемы, устойчивые на любых допустимых сет­
ках и пригодные для решения классов задач при помощи одних 
и тех ж е вычислительных алгоритмов.

Поскольку мы рассматриваем лишь простейшие схемы для 
уравнений второго порядка, то при решении разностных уравне­
ний используется лишь алгоритм одномерной прогонки (для си­
стем алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей).

Д ля  теории разностаых схем типично предположение о том, 
что решение исходной задачи для дифференциального уравнения 
существует и имеет нужное по ходу изложения число производ­
ных, обеспечивающее максимальный порядок аппроксимации. 
Мы не останавливаемся на перечне условий, обеспечивающих 
требуемую гладкость решения, отсылая читателя к книгам по
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общей теории дифференциальных уравнений. Предполагается, 
что читатель знаком с основами университетского курса теории 
уравнений в частных производных и элементами функциональ­
ного анализа. Перечень некоторых сведений из функционального 
анализа в форме, удобной для дальнейшего использования, дан 
в главе I.

Понятия аппроксимации, устойчивости и сходимости пояс­
няются в главах I, II на примерах разностных схем для стацио­
нарных и нестационарных задач теплопроводности (диффузии).

В главе III излагается теория однородных разностных схем 
для стационарных и нестационарных одномерных задач тепло­
проводности с разрывными коэффициентами, а такж е для одно­
мерного уравнения колебаний.

При помощи разностной функции Грина, принципа максиму­
ма и энергетического метода проводится исследование порядка 
точности однородных схем в различных классах коэффициентов 
дифференциального уравнения.

В главе IV изучается разностная задача Дирихле для урав­
нения Пуассона в произвольной области, а также разностные 
аппроксимации для эллиптических операторов с переменными 
коэффициентами.

В главах V, VI дается изложение теории разностных схем на 
языке функционального анализа. Характерной чертой излагае­
мой теории разностных схем является то, что она позволяет не 
только дать обоснование имеющихся разностных схем (доказать 
их устойчивость, сходимость, получить оценку порядка точности 
и т. д.), но и позволяет сформулировать общие принципы по­
строения разностных схем заданного качества для решения раз­
личных классов задач математической физики.

Разностные схемы трактуются как операторные или опера­
торно-разностные уравнения с линейными операторами, завися­
щими от параметра h (аналога шага сетки) и заданными на 
абстрактном линейном нормированном пространстве любого 
числа измерений.

Ключевым понятием теории разностных схем является устой­
чивость. Поэтому основное внимание в главе VI уделяется изу­
чению устойчивости двухслойных и трехслойных разностных 
схем в гильбертовом пространстве. Найдены эффективные до-
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статочные условия и получены априорные оценки, выражающие 
устойчивость двухслойных и трехслойных схем.

Сформулированы и проиллюстрированы на ряде примеров 
правила проверки устойчивости конкретных разностных схем.

Достаточные условия устойчивости позволяют формулиро­
вать общий принцип регуляризации схем для получения разно­
стных схем заданного качества.

В главе VII суммированы результаты многочисленных иссле­
дований, посвященных экономичным методам решения много­
мерных задач математической физики. Экономичные схемы для 
нестационарных задач делятся на две группы:

1) факторизованные схемы, обладающие аппроксимацией 
в обычном смысле,

2) аддитивные схемы, которые представляют собой систему 
простых промежуточных схем, осуществляющую переход со слоя / 
на слой / +  I, н аппроксимируют исходное дифференциальное 
уравнение в суммарном смысле.

Д ля каждого типа схем указаны методы исследования ап­
проксимации и устойчивости.

В главе VIII дано изложение итерационных методов решения 
уравнений Ли  =  f, где Л — линейный (не обязательно самосо­
пряженный) оператор в гильбертовом пространстве.

Теория итерационных методов трактуется как раздел общей 
теории устойчивости операторно-разностных схем (двухслойных 
и трехслойных). Основное внимание уделяется получению эффек­
тивных оценок скорости сходимости итераций и выбору опти­
мальных параметров. В § 1 гл. VIII дано изложение методов пе­
ременных направлений для решения разностной задачи Д ирих­
ле и указаны оптимальные наборы итерационных параметров.

Мы ограничились, в основном, изложением теории разност­
ных схем для линейных уравнений. В этом случае теоретическое 
исследование можно провести с достаточной полнотой. В тексте 
приведены некоторые схемы для квазилинейных уравнений па­
раболического типа.

В конце книги дан список литературы, не претендующий на 
полноту, но позволяющий читателю получить более полное пред­
ставление об объектах и методах исследований, проводившихся 
большим числом авторов.
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В основу книги положены лекции, читавшиеся автором 
в 1960— 1970 гг. в Московском государственном университете 
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а>й={.гг =  /Л, h >  0, 1= 1 ,  2 , . . . ,  TV — 1, hN  =  IJ — равномерная сетка на 

интервале (0, /),

(bh = { x i =  ih, h >  0, г' =  0, I, hN  =  /} — равномерная сетка на

отрезке [0, /],

/г — шаг сетки coft, 

дс =  дс. — узел сетки а>Л,

У =  V i~  У {x i) ~ функция, заданная на coft,

Ух =  (yi+{ — yi)/h — правая разностная производная в точке х 

ул — (y i — у._|)/А — левая разностная производная в точке дс., 

у-х =  ( у . 1 — 2г/; + г/г_ 1)/А2 — вторая разностная производная в точке дс^ 

££^ =  { ^< = (0 , /), i = l ,  2, jV— 1} — неравномерная сетка на интервале 

(°, Од
йй={д:; е [ 0 ,  /], i =  0, 1 , . . . ,  jV, л"0 =  0, —1} — неравномерная сетка

на отрезке [0, /],

h { =  __ 1 — шаг сетки й>л,

B(. =  0,5(Ai + Ai+1),

Ух = (У.-+, -  yt)lht+ v У* = (У< -  У{-i)/Ai- 
y * - ( 9 i + i - y i ) f t t,

С к ал я р н ы е  прои зведения  и н орм ы  на сетке: 

ЛГ-1
(г/, и) = 2  IÎ II = У).

г- 1
лт

ЛГ-1 i

Цф||(-1)_  2 h 2  >
г- i  а- i
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. сот =  { / / = /т,  т > 0 ,  ] — 0, 1, . . . }  — временная сетка, 

т — шаг сетки сот,

У = У1 — У Uj) — функция, заданная на сот,

$ = * y i + l  =  y ( i ) + 1). д =  у ] ~ '  =  y ( t j - ,). 

y t =  ( Q - y ) l t ,  У1' = ( У - У ) 1  t ,  y 0 =  ( $ - y ) / ( 2 t ) ,

ylt = (!) ~2У + У)/*2,

x •= x{ =  (*{  x^a\ . . x^pP^ — узел р-мерной

сетки юд,

s=s h IAa 'чга’
A — ш аг  сетки по н ап рав л ен и ю  а, 

д.(±|а) =  (х(‘1)] _ _ _ х({а) ± hw . .., х ^ р У),

У~У(х^,  г/(± 'а) = / /(*[* ' а)),

г/ха = (г/(+' ^ -  */)/v

Уха =  ^У — У^~''а '^)1 h a ,

Ух х =(г/( + 'а^-2г/+г/^ '“О/Ад,
Лсга

о
£2 — множество функций, заданных на некоторой сетке 

щихся в нуль иа ее границе,
Н — гильбертово пространство,

(г/, о) — скалярное произведение элементов y ,v^H , 
2D (Л) — область определения оператора Л,
31 (Л) — множество значений оператора Л,
Е — единичный оператор,
Л: Н -> Н — оператор Л с 2Ь(А) =  Н  и 3 2 ( Л ) е Я ,
Л* — оператор, сопряженный оператору Л,

Л -1 — оператор, обратный оператору А,
S — оператор перехода,
Т — разрешающий оператор,
Л >  0 — положительный оператор,
Л ^  0 — неотрицательный оператор,
Л ^  5Я, б >  0 — положительно определенный оператор, 

\\y\\A = V(Ay, у), г/е=Н,
||<р|1л_1 =  ] / (Л -1<р, ф), ф <=//.

прямоугольной

<0Л и обращаю-



Г л а в а  /  

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Настоящая глава носит вводный характер. В §§ 1, 2 па простейших при­

мерах поясняются основные понятия теории разностных схем: аппроксимация, 

устойчивость, сходимость и дается представление о некоторых методах ис­

следования устойчивости и сходимости, таких как метод разделения пере­

менных, принцип максимума, метод энергетических неравенств. В § 3 изло­

жены необходимые для дальнейшего вспомогательные сведения из функцио­

нального анализа.

§ 1. Основные понятия

1. Сетки и сеточные функции. Д ля  того, чтобы написать р а з ­
ностную схему, приближенно описывающую данное дифферен­
циальное уравнение, нужно совершить следующие два шага.

1. Необходимо заменить область непрерывного изменения 
аргумента областью дискретного его изменения.

2. Необходимо заменить дифференциальный оператор неко­
торым разностным оператором, а также сформулировать раз­
ностный аналог для краевых условий и для начальных данных.

После осуществления такой процедуры мы приходим к алге­
браической системе уравнений. Таким образом, задача о числен­
ном решении исходного (линейного) дифференциального уравне­
ния сводится к вопросу о нахождении решения полученной ал ­
гебраической системы.

Остановимся на этих вопросах несколько подробнее.
При численном решении той или иной математической задачи 

мы, очевидно, не можем воспроизвести разностное решение для 
всех значений аргумента, изменяющегося внутри некоторой об­
ласти евклидова пространства.

Естественно поэтому выбрать в этой области некоторое конеч­
ное множество точек и приближенное решение искать только
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в этих точках. Такое множество точек называется сеткой. От­
дельные точки называют узлами  сетки.

Функция, определенная в узлах сетки, называется сеточной 
функцией.  Таким образом, мы заменили область непрерывного 
изменения аргумента сеткой, т. е. областью дискретного измене­
ния аргумента; иными словами, мы осуществили аппроксимацию 
пространства решений дифференциального уравнения простран­
ством сеточных функций.

Свойства разностного решения и, в частности, его близость 
к точному решению зависят от выбора сетки.

Рассмотрим несколько примеров сеток.
П р и м е р  1. Р а в н о м е р н а я  с е т к а  на о т р е з к е .  

Разобьем единичный отрезок [0, 1] на N  равных частей. Р ас ­
стояние между соседними узлами х, — *,-i — h =  1 /N  назовем

шагом сетки. Точки деления
Xi =  ih — узлы сетки. Множество 
всех узлов w/i =  [х{ =  ih, i = 
=  1, 2, . . . ,  N — 1} и составляет 
сетку (рис. 1), в данном случае 
введенную на отрезке.

В это множество можно включить граничные точки х0 =  О, 
=  1. Обозначим =  {xi =  ih, i =  0, 1, . . . ,  N — I, /V}.
На отрезке [0, 1] вместо функции непрерывного аргумента 

у ( х )  будем рассматривать функцию дискретного аргумента 
yh(xi ).  Значения этой функции вычисляются в узлах сетки хи 
а сама функция зависит от

X qs Q 3/j Xg * • • ^  • • • X N —/ X

Рис. 1.

X N

шага сетки h как от параметра.
П р и м е р  2. Р а в н о м е р ­

н а я  с е т к а  на  п л о с к о с т и .  
Рассмотрим множество функ­
ций двух аргументов u ( x , t ) .  
В качестве области определе­
ния выберем прямоугольник

t п 

Г

b =J*

о

Ш/) '

h х i=lh
Рис. 2.

1 X
Разобьем отрезки [0, 1] оси 

х  и [О, Т] оси t соответственно 
на Ni  и N 2 частей; пусть h = 1/Wi, т =  T/N2. Через точки деле­
ния проведем прямые, параллельные соответствующим осям. 
В результате пересечения этих прямых получим узлы (xit tj),  ко­
торые и образуют сетку (рис. 2)

«лт =  {(**>

Эта сетка имеет шаги h и т соответственно по направлениям х  
и t. Соседними узлами сетки называются узлы, лежащие на од-
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ной и той же прямой (горизонтальной или вертикальной), рас­
стояние между которыми равно шагу сетки (h или т).

П р и м е р З .  Н е р а в н о м е р н а я  с е т к а  н а  о т р е з к е .  
Рассмотрим отрезок О х ^  1. Вводя произвольные точки
О <  х\ <  * 2  <  • • • <  *лг- 1  <  1. разобьем его на N  частей. М ноже­
ство узлов {xi: i =  О, . . . ,  N , jc0 =  0, х к =  1} образует неравномер­
ную сетку ш,г [0, 1]. Расстояние между соседними узлами — шаг 
сетки, — равно /г,- =  x t — x ^ t  и зависит уже от номера t узла, 
т. е. является сеточной функцией. Шаги сетки удовлетворяют 
условию нормировки

N

2  А ,=  1.i =!

П р и м е р  4. С е т к а  в д в у м е р н о й  о б л а с т и .  Пусть на 
плоскости х =  ( х , , х2) дана область G сложной формы с грани­
цей Г. Проведем прямые х ^ ] = i {h t, г, =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ,  Л, > 0 ;  
x[h) =  i,,hv  i2 =  0, ±1 ,  ±2 ,  . . . ,  h , >  0. Тогда на плоскости
( х , , х 2) получим сетку (решетку) с узлами [i{hb k h 2), iu к  = 
=  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .  Эта ре­
шетка равномерна по ка- ^ л
ждому из направлений
Ох\ и Ох2. Нас интере- ---- ------------ ------------■——----- ------
cviot только те узлы, ко-
торые принадлежат обла- J '
сти U =  G +  Г, включая ^  " " " " V -
границу Г. Те узлы (  Е \
(i\hu i2h2), которые попа- __________________ (___(|___м ^
ли внутрь G, назовем вну- I
тренними, а их совокуп- I ^ J
ность обозначим с о л -------»—и-----------<-----»---- ' ---- у ----------
(рис. 3). Рассмотрим ТОЧ- \  >: 1
ки пересечения прямых vv — ,___  ___
x\i>'> = i ih l и x ^  = i2h2,
*1, *2 =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .  с Рис. 3.

границей Г; эти точки на­
зовем граничными  узлами, а множество всех граничных узлов 
обозначим yh. На рис. 3 знаком X обозначены граничные узлы, а 
значком .о — внутренние узлы. Из рис. 3 видно, что имеются гра­
ничные узлы, которые отстоят от ближайших к ним внутренних 
узлов на расстоянии, меньшем или Л2- Таким образом, хотя
сетка на плоскости и равномерна по х\ и я2> но сетка сол =
= а>н + Ун Для области G неравномерна вблизи границы. Более 
подробно эта сетка_будет рассмотрена в гл. IV.

Итак, область G изменения аргумента х мы заменяем сет­
кой щ ,  т. е. конечным множеством точек Хи принадлежащих G.

”1 '
>

( е \
\ 0 )

\ ) '

Рис. 3.
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Вместо функций и(х)  непрерывного аргумента x ^ G  будем рас­
сматривать сеточные функции y ( x t), т. е. функции точки х и яв­
ляющейся узлом сетки шд =  {х,}. Сеточную функцию у ( х {) мож ­
но представить в виде вектора. Если перенумеровать все узлы 
в некотором порядке х и х2, . . . ,  x N, то значения сеточной функ­
ции в этих узлах можно рассматривать как компоненты вектора

Если область G, в которой построена сетка, конечна, то раз­
мерность N  вектора Y конечна. В случае неограниченной области 
G сетка состоит из бесконечного числа узлов и размерность век­
тора У также бесконечна.

Обычно рассматриваются множества сеток {озп}, зависящих 
от шага. Л как от параметра. Поэтому и сеточные функции ун(х)  
зависят от параметра h (или от числа узлов N  в случае равно­
мерной сетки). Если сетка ьзн неравномерна, то под h следует 
понимать вектор h — (hu h2, hN) с компонентами h u . . .  
. . . , hN. Это же замечание относится и к случаю, когда область 
G многомерна, х  = (х и . . . ,  х р)\ тогда h — (hi, h2, . . . ,  h v ), если 
сетка ш/, равномерна по каждому из аргументов Х\, х 2, . . . ,  х р.

Функции и(х)  непрерывного аргумента , r e G  являются эле­
ментами некоторого функционального пространства #о- Множе­
ство сеточных функций ун(х)  образует пространство Н п. Таким 
образом, используя метод конечных разностей, мы заменяем про­
странство # 0 пространством H h сеточных функций ун(х) .

Рассматривая множество сеток {ю/J, получаем множество 
{Hh} пространств сеточных функций, зависящих от параметра h. 
На линейном пространстве H h вводится норма II-IU, являю щ ая­
ся сеточным аналогом нормы || • Но в исходном пространстве Н0.

Укажем простейшие типы норм в Н и для случая сеток со/, =
— (Х{ — ih) на отрезке 1 (индекс h у yh опускаем).

1) Сеточный аналог нормы в С:
|| у  ||с =  шах | у (х) | или || у  ||с =  шах | у { |.

0<(<ЛГ

2) Сеточные аналоги нормы в L2:

или

В дальнейшем будем, как правило, пользоваться нормами, 
индуцированными скалярными произведениями на Hh (сеточны­
ми аналогами норм в L 2, W 12 и др.),
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Пусть и(х )  — решение исходной непрерывной задачи, и е  Н 0, 
yh — решение приближенной (разностной) задачи, у н ^ Н ь -  Ос­
новной интерес для теории .приближенных методов представляет 
оценка близости уи к и. Однако yh и и являются векторами из 
разных пространств. Имеются две возможности:

1. Сеточная функция у%, заданная в узлах сo/t (G) доопреде­
ляется (например, при помощи линейной интерполяции) во всех 
остальных точках х  области G. В результате получаем функцию 
у(х,1г)  непрерывного аргумента х  е  G. Разность y ( x , h )  — и(х)  
принадлежит Н0. Близость ун к и характеризуется числом 
|| у (х, h ) — и (х) Но, где II • ||о — норма на Н 0.

2. Пространство Н 0 отображается на пространство H h. К а ж ­
дой функции и(х)  ё Я о  ставится в соответствие сеточная функ­
ция t ih(x), х  ge о/г, так что Uh = 3>hU^-Hh,  где — линейный 
оператор из Н0 в Нн- Это соответствие можно осуществить р а з ­
личными способами (выбирая разные операторы ^ Л). Если 
и ( х ) — непрерывная функция, то полагаем Uh(x) — U(x),  где 
х  е  со л. Иногда определяют Uh(Xi) в узле x t е  ьзн как интеграль­
ное среднее значение и(х)  по некоторой окрестности (например, 
диаметра 0 ( h ) )  данного узла x t (= (од. В дальнейшем всюду бу­
дем предполагать, что и(х)  непрерывная функция и «/,(*,) =  
=  u(Xi) для всех Xi (= сал.

Имея сеточную функцию uh, образуем разность y h — И/„ яв­
ляющуюся вектором пространства Нь. Близость ун к и характе­
ризуется числом ||уи — MhIU, где || • IU — норма на Hh. При этом 
естественно требовать, чтобы норма IML аппроксимировала нор­
му || • Но в следующем смысле:

1™ II «л На ~  II м На й->0

для любого вектора и из Яо. Это условие будем называть усло­
вием согласования норм в Ни и Н о.

Мы всюду используем второй путь, исследуем погрешность 
разностных методов в пространстве сеточных функций. В боль­
шинстве случаев эти пространства являются конечномерными.

Как будет показано в дальнейшем, оказывается возможным 
провести изложение основных вопросов теории разностных схем, 
трактуя Hh как абстрактные линейные пространства любой раз ­
мерности.

После того, как мы познакомились на простейших примерах 
со способами построения сеток и тем самым пространств Ни 
сеточных функций, перейдем к вопросу о разностной аппрокси­
мации дифференциальных операторов.

2. Разностная аппроксимация простейших дифференциаль­
ных операторов. Пусть дан дифференциальный оператор L, 
действующий на функцию v =  v ( x ) .  Заменяя входящие з  Lv



производные разностными отношениями, мы получим вместо Lv  
разностное выражение Lh'Oh, являющееся линейной комбинацией 
значений сеточной функции vn на некотором множестве узлов 
сетки, называемом шаблоном :

£ а М * )  =  2  Ац(х > £ ) М б )1^Ш(х)
И ЛИ

(LhVh)i =  2  А к (хи x i) v h (xj),
XjSlu (Xj)

где Ah(x,  g) — коэффициенты, h — шаг сетки, Ш (x) — шаблон 
в точке х. Такая приближенная замена Lv  на LhVh называется 
аппроксимацией дифференциального оператора разностным опе­
ратором (или разностной аппроксимацией оператора L).

Изучение разностных аппроксимаций оператора L  обычно 
проводят локально, т. е. в любой фиксированной точке х  про­
странства. Если v(x)  непрерывная функция, то vn(x)  =  v(x) .  
Прежде чем приступить к разностной аппроксимации операто­
ра L, необходимо выбрать шаблон, т. е. указать множество сосед­
них с узлом х узлов, в которых значения сеточной функции v(x)  
могут быть использованы для аппроксимации оператора L.

В этом пункте рассматриваются примеры разностной ап­
проксимации для простейших дифференциальных операторов.

П р и м е р  1. Lv — —ĵ .
Фиксируем некоторую точку х оси Ох  и возьмем точки х •— h 

и х  + h, где h >  0. Д ля  аппроксимации Lv  можно воспользо­
ваться любым из следующих выражений

L U -  + (1,

L - „ „  И д о - И д : - 1) (2)

Выражение (1) есть правая разностная производная  (ее мы 
будем обозначать иж), а (2) — левая разностная производная

(обозначение и*). Разностные вы-
x-h  х  x+h х  ражения LhV и LhV определены на

двух  точках (имеют двухточечные  
Рис. 4. шаблоны х, x + h и х  — h, х  соот­

ветственно,  см. рис. 4 ) .
Кроме того, в качестве разностной аппроксимации производ­

ной можно взять линейную комбинацию выражений (1) 
и (2)

i T v  э о ^  +  ( 1 - а )  vx, (3)

18 ГЛ. I. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 12
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где о — любое вещественное число. В частности, при а =  0, 5 
получаем так называемую центральную (двухстороннюю) раз­
ностную производную

1 , , , v (х + h) — v (х — К) ,.ч
»■ =  Т  (»* +  »*) =  — ----- (4)

Таким образом, оказывается, что можно написать бесчислен­
ное множество разностных выражений, аппроксимирующих 
Lv = v ' . Возникает вопрос: какую ошибку мы допускаем, ис­
пользуя ту или иную разностную аппроксимацию, и как ведет 
себя разность ф(х) =  LhV(x) — L v{x )  в точке х  при h —*■ 0. Ве­
личина i|)(x) =  L hv ( x ) — Lv(x )  называется погрешностью р а з ­
ностной аппроксимации Lv в точке х. Разложим v(x)  по форму­
ле Тейлора

А2
v ( x  ±  h) = v (х) ±  hv (х) +  v" (х) + О (/г3)

(предполагая при этом, что функция v{x)  — достаточно гладкая 
в некоторой окрестности (х  — /г©, х  +  h0) точки х  и h <  ho, ho — 
фиксированное число). Подставляя это разложение в (1), (2) и 
(4), получим

=  ° {х} =  V' (х) + |  V" (х) +  О ( П

у _ =  v [ x ) - v j x - h ±  =  (х) _  h {х) +  0  {h2)'

Vo —

h v ’ 2

=  o ' (x) + 0  (h2).

(5)

2 h

Отсюда видно, что

■ф =  vx — v'(x) = О {h), -ф =  Vx — v' (x)  =  0(h) ,  г]) =  Vo — v'(x) = 0 ( h 2).

Пусть V — класс достаточно гладких функций и е У ,  задан­
ных в окрестности Ш(х,  h0) точки х, содержащей при h <  Л0 
шаблон I l l ^x ,h )  разностного оператора Lh. Будем говорить, что 
L h аппроксимирует дифференциальный оператор L с порядком  
m  >  0 в точке х, если

а|) {х) =  Lhv (х) — Lv  (х) =  О (hm).

Таким образом, левая и правая разностные производные ап­
проксимируют Lv  =  v'  с первым порядком, а центральная разно­
стная производная — со вторым порядком.

п  о  г tt d 2VП р и м е р  2. Lv = v dx? '
Чтобы написать разностную аппроксимацию второй произ­

водной, надо использовать три точки (х — h, х, х  +  h),  т. е. взять



трехточечный шаблон. В этом случае
/ ,, _  v (x + h )- 2 o (x )  + v ( x - h )

/г2 • Wj

Замечая, что правая разностная производная в точке х  сов­
падает с левой разностной производной в точке х  + h, т. е. 
vx (x) =  Vj(x +  ft), перепишем (6) в виде

о г (х) — о - (х)  1
L hV = -------- -h— ;-----=  J  IVjc (х + h ) ~ V x (х)] =  v-xx (х). (7)

Пользуясь разложением функции v(x)  по формуле Тейлора, не­
трудно показать, что порядок аппроксимации в этом случае р а ­
вен двум, т. е.

О*, -  о" (х) =  О (ft2),
так как

v*x =  v"  + ~  v w  + О (/г4). (8)

П р и м е р  3. Lv = v w .
Выберем пятиточечный шаблон, состоящий из точек 

(х — 2ft, х — h, х, х + h, х  + 2ft)
и определим

LhV =  VjixxX'

Нетрудно проверить, что Lh аппроксимирует L  со вторым 
порядком, причем

Vxxxx -  И <4) =  0 (б) +  О  (f t4).

Разложение погрешности аппроксимации ф =  Luv — Lv  по 
степеням ft можно использовать для повышения порядка аппрок­
симации. В самом деле, имеем

о** - V " = ^ v ^  + О (ft4) =  ^  оШх + О т  

Отсюда следует, что оператор
. г __ №
LhV — Vхх j2 Vxxxx>

определенный на шаблоне (х  — 2ft, х  — h , x , x  +  ft, х  +  2h) аппро­
ксимирует Lv = v ” с четвертым порядком.

В принципе такой процесс повышения порядка аппроксима­
ции можно продолжить дальше и получить любой порядок ап­
проксимации в классе достаточно гладких функций н е У .  При
этом шаблон, т. е. число используемых узлов, возрастает. О д­
нако указанный прием повышения порядка разностной аппро­
ксимации не всегда можно рекомендовать для практического

2 0  ГЛ. I. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ [2
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применения, так как качество получающихся при этом операто­
ров ухудшается (в смысле монотонности, условий существования 
обратного оператора, устойчивости и т. д.).

i-г л г dv d2v , ,чП р и м е р  4. = v =  v (х, t).
Пусть (х, t ) — фиксированная точка плоскости ( x , t ) ,  h >  О 

и ч > 0 — два числа (шаги). Чтобы написать разностную ап. 
проксимацию Lhx для оператора L, мы должны прежде всего 
определить шаблон.

(z\t*r) {x-h, t +т) (x,t+r) (x+h, t+%7

(,x-h,t)  (x,t) {x+fyt)

a)
(x.t)

S)

(x-ti, t +т) (x,t+r) (x+h t+v)

{x-ti, t) (x+h, tj

Рис. 5.

Остановимся сначала на аппроксимациях простейшего типа. 
Пусть шаблон состоит из четырех точек (рис. 5, а).

Определим Lhx так:
v (х +  h, t) — 2v  (х, i) +  v { x  — h, t) /ГЛ

h2 ■ (У)

Д ля упрощения записи разностных выражений весьма в а ж ­
ным является вопрос о введении рациональной символики. 

Условимся о следующих обозначениях:
V =  V (х, t), v = v (х, t + %), v = v (x ,  t — т).

В этих обозначениях, например, разностная производная по t 
может быть записана следующим образом:

_  v ( x ,  / +  т) — v (х, t) V — V
Щ ~  ^

Учитывая (7) и (10), запишем (9) в виде

X X '

(10)

(90



При построении L\,% мы взяли значение Vxx в момент t (на 
нижнем  сл ое) .

И сп ол ь зуя  шаблон,  изображ енны й на рис. 5, б,  м ож н о  взять 
vхх в м ом ент  t +  т (на верхнем сл ое) ,  что д а ет

L >  =  v t - v - x . (11)

В зяв  линейную ком бинацию  (9') и (11) ,  получим о д н о п а р а ­
метрическое семейство разностных операторов

L №  = V t - ( ° * - xx + ( (12)

определенны х при о  Ф  0 и о  Ф  1 на шеститочечном ш аблоне,  
указан н ом  на рис. 5, в.

Д л я  оценки порядка разностной аппроксимации восполь­
зуемся форм улам и

d v ( x , t )  , т d 2v ( x , t )  , ^  , 9Ч d v { x , t  + т/2) , „  , п>

Ъ  =  .....+  Т — =  '  dt + ° ( т >>
д2У (х, t) . h2 д*У (х, 0  ( ; i

vxx— дхг +  \ 2  дх* + 0 { П )

_  д2у(х,  г + т/2) т &>v(x, t + T/2) ,

дхг 2 dx2dt +  +  т )>

_  d2o (* . t + т/2) . т t + т/2) . , ,  ,
0jc* -----------h 2 d ^ d i --------------------- Г О (/г +  Г*).

П одстав л я я  эти вы раж ения  в формулы для Lhlv,  Lhlv, Lh lv , 
получим

г (0) du (х, t) d 2v (х, t) , ч , ,
1) £лтУ = ---- ^ -------------^ ------ 0 { h 2 + i )  = Lv [х, t) + 0 ( h 2 +  т),

т. е.
■ф(0> =  Lhlv — Lv [х, t) = 0  (/г2 +  т),

os . (I) до(х,  t + т) (jc, / + т) , ^ /(.9 ,2) Lh.iV Qt qx2 ~т О \rl +  т) —

= Lv{x ,  t + %) + О (/г2 +  т),
т. е.

■ф(1) =  Lhlv  — Lv  (х , t + i) = 0  (/г2 +  т),
ON Г (0.5) dv(x,  t + т/2) (?2c O ,  t + т/2)
3)  L a t  V - j j -------------------------- ----------------- h  U  (И* +  x  ) =

^ L v ( x ,  t + T/2) + 0 { h 2 + T2),

г|5(0’5) =  — Z.0 (x, / +  т/2) =  0  (/i2 +  x2).

Таким обр азом ,  оператор  L^l  аппроксимирует L со вторым  
порядком по h  при л ю бом  а,  с первым порядком по т при
о- =  0, ст = 1  и со вторым порядком по т при а  — 0,5.

22 г л - I. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ [2
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i-г г г и~и d2vП р и м е р  5. L v = - ^ r - - ^ T .
В этом случае для записи разностного оператора Lux надо 

использовать значения сеточной функции в три момента време­
ни г1 — т, t, t +  t .  Минимальным является пятиточечный шаблон 
(рис. 6, а, 6, б, 6, в).

(x-h,t+T) [x,t* г) (x*h, t+t)

(x-h, t)

fa,t)

(x,t-x)
a)

fat+z)
a

|W$,t)

< 1
(X,t-T)

4)

(x,l*r)

fat )

[x-h, t- x) fa t-т) fa*//, t-t)
ffj

(x-h,t*r) fat+t) (x+h,Ut) 

fa*h,t) 

(x+ftj-r)

(x-h,t) fat)

(x-hj-T) М Ы

г)
Рис. 6.

Одна из возможных аппроксимаций (на шаблоне 6, в), ис­
пользующая значение Vjzx на среднем слое t, имеет вид

L h x V  =  vlt -  vxx, (13)
где

v n (х, t) =  (и (х, t + i ) - 2 v  {х, t) + v (x ,  t — т) )/т2.

Аналогично можно написать оператор

L h x v ^ v f t  — vxx (на шаблоне 6, а). (14)

На девятиточечном шаблоне (рис. 6, г) можно написать
двухпараметрическое семейство разностных операторов

L hx °,>0 =  v n ~  (а ^хх  +  (1 -  а, -  а 2) v£x +  а26Хх). (15)

При at =  аг =  0 отсюда следует (13), и при ог =  0, 0 1  =  1 сле-
/1 л \ о  d 2v (х, t )дует (14). Замечая, что Vft — — ^ — - ом,

+  0 (h 2) ,  видим, что оператор (13) имеет аппроксимацию 
0 (h z +  тг). Этот же порядок аппроксимации имеет и оператор 
(15) при 0 1  =  0 г =  а, где а —  любое число.



Отметим, что параметры <Ti и а 2, так же, как и параметр а  

в предыдущем примере, управляют не только порядком аппрок­
симации, но, как будет показано ниже, и таким важным свой­
ством, как устойчивость соответствующей разностной схемы.

П р и м е р  6. Lv — v" . Н е р е г у л я р н ы й  ш а б л о н  ( н е ­
р а в н о м е р н а я  с е т к а ) .

Пусть /г_ >  0 и /г+>  О— два числа. Возьмем трехточечный 
шаблон (х  — h - , x , x  + h+). Если h - 4 = h +, то шаблон будем на­
зывать нерегулярным  (сетка, построенная из таких шаблонов, 
неравномерна) . Введем обозначения

* =  0,5(Й_ +  А+)

2 4  ГЛ. I. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ [2

и определим Lhv по формуле
о (дс 4- h+) — о (х) v ( x )—v(x — h._)

(16)

Если /г_ =  h+ =  h, то Lhv совпадает с выражением (7) (см. при­
мер 2). Вычислим локальную погрешность аппроксимации 
(в точке х ) :

■ф (х) = L hv (х) — Lv (х).

Учитывая разложение достаточно гладкой функции v(x)  
в окрестности узла х:

Л2 Л3
v (х + h+) = v [х) + h +v'  (х) + -±-  v" (х) + v "  (х) + О (h+),

ti- h3
v (х -  h - )  =  v [х) -  h ^ v '  (х) + —  v" ( х ) ---- g- v "  (x) +  О (/г4_),

получаем

=  i>' (х) +  ^  v" (х) +  v "  (х) + О (А+), 

h
Vx =  v' (x) -  v" (x) +  v "  {x) +  О  (h I ) ,

L hv =  =  t»" (x) + v ' "  (x) + О m

(пользуемся тем, что h± <  2 Ь).
Выражение для гр (х) примет вид

г|) =  L hv — Lv — h+~ j h~ V "  +  О (h2) =  О (й). (17)

Таким образом, оператор (16) на нерегулярном шаблоне 
(h+ ф  h-)  имеет первый локальный порядок аппроксимации.
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3. Погрешность аппроксимации на сетке. До сих пор мы рас­
сматривали локальную разностную аппроксимацию (аппрокси­
мацию в точке). Именно в этом смысле и шла речь о порядке 
аппроксимации в предыдущем пункте. Обычно требуется оценка 
порядка разностной аппроксимации на всей сетке.

Пусть соh — сетка в некоторой области G евклидова про­
странства {х =  (jci, . . . ,  х р)}, H h — линейное пространство сеточ­
ных функций, заданных на сол, Н 0 — пространство гладких функ­
ций v ( x ) ,  || - По — норма на Я 0, 11-11 л — норма на H h. Предпола­
гается, что 1) существует оператор !?h такой, что £?hu =  
■=uh <=Hh для любого « е Я 0, 2) нормы || • 1U и |М10 согласова­
ны, т. е.

lim II &лм II* =  II и IIь
I h |->0

где \h \ — норма вектора h.
Рассмотрим некоторый оператор L, заданный в Н0, и опера­

тор Lh, преобразующий сеточную функцию vh в сеточную функ­
цию LhPh, заданную на со/, (т. е. действующий из H h в H h).

Назовем погрешностью аппроксимации  оператора L разност­
ным оператором Lh сеточную функцию

‘$>h = L h V h - (L v ) h ,
где vh = £Phv > (L v )h =  ( L v ) , v — любая функция (вектор, 
элемент) из Я 0.

Если || ф/, II/,—'► 0 при |Л| —> 0, то говорят, что разностный опе­
ратор Lh аппроксимирует дифференциальный оператор L.

Будем говорить, что разностный оператор Lh аппроксимирует 
дифференциальный оператор L с порядком m  >  0, если

I! Ън IIh =  II L hvh -  (Lv)h l\h =  О ( I h Г), (18)

или || L hvh — (Lv)h \\h ^  M | h Г ,  где M  — положительная постоян­
ная, не зависящая от \h\ .

З а м е ч а н и я .  1. Если h = (h\, . . . ,  h p )— вектор с компо­
нентами hu Л2, . . . ,  h p, то под \h\  можно понимать длину
|Л |  =  (Л? +  . . .  + Л р ) 2. Может оказаться, что аппроксимация по 
Ад, а =  1, 2, . . . , р различна по порядку. Тогда вместо (18) бу­
дем иметь

Р

Н^А^А —(£у)аН л< М  2  Аа“, где т а >  0.
а=1

Выбирая среди т и . . . ,  т р наименьшее число и обозначая его 
через т,  получим оценку (18).

2. Если сетка т  неравномерна, т. е. h = (hu . . . ,  hN),  где 
N  — число узлов, то, например, | Л | =  max ht или |/ i | есть

среднее квадратичное значение.



Рассмотрим примеры.
П р и м е р  1. Р а з н о с т н а я  а п п р о к с и м а ц и я  н а  н е ­

р а в н о м е р н о й  с е т к е .  Рассмотрим оператор Lv =
в пространстве Но =  CW ф ункций, заданных на отрезке 
0^Сл:<11. Выберем на отрезке 0<^л:<11 произвольную неравно­
мерную сетку

“ Л =  {.гг. i =  0, 1, . . . ,  /V, х0 =  0, х х = \}.

Оператору Lv,  согласно примеру 6 предыдущего пункта, поста­
вим в соответствие разностный оператор

(£*»)< =  7^- °L -  - - Щ- ] » и« =  и (^).  й/ == 0,5 (А< +  А<+1),
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определенный в узле Xi на нерегулярном трехточечном шаблоне
(■̂г —Ь -̂ гН-l) •

Вводя обозначения
V, — V, . 0. , . — о .  О. , I — V.

71 __ t t I ffi ■ 71 — t *Г I t ------ l ~Ь 1 I
Vx, i —  и . j " x f / —  f + I —  u, ) Vx, i —  fc >

n i " t+ i  n i

оператор можно записать в виде
(LhV)i =  a**, г =  и**.

В п. 2 была найдена локальная погрешность аппроксимации

=  а ^ ) , -  -  (^P)t -  v ' "  +  О (/tf), г =  1, 2 , . . . ,  t f - 1 .

Отсюда видно, что оператор Lhv имеет в сеточной норме С пер­
вый порядок аппроксимации

II “Ф Пс =  max I “Фг I =  О (/г), Л =  шах Лг.
K K N - 1  кг<лг

В сеточной норме L2 такж е получаем первый порядок:
/ЛГ-1 у/2

ИII =  ( 2 ^ ]

Однако в норме

И '(-2) '
ЛГ-! / I \2'

2  Лг 2,г= 1  \4=i
■ф имеет второй порядок, так что

II “ф 11,_2) =  О (Л2), где Л =  шах Лг.

Д окаж ем  это утверждение. Перепишем г|э в виде

(19)
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Принимая во внимание, что v't”  =  wj", +  О (Лг+]), находим 
/2 " t  12 г гг

^  =  ...6Лг----------+  =  ^
о

где гр* =  О (Л2) в любой норме. Главный член г|эг в разложении 

■ф; =  +  г|э! имеет «дивергентный вид». Поэтому

S, -  2  6 А  = 2  ( Ч , Л " ,  -  к Х " ) 1 в - ( 1 ’и У ш  ~  * Х ") /6-

Отсюда видно, что
I S, К  М/г2,

и, следовательно,
/JV-I \ ‘/2

N i u  =  ( s  hiS i j  = 0 { h %

Так как

И11(_2)< Н 1 1 (_2) +  И*11(_2) и ||г|э* ||(_2) =  О (/г2),

то || гр ||(_ 2) ^  М/г2, т. е. погрешность аппроксимации в норме 
|| • ||(_2) имеет второй порядок.

Отметим, что норма || • ||(_2) согласована с нормой || и ||0 =

/ X

J d x  ( J u( l )  d \
.0 V0

72

, так что || uh ||(_2) - > || и ||0 при /г-> 0.

Разобранный пример показывает, что исследование локаль­
ной аппроксимации может оказаться недостаточным для сужде­
ния о порядке разностной аппроксимации и тем самым для су­
ждения о качестве разностного оператора.

Выбор подходящей нормы для оценки погрешности аппро­
ксимации связан со структурой оператора и в каждом конкрет­
ном случае должен быть предметом изучения. Связь между опе­
ратором и нормой для оценки погрешности аппроксимации в об­
щем виде установлена в гл. V. Ее конкретизация для данного 
случая естественно приводит к норме || • 11<—2)-

Аналогичная ситуация встречается и при изучении разност­
ных аппроксимаций для оператора Lu  =  (k u ' ) ' , где k ( x ) — ку­
сочно-непрерывная функция (см. гл. III).

Если ищется решение и(х,  t) нестационарного уравнения 
(например, уравнения теплопроводности), то п е р ч ен н а я  t 
(время) выделяется. Функция и(х ,  t) как функция аргумента х 
является элементом пространства Н 0. Пусть ш/г — сетка в обла­
сти G пространства {х = (хи . . . ,  х р)}, шт — сетка на отрезке



Сеточная функция y { x , t )  = y ln (x , t )  определена на
сетке

w/!x =  ®it X =  {{х, t), л е и / , ,  t e  (ox}.

Как функция аргумента x e w / ,  она является вектором про­
странства Hh с нормой | | -ll/i- Для оценки у(х ,  t) на сетке со̂ т 
обычно используется норма

II y h x  =  max || y( t)  ||л, (20)

пли одна из норм

Ш л г =  2  т||у(011л> Ш йх =  [ 2  т | Ы 0 1 ! ? .  (21)
Ш(лх .Ша>х J

Пусть Lhlv ln — разностная аппроксимация оператора Lu, 
и = и(х,  t). Оператор Lhx определен на сеточных функциях 
Vhx(x, t),  заданных на сетке солт.

Пусть v ( x , t) как  функция х  принадлежит Н 0. Тогда 
Vh(x , t ) =  t) принадлежит H h для любого t е  [0, rf0], Если
v(x,  t) непрерывна no t, то можно положить VhX{x, t) =  Vh(x, t) 
для всех / е с о т .  Таким образом, vhr(x, t) задана на сетке ынх 
и можно определить погрешность аппроксимации

'Флт (̂ > 0  =  Lhx^hx (̂ > 0  {Lv)hx{%> 0> {%’ 0  ^  ®Af

Будем говорить, что L hx аппроксимирует L с порядком m  >  0 
по х и с порядком га >  0 по t, если в классе достаточно гладких 
функций v(x,  t) выполняется оценка

H hx(x, t)\\h% = 0 ( \ h \ m + xn) или ! l f e l U < M ( | / i r  +  A

где М  — положительная постоянная, не зависящая от \h\  и т. 
П р и м е р  2. = 0 < х < 1 ,  0 < t ^ . t 0,

Lhxv = v t -  v ix .

Оператор Lhx пишется во всех внутренних узлах сетки 

соЛ1. =  {(*(, tj), x t =  ih, tj  = jx, 0 < i < N ,  0 <  /  < j0, j0 = t0l т}.

Если v(x,  t) имеет две производных по t и четыре производ­
ных по х ( в е С 1 ) ,  непрерывных в прямоугольнике

( о < * < 1 ,  о

то в каждом внутреннем узле сетки со̂ т, согласно п. 2, имеем 

■флт (*> О =  Lhxvhx -  {Lv)h1 =  О {Нг + х).

2 8  Г Л. I. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ [3
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Отсюда следует, что Lhx аппроксимирует L со вторым порядком 
по х  и с первым порядком по / в любой из норм (20) и (21),

/ЛГ- 1  у/,
где II IL =  шах | -ф | либо ||i|)||A=  2  и т. д. Таким обра­

з е  <оЛ \>=1 /
зом, в этом случае из локальной аппроксимации следует аппрок­
симация на сетке.

До сих пор мы рассматривали погрешность разностной 
аппроксимации на функциях и, принадлежащих некоторому 
классу V. В частности, в наших примерах в качестве V выби­
рался класс достаточно гладких функций.

Пусть теперь v является решением некоторого дифференци­
ального уравнения: v = и\ например,

Lu  =  и" = — f.

В качестве разностной аппроксимации оператора, стоящего 
слева, Lv = v"  выберем LhV = Vxx• Выше было показано, что на 
равномерной сетке

L hv = v" + - ^ v ^  + ^ v ^ ( x  + Qh), -  1 < 0 < 1 .

Подставим сюда v  = и, и"  — — f, Ф )  = — f "  и предположим, 
что f "  — 0, а следовательно, и =  0 для k >  2. Тогда Lhu =  
=  и"  =  Lu, т. е. погрешность аппроксимации в классе решений 
уравнения Lu  =  — /, где f — линейная функция, тождественно 
равна нулю, гр =  0. В этом случае говорят, что аппроксимация 
точная. Если же f "  ф  0, то разностный оператор можно подпра­
вить, вводя оператор

L hv = L hv + - £ / " ,

и для этого оператора имеем ф =  Lhu — Lu = 0 ( h 4).
Таким образом, рассмотрение погрешности разностной ап ­

проксимации на решении дифференциального уравнения может 
использоваться для повышения порядка аппроксимации.

4. Постановка разностной задачи. До сих пор мы занимались 
приближенной заменой дифференциальных операторов разност­
ными. Однако задачи математической физики помимо диффе­
ренциального уравнения включают и дополнительные условия — 
краевые и начальные, которые обеспечивают выделение един­
ственного решения из всей совокупности возможных решений.

Поэтому при формулировке разностной задачи, помимо ап­
проксимации дифференциального уравнения, необходимо эффек­
тивно описывать в разностном виде эти дополнительные усло­
вия. Совокупность разностных уравнений, аппроксимирующих 
основное дифференциальное уравнение и дополнительные усло­
вия -(краевые и начальные), называют разностной схемой,..
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Сначала проиллюстрируем сказанное на примерах.
П р и м е р  1. З а д а ч а  К о ш и  д л я  о б ы к н о в е н н о г о  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я .

Выберем простейшую равномерную сетку 

«л =  {*i =  ih, i =  1, 2, . . . } 

и поставим в соответствие задаче (22) разностную задачу:

При этом правую часть <р* можно задавать различными спосо­
бами, например,

лишь бы выполнялось условие qp*— U = 0 ( h ) .
Для нахождения решения получаем рекуррентную формулу

У1+\ = У 1 +  г =  0, 1 , 2 , . . . ,  где у 0= и0.

П р и м е р  2. К р а е в а я  з а д а ч а .
u " ( x ) =  — f (x) ,  0 < х < 1 ,  и(0) =  щ, u{\ )  = \i2. (23)

Выберем опять равномерную сетку
сол =  {xt- =  г/г, 1 = 0, 1, N, hN  =  1}.

Разностную задачу запишем в виде:

В результате получим систему алгебраических уравнений 
с трехдиагональной матрицей. Такую систему можно решать, 
например, методом прогонки (см. п. 9).

П р и м е р з .  П е р в а я  к р а е в а я  з а д а ч а  д л я  у р а в ­
н е н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и .

и'  =  /  (х ), х > 0 ,  и (0) =  щ. (22)

Ф< =  /  (*<). Ф< =  0.5 (f (хд  +  f  (;cJ+i ) ),

yi + l - 2 y i + yi - i 
№i/0 _  Hi»

Ух =  Иг

или

(2 3 а )

Lu  =  =  *)• 0 < х < 1 ,  0 < / < / 0, '

и (0 , / )  =  МО> и (1, 0  =  
и(х,  0) =  и0(х).

(24)

Выбрав равномерную сетку

©Лг =  {(*< =  г7г> */ =  /*)> * =  °> U • ••> N u / =  0, 1, N2]
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п простейший четырехточечный шаблон (см. п. 2, пример 4), по­
лучим разностную задачу

Уг = У хх +  Ф>
или в индексной форме:

у ,Г\х ' ~  +срj, K t ^ - l ,  0 < / < Л Г 2- 1 ,

Уо =  /)> ~  ^2 (̂ /)>

У? =  wo (*;)'
(24*)

Правую часть ф можно задавать различными способами
Ф/ =  / ( * „  t }), 4>l = f { x l, t l+m), и т. д.

Разностная задача (24Л) является примером использования так 
называемой явной схемы: значения решения на верхнем времен­
ном слое yi+l определяется через значение на предыдущем слое 
по явным формулам

yl+i = yl + %(y iXx + <pf).

Рассм отр им  неявную схему

y t = Ухх +  Ф’ У (■*> °) =  “о (*)> У( 0  =  1*1 (0. ^(1. 0  =  йа (0.
/ £= сот, д: £= (O/j.

Д л я  определения значений у  = yi+l на ( / +  1)-м слое получаем 
систему алгебраических уравнений

у ’+‘/т -  у <+1 =  F ’, F1 = уЦх +  ф'

с трехдиагональной матрицей. Эту систему можно решать ме­
тодом прогонки (см. п. 9).

Д о  сих пор мы рассматривали краевые условия первого рода, 
которые на разностной сетке аппроксимировались точно. В слу­
чае краевых условий третьего рода вопрос об их аппроксимации 
требует специального исследования. Н а этом вопросе мы оста­
новимся позже.

5. О сходимости и точности схем. При решении некоторой 
задачи приближенным методом в конечном счете надо иметь 
предварительное суждение о том, с какой точностью можно при­
близить при помощи этого метода точное решение задачи.

П оэтом у  следует рассмотреть вопрос о  сходимости и точно­
сти разностных схем.

Пусть в области G с границей Г требуется найти решение ли­
нейного дифференциального уравнения

Lu = f{x),  x e G ,  (25)
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удовлетворяющее дополнительным (краевым или начальным) 
условиям

iu = \i{x), х е Г ,  (26)

где f (x )  и ]я(д:) заданные функции (входные данные задачи),
I — некоторый линейный дифференциальный оператор. Предпо­
ложим, что решение задачи (25) — (26) существует и един­
ственно.

Область G +  Г непрерывного изменения аргумента (точки) 
заменяется дискретным множеством точек (узлов) л'; — сеткой.

Пусть h — векторный параметр, характеризующий плотность 
расположения узлов, м/, — множество внутренних узлов сетки, 
Yh — множество граничных узлов. Задаче (25) — (26) поставим 
в соответствие разностную задачу

^нУл=  Фа. *еЕсой; lhy h = t h при х  е= уп, (27)

где фЛ(дг) и %п{х) — известные сеточные функции. Здесь Lh и 
/> 1 — операторы, действующие на сеточные функции, заданные 
для J  е  %  =  м/, +  \h. Решение ук задачи (27) есть сеточная 
функция, определяемая в узлах сетки й^. Меняя h, т. е. выби­
рая различные сетки й^, мы получаем множество решений {yh}, 
зависящих от параметра h. Таким образом, следует рассматри­
вать семейство схем (27), соответствующих различным значе­
ниям параметра /г.

Основной целью всякого приближенного метода является по­
лучение решения исходной (непрерывной) задачи с заданной 
точностью е >  0 за конечное число действий. Чтобы выяснить 
принципиальную возможность приближения решения и задачи 
(25) — (26) решением y h задачи (27) с любой заданной точно­
стью е > 0  в зависимости от выбора шага h(e ) ,  мы должны 
сравнить ун и и ( х ) .

Это сравнение будем проводить в пространстве H h сеточных 
функций. Пусть uh — значение и(х)  на сетке м/,, так что и,, е  Hh.

Рассмотрим погрешность разностной схемы (27):

Zk Ук
Напишем условие для z h. Подставив уь, =  z h '+' uh в (27), по­

лучим для Zh задачу того же типа, что и (27):
х  е  соЛ; lhz h ~ ^ h ^  х е у  /,, (28)

где
'Фл Фл ^  h %h

Правые части грл. и va задачи (28) называются погрешностью 
аппроксимации уравнения (25) разностным уравнением (27) и 
соответственно погрешностью аппроксимации условия (26) раз­
ностным условием /лг/л =  %ь на решении задачи (25) — (26),
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Обычно говорят короче: \р/, — погрешность аппроксимации для  
схемы Lhyh =  ф/, на решении и(х)  уравнения  (25), vh — погреш­
ность аппроксимации для условия lhy h =  на решении задачи  
( 2 5 ) - ( 2 6 ) .

Д ля  оценки погрешности схемы Zh и погрешности аппрокси­
мации грл, \ ’h введем на множестве сеточных функций нормы 
II' !!()/г)> II • 1(2/г) и II • 1(3/г) соответственно.

Будем говорить, что решение разностной задачи  (27) схо­
дится к решению задачи (25) — (26) (схема (27) сходится), если

I|zaII(ia) =  II^ a -« a I I (ia )- > 0 при | h | -> 0 ,

или || z h =  р ( | А | ), .где р (! А | ) - > 0  при | А | -> 0.
Разностная схема (27) сходится со скоростью 0 ( | А | П) или  

имеет п-й порядок точности (имеет точность 0 ( | А | П)) ,  если при 
достаточно малом |/г| А0 выполняется неравенство

‘л У н - и п  ILЛ < М | А | " ,

где М  >  О — постоянная, не зависящая от | А | , п >  0.
Говорят, что разностная схема (27) обладает п-м порядком  

аппроксимации , если
Н а И^) =  0(1 А Г), II Va 11^ =  0 ( |  А Г).

Обозначая fh и (Lu)h значения f ( x )  и Lu(x )  на сетке шь и 
учитывая, что (/ — L u ) h = О, запишем i|)ft в виде

=  (Фа ~  ^лмл) — { fh ~ (L u)h) ~  (фf i ~ f н) +  {(Lu)h ~  ^лмл) =

Таким образом, погрешность аппроксимации схемы грл скла­
дывается из погрешности аппроксимации =  ФЛ — f h правой 
части и погрешности аппроксимации i|^  = (Lu)h — L huh диффе­
ренциального оператора.

Так как грл есть погрешность аппроксимации в классе реше­
ний дифференциального уравнения, то условие II И(2Л) =  О (| А |")
может быть выполнено, если tpy* и не имеют по отдель­
ности п-то порядка. Иллюстрирующий это утверждение пример 
был рассмотрен в п. 3.

Возникает вопрос: как зависит порядок точности схемы от 
порядка аппроксимации на решении? Погрешность z h =  y h — uh 
есть решение задачи (28) с правой частью грл (и vh). Поэтому 
вопрос о связи порядка точности с порядком аппроксимации 
сводится к вопросу о характере зависимости решения разност­
ной задачи от правой части. Если z h непрерывно (и притом р ав ­
номерно по /г) зависит от г|)Л и Vh (схема устойчива) , то порядок 
точности совпадает с порядком аппроксимации.
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Определение устойчивости разностной схемы будет дано 
в п. 8. Остановимся сначала на связанном с постановкой раз­
ностных задач вопросе об аппроксимации краевых и начальных 
условий на решении исходной задачи.

6. Метод аппроксимации краевых и начальных условий. Из 
предыдущего пункта следует, что точность схемы зависит от по­
рядка аппроксимации на решении исходной задачи не только 
уравнения, но и дополнительных условий (краевых или началь­
ных) .

В этом пункте мы рассмотрим ряд примеров повышения по­
рядка аппроксимации краевых и начальных условий без увели­
чения числа узлов сетки, участвующих в аппроксимации.

П р и м е р  1. Т р е т ь я  к р а е в а я  з а д а ч а  д л я  о б ы к н о ­
в е н н о г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  в т о ­
р о г о  п о р я д к а :

х), q =  const, 0 < д : <  1, j 
л ,п\ } (29)

— "  аи  (0) — Ць и(1) =  ц2- ]
*

Выбрав равномерную сетку =  {Хг =  гТг, 0 запишем
разностное уравнение в виде

УXX - Я У = -  ф> (30)

где ф; =  f(Xi),  если f ( x )  — непрерывная функция.
Краевое условие при х =  1 удовлетворяется точно

У ^ )  =  Уы = \̂ 2- (31)

Первую производную и ' (0) заменим правой разностной произ­
водной ух, о =  {у 1 — У о)/Л и краевое условие при х  = 0 напишем 
в виде

Ух,о =  о У о - Р 1 или lhy  = \iu (32)

причем оператор h  определен на двухточечном шаблоне (0, h).  
Подставляя сюда у =  z  + и, где и — решение задачи (29), по­
лучим для погрешности z  условие

z x, о ~  a z o —  v i>

где vi — погрешность аппроксимации для краевого условия на 
решении, равная

Vi =  щ  +  и х> о -  а щ .

Р азлагая  и(х)  в окрестности узла х =  0 по формуле Тейлора:
h2
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находим
о =  «о +  °-5К '  +  О (h2), (33)

v, =  [щ +  и' (0) -  аи  (0)] +  0,5hu"  (0) +  О (/г2) =  0,5hu"  (0) +  О (/г2),

так как +  и ' (0) — сги(О) =  0. Отсюда видно, что vi =  0 ( h ) .  
Подправим условие (32) так, чтобы порядок аппроксимации со­
ставлял 0 ( h 2). Используем для этого тот факт, что и(х)  есть 
решение исходной задачи (29). Выразим из дифференциального 
уравнения « ' ' (О ) :

u"(0) = q u ( 0 ) - f ( 0 ) .  (34)

Подставляя (34) в (33), получим
их, 0 - 0 , 5 h (qu (0) -  /  (0)) =  и'  (0) +  О (h2), (35)

т. е. выражение в левой части (35) аппроксимирует производ­
ную и' (х)  в точке х — 0 на решении уравнения и"  — qu — — f 
со вторым порядком.

Отсюда и из (32) следует, что краевое условие
Ух,о = аУо~  £i> o = a + 0,5hq,  Д, =  ц, +  0,5/г/(0) (36)

имеет второй порядок аппроксимации на решении задачи (29).
Отметим, что нам удалось повысить порядок аппроксимации, 

не увеличивая числа узлов сетки, которые использовались для 
аппроксимации краевого условия.

П р и м е р  2. Т р е т ь я  к р а е в а я  з а д а ч а  д л я  у р а в н е ­
н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и :

+  /(*> 0. 0 < * < 1 ,  0 <  t < /0, . и (х, 0) =  и0(х),д t дх2

* Ц ^  =  ви(0,  t ) ~  ii,(/),  и(  1 , / )  =  |х2(/).
(37)

дх

На сетке анх, описанной в п. 1, напишем явную схему

Ух =  У ах +  Ф> У °) =  “о (*)> */ (1 > 0 =  И 2 (0. (38)

где ф =  ф' =  /  (х р /,).
Эта схема имеет аппроксимацию О (h2 +  т). Построим р а з ­

ностную аппроксимацию того же порядка для краевого условия 
при х  =  0. Д ля  этого рассмотрим

« « , » - ^ а + 1 2 т ^ д + 0 ( а*).

Пользуясь уравнением теплопроводности при х  — 0, найдем 
д2и (0, t) ди (0, t) f/n (->
— дх? = — ’ ®тсюда следует, что

их (о, 0 - 4  -  /  (0 , о) = ^ J l +  о (h2),
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т. е. выражение, стоящее слева, аппроксимирует производную 
ди-jj- при х  = 0 с точностью О (h2).

и (0, t+x) — u (0, /)разностной производной utt 0=  —̂ ------------5—
х~0 х

о диЗаменяя-гт- dt
получим разностное краевое условие при х  = 0:

г/*,о =  0.5/гг/*,о +  стг/ j -  ^  =  щ +  0,5А/(0, /)■ (39)
Оно имеет аппроксимацию О (1г2 + %2) на решении задачи (37).
В случае неявной схемы

y t = Уях +  Ф
вместо (39) следует взять условие

Ох, о =  0,5Ау и о +  ffpo ~  Дь Й1 =  М-j +  0,5А/ (0, t). (40)

П р и м е р  3. Г и п е р б о л и ч е с к о е  у р а в н е н и е  в т о ­
р о г о  п о р я д к а :

д2и д2и
др -  дх* ' О. 0 < х < 1 ,  0 < i ^ t 0,

и ( о ,  t )  =  U i ( t ) ,  и (  1, t )  =  u 2 ( t ) ,

и (х, 0) =  и0 (х), д“ (*’t =  й0 (х).

(41)

Очевидно, что при аппроксимации задачи (41) особое внимание 
следует обратить на запись в разностном виде начального усло-

диВИЯ ДЛЯ производной -JJ- .
Пусть дана равномерная по х и t сетка апх с шагами h и т 

(см. п. 1).
Если мы воспользуемся простейшей аппроксимацией 

щ( х,  0) =  й0{х),

то погрешность аппроксимации будет величиной О (т).  Предста­
вим щ (х, 0) в виде

, m и (х, т) и (х, 0) _  ди (х, 0) , т д2и (х, 0) , ^
Щ\х , и; т at 2 дР + и 1т )-

Обратимся теперь к исходному дифференциальному уравнению 
и найдем

а * и ( х , 0 ) _ * и ( х , 0 у . Ч { Х ' 0) =  L«oW  +  /(x ,  0), L u 0 == .d2“°dt2 дх2 i I ' I V". -/> ^<*0 dx2

diu {x, 0) d2uB (x) „так как — gxS =  — ■ Отсюда следует, что

щ (X, 0) -  0,5т  (Lu0 + f  (X, 0 ) ) -  ди §  0) +  О (т2).



Поэтому разностное начальное условие

y t (x, 0) = й0(х), где й0(х) = й0(х) +0,5т (Lu0 + f{x,  0)),
, , , ,  ди (х, 0) _ / ,аппроксимирует на решении задачи (41) условие— ^ —-  =  и0{х)

со вторым порядком по т.
Условие и(х,  0) =  и0(х) и краевые условия в данном случае 

аппроксимируются точно. В качестве разностной аппроксима­
ции уравнения можно взять, например, одну из схем, рассмо­
тренных в п. 2.

Из предыдущего изложения следует, что при повышении 
порядка аппроксимации краевых и начальных условий мы суще­
ственно использовали существование и непрерывность произ­
водных, входящих в уравнение, на границе области (при л: =  0 
или £ =  0),  а также существование и ограниченность третьих 
производных решения.

П р и м е р  4. Т р е х с л о й н а я  р а з н о с т н а я  с х е м а  д л я  
у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и .  Рассмотрим первую 
краевую задачу

f r  =  S -  +  ^ * ’ *)’ ° < * < ! -  '
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и(х,  0 ) = иэ(х),
и(0,  t) = u,(t),  и{ \ ,  t) = и2 (/).

(42)

Д ля решения уравнения теплопроводности (42) часто приме­
няются гак называемые трехслойные схемы, использующие зн а­
чения сеточной функции y j~l {x), y j (x),  y i+l(х) на трех времен­
ных СЛОЯХ tj—1 , /j, tj -̂\.

Например, трехслойная симметричная схема на равномерной 
сетке ojftt с шагами Н и х  выглядит следующим образом:

-------- -—  =  Л (oyi+] +  (1 — 2сг) у 1 + а у !~1) + у' ,
(43)2х

У\ = Uo{Xi)’ Уо~ UV y b ~  W2’

где А у  — у . ,  а — вещественный параметр, ф-1' =  f ( x {, tj).
Так как центральная разностная производная по t аппрокси- 

ди
t \ U -T'fillI-.l'\,l I II II I U  (I U I Ull I I Г 1 T  It If _________

d x 2мирует -gj- d2uсо вторым порядком по т, а А и  =  +  О (/г2),

то схема (43) аппроксимирует уравнение (42) с 0 ( №  +  т2). Н е­
трудно, однако, заметить, что задача (43) недоопределена. Д ля 
применения трехслойной схемы требуется задать еще одно на­
чальное условие, например, задать у(х ,  t) на первом слое. Есте­
ственно потребовать, чтобы введение этого условия сохраняло 
аппроксимацию О (т2 h2) .



Можно указать два способа задания у(х,  т). Первый способ 
состоит в том, что мы делаем первый шаг по двухслойной схеме

=  Jr Л  (г/1 +  У0) +  ф°>

обеспечивающей определение у(х ,  х) с точностью 0 ( x 2 + h2). 
Второй способ состоит в том, что мы ищем значение у( х ,  т) 
в виде

у{х ,  т) =  «0 (х) +  тц, (л:)
и подбираем \х так, чтобы погрешность у { х , т) — и(х,  т) не пре­
восходила 0 ( х2 +  h2). Подставим в формулу
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ди х2 д2ии{х, х) -  и0(х) = г -gj- + —  - j j r  . , +  0 ( t 3)
t — 0 2 dt2

значение ~ \  , исходя из дифференциального уравнения
н=о

ди

dt t=> о ' dx2: L uq +  /  {х, 0), L uq

Тогда получим
\i = Lu0 + f ( x ,  0),

и, следовательно,
у  (х, т) =  и0 (х) +  т (и" (х) +  /  (дг, 0)).

7. Примеры устойчивых и неустойчивых разностных схем.
Использование разностных схем позволяет свести решение з а ­
дачи для дифференциального уравнения к решению системы ли­
нейных алгебраических уравнений. При этом правые части урав­
нений, краевые и начальные данные, которые мы будем в д ал ь ­
нейшем называть одним общим термином — входные данные  — 
задаются с определенной погрешностью. В процессе самого чис­
ленного решения системы также неизбежны ошибки, связанные 
с округлением. Естественно потребовать от разностной схемы, 
чтобы малые ошибки, допущенные во входных данных, не н ара­
стали в процессе вычислений и не приводили к искажению ре­
шения.

Схемы, которые в процессе счета усиливают начальные по­
грешности, именуются неустойчивыми и не могут быть исполь­
зованы на практике.

Прежде чем дать определение устойчивости разностной 
схемы по входным данным, к понятию которого мы интуитивно 
подошли, приведем несколько примеров.

П р и м е р  1.
и'  =  — а  и, х  >  0, и (0) =  и0, а  >  0. (44)

Точным решением задачи (44), как нетрудно видеть, яв ­
ляется функция и(х)  =  и0е~ах. Задачу (44) на равномерной



сетке сел =  {** =  ih, i — О, 1, . . .} аппроксимирует разностная з а ­
дача

(г/г -  «/i-i)/A +  аг/i =  0, у0 =  и0, г =  1, 2, . . .  (45)

Задачу (45) можно переписать в виде

y t =  syi-.u s =  1 / ( 1 + aft), i = l ,  2 .......

Отсюда следует
г/г =  ягг/о-

Рассмотрим фиксированную точку х и выберем такую после­
довательность шагов Л, чтобы х все время оставалось узловой 
точкой, х =  /oft. Тогда при измельчении сетки, f t—>0, номер z'o, 
соответствующий выбранной нами точке х, неограниченно воз­
растает.

Вычислим значение у  в этой точке

УU =  5Ч  =  е<'“1п %■
В силу разложения

In s =  — In (1 +  a  ft) =  — f ta( l  +  О (ft)),
имеем

y ia =  г/0е -Лш'»(1+о (Л)) =  =  //0е -а *(1 +  0(h ) ) .

Из последнего равенства видно, что решение разностной задачи 
(45) непрерывно зависит от начальных данных. В таких слу­
чаях будем говорить, что разностная схема устойчива по на­
чальным Данным.

П р и м е р  2. Н е у с т о й ч и в а я  с х е м а .  Для задачи (44) 
рассмотрим схему

а У<- I + ( 1  - а ) - У‘+\  У‘ + а г / г =  0, у 0 = щ, у 1 =  й0, (46)

г ' = 1 ,  2 ,

где а  >  1 —  числовой параметр. Так как схема трехточечная 
(разностное уравнение имеет второй порядок), то помимо у 0, 
следует задать у {. При любом а схема (46) имеет, по крайней 
мере, первый порядок аппроксимации. Если положить й0 =  
=  (1 — aft) «о, то й0 — и (ft) =  О (ft2). Частные решения разност­
ного уравнения (46) ищем в виде г/j =  s \  Подставляя у% =  s ’ 
в (46), получим для s квадратное уравнение

(сг — 1) s2 — (2а — 1 +  ah) s +  cr =  0,

которое имеет два различных корня
2а  — 1 +  ah ±  1^1 +  2 ( 2а  — 1) ah  +  a 2h2

7] § 1. ОС Н О ВН Ы Е П О Н Я Т И Я  3 9
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Общее решение уравнения (46) имеет вид
y t =  / Ц  +  B s ‘r

Полагая г =  0 и i =  1 и учитывая, что уо — Щ, у\ =  й0, найдем 
постоянные А и В:

д  _ Цр ~ $2̂ 0 q  — Uq
Si — s2 9 Si — s2

Предположим, что ah  <C 1. Тогда получим

Sj =  a 'Z \ (1 +  aA +  0  (h2) ), 

s2 =  1 — ah  +  0  (hi2).

Как и в рассмотренном выше примере, зафиксируем точку х  
и выберем последовательность сеток a h таких, чтобы х  =  ioh. 
Нетрудно видеть, что

s[»= z -p)*0 еаЯ( \ + О (/г)), s'- =  е~аЯ (1 + 0 ( h ) ) ,

т. е.

У и =  А  (■̂ = т ) ' Н еаЦ \  + 0 ( Ь ) )  + Be - « ( 1  +  О (h )).

Так как ст> ( о — 1), то при h —*■ 0 первое слагаемое неограни­
ченно возрастает. Не спасает положение и выбор й0 =  и0(1—ah) ,  
при котором А = (а — 1 ) 0 ( h 2), поскольку функция h nem - * o о 
при любом конечном показателе п >  0. Можно, наконец, вы­
брать й0 так, что А =  0. Для этого достаточно положить й0 =  
=  u0-s2. Однако в процессе вычислений из-за ошибок округле­
ния, решение s\ неизбежно появляется, что приводит к неустой­
чивости указанного типа. При фиксированном h эта схема при­
водит к нарастанию решения с ростом х { = ih. Сгущение сетки 
(уменьшение h) приводит к нарастанию ошибок. Малое изме­
нение начальных данных приводит при h —*■ 0 к неограничен­
ному возрастанию решения задачи в любой фиксированной 
точке х.

Разобранные примеры позволяют сделать вывод, что понятие 
устойчивости по входным данным совпадает с понятием непре­
рывной зависимости решения разностной задачи от входных 
данных при 1г -*  0.

8. О понятии корректности разностной задачи. Примени­
тельно к задачам математической физики принято говорить (см., 
например, А. Н. Тихонов и А. А. Самарский [6]), что задача по­
ставлена корректно, если выполнены два условия:

1) задача однозначно разрешима при любых входных дан­
ных из некоторого класса,

2) решение задачи непрерывно зависит от входных данных.
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Аналогично определяют понятие корректности разностной з а ­
дачи. Пусть ун — решение, а фл — входные данные некоторой 
разностной задачи. Они зависят от параметра h (шага сетки). 
Меняя /г, мы получим последовательности решений {уи) и вход­
ных данных {фЛ}. Таким образом, мы рассматриваем не одну 
разностную задачу, а семейство задач, зависящее от пара­
метра h. Понятие корректности вводится для семейства разност­
ных задач (схем) при \h | —► 0.

Будем говорить, что разностная задача (схема) корректна, 
если при всех достаточно малых | / г | ^ / г 0:

1) решение уи разностной задачи существует и единственно 
для всех входных данных фл из некоторого допустимого семей­
ства,

2) решение y h непрерывно зависит от ф/,, причем эта зависи­
мость равномерна относительно h.

Более точно, второе условие означает, что существует такая 
постоянная М >  0, не зависящая от h, что при достаточно м а­
лом |/г|<С/г0 выполняется неравенство

II У/l Ун ^  ^  Н Фл Фл (47)

где уь — решение задачи с входными данными щ ,  а || • | ] ^  и 
||.ц( -  нормы на множестве сеточных функций, заданных на
сетке юл.

Свойство непрерывной зависимости решения разностной з а ­
дачи от входных данных, выраженное неравенством (47), назы­
вается устойчивостью схемы по входным данным или просто 
устойчивостью.

Пусть дана непрерывная задача (см. (25) — (26))
Lu = f (x)  при G, lu — \х(х) при х е Г ,  (48)

и пусть на сетке <bh = a h  + yii ее аппроксимирует разностная 
задача

^нУи=  Фл при x s g ) / , ,  1ьУн=  Йл при (49)
Задача  для погрешности zh =^yh — uh, где Ыл — значение 

(проекция) решения и задачи (48) на сетке ыл, имеет вид
L hz h =--^h при х е а ) Л, lhz h = v h при x ( = y h, (50)

где ip/,, Vh — погрешности аппроксимации уравнения и дополни­
тельного условия. Вместо (50) напишем формально

Lhzh =  фЛ.
Если оператор Lh линеен и разностная схема корректна, то, 
в силу (47), будем иметь

\ \zh 1!(.Л)< М | |  %  !Ц )  или \\zh ||(1л) < Л 4  ( | |ф Л Ц )  +  II v* Ц ) ) -  (51)
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Отсюда видно, что если схема устойчива и аппроксимирует ис­
ходную задачу, то она сходится (обычно говорят «из аппрокси­
мации и устойчивости следует сходимость»), причем порядок точ­
ности (скорость сходимости) схемы определяется ее порядком 
аппроксимации (см. А. Ф. Филиппов [1]).

Из сказанного выше следует, что изучение сходимости и по­
рядка точности схемы сводится к изучению погрешности ап­
проксимации и устойчивости, т. е. к получению оценок вида (51), 
называемых априорными оценками.

Отметим, что решение z h и правая часть я|зь разностной за ­
дачи оцениваются, вообще говоря, в разных нормах (являются 
элементами разных пространств).

Ранее уже приводились примеры норм, в которых оцени­
ваются решение и погрешность аппроксимации на сетке ын- К со­
жалению, мы не можем сейчас ж е получить оценки устойчивости 
вида (51) для конкретных разностных задач. Для этого нам по­
надобится вспомогательный математический аппарат, а именно: 
формулы суммирования, разностные формулы Грина, простей­
шие сегочные аналоги теорем вложения. Такие минимальные 
средства позволят получить оценки решения разностных анало­
гов краевых задач для обыкновенного дифференциального урав­
нения второго порядка. Н а этом примере мы познакомимся 
с типичными ситуациями, которые возникают для значительно 
более сложных задач при изучении устойчивости, аппроксима­
ции и точности разностных схем.

9. Решение разностных уравнений методом прогонки. Одним 
из наиболее употребительных способов решения разностных 
уравнений, возникающих при аппроксимации краевых задач для 
уравнений математической физики, является в настоящее время 
метод прогонки.

Рассмотрим трехточечное разностное уравнение

A-iUi-i ~  С1У1 +  В 1У1+\ =  -  F {, / = 1 , 2 .......... N - \  (52)

с краевыми условиями

Уо = К\У\ + ч и Ум = К2У>1-\ + ч2. (53)

Здесь Л,-, В и С(, vi, хг, v2 — заданные числа.
Будем искать решение уравнения (52) в том же виде, в ко­

тором заданы краевые условия (53), т. е. в виде

Уь — ai+\Vi+\ +  Рг+1> i ~  0, 1, N  — \, (54)

где a j+[ и рг + 1 — неизвестные пока коэффициенты.
Подставляя (54) и

Уг- 1 — a ia i+\Vi+\ +  a iPi+i +
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в уравнение (52), получим

(а г+ 1  (а г At — Ci) +  Bi)Ui+ 1  +  ( (а г^г — Q)Pi+i +  РгЛг +  F i) =  0.

Отсюда видно, что уравнение (52) будет выполнено, если по­
требовать

a«+i ( M i  -  С() + B t =  0, (агЛг -  Сг) Р,+, +  РИг +  ^  =  0.

Тем самым, мы получаем рекуррентные соотношения для оп­
ределения прогоночных коэффициентов a,+i и р^+ь

В, A&.  + F.
а ‘ + ] =  С. — а.А~ ’ =  С . - а  А.  ’ I =  1, 2, . . ., Л -  1.

I t I I I I

Величины ai  и 0i находим из (54) и краевого условия (53) при
I =  0:

a, = х „  Pi =  v,.

Значение г/jy, необходимое для начала счета по формулам 
(54), получаем из (54) и краевого условия (53) при i = N — 1:

Dn =  (v2 +  «2Рлг)/(1 -  x2“ jv)-
Итак, мы можем получить точное решение краевой задачи 

(52) — (53) при помощи следующего алгоритма:
В. A&- + F, 1

a < + 1 =  С - а . А .  ’ ^i + 1 =  С . - а  А ’ « =  1> 2,  . . . ,  jV -  1,i t t  t I i
ai =  xi, Pi =  v,,

i/i =  a i+ii/i+i +  Pi+i. < =  0, 1, i V - 1 ,
1/jV =  (V2 +  ^2Pjv)/(l “  *2«Л-)'

(55)

Этот способ решения разностных уравнений вида (52) и но­
сит название метода прогонки. Так как значения tji находятся 
здесь последовательно, начиная от правой границы, то фор­
мулы (55) называют иногда формулами правой прогонки. Ана­
логично выводятся формулы левой прогонки:

А,  В.х|, , , +  F.
^  С -  I В~ ’ ц‘ =  С . - | .  BL > 1. 2, . . ., j V -  1,

i -ч + l i t s i + l t *

Ejv =  x2> '’lv =  v2> 
iJt+i "Пг-н*  ̂ 1 > 2, . .  ., N  1,

y0 = {vt + x lT],)/(l - K i h ) .

Иногда оказывается удобным комбинировать правую и л е ­
вую прогонки (так называемая «встречная прогонка», см., на­
пример, А. А. Самарский [3]).



Прогоночные формулы (55) называются устойчивыми, если 
коэффициенты а *• не превосходят по модулю единицы. В этом 
случае ошибки округления, возникающие в процессе счета по 
рекуррентной формуле (54), не будут возрастать.

Условия
A t >  0, £ , > 0 ,  C ^ A i  + Bi, 0 < % а < 1 ,  а = 1 , 2  (56)

обеспечивают устойчивость прогоночных формул (55). 
Действительно, ai  =  %\ <  1 и если О -С a,  <  1, то

4 4  t'JI. I. П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Й  С В Е Д Е Н И Я  (9

(c t ~  Ai ~ Bi ) + Bi + (1 “  “Л Ai
Заметим, что ограничения на % можно ослабить. Например, 

прогоночные формулы (55) остаются устойчивыми, естн вместо 
(56) потребовать выполнения условий

Л/ >  О, В i^> О, С , - Л , • + fi,-, С; Л,- +  В i,
О ^  %a ^  1, a =  1, 2

или условий
A t >  О, В ( >  0, Сг> Л г +  Вг, 0 < х а < 1 ,  а = 1 , 2 ,  

щ  +  х2<  2.

П р и м е р  1. К р а е в ы е  у с л о в и я  п е р в о г о  р о д а :  

и" (х) = -~ f  (х), 0 < х < 1 ,  ы(0) =  (Х!, ы(1) =  Ц2- (57)

Н а отрезке 0 < 1 х < 1 1  построим произвольную неравномерную 
сетку с шагами hx =  х { — i =  1, 2, . . . ,  N  и заменим (57) 
следующей разностной задачей

У и ,  t “  “  f  (x i)> « =  1. 2, j V - 1, г/0 =  М-,, yN = \ir  (58)

Чтобы решить эту систему уравнений методом прогонки, пе­
репишем (58) в виде

» (А, Е( U  +  ht + l ) y i  +  h h i+l У '+i Ъ> Ь

i/o =  M-i. H n  =  V- 2. h i =  ® $ { h i +  h i jt l ).

Сравнивая это уравнение с уравнениями (52), (53), находим, 
что для (58)

Лг =  ~ М 7 ’ Bi=z hht+t ’ С1 = А 1 + В » Fi = fi,

=  V2 =  M'2. Xl =  X2 =  0.

Так как условия устойчивости (56) при этом выполнены, то 
задачу (58) можно решать методом прогонки.
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П р и м е р  2. Т р е т ь я  к р а е в а я  з а д а ч а :  

u " = ~ f ( x ) ,  0 < х < \ ,
и'  (0) =  сты(0) — щ, ы(1) =  м,2, ст>0.

(59)

Введем равномерную сетку сол =  {х, = ih, i =  0, 1, . . . ,  jV} и 
построим для (59) разностную схему второго порядка аппро­
ксимации (см. пример 1, п. 6):

Ух.й = <*Уй-\*‘и Ai =  M-i + 0,5hf  (0), £/jv =  М-2- > 

Записывая систему (60) в виде (52), (53), получим, что для
нее

Отсюда видно, что при а >  0 условия устойчивости прогонки 
(56) выполнены.

Метод прогонки для решения разностных краевых задач был 
предложен в начале пятидесятых годов несколькими авторами. 
Это: И. М. Гельфанд и О. В. Локуциевский (см. С. К. Годунов 
и В. С. Рябенький [1]), В. С. Владимиров (см. Г. И. Марчук [1]), 
А. С. Кронрод (см. А. Д. Галанин [1]). Ссылки на зарубежных 
авторов имеются в книге Р. Д. Рихтмайера [1] и И. Бабушки,
Э. Витасека, М. Прагера [1]. В настоящее время имеется значи­
тельное число работ, посвященных методу прогонки. Некоторые 
варианты метода прогонки приведены в дополнении к данной 
книге.

1. Некоторые разностные формулы. В дальнейшем для пре­
образования различных разностных выражений нам потре­
буются формулы разностного дифференцирования произведе­
ния, формулы суммирования по частям и разностные формулы 
Грина. В этом пункте мы получим эти формулы, проводя анало­
гию с соответствующими формулами дифференциального исчис­
ления.

1) Ф о р м у л ы  р а з н о с т н о г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  
п р о и з в е д е н и я .  Как известно, в дифференциальном исчис­
лении имеет место следующая формула дифференцирования 
произведения функций и(х ) ,  v ( x ) :

Уях = ~ ! 1 ’ ‘ = 1 .  2.......... N - \ , (60)

Л, =  В , =  1/А2, Ct = A t + B h F t — fh

§ 2. Некоторые сведения о математическом 
аппарате теории разностных схем

(,uv)' — u'v  +  uv'.
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Выше, в § 1, п. 2 для сеточных функций были введены два
типа разностных производных — левые и правые. Соответ­
ственно этому имеется и две формулы разностного дифферен­
цирования произведения:

(uv)x — uxv +  u<+I)ux =  uxv<+l) +  u vx, (1)
{uv). =  uxv + u<'~l)vx = u-v(~ x) +  uvx. (2)

Здесь введены обозначения

Обратим внимание на то, что в этих формулах происходит 
сдвиг индекса. Докажем, например, первое из этих равенств. 
Записывая равенство (1) в индексной форме

непосредственно у б е ж д а е м с я  в его справедливости.
2) Ф о р м у л ы  с у м м и р о в а н и я  п о  ч а с т я м .  В инте­

гральном исчислении справедлива формула интегрирования по 
частям

1 1 
|  uv'  d x  =  uv |J — |  u'v dx,
о о

Д л я  сеточных функций, как и в предыдущ ем случае, имеют м е ­
сто формулы двух типов

(и, v x) =  uNv N -  u0v { -  (ы-, о], (3)

(и, Vx)  =  uNvN_ { -  u0v0 -  \их, о) .  (4 )

Здесь использованы следующие обозначения
N - 1 N N - 1

(и, v ) =  2  Щ о А  (и, V) =  2  u ^ i h ,  [и, v) =  2  (5)
г- i  г- i  г=о

Докажем, например, (3). Н а основании формулы (1) имеем:
N - 1 JV—1 JV— 1

2  (u v x)i h  =  2  {uv)Xi i h  -  2  ( и * « (+1))г h  =
г =  l г= i i = i

N

=  (uv)JV -  (wu)[ -  2  (Uxv)t h =  
i = 2

N

= (uv)N — u1v 1 — 2 ux, iVih +  (uxv)x h — uiVu (6)

Очевидно далее ,  что

h ( u xv)x =  uiV[ — и01»1 .



Подставляя последнее выражение в (6) и учитывая (5), полу­
чим (3).

В дальнейшем мы будем часто использовать неравномерную 
сетку, которую, как уже говорилось в § 1, п. 1, в отличие от рав­
номерной будем обозначать через &/,. На этой сетке формулы 
скалярного произведения и разностные формулы суммирования 
по частям выглядят несколько иначе

' ЛГ-1 ЛГ-1 N

(и, о), =  2  u p f i i ,  (и, V)=  2  Ы,-уЛ + 1 , (и, и ] =  2  UPihi,
i = l i — 1 i —1

(“ ’ vx l  =  ЫЛ-иЛГ -  «0°1 -  (У> «*]- (7)
где й; =  0,5 (А; -f h i+1).

Здесь введено также обозначение для разностной производ­
ной на неравномерной сетке

Vi, i = ( V i  + 1 -  V i)/ f t i

и для скалярного произведения на неравномерной сетке (,)*. 
Д ля  доказательства формулы (7) заметим, что
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hjA

biVjc =  - I х-  vx.

Подставляя это выражение в скалярное произведение
ЛГ-1

(и, V i)t =  (u, vx), где (и, w ) =  2  UiW,hi+u
( = i

и повторяя доказательство тождества (3), приходим к (7).
3) П е р в а я  ф о р м у л а  Г р и н а .  Равенство

J и (kv')' dx =  — J йы'и' rfx +  I,
обычно называют первой формулой Грина.

Д ля сеточных функций аналог формулы Грина можно полу­
чить, пользуясь формулами суммирования по частям. Подстав­
ляя в (3)

и =  z, v =  ау. ,  

получаем первую разностную формулу Грина-.

(г - И *)х) =  _  И * ’ *г] +  а г Ух Ijv ~  a iУх, oz o- (8)

Если z 0 — z N =  0, то подстановки обращаются в нуль и пер­
вая формула Грина имеет вид

{z, Ay)  =  -  (ay-, z x], А у  = [ау . )^  (8')



В частности, при z  =  у  получаем

(Ау, у ) = -  {а, (уяу\ ,  y0 = yN =  0. (8")

Аналогичный результат справедлив и в случае неравномерной 
сетки:

(г > И * ) Д  =  -  И * .  **] + а гУ* Ijv ~  «1 Ух. oz o>

( * ,  { а У г \ \  =  ~  { а У х , * * ]  П Р И г о =  z n  =  °-

4) В т о р а я  ф о р м у л а  Г р и н а ,  В интегральном исчисле­
нии вторая формула Грина имеет вид

1 1
|  и (kv')'  dx  — |  v (ku') '  dx  =  k (uv' — vu') |g.
о о

Подставив в (3) t u =  у, v — azx, получим

{y> (a z x)x)  =  “  ( а Ух> +  а Уг х Ijv “  а 1Уог х, о- ■ (9)

Вычитая теперь (9) из (8), приходим к разностному аналогу  
второй формулы Грина

(2 - И х ) , )  -  (у> ( a z x)x) =  а А г Уя -  2 хУ) N ~  а 1 {Ухг  -  г хУ)о- (Ю ) 

Точно так же для неравномерной сетки имеем:

( Z) И Д е ) ,  “  ( У ’ (a Z x h \  =  a N ( г У* -  Уг г )ы ~  a i (Ухг  ~  г хУ\- ( i d

Если у  и z  обращаются в нуль при х  =  0 и х  =  1, то подста­
новки равны нулю и

(Ау,  г) =  (у, А  г), А у  =  (аух)х, (10')

(А У, г), =  (у, Аг)„ А у  = (ауя)£. (1Г)

Эти формулы показывают, что оператор Л является самосопря­
женным,

5) Н е р а в е н с т в о  К о ш и  — Б у н я к о в с к о г о ,  Нам по­
надобится в дальнейшем известное неравенство Коши — Буня­
ковского (см,, например, Л. В. Канторович и Г. П. Акилов [1])

\{и, у ) К ! | м | | | | у | | ,  (12)

где (,)— скалярное произведение в некотором линейном про­
странстве и \\u\\ = Y (u ,  и). В частности, по (,) можно понимать 
одно из введенных выше скалярных произведений.

2. Отыскание собственных функций и собственных значений 
на примере простейшей разностной задачи. Метод разделения 
переменных, известный в математической физике, используется 
и для исследования разностных задач. Применение этого метода

4 8  ГЛ. I, П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е  С В Е Д Е Н И Я  |2
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позволяет расчленить исходную задачу, зависящую от несколь­
ких независимых переменных, на более простые задачи, завися­
щие от меньшего числа переменных. При этом, как правило, по 
отдельным координатным направлениям возникают задачи на 
собственные значения. Такая же ситуация имеет место и в р а з ­
ностном случае.

В этом пункте мы рассмотрим задачу на отыскание соб­
ственных значений для простейшего разностного оператора.

Сведения, полученные здесь, потребуются нам в дальнейшем, 
так как использование метода разделения переменных приво­
дит к задачам именно такого типа.

В последующих главах будут приведены примеры использо­
вания этого метода для анализа устойчивости и сходимости 
конкретных разностных схем.

Предварительно напомним основные факты (см., например,
А. Н. Тихонов и А. А. Самарский [6]), связанные с простейшей 
задачей на отыскание собственных функций и собственных зн а ­
чений для дифференциального уравнения

и" {х) + ки {х) =  0, 0 < х < 1 ,  и (0) =  и (/) =  0. (13)

Нетривиальные решения этой задачи — собственные функции ии 
и отвечающие им собственные значения Ки выражаются следую­
щим образом: __

1- и* (*) =  j / f -  s i n - ^  , Я* =  В Д 2, * =  1 , 2 , . . .

2. Собственные функции uh образуют ортонормированную 
систему

t
f uk (x)um( x )d x  =

где
0, k Ф  т,  

Jkm = ] 1, k = m.

3. Д ля производной от собственной функции имеет место р а ­
венство

u'k (X)  =  Уь Y l  cos =  У К  Uk (X),

откуда следует, что система ии(х)  также ортонормирована, т. е.



4. Если f (x)  дважды дифференцируема и удовлетворяет од­
нородным краевым условиям, т. е. f(0) =  f(/) =  0, то она пред­
ставима в виде равномерно сходящегося ряда

оо

f (х) =  2  f kuk М> fe=l
где

i
fk =  /  f (*) Ч  (х) dx,

О
причем

/ со

ПЛР= j p { x ) d x ^ p h.
О fe=l

Поставим в соответствие дифференциальной задаче (13) р аз­
ностную задачу

Ухх + ^У = 0’ Уо = Ум = 0’ У ^ °  ' ( 14)
об отыскании нетривиальных решений — собственных функций 
задачи (14) и соответствующих собственных значений. Перей­
дем в (14) к индексной форме

y l+i -  2 ( l - h 2X/2) У1 + У1- х =  0, / =  1, 2, . . ., N -  1. (15)

Решение задачи (14) будем искать в виде
у  (х) =  sin ах,

где а  подлежит определению. Тогда
У{+\ +  У{ - 1 =  s ' n а  (х +  h) +  sin а  (х — h) =  2 sin ах  cos ah.

Подставляя полученное выражение в (15), получим
2 sin ах cos а/г =  2(1 — h2X/2) sin ах.

Так как мы ищем нетривиальные решения, т. е. sin ах  щк 0, то 
из последнего равенства следует:

1 — /г2Я./2 =  cos a h,
и далее

я 2 / ,  ] v ‘1 . 0  Ct/i
X =  -Д2~ (1 ~  cos а " )  =  ~дГ 31П ~2“  •

Значение параметра а  выберем так, чтобы функция у ( х )  =  
=  sin ах  удовлетворяла граничным условиям задачи (14)

у  (0) =  у  (0 =  о.
Заметим, что при х — 0 граничное условие выполняется автома­
тически при любых а. При х =  I имеем:

sin а/  =  О,
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откуда
а =  ak — kn/l, k =  1, 2, . . ., N  — I.

Итак, мы получили собственные функции и собственные значе­
ния задачи (14). Перечислим их свойства.

1. y ^ ( x )  = s i n - ~ ,  Xk = - ^ - s i u — -, k = l ,  2, . . . ,  N - l .  (16)

2. Собственные значения Xk перенумерованы в порядке воз­
растания и для всей совокупности {Ай} справедливы следующие 
оценки:

0 < ^ 1  =  ' ^ ’ Sin2- ^ - < Х 2<  ••• < h N- i  =
4 . г, nh(N — 1) 4 ,  иА . 4 ,. _ ч

~ " F Sln 21 ~  W cos ~2T< JiT ' ( ^
Из (17), в частности, следует, что все собственные значения з а ­
дачи (14) положительны.

3. Собственные функции задачи (14) г/<т >, отвечающие
различным собственным значениям, ортогональны в смысле ск а ­
лярного произведения, определяемого соотношением (5):

(у(к\ У{т)) =  0, k ф  т.  (18)
Д ля доказательства этого факта воспользуемся второй р аз ­

ностной формулой Грина, записанной для однородных краевых 
условий (10'),

0 =  (yfx, */<«>) -  (*/«=>, yW ) = [Хт -  Xk) (yW, */<«>).
Так как по предположению у и — собственные функции, 
соответствующие различным собственным значениям, т. е. 
hh Ф кт, то из последнего равенства следует ортогональность 
yW и у<т ):

(у{к), У(т)) =  0.
4. Норма собственной функции уС’Цх) есть

\\у щ =  V W .
Норма понимается в смысле скалярного произведения (5), оп­
ределенного выше,

II У II2 =  (У, У ) =  2  У р .
/ — 1

Проведем несложные преобразования
N - 1 N - 1

II yw IF == (у[к) ( X i )  у h =  h s in 2 ~
i =* 1 * =  1

V i  h i  2 k n x . \  h ( N ~  1) 1 v V  2knx.
=  S  ¥  ( '  - C 0 S _ 7 W  = -----2 ~ A cos - ^ .  (19)

t=*l j-1



Д ля того, чтобы просуммировать в (19) ряд из косинусов, по­
строим вспомогательную функцию, разностная производная от 
которой равна cos (2Ьтхг//).

Используя очевидное равенство

(sin р (х +  -jj) _ =  у  (sin р (х +  - s in p  (х -  j )  ) =  j  cos рх sin ^ ,
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имеем
cos [ 2 sin (|3/z/2) sin Р (х +  2 )] - •

Теперь сумму ряда косинусов определить несложно:
N —\ N — I2клх.  h Г / 2 kn I h \ Y
1  h cos 1 ~  2 sin (W ) 1  h [Sin \ ~ r  !*>■ +  T )  1
i = 1 J = 1

Л Г . / 2kn I . h \ \  . knh
2 sin (knh/2)

Г . / 2/ит (. h \ \  . knh I .
LSln \~ 7 ~  v 2~) ) Sm ~T~J ~

Учитывая полученные результаты, находим из (19) требуемое 
соотношение \\ у^к) \ \ =  У 1/2.  Таким образом, набор сеточных 
функций

цЮ(х)=*УЩуЮ{х) ,  k = l ,  2, N -  1 (20)

образует ортогональную и нормированную в смысле скалярного 
произведения (,) систему: (ц(Л), ц(т)) =  бит-

5. Первые разностные производные от собственных функций, 
имеющие вид

(M-(fe) (х) )д -  У Щ Й  cos t o i x - Q M )  t (21)

ортогональны в смысле скалярного произведения (,], определен­
ного формулой (5) и, кроме того,

В том, что разностные производные от собственных функций 
имеют вид (21), можно убедиться, проводя простые вычисления:

((i(*>)je =  У Ж  (sin *=£. _  sin W x - Ж

2 2 . knh kn (х — 0,5й) f  2Xk
= T V  T sm4 T  cos i— L = V  —  cos

kn (x — 0,5h)

Д алее  вычислим произведение

(ц»), цМ]  =  -  ,*<»>) =  Kk { ^ \  Ц<™>) =

I



где 6 km =  0 при k Ф т  и бм =  1. Здесь мы воспользовались р а з ­
ностной формулой Грина, а также тем обстоятельством, что 
функция является решением уравнения (14), т. е.ц<*> =  — i kn (k). 

Итак, свойство 5 доказано.
6. Пусть на сетке йл задана функция f ( x ) ,  причем f0 — fN =  0. 

Тогда, очевидно, она представима в виде суммы по собственным 
функциям задачи (14)

k=\

где коэффициенты определяются соотношениями

h = (f(x), Ц«Чх)).
При этом оказывается справедливым равенство

II /II2 = 2 % .  (22)
k = 1

Д окаж ем (22). В самом деле.

II f  IF =  s '  А/2 (*,) =  (f2, 1) =  ( z  h\ц(*>, s '  /*(*<*>) =
i=1 \k=\ k=\ 1

=  (  21 l ) =  s '  W m G A n (m)) = 2  f l\k, m=* 1 J k, m = I 6 — 1

так как (n(W, n(m)) =  6ftm-
В дальнейшем изложении мы будем часто пользоваться не­

равенством
Ь2

[ afr| ^  еа2 + ( е > 0 — любое число),

которое будем называть иногда е-неравенством.  Из него, в част­
ности, следует:

\{и, t O K I I a l l l M K e l l a l P  +  q j l M P .  (23)

3. Разностные аналоги теорем вложения. В дальнейшем при 
оценке различных свойств разностных схем, таких как устойчи­
вость, сходимость и т. д., нам понадобятся неравенства, которые 
соответствуют простейшим теоремам вложения С. Л. Соболева 
(см. С. Л. Соболев [2]).

Д окаж ем  три леммы.
Л е м м а  1. Д л я  всякой сеточной функции у ( х ) ,  заданной на 

сетке
(bh = {Xt = ih, *о =  0, x N = \}
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и обращающейся в нуль  при х  =  0 и х  =  1, справедливо нера­
венство

М 1 с < т 1 М '  W
где

[[ у  ||с =  шах | у  {х) |, || y g]| =  (уя, у.]Ч>.
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k

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция у(х) на сетке а,г может быть 
представлена в тождественном виде

У2 М  =  (1 ~  х) у 2 (х) +  ху-  (х). (25)

С другой стороны, поскольку у ( 0) =  у( 1) =  0, можно записать:

У2 М  =  (  2  у я (х ') h )  ,
xx̂ —h /

И Л И

у2(х) = 1 2  y ^ x ' i h ]  .
\x’=x + h  * j

Подставляя эти равенства в (25), находим

у2{х) = {\ - x ) f ] Z  hy.(x')] + х [  2  hy (х ')) .
\x'=h /  \x'=*x+h /

Оценим суммы в правой части, используя неравенство (23), 

г/2(х)<(1 -  х) 2  h 2  y\{x ' )h + x 2 * 2  (*0 А =
x’ = h  x '= h  x ' ^ x + h  x '= x  + h

=  x ( l  -  x ) ^ y \ { x ' ) h  =  x{\  -  x) || yxf

(здесь y l  = (yx)2)- Максимум выражения х{1 — х) на отрезке 
[0, 1] достигается при х =  0,5 и равен 1/4. Поэтому

и, следовательно,

Н И с < т Ы -

З а м е ч а н и е  1. Л емм а 1 остается справедливой на произ­
вольной неравномерной сетке

З а м е ч а н и е  2. В дальнейшем нам потребуется также не­
равенство типа (24) для отрезка произвольной длины I. Такое



неравенство нетрудно получить из (24) с помощью замены пере­
менных х '  = 1х. Тогда х’ будет меняться на отрезке (О, I) и

Ух ’ =  У х / 1’ h '  =  h L  

Подставим у х = у-, • I и h =  h'jl  в (24). В результате получим

II 1  ( ! / , , ) ’ f r ' h '  =  1 1  ( i / r )J h '  - 1 1| » ,] |> .

Следовательно, на отрезке длины / справедливо неравенство

(26)

З а м е ч а н и е  3. Неравенства (24) и (26) получены для 
функций, обращающихся в нуль на обоих концах интервала. 
Если функция у ( х )  обращается в нуль лишь на одной границе, 
то справедливо неравенство

№ < V T | | * / J | .  (27)

Д ля произвольных функций неравенства (24), (26), (27), вообще 
говоря, неверны. Однако можно показать, что в этом случае 
имеют место неравенства следующего вида

II«, IIJ <  2 ( / 1| +  й ) ,  1

Л е м м а  2. Д л я  всякой функции у ( х ) 1 заданной на произ­
вольной сетке <bh =  {xit х0 =  0, x N — 1} и обращающейся в нуль  
при х =  0 и х — I, справедливо неравенство

11̂ 112< Т М 2’ % =  ^v =  °- (29)

В самом деле, легко проверить, что

II у II2 II у \?с .

Подставляя это неравенство в (26), получим (29).
В случае равномерной сетки оценка (29) может быть улуч­

шена.
Л е м м а  3. Д л я  всякой функции у ( х ) ,  заданной на равно­

мерной сетке
=  {x t =  ih, i =  0, 1, . . N,  x0 =  0, x N = l)

и обращающейся в нуль при х = 0 и х — I, справедливы оценки

V  П.. 1.2 ^ « . . N 2 ^  Р
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Разложим у (х)  по собственным функциям задачи (14):
N - 1 N - 1

у(х)=  2  с*ц(А) (х), ск = (у (х), ц(А) (х)), II г/ IP =  2  с\.
4=1 4 =  1

В силу первой формулы Грина (8)
( ~  Лг/, у) =  || г/ J j2, где Лг/ =  г/^( ||z/J|2 =  ( l ,  (г/*)2]. (31)

Так как Ли*** =  — то
N - 1

-  Аг/ =  2  с Л и (й) (*)•
4=1

Подставим это выражение в (31) н учтем ортонормированность

II у Л 2= - ( а у> у ) =  2  \ с \ .

Отсюда получаем 

где
4 . ,  nh  . 4 ,  nh

Sin ~W  ’ N _  ft2 C0S 2/ '

Оценим Ai снизу. Обозначив a  =  nh/(2l ) ,  получим
, n 2 sin a\2

Так как h*C0,5l,  то a  меняется на интервале (0, я/4]. Нетрудно 
проверить, что минимум функции ( s i n a ) / a  при о с е  (0, я/4] до­
стигается в точке a  =  я/4, т. е. X\(h) имеет минимум при h =  
=  0,5 /. Отсюда следует, что >  8//2. Учитывая также, что 
Ялг <  4//z2, получаем (30).

4. Метод энергетических неравенств. Одним из общих и весь­
ма эффективных способов получения априорных оценок является 
метод энергетических неравенств. Мы приведем примеры исполь­
зования этого метода для получения априорных оценок приме­
нительно к разностным задачам и покажем, как на основании 
полученных результатов можно определить, например, скорость 
сходимости разностной схемы.

Все рассмотрения в этом пункте будут проводиться для з а ­
дачи

u"{x) + f (x)  =  О, 0 <  х <  1, н(0) =  н(1) =  0. (32)

П р и м е р  1. Пусть на отрезке [0, 1] введена равномерная 
сетка сйЛ. Рассмотрим следующую разностную аппроксимацию 
задачи (32):

У х х + ? ( Х ) = 0> х ^ % <  У о  = У ц  =  0- (33)
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Умножим уравнение (33) на hy  и просуммируем полученное 
равенство по узлам сетки со;,:

(34)

Перепишем (34) в терминах скалярных произведений

{УЛх, y) + (f, У) =  0. (35)

Преобразуя первое слагаемое в (35) с помощью разностной 
формулы Грина (8"), находим

-  { у У х ]  + (f- у) = 0 или Ikdl2 = (f> #)• (36)
Скалярное произведение (/, г/) оценим при помощи неравен­

ства Коши — Буняковского (12)

К/, У ) \ <  II/IIII У II-

Воспользуемся леммой 3: || у || ^  || у - ] | /У8.  Отсюда и из (36) 
находим:

ы < $ -

Применяя затем лемму 1, получаем априорную оценку для ре­
шения задачи (33)

II г/Пс <11/II/(4  V 2).  (37)

Это неравенство используем для оценки скорости сходимости 
схемы (33). Напишем сначала уравнение для погрешности 
схемы (33): z  = у  — и, где и — решение задачи (32), у  — реше­
ние разностной задачи (33).

Подставляя y  = z  + u в (33), получим для z  задачу

Ф (*) =  °> z o =  2л/ =  0- (38)

Здесь (л:) =  ихх +  /(•«) — погрешность аппроксимации схемы 
(33), которая, как известно, при достаточной гладкости и(х )  

есть величина порядка 0 ( h 2). Отметим, что для функции z ( x ) 
мы получили задачу того же типа, что и для функции у ( х ) .  По­
этому для z(x )  справедлива оценка (37):

I U | | c < | l W ( 4 l / 2 ) .  (39)

Но ip =  0 ( h 2) и, следовательно,

1И1с =  | | г / - « | | с < т 2,

где М  — положительная постоянная, не зависящая от шага h.

4] § 2. МАТЕ МА ТИЧЕСКИЙ А ППАРА Т Т Е О Р И И  РА ЗН ОС ТН Ы Х  СХЕМ 5 7



58 ГЛ. I. П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е  С ВЕДЕН И Я (4

На основании данных выше определений (см. § 1) из (39) 
следует, что решение разностной задачи (33) равномерно схо­
дится к решению дифференциальной задачи (32) со скоростью 
О (А2).

Мы получили оценку скорости сходимости для очень простой 
задачи. Аналогичный результат для этой задачи можно было 
бы получить и с помощью ряда других методов, быть может 
даж е более простых. Однако ценность приведенного здесь ме­
тода энергетических неравенств состоит в том, что он без суще­
ственных изменений переносится на многомерный случай, на 
случай переменных коэффициентов, на разностные схемы для 
параболических и гиперболических уравнений и т. д.

Покажем, например, что этот метод без всяких затруднений 
дает нужный результат для случая неравномерной сетки.

П р и м е р  2. Пусть на отрезке [0, 1] задана неравномерная 
сетка Задачу (32) на такой сетке можно аппроксимировать 
следующим образом:

У.и +  ! ( х ) ^ ° >  x e = & h, у 0 =  г/v =  0 (40)
(относительно обозначений см. § 1, п. 3, пример 1).

Д ля задачи (40) можно получить априорную оценку того же 
типа, что и оценка (37) для задачи (33). Но в этом случае 
такая оценка дает не совсем верное представление о скорости
сходимости схемы (40). Было показано (§ 1, п. 3), что погреш­
ность аппроксимации

"Ф — -}- /
схемы (40) есть величина О (hi) и

IH>||<AJAm.x. (41)
Оценка (41) указывает на понижение порядка скорости сходи­
мости схемы (40) на неравномерной сетке &h по сравнению со 
схемой (33) на равномерной сетке. Однако выше говорилось, 
что если погрешность аппроксимации оценивать не в сеточной 
норме U ,  а в некоторой специально построенной норме 1М 1(-2). 
то погрешность аппроксимации на неравномерной сетке будет 
иметь также порядок 0 ( h 2). Именно, надо взять норму

'к
Щ _ 2 )  =

N - 1 /ЛГ-1

2  а, 2  v ь
i=»l \k=*i

О (А2).

Из сказанного ясно, что теперь при выводе априорной оценки 
для задачи (40) нужно оценивать правую часть в норме II • Н(—2)- 

Получим эту априорную оценку. Умножим уравнение (40) на 
yihi и просуммируем по узлам сетки <вн- В терминах скалярных 
произведений полученное выражение можно записать в виде

(■Ухл> У \  +  i f ’ У)* “  (42)



Первое слагаемое в (42) преобразуем по разностной формуле 
Грина (8)

{Уя, У,} =  (/, У)*. (13)

Введем в рассмотрение функцию г\{х),  определенную следую­
щ и м  образом:

=  г =  1, 2, . . N  — I, л у =  0. (44)

Решая задачу (44), получим

-Т 1(*г) =  s V v  (45)
k = i

Скалярное произведение в правой части равенства (43) пре­
образуется на основании формулы суммирования по частям (7):

i f ,  У)* =  (П*. У \  =  -  (П. У л)- (46)

В силу неравенства Коши — Буняковского имеем

|(/, У).| =  |(Л, Ух) \ < N I I | |  г/^|. (47)

Подставим эту оценку в (43) и сократим обе части неравенства
на I\Ух]\:

~N-\ /N - 1 V  '

_ l = 1 \k=i 1

На основании леммы 1, || у  ||с ^  || г/-]| j 2 и, следовательно,

1М1с < у | | Л 1 (_2). (48)

Тем самым желаемая оценка установлена.
Рассмотрим теперь, как обычно, погрешность решения г  =

— у  — и, где у — решение задачи (40), а и — решение исходной 
дифференциальной задачи* (32). Подставляя y  = z  + u в (40), 
получим для z  задачу

^  =  °> *  е  z o =  Z N  =  °- ( 4 9 )

Применяя к задаче (49) оценку (48), заключаем

IUIIC < 0 , 5 | | ^ | | (_2).

Но мы уже видели раньше (см. § 1, п. 3),  что

II "Ф <  Mh 2, где h =  max ht,
1 ' \ < 1 < N

и, следовательно, схема (40) на произвольной неравномерной 
сетке &h сходится со скоростью 0 ( h 2).
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5. Принцип максимума. Д л я  оценки решений некоторых р аз­
ностных задач оказывается возможным использовать принцип 
максимума. Мы докажем сейчас принцип максимума для опе­
ратора

&У = (&y)i =  A ty t- , -  С{у { +  B ty i+l, i =  1, 2, . . . .  N  -  1, (50>

где
A t > 0 ,  B t >  0, Ct > A t + B t. (51)

Более общие формулировки принципа максимума содержатся 
в гл. IV.

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия  (51). Тогда, если 
(Ау )г ^-О ,  ( (Ay)i -^-O) для  всех i, то функция у ь отличная от 
константы, не может принимать наибольшего положительного 
(наименьшего отрицательного) значения в точках i =  1,2, . . .
. . . ,  N  — 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что в некоторой внут­
ренней точке достигается положительный максимум. Тогда, так 
как yi Ф  const, найдется точка i — i0, в которой

у, =  max у  = М 0> 0,

а в одной из соседних точек, например, в точке i = l0—  1, вы­
полняется строгое неравенство y io.-]< M 0.

Запишем теперь оператор (50) в виде

( А у \  = B t (г/f+i -  Уд -  A, (yt -  y t_ x) -  (С, - A t -  B t) y t.

В точке г =  г0 из условий (51) следует неравенство

=  в и(Уи+1 -  Ун) -  А н(У1, -  Уи-i )  -  (с ,„ -  в и -

А 10(Уи ~  У н - \ )< ® ’

что противоречит требованию (Ау)и >  0. Вторая часть теоремы 
доказывается аналогично.

С л е д с т в и е  1. Если  (Ay)  j <  0, / =  1, 2, . .  . ,  N  — 1,
уо >  0, г/iv >  0, то функция у г неотрицательна, у г >  0, i =  1, 2, . . .  
. . . ,  N — 1. Если  (Лг/)*> 0, у 0 К О ,  y N < 0 ,  то y i - k -О при i — 
=  1, 2, . . . ,  N —  1.

С л е д с т в и е  2. £слы выполнены условия  (51), то един­
ственным решением задачи

(Ay)l = - F i, i =  1, 2, . . . ,  N -  1, % =  Hi. ^лг =  Ц2 (52)

с Fi =  0, Ц1 =  ц-2 =  0, является тождественный нуль,  и, следова­
тельно, задача  (52) однозначно разрешима при любых F^, цг.
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Т е о р е м а  2. Пусть уг — решение задачи  (52), а у г — реше­
ние задачи, которая получится при замене в (52) функций Fi, 
ць ц2 соответственно H a F it Д!, Дг. Тогда, если

\ F i \ ^ F h i = l ,  2 ......... А' - l ,  | ц а | < Д а, а  = 1 , 2 ,

то справедлива оценка

I У Л < У ь  * =  °.  1. • • • .  N.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как >  0, то, согласно след­
ствию 1 из теоремы 1, г/г >  0. Функции мг =  г/г — г/г и ог =  yt + у { 
удовлетворяют уравнению (52) с правыми частями Fi — F{ и 
Fi + Fi и граничными условиями Да — и Да +  |ла , соответ­
ственно. Применив следствие 1 из теоремы 1, получим, что
и, >  0 и Vi >  0, т. е. \y-i \ yi.

С л е д с т в и е .  Д л я  решения задачи  (52) с Fi == 0 справед­
лива  оценка

|| у ||с <  max { |ц .  I, | м-2 1 }-

Д ля  доказательства рассмотрим вспомогательную задачу 

(Ay)i 0, i  1 , 2 , . . . ,  А/ 1, Уо~ Ун =  m

где =  max {| т | ,  |ц 2|}.
Согласно теореме 2, имеем

II У Не <  II У 11с > 
а из теоремы 1 следует, что

II У 11с <  Ц-

Т е о р е м а  3. Пусть в задаче  (52)
Ft — D ^ i ,  i =  1, 2, . .  . ,  N — 1, ц 1= ц 2 =  0.

где Di — Ci — Bi — Л , - > 0  и выполнены условия  (51). Тогда 
справедлива оценка

ЦуНс =  max | y t | < | | ф | | с . (53)
о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если D, =  0 при i =  1, 2, . . .  , N  — 1 
и Ц1 =  Цг =  0, то Fi =  0, решением задачи (52) является тожде­
ственный нуль и оценка (53) очевидна.

Предположим теперь, что £), ф  0 хотя бы в одной внутрен­
ней точке. Построим функцию Yi >  0, являющуюся решением 
задачи
В, (Y i+1 -  Y t) -  А ( (Yi -  Г , . , )  -  DiYi  =  -  D t | Ф< |, Г0 =  Y N =  0. (54)

Согласно теореме 2, ||у||с II Y\\ с, так что нам остается оце­
нить решение задачи (54).
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Пусть в точке / =  to достигается максимум функции К*. Тогда

и из (54) получаем
D.  Y,  < D . \  ф. I <  D.  || ф L .го * *о | Mo I * го v

Если D l0> 0 ,  то отсюда следует оценка

II у  Не <  II Ф Не (55)
что нам и требовалось. Если же Di, =  0, то из (54) получим

Так как Y i ^ Y h - 1  и Уг-0> У ,-0+ь то отсюда следует равенство

^^0 Y 1$—1,

т. е. то же самое максимальное значение достигается и в сосед­
них с to точках. Взяв i =  t\ =  to +  1 (или t'i =  to — 1), повторяем 
предыдущее рассуждение и получаем неравенство

D i y it || ф||с ,

откуда снова следует либо (55), либо равенство
Г г-1+1 =  Г г, =  Кг,-,.

Так как £)г Ф  0, то при некотором t =  ia получим £>га >  0 и не­
равенство (55).

Теорема доказана.

§ 3. Некоторые сведения 
из функционального анализа

Понятия и методы функционального анализа находят естественное при­
менение в теории разностных схем. Дадим здесь краткий перечень исполь­
зуемых нами элементарных сведений из теории линейных операторов. Для 
детального изучения основ функционального анализа можно рекомендовать, 
например, книги Л. В. Канторовича и Г. П. Акилова [1], Л. А. Люстерника 
и В. И. Соболева [1], Б. 3. Вулиха [1].

1. Линейные операторы. Пусть X  и Y — линейные нормиро­
ванные пространства, 3)  — некоторое подпространство X. Если 
каждому вектору х  е  3)  по определенному правилу сопоставлен 
вектор у  =  А х  е  Y, то говорят, что на 3)  (или в X)  задан опе­
ратор А со значениями в Y. Множество 2)  называется областью 
определения  оператора А и обозначается 3 )( А) .  Множество всех 
векторов вида у — Ах,  когда х<=-Я)(А),  называется областью 
значений  оператора А и обозначается Я ( А ) .  Иногда вместо А х  
будем также писать А ( х ) ,



Д ва  оператора А и В называются равными , если области их 
определения совпадают и для всех х е ^ З ) ( А )  =  3 ) (В) выполне­
но условие

А х  =  Вх.

Оператор А называется линейным,  если он
1) аддитивен, т. е. для всех х 1% х% £= 2 ) ( А )

А (х, +  х2) =  Ах,  + А х 2,

2) однороден, т. е. для всех i g ® (Л) и любых чисел Я

А (Кх) =  К Ах.

Линейный оператор А называется ограниченным,  если суще­
ствует такая постоянная М  >  0, что

W A x W ^ M W x l  (1)
для любых j g D ( ^ )  (здесь | | - | | i — норма в X, [|• Ц2 — норма 
в Y).  Наименьшая из постоянных М,  удовлетворяющих условию 
(1), называется нормой оператора А и обозначается М ] | А,^.К 
или просто || А ||.

Из определения нормы следует, что

|| Л | |=  sup || А х  ||2 или || Л || =  sup --й"|Г" •
||*||, = 1 х¥=0 I' х Hi

Отметим, что в конечномерном пространстве любой линейный 
оператор ограничен.

Всевозможные линейные ограниченные операторы, дейст­
вующие из X  в Y, образуют линейное нормированное простран­
ство, так как норма ||Л|| оператора Л удовлетворяет всем аксио­
мам нормы: 1) | |Л | |> 0 ;  если ||Л|| =  0, то ||Л*||2 =  0 для всех 
* и Л  =  0, 2) ||ЯЛ|| = | Ь |  ||Л||, 3) ||Л +  В | | < | | Л | |  +  ||В||.

Будем обозначать через ( Х —̂ Х)  множество линейных огра­
ниченных операторов, область определения которых совпадает 
с X, а значения принадлежат X. На множестве ( Х - * Х )  можно 
ввести произведение А В  операторов Л и В, (АВ)х  =  А ( В х ) .  Оче­
видно, что А В  — линейный ограниченный оператор: | |Л В |К

IIЛ ||||В||. Если (А В ) х =  ( В А ) х  для всех х  е  X,  то Л и В н а ­
зываются перестановочными или коммутативными; в этом слу­
чае пишут А В  =  ВА.

В связи с решением уравнений вида А х  =  у  вводится поня­
тие обратного оператора Л-1. Пусть Л — оператор из X  на Y, 
т. е. 3 ) ( А )  =  X, 91(A) = Y. Если каждому y ^ Y  соответствует 
только один х  е  X,  для которого А х  =  у, то этим соответствием 
определяется оператор Л-1, называемый обратным для Л и имею­
щий область определения Y и область значений X. Д ля любых
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х ^ Х  и у е ! '  имеем, из определения обратного оператора, тож ­
дества А~1 (Ах) = х, А (А ~ 1у) = у. Нетрудно показать, что если 
А линеен, то и Л-1 (если он существует) также линеен.

Л е м м а  1. Д л я  того, чтобы аддитивный оператор А 
с 3 ) ( А )  — Х и 1%(А)= Y имел обратный, необходимо и доста­
точно, что А х  = 0 только при х  =  0.

Т е о р е м а  1. Пусть А — линейный оператор из X  на У. Д л я  
того, чтобы обратный оператор А " 1 существовал и был ограни­
ченным (как оператор из У на X ) , необходимо и достаточно, 
чтобы существовала такая постоянная 6 >  0, что для всех х  е  X

\\ А х  \\2^  6\\ х  \\{ (|| • |li ~  норма в X,  || - ||2 — норма в У). (3)

При этом справедлива оценка  |!Л_1| | ^  1/6.
2. Линейные ограниченные операторы в вещественном гиль­

бертовом пространстве. Пусть Н — вещественное гильбертово 
пространство со скалярным произведением (х, у)  и нормой. 
|| х || ~ У ( х , х ) .  Будем рассматривать ограниченные линейные  
операторы, заданные на H(SD(A) = H).  Введем ряд определе­
ний. Оператор А будем называть:

1) неотрицательным,  если

где 6 >  0 — число.
Пусть А — произвольный неотрицательный оператор, х е / / .  

Число (Ах, х)  назовем энергией оператора А. Будем сравнивать 
операторы Л и В по энергии. Если ( ( Л — В)х,  х) > 0  для всехх, 
то будем писать А >  В.  Неравенства (4)— (7), в частности, 
можно заменить операторными неравенствами

(Ах,  х ) ^ 0  для всех х е й ,

2) положительным,  если
(Ах,  х ) > 0  для  всех х е Я ,  кроме х =  0,

3) полуограниченным снизу,  если
(Ах,  х) ^  — с» || х ||2 для любых х е / / ,

где с*— положительное число,
4) положительно определенным,  если

(Ах,  x ) > f i | | x | p  для  любых х е / / ,

(4)

(5)

(6 )

(7)

Л > 0 ,  т. е. (Ах,  х ) > 0 ,
Л > 0 ,  т. е. (Ах,  х) >  0,

( 8 )Л >  — с„Е, т. е. (Ах,  х ) >  — c j x | | 2, 
Л > 6 £ ,  т. е. (Ах,  х ) > 6 | | х | р ,

где Е  — единичный оператор (Ех  =  х ) .
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Нетрудно убедиться в том, что введенное на множестве ли­
нейных операторов ( Я - > Я )  отношение неравенства обладает 
следующими свойствами:

1) и з Л > В и С > £ )  следует А +  О  В + D,
2) и з Л > 0 и А > 0  следует АЛ >  О,
3) и з Л > В и В > С  следует А >  С,
4) если А >  0 и Л-1 существует, то Л-1 >  0.
Если Л — линейный оператор, заданный на Я, то опера­

тор А*, также заданный на Я, для которого при всех х, у  е  Я  
выполнено равенство

(Ах, у) -  (х, А*у),

называется сопряженным к оператору Л.
Если Л — линейный ограниченный оператор, то сопряженный 

оператор определен однозначно и является линейным ограничен­
ным оператором с нормой ||Л*|| =  ||Л||.

Линейный ограниченный оператор Л называется самосопря­
женным оператором, если А* = А,  т. е.

(Ах,  у) = (х, Ау) для любых х, у ^ Н .

Если Л — любой линейный оператор, то А*А и АА*  — само­
сопряженные неотрицательные операторы:

(А*Ах, у) = (Ах, Ау) =  (х, А*Ау),
(А'Ах ,  х) = || Ах  ||2 >  0, (АА*х, х) =  || А' х  IP >  0.

Отметим, что (А*)' =  А,  (Л*)-1 =  (Л ~ ') \
В комплексном гильбертовом пространстве Я  из требова­

ния неотрицательности оператора Л следует его самосопряжен­
ность:

если (Ах, х ) ^ 0  для всех х ^ Н ,  то Л =  Л \

Д ля  вещественного пространства Я  это утверждение неверно. 
Поскольку мы рассматриваем только вещественное гильбертово 
пространство, то будем пользоваться операторными неравен­
ствами и для несамосопряженных операторов.

Т е о р е м а  2. Произведение А В  д вух  перестановочных неот­
рицательных самосопряженных операторов А и В есть также 
неотрицательный самосопряженный оператор.

Оператор В называется квадратным корнем из оператора А,  
если В 2 =  Л.

Т е о р е м а  3. Существует единственный неотрицательный са­
мосопряженный квадратный корень В из любого неотрицатель­
ного самосопряженного оператора А,  перестановочный со вся­
ким оператором, перестановочным с А.

Квадратный корень из оператора А будем обозначать че­
рез Л 1/г.

3 А. А. Самарский



Пусть А — положительный и самосопряженный линейный 
оператор. Вводя на линейной системе Н  скалярное произведе­
ние (х , у ) А = (Ах, у)  и  норму \\х\\А = У ( х ,  х)А, получим гиль­
бертово пространство Н А, которое обычно называют энергети­
ческим пространством Н А. Нетрудно показать, что скалярное 
произведение (х, у ) А — (Ах, у) удовлетворяет аксиомам ска­
лярного произведения: 1) (х, у )а — (у, х ) А, 2) (х + у, г ) А =
= ( x , z ) A + ( y , z ) A, 3) ( 1 х , у ) А = Х ( х , у ) А, 4) ( х , х ) А > 0  при 
х  ф  0 и (х, х ) А =  О только при х  =  0.

Аксиомы 2) и 3) выполняются в силу линейности, 4) — в си­
лу положительности оператора А. Требование (х, у ) А — (у, х ) А 
или (Ах, у) = (х, Ау)  = (Ау, х) означает самосопряженность 
оператора А и тоже выполнено. Из аксиом скалярного произве­
дения следует неравенство Коши — Буняковского | (х, у ) л \ ^  
^ 1 М Ы Ы 1 л  и неравенство треугольника \\х +  у\\А < | | х | | А +  
+  \\у\\л. Тем самым доказана

Л е м м а  2. Д л я  любого  положительного самосопряженного 
оператора в вещественном гильбертовом пространстве справед­
ливо обобщенное неравенство Коши  — Буняковского

(Ах,  у)2^ ( А х ,  х ) (Ау ,  у). (9)

З а м е ч а н и е .  Это неравенство имеет место и в том случае, 
когда А — неотрицательный оператор.

Если А — самосопряженный положительный оператор и А~1 
существует, то можно ввести «негативную» норму

l k lL - i  =  U _ 4 , ф)‘/!.

66 гл. i. П р е д в а р и т е л ь н ы е  с в е д е н и я  12

Покажем, что
I м I (ф> х ) I[фНл—■ = s u p - - T —

хфО II х IIл

Действительно, из неравенства (9) имеем

1(ф, *)1 =  1С4-1Ф. Лх)|<||ф||л- 1||х||л. 

Следовательно,
I (w х )  I И ‘Р ^л-1 IIх  “л

<  й Г Л = 11л~ и
С другой стороны, если х =  Л-1ф, то 

I (ф, х) | _  (ф, Л-1ф)
( А А - \ А - \ ) Ъ

что и доказывает наше утверждение.
Д ля  нас в дальнейшем важную роль будут играть достаточ- 

ные условия существования ограниченного обратного операто­
ра Л-1, определенного во всем пространстве Н, 2) ( А ~Х) =  Н.
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Заметим, что лемма 1 и теорема 1 гарантируют существова­
ние обратного оператора, определенного лишь на 9 1 ( A ) —  мно­
жестве значений оператора А,  которое может не совпадать с Н.

Если известно, что множество значений оператора А совпа­
дает со всем пространством Н, 91(A) = Н,  то выполнение усло­
вий леммы 1 или теоремы 1 обеспечивает существование опера­
тора Л-1 с S5(.4_1) =  Н. В частности, положительный оператор Л 
с 91(A) = Н  имеет обратный А ~1 с 3)  (Л-1) =  Н,  так как из усло­
вия (Ах, х)  >  0 для всех х Ф О  следует, что А х  Ф  0 при х ф  0 и 
потому применима лемма 1.

Т е о р е м а  4 (см. Ф. Рисс и Б. Секефальви-Надь [1]). Пусть 
А — линейный ограниченный оператор, действующий в гильбер­
товом пространстве Н, 3 ) ( А ) =  Н. Д л я  того, чтобы оператор А 
имел обратный А~[ с областью определения 3) ( A~ l) =  Н, необ­
ходимо и достаточно существование постоянной 6 >  0 такой, что 
при всех  1 ё Я  выполняются неравенства

При этом справедлива оценка ||Л_1|| ^  1/6.
С л е д с т в и е .  Пусть А — положительно определенный линей­

ный ограниченный оператор с областью определения 3 ) (А) — Н. 
Тогда существует ограниченный обратный оператор А~1 
с 0 ( Л - 1 )  =  Н.

В самом деле, из Л >  6Е, 6 >  О следует

[ |Л х [ [ | |х | |> ( Л х ,  х ) > 6 [ [ х [ |2,
|| Л * х | | | |х | |> | ( Л * х ,  х)\  =  \(х,  Ах)  | =  (Ах,  x ) > 6 | | x | f ,

т. е. ||Лх|| >  б||х|1, ||Л*х|| >  б||х|| и выполнены условия теоре­
мы 4. Д ля нормы обратного оператора имеем оценку ЦЛ-1|| << 1/6.

З а м е ч а н и е .  В конечномерном гильбертовом пространстве 
для существования обратного оператора Л-1 достаточно требо­
вать положительности оператора А,  так как из условия А >  О 
следует существование постоянной 6 > 0  такой, что (Лх, х )^ -  
>  5||х||2 для всех х. Действительно, (Ах, х)  =  (Л0х, х), где Л 0 =  
=  (Л +  А*) /2 — самосопряженный оператор. Поэтому (Ах, х) >  

>• 6||х||2, где 5 — наименьшее собственное значение оператора Л0. 
Число 6 не может равняться нулю в силу положительности опе­
ратора Л.

Напомним, что норма оператора А определяется так:

Если А — самосопряженный оператор, то имеет место формула

| |Л х | | > 6 | | х | | ,  | |Л * х | |> 5 | |х | | . ( 10)

II Л 11= sup || А х  ||.

( 1 1 )

3*



Л е м м а  3.  Е с л и  S  =  S* — л и н е й н ы й  о г р а н и ч е н н ы й  оператор, 
п  >  0 — ц ел о е  чи с ло ,  то

II S n || =  1! S T  (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть п  =  2. Тогда

II S 21| =  sup ( S 2x, х) =  sup || |р =  || 5  ||2,
1 1 * 1 1 - 1  i i * i i = i

т. е. II S 2 1| =  II 5  |р.
Пусть формула (12) верна для n = k — 1 и n = k. Покажем, 

что она верна для n = k +  1, k > \ .  В самом деле,

| | 5 2А| |=  sup (S 2kx , х ) =  sup ( S k+Xx, S k~lx ) ^ .
i i * i i = i  n * i i = i

<  sup (f S*+1x II If II ̂ 11 S*+l (I IIS*-1 II,
n * l i = i

т. e. || S*+11| || S k~ { ||]> || S 2k || =  || S k |p =  || 5  |p*. Так как Ц 1| =
=  || 5  ||*_1, то отсюда следует || S*+11 |^ | |  5 1|*+1. С другой стороны, 
|| S k+11 |^ | |  5  ||*+1. Таким образом || 5*+I || =  || 5  ||*+1. Так как фор­
мула (12) верна при п =  1 и п =  2, то она верна для  любого п.

Л е м м а  4. Если А — самосопряженный положительный и 
ограниченный оператор, то справедлива оценка

\\Ау  |р <  И  II (Ау, у). (13)

Так как Л* =  Л > 0, то существует оператор Л'/з. П олагая 
v — А ‘/гу, получим

(Ay, Ay)  =  (Av,  || А |||| v |р =  || Л ||(Ау, у).

3. Линейные операторы в пространстве конечного числа из­
мерений. Рассмотрим n -мерное линейное пространство R n со 
скалярным произведением ( , )  и нормой \ \ х \ \ = У ( х ,  х)-

По определению конечномерного пространства любой вектор 
можно единственным образом представить в виде линей­

ной комбинации х  =  c i | j  +  . . .  +  cn|n  линейно независимых век­
торов | i ,  . . . ,  образующих базис пространства /?„. Числа Ck 
называются координатами вектора х. В качестве базиса всегда 
можно выбрать ортогональную и нормированную систему век­
торов | ь  . . . ,  In, т. е. такую, что

f 0, i¥=k,  
i = = k _

Отсюда следует, что Ch =  (х, £*).
Пусть А — линейный оператор, заданный на /?„. Каждому 

оператору А в базисе | ь . . . ,  %п соответствует матрица 51 =  
=  (aih) размером « Х м ,  где atk — i-я компонента вектора Л | ь.

6 8  ГЛ. 1. П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е  С В Е Д Е Н И Я  |3
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Обратно, всякая матрица 5 1 =  (щь),  i, k = \ ,  п опреде­
ляет линейный оператор.

Матрица самосопряженного оператора в любом ортонорми- 
рованном базисе есть симметричная матрица.

Остановимся на свойствах собственных значений и векторов 
линейного самосопряженного оператора А. Собственным значе­
нием оператора А называется такое число Я, что существует 
вектор |  0, обладающий свойством А% =  Я|. Этот вектор на­
зывается собственным вектором, принадлежащим (соответствую" 
щим) данному собственному значению X.

1. Самосопряженный оператор А в R n имеет п взаимно орто­
гональных собственных векторов | ь . . . ,  Будем считать, что 
все \ k нормированы к единице. Тогда (g*, Ik) =  6«. Соответ­
ствующие собственные значения расположим в порядке возра­
стания их абсолютных величин: | Я] | -«С | Я2| j Хп).

2. Если линейный оператор А,  заданный на R n, имеет п 
взаимно ортогональных собственных векторов, то А — самосо­
пряженный оператор, А =  А*.

3. Если А* =  . 4 ^ 0 ,  то все собственные значения операто­
ра А неотрицательны.

4. Произвольный вектор можно разложить по соб­
ственным векторам оператора А =  А*:

П П
x = H c kl k, ck = (x , lk) ,  причем | |x  IP =  2 ф

k=i *=i
5. Пусть А* =  Л > -0  (А самосопряжен и неотрицателен). То­

гда XiIU|]2< ( ^ a : ! х)<Я„| |л:] |2 и

II х I K  \ \Ах  [I ^  Я„ I! х  [| для всех х ^ Н ,

где Я1>-0, Я „ > 0 — наименьшее и наибольшее собственные зн а ­
чения оператора А.

Норма самосопряженного неотрицательного оператора в R n 
равна его наибольшему собственному значению, |]Л|| =  Яп.

6. Если самосопряженные операторы А и В  перестановочны, 
т. е. А В  = ВА,  то они имеют общую систему собственных функ­
ций (доказательство см., например, И. М. Гельфанд [1]).

7. Пусть А и В  перестановочные (АВ = ВА ) ,  самосопряжен­
ные операторы. Тогда оператор А В  имеет ту же систему соб­
ственных функций, что и операторы А и В,  и собственные зн а­
чения

Ялв =  Яд'Яд*, k =  1, 2, . . . ,  п,

где Ял’, Яв* и Ялв — собственные значения номера k операто­
ров А, В  и АВ  =  В А соответственно. Имеют место также ра­
венства К{А+в — h(A +  Яд'-



Г л а в а  II

РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В этой главе изучаются разностные схемы для простейших нестационар­

ных уравнений: одномерного уравнения теплопроводности и уравнения коле­

баний струны. Построены двухслойные и трехслойиые схемы с погрешностью 

аппроксимации 0 (т  + Л2), 0 (т2 + /г2) и 0 (т2 + /г4) для первой, второй и 

третьей краевых задач. Излагаются два способа исследования устойчивости 

разностных схем: метод разделения переменных и метод энергетических не­

равенств.

Д ля  выяснения методов построения разностных схем в слу­
чае нестационарных задач, а также методов их исследования 
рассмотрим одномерное уравнение теплопроводности с постоян­
ными коэффициентами.

1. Исходная задача. Процесс распространения тепла на пря­
мой описывается уравнением теплопроводности (см., например,
А. Н. Тихонов и А. А. Самарский [6])

где u — u ( x , t )— температура, с — теплоемкость единицы массы, 
р — плотность, k  — коэффициент теплопроводности, J — плот­
ность тепловых источников, т. е. количество тепла, выделяюще­
гося в единицу времени на единице длины. Коэффициенты тепло­
проводности и теплоемкости могут зависеть не только от х, t, но 
и от температуры и (в этом случае уравнение называется ква-

§ 1. Уравнение теплопроводности 
с постоянными коэффициентами

(1)



зилинейным). Если k  и ср  постоянны, то уравнение (1) записы­
вают в виде

i f L  =  a2^!fL + f  а2 = — ? =  _L /о\
dt  а  дх* +  ’ ’ а  с р ’ 1 с р '  W

где а2— коэффициент температуропроводности.
Без ограничения общности можно считать а =  1 и записывать 

уравнение (2) в виде
ди _  д2и f 
dt  ~  д х 2 +

В самом деле, вводя х'  =  х/а  и вновь обозначая х'  через х, 
получим (3). Если ищется решение уравнения (2) на отрезке 
O^Cx^Cl ,  то обычно пользуются безразмерными переменными

/  =  Х/l, Г =  а2///2.

В этих переменных уравнение (2) записывается в виде (3), 
причем 1, а f  = l2f / a 2.

Мы будем рассматривать первую краевую задачу для урав­
нения (3) в прямоугольнике

Z) =  ( 0 < * < 1 ,  0
Требуется найти непрерывное в D  решение и =  u(x,  t) задачи

i I § 1. СХЕМЫ Д Л Я  У Р А В Н Е Н И Я  Т Е П Л О П Р О В О Д Н О С Т И  71

- § Г “ - 0  + Н*, 0, 0 < х < 1 ,  0 < / < 7 \

(I)и {х, 0) =  и0 (*)> 0 ^  х  <  1,
и (0, /) =  U\ (t), и ( \ ,  t) =  и2 (t), 0

2. Семейство шеститочечных схем. Введем сетки 
юл =  {x i — ih, i 0, 1, . . . ,  А/}, со̂  — {tj — /т, / =  0, 1, . . . ,  /о} 

и сетку в .D:
®лт =  X сох =  {(ih, /т), / =  0, 1, ЛГ, / =  О, 1, /0}

с шагами h = l / N  и т=7У/о- Обозначим через г/( значение
в узле (Xi, tj) сеточной функции у, определенной на йлт. Заме- 

ди „ „ б2иняя производную —  первой разностной производной, а —
второй разностной производной ихх и вводя произвольный веще­
ственный параметр а, рассмотрим однопараметрическое семей­
ство разностных схем

у(+ , - у { А ( а у ( +1 + (1 -  a) yi) + q>(, 0 <  г <  jV, 0 < / < / 0. (4)т

Схему (4) будем называть иногда схемой с весами .
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Краевые и начальные условия аппроксимируем точно 

У1 Уы~  ^2’ 

y°i = y{Xi> 0) =  «<,(*/)•

(5)

(6)

Здесь фI — сеточная функция, аппроксимирующая правую часть 
/  уравнения (3), например,

Разностную задачу, определяемую условиями (4) — (6), будем 
называть задачей (II) .

Разностная схема (4) написана на шеститочечном шаблоне, 
состоящем из узлов

(см. рис. 5 , в) с центром в точке (*,-, tj+]). Уравнение (4) пи­
шется в узлах (*„ t j + i ) , i =  1, 2, . . . ,  N — 1, /  +  1 =  1, 2, . . . ,  / 0, 
называемых внутренними узлами. Множество всех внутренних 
узлов сетки a hx будем обозначать

Краевые и начальные условия (5) и (6) пишутся в гранич1- 
ных узлах сетки ш/,т.

Множество узлов сетки лежащих на прямой t = t h обыч­
но называют слоем. Схема (4) содержит значения искомой функ­
ции у  на двух слоях и поэтому называется двухслойной  схемой.

От выбора параметра о, как мы убедимся в дальнейшем, за ­
висят точность и устойчивость схемы (4).

Рассмотрим схемы, соответствующие частным значениям а. 
При а  =  0 получаем четырехточечную схему (рис. 5, а)

y \ +i в каждой точке слоя t =  tj+l (нового слоя) выражается по 
явной формуле (7) через значения у[ на слое t =  1} (на старом 
слое). Так как при t =  О задано начальное значение y°i ’= u 0(x i), 
то формула (7) позволяет последовательно определить значения 
у  на любом слое. Схема (7) называется явной.

а
ф{ f(xi,tj+о,5), ^-+0,5 ~  +  0,5т,

А У 1 =  у ЯК. i =  0,-1  -  2yt +  y l+l) jh 2-

или



Если а ф  О, то схема (4) называется неявной двухслойной
схемой. При аФ  0 для определения yl+l на новом слое полу­
чаем систему алгебраических уравнений

оЩ + х - \ у [ + х=  ~ F [ ,  F [  =  ^ y \  +  { \  - а ) Л г Л  +  ф/, (8)
1 = 1 ,  N -  1

с краевыми условиями
г//+! =  м[+ |, г/Н-i =  «/+'.

Решение этой системы находится методом прогонки (см. гл. I, 
§ 1, п. 9).  Укажем еще две схемы.

При а =  1 имеем схему с опережением или чисто неявную  
схему

^ - г Л = Л у ^  + Ф/. (9)

При а — 0,5 получаем шеститочечную симметричную схему

^ 4 л ( ^ | + '/1) + ф1 (Ю)
(называемую иногда схемой Кранка — Никольсона).

Перейдем к выяснению вопросов о погрешности аппроксима­
ции и точности схемы с весами (4).

3. Погрешность аппроксимации. Чтобы ответить на вопрос 
о точности схемы (4) — (6), нужно сравнить решение у  = у[ з а ­
дачи (4) — (6) с решением u =  u ( x , t )  задачи (I). Так как 
u ( x , t ) — непрерывное решение задачи (I),  то положим и[ =  
= u ( x it t д) и рассмотрим разность

А  =  У\ ~  “ f-
Д ля  оценки сеточной функции z{ на слое выберем некоторую 
норму II-II, например, одну из следующих норм:

(N - 1 у/,
l!z|| =  | |z | |c =  max \ z t \, | | z | | =  2  zj/г .

0 < г < Л Г  \i =  I /

Перейдем к безиндексным обозначениям, полагая (см. гл. I, 
§ 1, п. 2)

у {  =  у> y ’i+l =  (/, y t =  ( y - y ) / x -

Перепишем задачу (4) — (6) в виде
у { = А ( о $  + (\ - а ) у )  + ф, (х, /)<=юАт, 
у(0,  /) =  «,(/),  y ( l , t )  = u2(t), /< = м т, (II)
у{х ,  0) = uQ{x), * < = м Л.
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Найдем условия, определяющие z  =  у  — и. Подставляя у  =  z  +  и 
в (И) и считая -и заданной функцией, получим для z  задачу

2 ,  =  Л ( ст2  +  (1 —  <j ) z ) +  i J>, 0 М ) < =  соЛт,

2(0, t) = z { \ ,  0  =  0, t е  сот, (III)
г (х ,  0) =  0, х е

где
■ф =  Л(стй +  (1 — ст) и) — щ  +  ф (11)

— погрешность аппроксимации схемы (II) на решении и =  и(х,  t) 
уравнения (I).

Напомним определение порядка аппроксимации (см. гл. I, 
§ 1, п. 3). Схема (II) аппроксимирует уравнение (I) с порядком 
(т ,п )  или имеет аппроксимацию 0 ( h m + т") на решении и =  
= u ( x , t )  уравнения (I),  если ||г|)(х, t) ||(2) =  0 ( h m +  т") или 
11̂ 11(2) ^  М (hm +  т") для всех / е  сог, где М — положительная 
постоянная, не зависящ ая от ft и т, а норма II- 11(2) — некоторая 
норма на сетке со̂ .

Перейдем к оценке порядка аппроксимации схемы (I I) ,  пред­
полагая, что и — u ( x , t )  имеет нужное по ходу изложения число 
производных по ж и t. Будем пользоваться обозначениями:

ди , ди _ , , чii ^  ) и — у и и fy+o.s)*

Разложим u — u ( x , t )  по формуле Тейлора в окрестности точки 
(Xi, t =  ti+0,s). Пользуясь формулами

й =  0,5 (й + и) +  0,5 (й — и) =  0,5 (й +  и) +  0 ,Ьхщ,
и — 0,5 (й +  и) — 0,5тнь

ай + ( 1 — а).и =  0,5 (ц +  и) +  (а — 0,5) хщ,

перепишем в виде
=  0,5Л (й +  и) +  (а — 0,5) т A u t — ut +  ф.

Подставляя сюда выражения

Ли =  и"  +  ^  и <4> +  О (ft4) = Lu + ~ L 2u + Q (ft4), Lu  =  —  >
—  <j-2 —  

й =  й +  0,5ты + - у  й +  О (г3),
—  г 2 —  и = й — 0,5тй + —  й +  О (т3),

0,5'(й +  м) =  ы + ^ - й  +  0  (т3), щ = й +  О (т2),

получим

=  (LU — й +  ф) +  (а — 0,5) тЬй + 1}й +  О (т2 +  А4). (12)
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Отсюда видно, что i|> =  (ст — 0,5) xLii + О (h2 +  т2) при ср =  /  =  
=  / ( х , ^ + 0,5), так как й = Lu + f.  Учитывая, что Lit = L2u + Lf  =  
=  м(4) +  f "  и L2u = Lti — Lf,  из (12) получаем

=  (Ф-  Ь +  [ ( * ~  0,5)т +  - £ ]  L l — ^ L T + 0 ( h *  +  т2). (13)

Приравняем нулю выражение в квадратных скобках и найдем

При этом значении ст =  ст, и ф, равном

ф =  f  + ~i2 Ц ,

схема (И) имеет аппроксимацию 0 ( /г4 +  т2), т. е. я|з =  О (/г4 +  т2). 
Порядок аппроксимации схемы не нарушится, если мы заме­
ним f "  выражением f ix = Af ,  т. е. положим ф =  /  +  (h2Af ) / \ 2  
или

ч>!=4 «М- + Т7 ( «  + «'/•)■ (15)

Эта формула удобней для вычислений.
Пусть Сп (D ) — класс функций, имеющих т  производных 

по х  и п производных по t, непрерывных в D. Из формул (13) 
и (14) ясно, что схема (И) имеет аппроксимацию 1) 0 ( h 2 + х2) 
при ст =  0,5, ф =  /  или Ф =  /  +  0 ( h 2+ х2), если и е С з ,  2) 0 (h 2 +  т) 
при любом ст Ф  0,5, ф =  /  +  О (h2 +  г ) , например, ф =  /  или Ф =  f, 
если « е С г ,  3) 0 (/г4 +  т2) при ст =  ст* и ф, заданной формулой
(15), если и е  С®.

Схему (II) с ст =  ст„ и Ф =  / +  - ^ - А /  называют обычно схемой
повышенного порядка точности.

Выбор правой части ф должен быть подчинен требованию со­
блюдения порядка аппроксимации при данном ст. Так, при 
ст =  0,5 можно полагать ф равным ф =  0 ,5(f +  / ) ,  Ф =  /  и т .д .

Из (13) видно, что погрешность 0 ( h 2 + x2) может дости­
гаться и при ст Ф  0,5, если положить

ст =  0,5 +  h2 а/х,

где а  — любая постоянная, не зависящ ая от Л и т. В этом слу­
чае ст зависит от Л и т. Произвол в выборе а  ограничен условием 
устойчивости схемы (достаточно взять а > — V4, см. п. 4),



4. Устойчивость по начальным данным. Исследуем устойчи­
вость схемы (II) методом разделения переменных (при однород­
ных граничных условиях). Пользуясь тождествами

9 = У + Щ ,  ау  + {1 -  а) у = y + oxyt,
перепишем схему (II)  с однородными краевыми условиями 
в виде

y t -  o x A y t =  A y  +  ф, (х, t) е= со,,
У (0, t) = y { l ,  t) =  0, *е= сот, у ( х ,О )  = и0(х), х  (= щ .

Схема (16) устойчива,  если для решения задачи (16) верна 
оценка

IIУ (О ll(i) <  Mi || «о ||(i) +  М 2 max || ф (tr) ||(2), t е  со , (17)
о <  г < t

где М\, М 2 — положительные постоянные, не зависящие от h и т, 
||-||(]), II • 11(2) — некоторые нормы на слое (на сетке со/г).

Пусть ф =  0. Тогда оценка

IIУ (0 11(п <  |j Ыоll(i), i е  а т> (18)
выражает устойчивость схемы (16) по начальным данным.  Если 
у (х, 0) =  0, то неравенство

IIУ (0 ll(i) max || ф (Г) ||(2) (19)
о <  (' < t

означает устойчивость схемы (16) по правой части.
Оценка (17) для решения задачи (16) выражает устойчи­

вость схемы (16) по начальным данным и по правой части.
Решение задачи (16) представим в виде суммы у — у + у ,  

где у — решение однородного уравнения
y t - a x A y t = Ay,  2/(0, t) = y ( l ,  0  =  0, у ( х , 0 )  = и0(х), (16а)

а у — решение неоднородного уравнения с начальным условием 
у (х, 0) =  0:

y t -  ax A y t =  A y  +  ф, г/(0, t) = y ( \ ,  0  =  0, у(х ,  0) =  0. (166)
Для исследования устойчивости схемы (16) по начальным 

данным надо найти оценку для решения задачи (16а). Д л я  этого 
воспользуемся методом разделения переменных и получим 
оценку (18) в сеточной норме Z.2(coft):

________  N - 1
II у  11(1) =11У II, где II2/11= У  (у, у), ( y , v ) = ' 2 l y iv ih.

, / = 1
Будем искать решение уравнения (16а) в виде произведения 

функций, одна из которых Т = Т (t}) зависит только от t =  
а вторая X  =  X ( X i )  —  только от х  =  Хи  полагая y ( x , t ) ~
— Х ( х ) Т ( i ) . Подставим это выражение в (16а) и учтем, что

A y  =  T A X ,  у, =  XT,.
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Тогда получим

Т — Т _  А Х  

т  (ст? +  (1 — а )  Г) X

где X — параметр разделения. Отсюда находим
™ -г 1 — (1 — ст) тЯT = qT, где q =  ^  .

Д ля  X  получаем разностную задачу на отыскание собственных 
значений (разностную задачу Ш турма — Лиувилля):

А Х  (х) +  XX (х) =  0, 0 < x  = i h < l ,  Х(0)  = Х  (1) =  О,

рассмотренную в гл. I, § 2, п. 2. Там было показано, что эта за ­
дача имеет нетривиальные решения — собственные функции

Х ^ ( х ) =  Y 2 s i n n k x ,  6 = 1 ,  2, . . . ,  N - l ,

соответствующие собственным значениям

Xk = - ^ s i r f ^ . ,  k = l ,  2, . . . ,  N -  I, 0 < A , <  . . .  < X N- U

4 . о я h . 4 9 nh
2 * 1 COS 2

Собственные функции образуют ортонормированную
систему

f \ ,  k \ = k o ,
( * ,»  0i к  ф к г

Имеет место равенство Парсеваля

II / IP = 2 '/I, (20)
k=l

где f k — коэффициенты разложения любой сеточной функции /  (х), 
заданной на й л и равной нулю при х  = 0, х — 1:

/(*)  =  2 / Д <*>(*), f k = ( f , X < %k=i

Таким образом, задача (16а) имеет нетривиальные решения 
У (к) =  TkX {k) Ф  0, где Тк определяется из уравнения

T k = qkT k, ™ * Т \ + ' - ЧкЦ - . . . - Я\+ЧЪ (21)
1 — (1 — ст) тЯ*

Qk = - 1 +  сттЛ*

Т \  — произвольная постоянная.



Решение уравнения (16а) вида y {k) = T kX {k) называют гар­
моникой номера k. Оно является решением задачи (16а) с на­
чальным условием u0(x) = T°kX^k) (х). Выясним, при каких усло­
виях устойчива каж дая  из гармоник при k =  1, 2, . . . ,  N  — 1. 
Из формул

(22)

видно, что при 1 +  е, где е =  const >  0 не зависит от h
и т, имеем

к г ч - ы к . ц х 1
при т —«-О, т. е. задача неустойчива. Если |<7л|^ 1, тоЦг/ ^ J  не воз­
растает с ростом / (т —> 0) при фиксированном t =  /т:
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и гармоника устойчива.
Если все ]<7й|<1 и, следовательно, |)у[к)| |< ||у°{к)||, то будем 

говорить, что схема «устойчива на каждой гармонике».
Выясним теперь, при каких значениях о выполняется усло­

вие |<7ь |^ С 1 или — l ^ ^ f t ^ l ,  обеспечивающее устойчивость 
схемы на каждой гармонике. Из формулы qh =  1 — t W ( 1  +  атки) 
видно, что qh <  1, если 1 +  атки >  0, т. е. о > ~  1/(тЛ-д). Требо­
вание q u ^ .  — 1 или

, 2 +  (2сг — 1) xXk п
T T ^ T k —  

выполнено при 2 +  ( 2 а — \ ) т к ь ^ 0  или
1 1
2 %%k

Условие 1 +  от А* >  0 при этом автоматически выполняется. 
Так как

т °

и, следовательно, условие | ^ | - ^ 1  будет выполнено для всех 
k — 1, 2, . . , ,  N  — 1 при

а > Т - ^ ==0^  (23)

Таким образом, все гармоники у(щ = ТкХ ^  устойчивы при 
одном и том же условии о >  Go-

Покажем, что из устойчивости схемы (16а) на каждой гар ­
монике (из спектральной устойчивости) следует ее устойчивость 
в сеточной норме Li  по начальным данным у  (х, 0) =  «о ( х ) , где



и0(х) — любая сеточная функция, заданная при и рав­
ная нулю при х  =  0, х  =  1.

Общее решение задачи (16а) ищем в виде суммы частных 
решений вида (22), полагая

0 =  2  д(к) =  2  Ткх (к), так что ц # | р =  2  т\.
k= 1 &=1 fc=l

Подставляя сюда Th = qhTh и учитывая (20), находим

У = 2 *ft=i

II У IF =  2  q\T2k ^ m a x q l  2  П  =  max q\\\ у  |f.
&=1 k k= 1 &

Если o ^ o 0, to  max | <7*1^1 и | | $ I K I | j / | |  или
k

Иу^ М К И уМ К . . .  <11 у0 II =  11 «oil.

Таким образом, для решения задачи (16а) верна оценка
II У1 I K  II «о II ( / = 1 , 2 , . . . )  при ст>ст0, (24)

т. е. схема (16) устойчива в сеточной норме /^(юл) по начальным
данным при Go-

Разностная схема называется условно устойчивой, если она 
устойчива лишь при наличии связи между т и h и безусловно  
устойчивой — в противоположном случае. Схема, устойчивая при 
любых т и /г, называется абсолютно устойчивой (имеются схемы, 
устойчивые при достаточно малых / г и т ,  /г-^/г0, т-<то; эти схе­
мы не являются абсолютно устойчивыми, хотя могут быть и 
безусловно устойчивыми).

Рассмотрим некоторые частные случаи.
1. Я в н а я  с х е м а  (ст =  0).  Условие (23) дает 0 >  

> 0 , 5  — /г2/  (4т), т. е.
т//г2 < 0 , 5 .  (25)

Явная схема устойчива лишь при условии (25), связывающем 
шаги / г и т  (условно устойчива).

2. Н е я в н а я  с х е м а  при а > 0 , 5  устойчива при любых h 
и т, так как а > 0 , 5 > а 0- Таким образом, схема с опережением 
(а =  1) и симметричная схема (а =  0,5) устойчивы при любых 
Л и т  (абсолютно устойчивы).

3. С х е м а  п о в ы ш е н н о г о  п о р я д к а  а п п р о к с и м а ­
ц и и  (о =  а*, а* =  0,5 — /г2/(12т))  абсолютно устойчива. В са­
мом деле,

Л2 Л2 _  Л2 Л 
° »  °о 12т +  4 т  6 т  >

при любых / г и т .
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4. Н е я в н ы е  с х е м ы  с 0 а  <  0,5 при а, не зависящем от 
у = r /h2, условно устойчивы при у К  1/(2 — 4а).

5. С х е м а  (16) с а =  0,5 +  /г2а/т, имеющая аппроксимацию 
0 ( т 2 +  /г2), устойчива при любых / г и т ,  если а  >  — 1/4.

Таким образом, параметр а управляет не только порядком 
аппроксимации, но и устойчивостью схемы (16).

При исследовании устойчивости мы фактически имели дело 
только с двумя временными слоями tj, tj+l и шагом т =  tj+i — tj. 
Все рассуждения сохраняют силу, если сетка сот неравномерна, 
т. е. шаг Tj-j-i = tj+l— tj зависит от номера слоя. В этом случае 
параметр о можно считать зависящим от номера j +  1 слоя,
о =  0 3+1. Тогда вместо (23) получим условие а ^ а !0+{ =  0,5 — 
—/г2/(4т; + |). Д л я  схемы О (/г4 +  т2+1),в частности, следует положить 
а ' +| =  0,5 — /г2Д12т/+1). Условие а ^  а'0+1 достаточно для устой­
чивости схемы с весами при неравномерной сетке сот.

5. Устойчивость по правой части. Покажем, что условие (23)
1 /г2

о >  а0, ст0 =  j  -  - f f

достаточно для устойчивости схемы (16) и по правой части при 
а ^ - 0 .  Д ля  этого рассмотрим задачу (166). Ее решение ищем 
в виде

У =  2  TkX {k\  так что У 1 |2 =  2  Т\.  (26)
fe-i fe=i

Правую часть ф разложим по {XW}:

Ф =  2  щ Х (к\  так  что | |Ф IP =  2  Ф | .  (27)
k-\  ft-i

Подставляя (26) и (27) в (166) и учитывая, что ЛХ<к> =  —AfcXW, 
найдем

2  {^«(1 +  атА*.) +  — фй}Х(й) =  0.
к-\

Отсюда, в силу ортогональности системы собственных функций 
следует, что выражение в фигурных скобках равно нулю, т. е.

~ Тфь 1 —(1 —0) хХь
Тк =  ЦкТк +  т т о г х г 1 т т а г - -  (“ )

Подставим (28) в (26):

# =  2  ?**<*> -  S  + т S  — 1 Л
А-1 А-1 1+атЯд



Пользуясь неравенством треугольника (||и +  ш|| <  ||и|| +  I M ) ,  
находим

/ЛГ-1 у/, /ЛГ-1 \ V*

■ i P I K m a x l ^ l l S 7 *) +  m.ax ГГ+ Г ( S  ^
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или
|| у  | | <  шах | qk ] || у  || +  max II ф II- (29)

Пусть одновременно выполняются условия

* о = Т - | г ’ в > ° -  <30)

Тогда | ^ К 1 ,  l + o T l fê l  и

II # IKII УII +  т|| ф || или ||г/,' '+1||<11г//'11 +  т | |ф /'||.

Суммируя по / / =  0, 1, 2, /, приходим к оценке
/

Ц/// + , 1 К  2  т(|фП1, (31)
/'-О

так как ||г/°|| = 0  для решения задачи (166).
Оценка (31) получена при условии (30). Откажемся теперь

от требования (г^-О и вместо (30) потребуем

a > c r 8, <те =  у - - ~ е- /г2, 0 < е <  1, (32)

где е =  const >  0 не зависит от h, т. Тог да

I <7d I <  1» 1 +  =  1 +  (а -  ст8) тА,й +  аеткк >  1 +  агхкк =
(1 — в)

=  1 +  0,5тАй ---------- -̂------>  1 —

( 1 - е ) / Л  (1 — е) /г2 4

4 ^  4 ’ А2 е ’

т. е. 1 +  (лЛй> е  для всех k = \ ,  2, . . . ,  N  — 1. Поэтому из (29) 
следует оценка | |г /1 |< | |  г/1| +  т|| ф ||/е и

/
Цг// + , 1 1 < 7  2  т | |ф / ' | | .  (33)

Г-о

Если a  =  о-*, то условие а* <  0 означает, что т <  /г2/ 6. В этом 
случае можно выбрать е =  2/3, так как ( 1 — е)/4 =  1/12 при 
€ =  2/3. Объединяя оценки (24) и (31), (33), видим, что верно 
следующее утверждение.



Если выполнены условия
^  1 л2 .  л

а ^  ~2 - 1 7  =  а°’ ст̂ ° -
то схема  (16) устойчива по начальным данным и по правой ча­
сти, так что для решения задачи  (16) справедлива оценка

1|г//+111<||ы011+ 2 т | |< р ' ' | | .  (34)
/'=0

Если а <  0, то для устойчивости схемы (16) по правой части 
достаточно, чтобы выполнялось условие

« - 1  (1 -е ) /г2 . - ч
а ^ ¥ ----4i---------=‘ ° "  ° < е < 1>

где  е е  (0 ,1 ) — произвольная постоянная, не зависящ ая от h 
и т. При этом для решения задачи  (16) имеет место оценка

I
1|г//+1И<11ыо11 + !  S T,,(P/' H- (35>/'-о

Д ля схемы 0 ( h l +  т2) постоянная е =  2/3, а а* <  0 при т < / г 2/6.
6. Сходимость и точность. Сходимость схемы (II) следует 

из ее устойчивости и аппроксимации. Погрешность г  =  у  — и 
является решением задачи (I II) .  Пользуясь априорной оценкой 
(31), получаем

/
|| 2 /+1 II <  2  t | | i | / | !  при а ^ а 0, а ^ О .  (36)

Г-о
Отсюда видно, что верна теорема:

Если схема  (II) устойчива по правой части и аппроксими­
рует зад ачу  (I), то она сходится, причем порядок ее точности
совпадает с порядком аппроксимации.

Подставляя в (36) оценки из п. 3 для погрешности аппро­
ксимации, получаем, что

0(/г2 +  т2), а  =  0,5, и ^ . С \ ,

II у 1' -  uJ II =■ 0(/г4 +  т2), а =  а», иеС ® ,

0 (/г2 +  т), а Ф  0,5, афа„,  « е С | .

До сих пор всюду шла речь об устойчивости и сходимости 
в среднем, т. е. в сеточной норме Ь2( т ) -  Между тем, для прак­
тики важно иметь равномерную, т. е. в норме \\yi — иЦ\с =  
= т а х  \у* — и1 \, оценку для погрешности решения. 

х е Ч
Д ля  получения равномерной оценки решения разностной з а ­

дачи (16) можно воспользоваться одним из трех методоз:

8 2  г л ,  И .  У Р А В Н Е Н И Я  С П О С Т О Я Н Н Ы М И  КО Э Ф Ф И Ц И ЕН ТА М И  (б



1) принципом максимума, 2) энергетическим методом, который 
позволяет установить (при помощи теорем вложения) устойчи­
вость в С по правой части, 3) представлением решения в «инте­
гральной» форме через сеточную функцию мгновенного точеч­
ного источника (функцию Грина).

Принцип максимума позволяет доказать равномерную устой­
чивость при дополнительном условии

а > 1 - - £ ~ ,  0 < а < 1 .2т
Отсюда видно, что схема с опережением ( а = 1 )  равномерно 
устойчива при любых т и /г.

Методом функции Грина С. И. Сердюковой [2], [3] доказана 
равномерная устойчивость по начальным данным симметричной 
схемы (а =  0,5) и схемы повышенного порядка точности (а — 
=  7г — А2/ (12т)).

7. Метод энергетических неравенств. Используем описанный 
в гл. I метод энергетических неравенств для исследования устой­
чивости схемы с весами (II).

Проиллюстрируем этот метод сначала на примере дифферен­
циального уравнения. Рассмотрим задачу (I) с однородными 
краевыми условиями:

■£-  =  #  + / <* . <>.  0 < * < 1 ,  0 < ( < 7 - ,  j  (37)

и (0, t) =  и (1, t) =  0, и(х,  0) = и0(х). >
Введем скалярное произведение и норму

I
(и, v) =  J и (х) v (х) dx,  II и II =  У  (и, и),

о
где и(х )  и v ( x ) — функции, заданные при 0 ^  х  ^  1 и равные 
нулю при х  =  0, х  =  1. Умножим уравнение на и проинте­
грируем по х от 0 до 1:
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ди
~dt

ди д 2и \  _  (с д и \
~  dt  > д х 2 ) \ ' г d t  )  •

Интегрируя второе слагаемое по частям и учитывая равенство

=  0, находим
ди  
d t

Д ля  оценки правой части воспользуемся неравенством К ош и—* 
Буняковского и е-неравенством:

ди ди  ' 
d t  dx

J_ _Л_ || du |р I с du> 
2 3/11 dx

| ab | < e a 2+  ~ ^ b 2



при е =  1:

(f. - Ш 1 « 1 § | » « 1 1 г 1 Г + т 1 №
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Используя эту оценку, получим
д_

dt

ди

дх ■\\f(x, О IP.
откуда, после интегрирования по t, следует

ди (О 

дх

ди (0) 

дх

1
V  2

- t

J  Ilf (О If dt '

дх

Учитывая затем, что | |« | |с =  max | и{х)
I

duJ0) l+ y f  Г щах f  ^  
'  * о < / < г

0,5 ди

дх получим

II И (0 Не:
ди (0) 

дх 1 + 4 - i / ' t  т а х  и/(011" г '  * о < t < т

Получим теперь аналогичную оценку для разностной задачи
(16). Введем, как обычно, скалярные произведения и нормы

JV— 1 ___ .

(У, v) =  2  y tv th, || у  || =  V(У, У),
1=1
N ________

(у, v ] = ^ y lv ih, || г/] | =  У  (у, у].

Пользуясь тождествами

У  ~2 (У У*) ~2 yt ,  У  ~2~ (у У) ~2 yt'
о# + ( 1 -ст)г/  =  (ст-0 ,5)тг/,  +  0,5(# +  г/),

перепишем (166) в виде

y t - ( o -  0,5) тA y t -  0,5Л (у +  у) =  ф,

г/(*,0) =  0, у(0,  t) = y ( l , t )  = 0.

Умножим уравнение (38) на 2xyth = 2 ( у — y ) h  и просуммируем 
полученное равенство по внутренним узлам х  =  г/г сетки а>н-

2т||г// ||2- 2 ( а - 0 , 5 ) т 2(Лг/ь у,) -  (А (0 +  у), у - у )  =  2т (ф, y t). (39)

Пользуясь разностной формулой Грина (см. гл. I, § 2)

(Av, w) = (vXx, w ) = - ( V x ,  Wx], v0 = w0 = 0, vN = wN = 0,

(38)



при v = у и w = y t и v — у + у, w  =  у  — у  соответственно, учиты­
вая затем, что у 0 = у ы =  0, будем иметь

( t yp  Ut) ~  ~  II Уц<\|2’
( А { У + У ) , У - У ) = ~  (Ух +  Уг  ~  Уя] = ~  ( I h i  - IIУ гТ )‘

Подставив эти выражения в (39), получим энергетическое то­
ждество

2т (Iy t ||2 +  (а -  0,5) тI г/,-]|2) + 1| y . f  =  ||y - f  +  2т (Ф, y t). (40)

Оно справедливо при любых о. Предположим, что а ^ а о -  Р а с ­
смотрим выражение

/  =  | |0 | |2 +  ((Т-О,5)т | |0л] |2, где v = y u (41)

и покажем, что 7 ^ 0  при о ^  сто- Нам понадобится оценка 
(см. гл. I, § 2, п. 3)

М 2< ^ г 1 М Р .  (42)

Итак, пусть сто- Тогда
U2

/  =  || V  | р  +  (ст-  СГ0)  ТГII V x ] \ 2 +  (сг0 — 0,5) тг |] ох-]|2>11 V |р  II ^.] |2> 0

в силу (42). Отсюда и из (40) следует энергетическое неравен­
ство

II h f  <  II У Ж  +  2 т  (Ф> y t)  ПР И >  °о-

Если ф =  0, у  — решение задачи (16а), то ||г/^+1]| . . .  < | | у \ \
т. е. схема (16) при а ^  ао устойчива по начальным данным
в норме ||г/||(1) =  || г/*]|, являющейся сеточным аналогом нор­
мы w l

Однако нас интересует устойчивость по правой части. Пусть 

ст>сте, ae = j ~  (1~ ^ )/i2 . 0 < е < 1 .  (43)

Покажем, что
/ ^ е | | о | | 2 при а ^ а Е. (44)

В самом деле,

/  =  II v II2 +  (а -  Сте) ТII vx]\2 +  (сТе -  0,5) т II vxf  >

>  II ОII2 -  (-1~ 4е)/г2 II ог]|2 >  || О IP -  (1 -  е) II о IP =  е II и IP.

Подставляя (44) в (40), получим энергетическое неравенство

2те I y t||2 + 1 g - f  <  I г/J )2 +  2т (Ф, y t), а >  аЕ. (45)

?1 § 1. СХЕМЫ Д Л Я  У Р А В Н Е Н И Я  Т Е П Л О П Р О В О Д Н О С Т И  8 5
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Воспользуемся теперь неравенством Коши — Буняковского и 
е-неравенством:

2т (ф, г/г)<2т] |ф | | | |  y t ||<2те | |г /*  IP + -^- | |ф |р .  

После подстановки (46) в (45) будем иметь

l » r ' ] r < l 9 f l P  + ^ b ' ' I F .

Просуммируем по / '  =  0, 1........../ и  учтем, что у 0 — 0:

I14+1f < i  S  Т|| ф/' IP.

(46)

/'-О

Согласно лемме 1, гл. I, § 2 имеем \\у\\с -^0,5||г/*]|; поэтому

Т|| ф
/' 112 ст>сте.

Применим эту оценку к задаче (III):

| |z /+1|lc< ^ 2  max ||г|>/'||, М 2 =
о < г< 1

Ут

(47)

(48)
2  У Т е  е

Отсюда следует равномерная сходимость схемы (II) :

M ( h 2 +  т) при а  > 0 ,5 ,  и е С ^ ,

|| г/' — «' ||с M ( h 2 +  т2) при а  =  0,5, и ^ . С \ ,

М(/г4 +  т2) при а  =  а „  « е С ^ .

Д ля  явной схемы (а =  0) из (43) не следует равномерная схо­
димость при условии т ^  №/2. Однако, для нее можно непосред­
ственно получить оценку

II0 ' 11с < 1 1 4 ^  +  2  т | |ф ' ' | |С| т < / * 2/2./'=0

В самом деле, запишем явную схему в виде

Ш =  (1 -  2y) г/г +  у (г/г- 1 +  */*+i) +  т<Р*> Y =  Ф 2-

(49)



Таким образом, явная схема равномерно устойчива по началь­
ным данным и правой части, если у  =  т//г2 ^  0,5. Отсюда и сле­
дует ее равномерная сходимость со скоростью 0 ( x + h2).

8. Краевые условия третьего рода. Краевые условия первого 
рода, которые мы рассматривали до сих пор, удовлетворяются 
на сетке точно.

В гл. I было показано, как аппроксимировать третье краевое 
условие для схемы с опережением (о =  1) и явной схемы (о =  
=  0), чтобы обеспечить порядок аппроксимации О (x + h2). 
Здесь мы рассмотрим схему с весами (II) с произвольным а. 

Пусть при х  =  0 задано краевое условие третьего рода

=  (°> 0  ~  (0. Pi =  const > 0 .  (50)

Разностное краевое условие будем писать на четырехточечном 
шаблоне, состоящем из узлов (0, tj+1), (h, tj+,), (0, ij),  (h , tj). 
Покажем, что разностное условие

о(Ух ~  М ) о  +  (1 -  а) (ух -  Р,//)о =  0,5hyt, о -  Д„ Д, =  Д, +  0,5/г/о,
(51)

где /о =  /  (0, tj+%), Д1 =  |xi(/j+y2), аппроксимирует условие (50) 
на решении u = u ( x , t )  уравнения (3), удовлетворяющем усло­
вию (50), причем с тем же порядком, с которым при данном 
значении а  схема (II) аппроксимирует уравнение (3).

Подставим у = z  + и в (51):

О (Zx -  Piz)o +  (1 -  о) ( zx -  M o  =  0,5h z t, о -  v„ (52)
где

v, =  а (йх -  р,й)0 +  (1 -  о) (их -  р,«)0 -  0,5hut, 0 +  Д,

— погрешность аппроксимации условия (50) разностным усло­
вием (51).

Р азлагая  и в окрестности узла (0 ,^  +  0,5-г) по формуле 
Тейлора и обозначая о0 значения функции v в этом узле, по­
лучаем

^i =  К  -  Р А  +  ^i) +
+ (а — 0,5) х( й '  — р,й) — 0,5 hii +  0,5/гй" +  0 ( h 2 +  т2). 

Подставим сюда йд =  р,й0 - - Д, и н" =  «0 — / 0 из уравнения: 

v, =  ( а -  0,5) х (й'0 — Р ,«„) + 0 (  х2 +  /г2).

Отсюда видно, что

Vi =  0 (A 2 +  т) при о ф  0,5, V{ — О (h? -Ь т2) при а  =  0,5. (53)

8] 5 1. СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 87



Нетрудно проверить, что краевое условие при х = 1

~  - И̂ ’ =  Рг« (1, 0  -  Иг (0, Рг =  const >  0, (54)

аппроксимируется с тем ж е порядком разностным условием

-  [о (у,  +  +  (1 - о )  (у,  +  Р2г/)д,] =  0,5 hyu N -  Д 2> (55)
где

Д 2 =  Дг +  0,5/г /дг,  Д 2 =  й г (^/+Vi)> f n  =  f  { ! > ^ /+V i)-

Выбирая
_ , й2 Г . h*J, h

M'l =  M'l + 7 2  111 ^  ~б" ' °  ■*" "2 <Р° ’

.  , /г2 -  /г2 F7 , /г , /г2 7„

(Л2 =  1̂ 2 +  Т 2- 1^2---0-/ЛГ +  у ф л г ,  Ф = / + Т 2" /

и заменяя, соответственно, 0,5/гг/г, 0, 0,5/гг/̂ , v в (51), (55) на
0,5/гр,г/г, 0, 0,ohp2yt, N, где pfe =  1 +  Apft/3, k  =  1, 2, получим раз­
ностные граничные условия, имеющие при а  =  а, =  0,5 — й2/(12т) 
аппроксимацию О (А4 +  т2).

Вводя обозначения

запишем разностные краевые условия (51) и (55) в том же 
виде, что и схему (II):

8 8  г л .  II. У Р А В Н Е Н И Я  С П О С ТО Я Н Н Ы М И  КО Э Ф Ф И Ц И ЕН ТА М И  18

y t = A  (аг/ +  (1 -- а) г/) +  Ф при дс =  0,

г// =  л + (°^ +  0  -а )г/ ) +  ф+ при дс =  1,
(56)

где ф“ =  2Д,/А, ф+ =  2Д2/А.
При Pi =  р2 =  0 получаем разностную аппроксимацию крае­

вых условий второго рода. Порядок аппроксимации остается 
тем же самым, что и для третьей краевой задачи.

Приведем условие (51) к счетному (т. е. удобному для вы­
числений) виду. Разреш ая (51) относительно у 0 =  г/^+ | , получим

$ o  =  X i y \  +  V \ ,  x i =  ^ - >  А , =  а ( 1 + Р , / г )  +  - | т- ,
(57)

V1 =  - ^  { ( i  - о )  Ух + [ - f ^ - ( 1 - < 7 ) 0  + р 1 Л ) ] г / о  +  / гД)}-

Условие (55) приводится к виду

Qn — х2#Л?-1 +  v2> Х2 = Д ^ >  ^2 =  о (1 +  p2ft) + 2 ^ 1  }

v2 =  {̂U ~ а)Уы- 1 “ а ) 0  +  РгА)] Dn +  }• j



Отсюда видно, что 0 <  ха ^  1 при |$а ^  0, а  >  0, а  =  1, 2. Д ля  
определения у  на новом слое получаем разностное уравнение 
(8) с краевыми условиями (57) и (58). Эта задача при а ФО  
решается методом прогонки (см. гл. I, § 1, п. 9).

Устойчивость схемы (II) с краевыми условиями третьего 
рода устанавливается либо методом разделения переменных, 
либо методом энергетических неравенств.

9. Трехслойные схемы для уравнения теплопроводности. О д­
ной из первых схем, применявшихся для численного решения

ди д2и л
уравнения теплопроводности ~gf ~~дкт> была явная трех­
слойная схема Ричардсона

1 — ^ — =  A y J или у° = Ау,  (59)
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где

=  У = У1+\  У = У! у  =  у ' ,  А У = Ухх■

Эта схема, как нетрудно убедиться, имеет второй порядок ап­
проксимации по т и /г,г|з =  А и  — и° — О (т2 +  /г2). Однако она яв­
ляется абсолютно неустойчивой (т. е. неустойчивой при любом 
законе стремления /г и т к нулю).

Перепишем уравнение (59) в виде

у{+1~ у'Г 1 у[-\ — 2у{ + у{+\

------ 2т------= ----------- W----------• (6°)

Если в правой части уравнения (60) заменить 2г// суммой 
у{+1 + у { ~ \  то получим трехслойную схему «ромб» (схему Дю-  
форта и Франкела  [1]):

у [ + ] - у [  1 у \ - 1 ~ у { + ' - у 1 ' + И + 1

2т № (61)

которая остается явной относительно y( + i и является абсолютно 
(при любых / г и т )  устойчивой. Схема «ромб» может быть запи­
сана в виде

У°( + -£гУц = А У> (62)
где

Уи = (У!1+1- Щ  + У!Г 1)1х2-

В самом деле, преобразуем правую часть уравнения (61):

У{-1 ~Si~Pi + У{+\ У1-1~2У1 + У1+1 + т2
А2 ~  А2 А2 "  У * *  А2 У » '



Подставляя это выражение в (61), получаем (62). Таким обра­
зом, схема «ромб» получается из схемы Ричардсона добавле-
нием к левой части (61) члена у и , обеспечивающего устой­
чивость. Доказательство устойчивости схемы (62) следует из 
общей теории гл. VI, поэтому мы его здесь не касаемся. Погреш­
ность аппроксимации схемы (62) есть

■ф =  Ли — «о — -р- ии =  и"  — й — -р- й +  О (т2 +  Л2) =

— — - р * « +  О (т2 +  Л2).

Отсюда видно, что схема «ромб» обладает условной аппрокси­
мацией

■ф =  О (т2 +  h2 +  T2/h2) =  О (Л2) при т =  О (Л2).

- Если взять т =  a h ( \  + 0 ( h ) ) ,  где а  =  const, то, очевидно,что 
схема (62) аппроксимирует уравнение вида

ди , 2 д2ч __ д2и
~gf~T~a ~~дх2 '

Обычно для уравнения (3) используются неявные трехслой­
ные схемы с весами:

а) симметричные схемы

г/= =  Л(<ту +  (1 -  2<т) г/+  <ту) +  <р, (63)

б) несимметричные схемы

y t + п  У и =  А У +  Ф- (64)

Уравнения (63) и (64) содержат три слоя ( t j_ i , t j , t j+i). Поэтому 
они пишутся при ^ > т ( / > 1 ) .  Значение у(х,  0) =  ио(х) изве­
стно, значение у(х ,  т) надо задавать  дополнительно, например, 
можно положить

y t (x, О) =  «0(*) или у ( х ,  х) = у( х ,  0) +  тй0(х),

где и0(х) = и'о (х) + f  (х,0) выбирается из условия (см. гл. I, § 1,
п. 6)

и (х, т ) — и (х,  0) =  О (т2).

Иногда для определения у(х ,  т) используют двухслойные 
схемы.

Так как

ой +  (1 — 2а) и +  ой  =  и + ах2ип = и +  0  (т2),
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то симметричная схема (63) при любом а  имеет второй порядок 
аппроксимации по т и h. Напишем выражение погрешности ап­
проксимации для  схемы (64):

■ф =  А й  + ф — (и, +  ахи{1) — Ьй + ф — (й — 0,5т« +  ахи) +  О (т2 +  Л2) =

‘ =  (L& +  /  -  й) +  (ф -  /) -  (а -  0,5) тй + О (т3 +  Л2). (65)

Отсюда видно, что и для схемы (64)
ф =  О (А2 +  т2) при а — 0,5, ф =  /,

■ф =  0 ( Л2+ т )  при а ф  0,5, ф =  Г.

Выписывая в (65) члены 0 ( h 2) и учитывая уравнение « =
=  и "  +  /, нетрудно убедиться в том, что схема (64) имеет ап ­
проксимацию О (А4 +  т2) при

а  =  0,5 +  Л2/(12т) и Ф =  Г + - Ц  (/" +  /)•

Д ля  определения у  из (63) и (64) получаем трехточечные 
уравнения

AQt- 1 ~  + B $i+1 =  “  F i (66)
с правой частью —Fit зависящей от у, у ,  ф, и с обычными крае­
выми условиями при i =  0, i =  N. Эта задача решается методом 
прогонки. В процессе счета надо хранить в оперативной памяти 
ЭВМ значения у  а у  для двух предыдущих слоев. В случае 
двухслойных схем достаточно запоминать лишь один предыду­
щий слой.

Устойчивость трехслойных схем доказывается в гл. VI. При­
ведем лишь достаточные условия устойчивости:

а  >7.4 для симметричной схемы (63),
а ^ О  для схемы (64).

Так же, как и в случае двухслойных схем, можно построить 
разностные краевые условия повышенного порядка аппроксима­
ции для граничных условий третьего рода (50), (54). Д ля  сим­
метричной схемы (4) краевые условия порядка аппроксимации 
0 ( т2 +  Л2) имеют вид

уо — Л + (ay +  (1 — 2а) у  +  ау)  +  ф+, / =  0,
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где
г/» =  Л  (ау + (1 -2а)у + ау) + ф , Z =  JV,

л + , ,  У х ~ $ \ У  д — Ух^~$ iV
А у = - о Ж ~ ’ А У - ~ — о & Г >

Ф+ - / ( ° ,  ')  +  - § $ • ,  r - W . n + J S j * .
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Выпишем, далее, разностные краевые условия третьего рода 
для  несимметричной схемы (64):

Эти краевые условия имеют аппроксимацию 0 ( x  +  h 2) при лю­
бом о, если положить

Если при этом о =  0,5, то краевые условия (67) имеют аппро­
ксимацию 0(т2 +  /г2). Наконец, если положить

то получим схему (64), имеющую аппроксимацию О (т2 +  А4)-.

§ 2. Разностные схемы для уравнения колебаний струны

1. Постановка разностной задачи и вычисление погрешности 
аппроксимации. Рассмотрим уравнение колебаний однородной 
струны (см., например, А. Н. Тихонов и А. А. Самарский [6]):

Вводя безразмерные переменные х  =  x t/l, t = aij/l,  перепишем 
это уравнение в виде

9l (yt + oi:yit)==A+y + (f +’ г‘ =  °. 1

p2(yt + oxy ft) ^ A ~ y  + q>~, i = N.  j
(67)

, Vi Vo

'P = ( P + 0 ^ ’ ^ = ( Р+ о м >
U2

ф = f (x ,  t + r) + -j2  (*> / +  T) +  /  (*> / +  T) )>

U2
V , =  H i ( t  +  x) +  -g- (|X! [ t  +  x )  +  f '  (0 ,  t  +  t )  ),

/j2
Vo =  ( t  +  T) +  - g- (|X2 ( t  +  t )  -  / '  ( 1 ,  t  +  x )  ),

Т т = а 2- г + / i(x,  t), 0 < x {< l ,  / , > 0.
d/7 dx f

(1)
В начальный момент заданы условия

и(х,  0) = и0(х), — -£ —  =  йо(х), (2)



(начальное отклонение и0(х) и начальная скорость m o (x ) ) .  

Концы струны движутся по заданным законам
и (0, t) =  n l (t), и{  1, t) =  \i2(t). (3)

Введем в области Z) =  ( 0 ^ ; t ^ l ,  O ^C t^C T)  прямоуголь­
ную сетку coiit (по аналогии с § 1, п. 2). Так как уравнение (1) 
содержит вторую производную по t, то число слоев не может 
быть меньше трех. Пользуемся, как и выше, обозначениями

/ * /+1 v ;-1 & — у у —6 л
У = У > У = У . У = У > y t — . Уг =  - > А У =  УХх,

yt~Vi _  6 -2у + 8 _ yt + Vt _  6-у
У п ~  х х2 ’ y°t~ 2 ~  2т 4

Заменим производные, входящие в уравнение (1), по формулам
д2и д2и . г

d t2 ~  UU’ ~  хх’ /~ Ф -

Рассмотрим семе?1ств0  схем с весами

У и =  Л +  (1 -  2<х)«/ +  а у) +  ф, ф =  / (х, tj),

*/о =  М О .  Уы = Р 2 О), У(х,  0) =  и0 (х), y t {x, 0) = й0(х),

где й0(х) определим ниже.
Краевые условия и первое начальное условие и(х,  0) =  ы0(л;) 

на сетке соЛх удовлетворяются точно. Выберем й0(х) так, чтобы
погрешность аппроксимации й (х) — ди °^- — й (х) — ц0(*) была
величиной О (т2). Из формулы
щ(х,  0) =  h ( x ,  0) +  0 ,5т « (х , 0) +  0 ( т2) =

=  й0 (х) +  0,5т (и" (х, 0) + f (x ,  0)) +  О (т2) =
. =  йв (х) +  0,5т «  (*) +  f  (х, 0)) +  О (т2)

видно, что й(х)  — щ(х ,  0) =  0 ( т 2), если положить
й0 (х) =  й0 (.v) +  0,5т (и" (х) + f  (х, 0)). ’ (5)

Таким образом, разностная задача (4) —(5) Поставлена. Д ля
определения # =  z/,+I получаем из (4) краевую задачу 
oy2(y[X\ + y [ t \ ) - { ^ + 2 a y ' 2)y[+' = - F p 0 < [ < N ,  ya = \iv y N = [i2, 

Y =  x/h, F t =  (2y[ -  y[~{) +  t2 (1 -  2a) A y i  + ax2Ay^~l + т2ф,

которая решается методом прогонки, Прогонка устойчива при 
о > 0  (см. гл. I, § 1, п.9).

Вычислим погрешность аппроксимации схемы(4)приф =  /(х , //) .  
Пусть у  — решение задачи (4), (5), и =  и{х,  t ) ~  решение задачи
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(1) —(3). Подставляя y  =  z  + u в (4), получим 
z lt — А  (а2 +  ( 1 — 2а) z  +  az) +  ф,

(6)

— погрешность аппроксимации для схемы (4) на решении и =  
~ u ( x , t ) ,  v =  йо(х)  — ut (x, 0 ) — погрешность аппроксимации 
для второго начального условия yi — йо(*). Из предыдущего 
ясно, что v =  О (г2).

Учитывая, что й ~  и +  хщ, й = и  — х и и имеем

■ф =  Ли + ох2А и и +  ф — ии =  Lu + ax2Lii + f  — й + О (х2 + /г2), (7)

•ф =  О (т2 -Ь Л2) при любом значении постоянной а (а не зависит 
от т и h).

Выписывая в (7) члены 0 ( h 2), получим

схема (4) имеет повышенный порядок аппроксимации, ф *= 
=  О (Л4 +  т2). Здесь а — постоянная, не зависящая от т  и ft, ко­
торая должна выбираться так, чтобы схема была устойчивой 
(достаточно потребовать а ^  0, см. п. 2).

Краевые условия третьего рода

аппроксимируются следующими разностными уравнениями

ай  +  (1 — 2а) й + ай = и + ах2ип,
т. е.

№
■ф =  (ф — /) +  ox2Lu  +  -j-g-L2» + О (ft4 +  х2) —

=  (ф — /)  +  [ох2 +  - j j  j  L2u +  ax2Lf +  О (A4 +  т2).

Отсюда видно, что при

о =  -  - j ^ r + a ,  Ф =  /  -  ст'-Л/ (8)

P , * „ - A + W  +  (l ~  2а) г/ +  ау)  +  ф+, г =  0,

р2Уц = А ~(°в +  ( 1 — 2а) у  + ау)  +  ф~, i =  N,

где



При этом погрешность аппроксимации краевых условий есть ве­
личина 0 ( т 2 +  № ),  если

<р =»/(*, *). pi =  p2= l ,  Vi =  Hi(0, v2 =  fx2(/).

Если же я =  — +  ст,ст =  const, и

Pl =  l + ^ - ,  р2= 1  +  ^ ,  ф = f ( x ,  t ) ~ x 2of" (x ,  t),

Vi =  Hi (0 +  -g -(A i (0  +  f ' (0, t)), v2 =  h2(0 +  "g"№2(0 ~ f ' (l> 0 ) .

то погрешность аппроксимации есть величина 0 ( т 2 +  А4).
2. Исследование устойчивости. Перейдем к изучению устой­

чивости схемы (4) по начальным данным (при однородных 
краевых условиях и нулевой правой части уравнения). Для это­
го рассмотрим задачу

Ун =  л  (оу +  (1 -  20) у  +  а у) = А у (а),
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, (4а)
Уа = Уы =  0, у ( х ,  0) = ий{х), y t (x, 0) = щ(х) .

Ее решение будем искать методом разделения переменных. Д ля  
этого, по аналогии с § 1, п. 4, ищем частные решения вида
y ( x , t )  =  X ( x ) T ( t )  Ф 0 .  После подстановки у  = ,Х Т  в уравнение
(4а) получим

1 T  =  W ^ ~ K- (9)
Отсюда и из краевых условий уо = уп  — 0 получаем для X (х) 
задачу на собственные значения

ЛЛ: +  АХ =  0, X(0) =  Z (1 )  =  0, Х ( х ) Ф 0 .
Она имеет решения

Aft= - ^ - s i n 2 - ^ - ,  X (k)( x ) ~ V 2  sxnnkx .

Из ( 9 ) д л я Г д ( / )  получим разностное уравнение второго порядка
(Тк)и +  КкТТ =  0,

или
(1 +  oi^Xh) Tk — 2 (1 +  (а — 0,5) тЯ^) Tk +  (1 +  ат2Я^) Тк = 0,

которое перепишем в виде
~ v- 0,5тгЯ.
Т к ~  2(1 — ak) T k +  Tk =  0, а * =  1+ а г 2 ^ *  (Ю)

Реш ения этого уравнения ищем в виде Тk == Тk (t /) =  q !k. Д л я  
q из (10) найдем квадратное уравнение q2 — 2 (1 — a) q + 1 =  0 
(индекс k  временно опускаем). Его корни равны qu 2 =  1 — а ±  
±  ^ а 2 — 2 а .  Если 0 < а < 2 ,  то корни 1 — а ±  / У а ( 2  — а)



комплексные и |<7ll2 |== 1. Введем новую переменную <pft) полагая
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cos ф* =  1 -  a*, sin ф* =  V  (2 — ak) .

Тогда получим q\k) =  e l<fk, q ^  =  e~ l4>k. Общее решение уравнения 
(10) имеет вид

Tk (*/) =  с k « У  + D k ( # ) '  =  Ак cos /ф4 + B k sin /ф4,

где A k и B k — произвольные постоянные.
Решение задачи (4а) ищем в виде суммы частных решений

N - 1

У1 =  2  {Ak cos /ф* + Вк sin /Фй) X'*1 (*). (11)
4=1

Пусть и№ и й0к — коэффициенты разложений гг0(х) и й0(х):

«о (*) = 2* Ио*Х(*’ (*), «о W = S ' (12)4=1 4=1
Потребуем, чтобы сумма (11) удовлетворяла начальным усло­
виям г/° =  н0, y°t = (yl — y°)h = й0{х). Тогда для определения A k 
и Вк получим условия:

cos ср. — 1 sin cpj,
Ak — uoky Ак - Ь Вк - =  йок.

Отсюда находим
1 — cos ср. т

А к = «04. #4 = sin “о* + “о*- (13)
Подставив Ль и В/г в (11), после очевидных преобразований
имеем

N -  1
,■ V  /  cqs ( j  -  ° , 5 ) Ф4 T s i n ^ ft _ \ (fe).

cos 0,5q>k H°* +  “ s i n ?fe ' “ 0* J X  ^  ( 1 4 )

Получим сначала оценку || у ! \\ для  схемы (4а) при <т =  0, т. е.
для схемы

У и ~  Лг/, г/g=  г/дт =  0, {/(дс, 0) =  (дс), г/Д х, 0) =  йд(дс). (15)

При а  =  0 имеем
ак =  0,5т2А* =  цк, cos фй =  1 -  ць  sin ф* =  У цк (2 -  ц*). 

Потребуем, чтобы шаги сетки удовлетворяли соотношению

£ < т ± 7 '  <16>
где е > 0  —любое число. Тогда

2
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и, следовательно,

cos 0,5<р* =  У \  -  (д-а/2 > (18)

Далее,
s in  cpfe 2  s in  0,5cpfe 2s in 0,5cpA

• COS 0,5фА ^  ■
8

1 +  e

и, так как

2 s in  0,5cpfe ] / 2 ( i  - c o s c p A) _  V ^ k  =

T  T

то справедлива оценка

1 + 8 (19)

Из (14) следует неравенство
iV-l

s\У7 IK
cos (/ — 0,5) cpfc v(ft)

k = \
cos 0,5cpfe

+
N - l

TS,n/4)* f i o ^ »
"P*

подставляя в которое оценки (18) и (19)), имеем

/ ^ 1 '
/W-1

fe-1
N o i l + (  S

Заметим теперь, что выражение
. Д Г _ ]

Е

(йо*)2

w-i . .

— (u0fe)2

ft-1

есть не что иное, как «негативная» норма (норма в # л- 1)

II г/оИ_Д“  ̂ liftt Uq) t

где А у  =  - Л у = -  у
Действительно,

N - 1 ЛГ-1

ft-i ft-i

и, следовательно,
N -  1

(a  Щ, Uq)
к=1



Итак, если выполнено условие (16), то для схемы (15) справед­
лива оценка _____

II у 11 К  У  ̂  ( 11 11 + 11 й° М -  (20)
Эта же оценка имеет место и для схемы (4а), если потребо­

вать, чтобы параметр о удовлетворял условию

(21)

где е >  0 — любое число.
Чтобы убедиться в этом, достаточно в приведенном выше до­

казательстве заменить всюду на
0,5т2А.

1 +(JT2Afe •

Д л я  исследования устойчивости схемы (4) по правой части 
применим принцип суперпозиции. Рассмотрим задачу

Уй = Уи = 0, У{х,  0) =  0, ijt (x, 0) =  0.

Ее решение будем искать в виде

98 ГЛ. 11. У Р А В Н Е Н И Я  С П О С Т О Я Н Н Ы М И  КО Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И  |2

Г  = 2  т У Ч  (22)г-о
где Y 1"1 как функция / при фиксированном / '  удовлетворяет 
однородному уравнению

Y i i 1 = А  (o Y l+l' ' '  +  (1 -  2о) Y 1’ r +  o Y ’~1, г), 0 <  / '  <  /, (23)
краевым условиям

r F  =  r F  =  0, (24)
начальным условиям

,, ,> ,, у  ''+1. /' _  уЛ /' > y/'+i, /' ,,
Y 1 J  = 0 ,  Y l - ’ = - --------^ =  ^ —  =  Ф ; , (25)

где Ф г выбирается так, чтобы удовлетворялось неоднородное 
уравнение (46).

Найдем уравнение, которому удовлетворяет функция Фк  Из 
определения Y 1' 1 следует, что

Уи =  7 ^ / + 1’ 1 +  2  
Г -  о

А ^  =  ахЛУ/+,- / +  2  т Л ( г л 0 (а)- г -о
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Подставим эти выражения в (23) и найдем

У ,+ 1' , -ат2Л У/+|,/ =  тф/, (26)

откуда получаем уравнение для ф  =  ф / =  У/+1, */т
Ф -  <тт2ЛФ =  ф, Ф0 =  Фд, =  0. (27)

Перейдем теперь к получению оценки решения yi  задачи 
(46) через правую часть ф. Пусть выполнено условие устойчи­
вости (21). Тогда для решения задачи (23) справедлива оценка 
(20), которая в данном случае имеет вид

l i ^ ' l k ] /  ̂  1 у Ч-Ч а - '  = t V 8

Поэтому из (22), используя неравенство треугольника, получаем
/-1

г -о

Оценку для 1 к ,,+1,/ ||л - 1  получим из уравнения (27). Разложим 
Ф и ф по собственным функциям {XW}

Ф =  S '  ®kX ik\  Ф =  2  <p**(fc). (28)
k=i

Подставляя (28) в (27), найдем Ф* =  щ /  (1 +  ат2Ль), так что 
при о  ^  0 имеем

N-1 2 N~l 2 W-1 2

т. е.
II v / '+ ‘. /' I , - 1  <т||ф , , | | - - 1

Таким образом, если и > 0  и выполнено условие (21), то 
для схемы (46) справедлива оценка

/'-О

Д л я  задачи (4) (с у0 =  уя  — 0) при тех же условиях выполняет­
ся оценка

/ - 1

I у* и <  У  [к у° II+ Ш А - 1  + 2 т №  IU-J •



Интересно заметить, что при специальном выборе у 1 =  у(х)  
удается доказать устойчивость в L2 схемы (15) при условии 
x^Ch.  Приведенное ниже доказательство сообщил автору
В. Б. Андреев.

Рассмотрим разностную схему

У It ~  У lex’ / = 1 , 2 , . . . ,  (29)

У0 =  ы0 > y Qt =  “ о +  ° ’5 г у 1х- (3 ° )

Согласно п. 1, задача (29)— (30) аппроксимирует уравнение
(1) — (2) с погрешностью 0 ( т 2 +  /г2).

Выразим решение yi  через у 0 — и0 и щ. Поступая как и р а ­
нее, найдем

n- \
У1 =  ( w0fe cos /фй -Ь sin Уф* j ^ <fe), (31)

где «ой — коэффициенты Фурье «о (*•). а величины иол. Фь имеют 
тот же смысл, что и прежде.

Возводя (31) в квадрат и используя оценку

2 cos (“ossin /Ф») <  т2 cos2 j %  4- u\k sin2 /qpft,

имеем
N-\

1 0 0  ГЛ. II. У Р А В Н Е Н И Я  с  П О С ТО Я Н Н Ы М И  К О Э Ф Ф ИЦ ИЕНТА М И [2

____Ok

sin:
k=\

1
Оценим снизу в ы р а ж е н и е t -  тг\ / 4 )  • п Уеть у =  т//г<1. 

Тогда
Я* (1 -  т Э Д  -  i  s irf  - f i  (1 -  г 1 s i r f ^ - )  >

> - ^ s i n ^  ( l  -  s i n *  i f - )  -  ^ . s i t f  ^  c o s *  i f - >
- . 4  . о nh  о nh sin2 nh

^ p - sln — cos =

В гл. I было показано, что sin2 ^  8, если А. ^ 0 , 5 .
А, 2

Поэтому, обозначив /г, =  2/г, имеем
sin2nA 4 . 0 nh I , - 1— 5—  =  — S - s i n 2 — L > 8 ,  /г .

А2 А2 2 4

Итак, если t < l i  и А ^ 7 4 » Т° Д ЛЯ решения задачи (29) —(30) 
рмеем оценку

) | / ) Р < 1 1 « о 1 Р + | | | « о Г ,



3. Метод энергетических неравенств. Исследование устойчи­
вости разностных схем для уравнения колебаний можно прове­
сти и с помощью метода энергетических неравенств (см. § 1, 
п. 7).  Ограничимся здесь изучением устойчивости по начальным 
данным.

Будем рассматривать задачу

y It =  Л  (ау +  (1 -  2а) у  +  ау),

Уо =  Ул? =  0> У(х, 0) = u0(x), y t (x, 0) =  й0(х).

Замечая, что
ау  +  (1 -  2а) у  +  ау  =  у  +  ах2у и ,

перепишем уравнение (32) в виде

(Е -  ат2Л) у и =  Ау ,  (33)

где Е  — единичный оператор.
Умножим (33) скалярно на у° = (yt +  */f)/2:

( ( E - o t 2A ) y lt, у°) = (Ау ,  yj).  (34)

Воспользовавшись очевидными тождествами

(у№ ^) = °-5( W I2V
-  (А Уи> У]) =  (Ут> У;]  =  °-5 ( Ы 2),. 

преобразуем левую часть равенства (34) следующим образом: 

((£  -  ах2A) y tt, =  0,5 ( I y t f  +  ах21|y t^ f ) t- (35)

Покажем, далее, что для любых функций y  = y ( x , t n), об­
ращающихся в нуль при х  = 0 л х  = I, справедливо тождество

- ( л 9. - ( 1 Ы 1 2),- <36>

Действительно, из первой формулы Грина (см. гл. I, §2, п. 1) 
следует, что

- ( A y ,  y ^  = (v,  о.],

где v =  ул,  и так как

« • » ? =  { ( ( г' +  й)2) , -  

ТР получаем (36),

3] §  2. РА ЗН О С Т Н Ы Е  СХЕМЫ Д Л Я  У Р А В Н Е Н И Я  К О Л Е Б А Н И Й  СТРУНЫ 101

} (32 ) .



Подставляя (35) и (36) в (34), получим следующее энерге­
тическое тождество:

(II yt IF + (а ~ т ) т2 II у и Т + т  1 у я + h f \  = (37)
или

<Г/+1 = 8 !,
где

» '  =  I gif +  (о - 1 )  т! 1 у<„ Г  +  4 1 +  д'г 'Г- (38)
Найдем значения о, при которых величина неотрица­

тельна для любых yi  и у*~1. Д л я  этого заметим (см. гл. I, § 2,
п. 3), что

1 0 2  г л .  11. У Р А В Н Е Н И Я  С П О С Т О Я Н Н Ы М И  КО Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И  [3

и поэтому

М  + (ст -  т )  т2 II УгЛ2 >  { т  +  (а ”  т ) т2) I УгЛ2-
Следовательно, правая часть (38) будет неотрицательна, если 
потребовать

V - T -  <»)

При этом выражение можно считать нормой (или, точ­
нее, полунормой):

S '' - 1 У’ ( -̂  W  Г +  (« -  т ) 1 у1,¥ + 1 ! Si +  y ’f ' Г -  <4<»
Заметим, что такие «комбинированные» нормы, зависящие от 
значений у  на нескольких слоях, характерны для многослойных 
(и, в частности, трехслойных) схем.

Тождество (37) означает устойчивость по начальным дан­
ным в норме (40):

\ \у,+ ' II, =  11 У0 L  7 =  0 , 1 , . . .

Итак, условие (39) достаточно для устойчивости схемы (32) 
по начальным данным в норме (40).

В частности, схема (32) с о =  0 устойчива по начальным 
данным при условии

т < Л .  (41)

Это условие устойчивости, называемое иногда условием Ку­
ранта, было получено впервые в работе Р. Куранта, К- Фрид- 
рихса и Г. Леви [1].
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О Д Н О Р О Д Н Ы Е  Р А ЗН О С Т Н Ы Е  СХЕМЫ

Основное содержание главы —  теория однородных разностных схем для 

одномерных уравнений с переменными коэффициентами:

Lu + f(x) =  0, Lu = - ^ k ( x ) - ~ j - q ( x ) u ,

=  Lti + f (х, t), Lu = -^-{k(x, t) - | j )  -  q (*, t)u,

d2u .
-gp- = LU+f(X, t).

Главное внимание уделяется способам написания однородных разност­

ных схем и исследования их аппроксимации и сходимости в случае разрывных 

k, q, f, а также в случае неравномерных сеток.

§ 1. Однородные схемы для стационарного уравнения 
с переменными коэффициентами

1. Введение. В связи с широким применением вычислитель­
ных машин становится ясным, что нецелесообразно использо­
вать разностные схемы и составлять программы, предназначен­
ные лишь для решения отдельных задач частного вида. Необхо­
димо иметь разностные схемы, пригодные для решения классов 
задач, определяемых заданием типа дифференциального урав­
нения, класса краевых и начальных условий, а также функцио­
нального пространства, которому принадлежат коэффициенты 
дифференциального уравнения. Такие универсальные разност­
ные схемы должны, естественно, удовлетворять требованиям 
сходимости и устойчивости на любой последовательности сеток 
и для любой исходной задачи из рассматриваемого класса з а ­
дач. Требование единообразия вычислительного алгоритма для 
решения класса задач приводит к понятию однородных разност­
ных схем. Под однородной разностной схемой  понимается
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разностная схема, вид которой не зависит ни от выбора конкрет­
ной задачи из данного класса, ни от выбора разностной сетки. 
Во всех узлах сетки для  любой задачи из данного класса раз­
ностные уравнения имеют один и тот же вид. Коэффициенты 
однородной разностной схемы определяются как функционалы 
коэффициентов дифференциального уравнения.

Большой интерес, например, представляет отыскание одно­
родных схем «сквозного» или «непрерывного» счета, пригодных 
для решения уравнения теплопроводности (диффузии) с раз­
рывным коэффициентом теплопроводности (диффузии) по од­
ним и тем же формулам (программам) без явного выделения 
точек или линий разрыва коэффициентов. Это значит, что схема 
в окрестности разрывов не меняется и вычисления во всех узлах 
ведутся по одним и тем же формулам, независимо от того, раз­
рывен или непрерывен коэффициент теплопроводности.

Использование однородных схем сквозного счета особенно 
важно в тех случаях, когда коэффициент теплопроводности вы­
числяется в результате приближенного решения других уравне­
ний, что, например, имеет место при решении уравнений газоди­
намики в теплопроводном газе, когда коэффициент теплопро­
водности зависит от плотности и терпит разрывы на ударных 
волнах.

Д л я  теории разностных схем необходимо задать исходное се­
мейство схем. Общий способ задания семейства однородных раз ­
ностных схем был указан в работе А. Н. Тихонова и А. А. Са­
марского [1]. Коэффициенты однородной разностной схемы вы­
ражаются через коэффициенты исходного дифференциального 
уравнения при помощи некоторых так называемых шаблонных  
функционалов,  произвол в выборе которых ограничен требова­
ниями аппроксимации, разрешимости, устойчивости и др. Се­
мейство однородных разностных схем задано, если указано се­
мейство допустимых шаблонных функционалов схемы.

Поясним это в возможно более простой ситуации. Будем 
рассматривать разностные операторы над функциями одного 
переменного Xi =  ih, i =  0, ± 1 ,  . . .  Разностный оператор вначале 
определяется на целочисленном шаблоне,  т. е. на множестве

5№0 =  { -  Щ, ~  Щ +  1, . • -  1, 0, 1, . . . ,  т2},

где т и тг — целые числа, после чего совершается переход к ре­
альной сетке

сол =  {xt =  ih, i =  0, ± 1 ,  . . . }

с шагом h. Пусть k ( s )  — вектор-функция, заданная на отрезке 
■— mi s т2 (на коэффициентном шаблоне). Пусть далее

A )  [k (s)L - / « ! < / <  т 2, B h [k (я)]



некоторые шаблонные функционалы,  зависящие, вообще говоря, 
от параметра h и определенные для вектор-функций k ( s ) ,  
s е  [— гп\, т 2]. Линейная (относительно сеточной функции ун) 
однородная разностная схема  определяется так :(£**#*)< =  0, где

ГПч
a m  =  2  A l [ k ( x t +  s h ) ] y h {xi +  mh) +  B H\k { x t +  sh)}.

m =—mt

Опуская индекс i, это выражение можно записать в виде 

L {h y h =  2  Am[k{x  +  s /г)] y h (х +  mh)  +  B h [k (x +  s/г)].
m — —mx

Целью теории однородных разностных схем является отыскание 
(в исходном семействе) схем, пригодных для решения возможно 
более широкого класса задач, а также выделение наилучших 
схем (например, по порядку точности, по объему вычислений 
и др.).

В этом параграфе мы дадим изложение основных вопросов 
теории однородных разностных схем для одномерной стацио­
нарной задачи теплопроводности с переменными коэффициента­
ми k ( x ) ,  q{x) .  Полученные здесь результаты будут использо­
ваны при изучении в §§ 2, 3 однородных разностных схем для 
нестационарного уравнения теплопроводности

I r  =  w ( k <x > *)« +  / (* .  0

и уравнения колебаний

l t F  =  w ( k (x ’ 0 l S ) - < 7 ( * .  *)« +  / (* ,  *)•

2. Исходная задача. Рассмотрим первую краевую задачу для 
стационарного уравнения теплопроводности или диффузии

0 < * < 1 ,  I (1)

и(0) = иь u ( l )  = u2, k ( x ) ^ C i > 0 ,  q ( x ) ^ 0 .  J

Эта задача имеет решение, если k ( x ) ,  q (x ) ,  f ( x ) — кусоч­
но-непрерывные функции (принадлежат классу Q<°>) *). Если 
k (x )  имеет разрыв первого рода в точке х  = \,  так что

2) §  I. СХЕМЫ Д Л Я  С Т А Ц И О Н А Р Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  103

*) Мы пользуемся обозначениями: С<п)[а, Ь] —  класс функций, имеющих п
непрерывных на отрезке а ^  х ^  b производных, Q (">[a, 6] — класс функций, 
кусочно-непрерывных на [а, Ь\ вместе с производными до га-го порядка вклю­
чительно, Qm[a, b] — класс кусочно-непрерывных иа [а, Ь] функций.



[к] — к Ц  +  0) — k ( l  — 0)=£0, то при х  = 1 ставятся условия со­
пряжения:

[«1 =  0, [ku'\  =  0 при х  =  |
(температура и и поток (—ku' )  непрерывны).

При х  =  0 и х  =  1 могут быть заданы краевые условия
k u ' = $14 — |ij при х =  0, — ku '  = $2u — Иг ПРИ х  = I.

Если, например, Pi >  0, то это условие третьего рода, при Pi =  
=  0 — условие второго рода. Возможны различные комбинации 
условий первого, второго и третьего рода (например, при х  =  
=  0 — условие третьего рода, при х  =  1 — условие первого рода 
и т. д.).

Мы проведем основное изложение для первой краевой за ­
дачи.

3. Трехточечные схемы. Н а отрезке [0,1] введем равномерную 
сетку

=  {x i =  ih, i  =  0, 1, . . . ,  jV}

с шагом h =  1 /N; обозначим
(i>h ={Xi = ih, i =  1, 2, . . . ,  N -  1},

Hi =  y(Xi)  — сеточная функция, заданная на т-
При написании схемы, аппроксимирующей уравнение (1), 

возьмем трехточечный шаблон (Xi-i, Xu Xi+i). Любое трехточеч­
ное разностное уравнение на этом шаблоне можно записать 
в виде

aiy l - i - c ly,  +  biy l+l =  -  h2(f{, / = 1 ,  2, . . . ,  N - l ,

где щ, Ci, bi и фг зависят от шага h, или в виде

т  [b i Ъ^ Г 1- -  а‘ " Я г " ) -  d М  +  Ъ  = °> (2)
где di =  (d  — bi — cti)/h2. Коэффициенты щ, biy d { и правая
часть фг пока не определены.

Пусть на шаблоне — 1 1 (т. е. m l = m 2 =  1) опреде­
лены функционалы

Ah [k(s)}, B h [k(s)], Dh [q(s)], Fh [f(s)]

для любых функций k (s),  q (s ) ,  f ( s )  из Q<°), зависящие, вообще 
говоря, от параметра h. Если коэффициенты разностной схемы
(2) при любых k ( x ) ,  q (x ) ,  f ( x ) ^ Q ^ )  во всех узлах Xi произ­
вольной сетки о н вычисляются по одним и тем же формулам

а-1 =  A h [k{xi +sh)],  bt =  B h[k{Xj, +  sh)], 1
d t = Dh[q(xt + sh)], ф i = Fh U (x i + sh)}, J (3)

то схема (2) называется однородной.
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Отсюда видно, что, если, например, задан функционал 
A h[k(s)],  то для вычисления надо положить формально 
E(s)  =  k(Xi  +  sh)  и т. д.

Если схема (2) однородна, то индекс i можно опустить и (2) 
записать в виде

^ { b y x - a y x) - d y =  -  ф, у(0)  =  и {, г/(1) =  и2, (4)
где

а =  а О), b = b  О), у  = у  (х), х  =  ih es о>л,
Ух =  (У (х + h) -  у  (х) )/h, у .  =  {у (х ) У (х h) )/h.

Семейство однородных схем задано, если задано семейство ш а­
блонных функционалов A h, B h, D h, Fh. Требования аппроксима­
ции и разрешимости задачи (4) накладывают ограничения на 
произвол в их выборе.

Вычислим локальную погрешность аппроксимации схемы (4):

■ф (и) - [J -  (bvx -  avx) -  dv  +  ф] -  [(kv') '  - q v  + f],

где v — произвольная достаточно гладкая функция, k, q, f  также 
имеют нужное по ходу изложения число производных. Р азлагая  
v в точке х  по формуле Тейлора, найдем

v x =  v'  +  0,5hv"  +  V'"  +  О (/г3),

и- =  v'  -  0,5h v "  +  - j -  v ' "  +  О (/г3),

гИ и) = ( - \ ( Ь ~ а ) -  £ ')  v'  +  ~  k ) v"  +

+  h v ' "  +  (d -  q) v +  (ф -  /) +  О (/г2).

Требование ty(v) = 0 ( h 2) будет выполнено, если

~ ^ - = k ' ( x )  + 0 { h \  Ц ? -  =  к(х)  + 0 ( Ь 2), I

d(x )  =  q (х) +  О (Л2), ф (x) =  f  (*) +  О (Л2). J
Д ля  разрешимости задачи (4) достаточно (см. гл. I, § 2, п. 9), 
чтобы

я > 0 ,  Ь >  0, d ^ 0 для всех (6)
Приведем два примера разностных схем второго порядка ап­

проксимации для задачи (1):

Ч и  у1+\~у1 и У1 - У 1- 1 \  ,  m
А (  *+'/» А ^<-У. A j  >

J_ I k‘ + l +  ki yi+\~yl _ ki + ki- 1 yi ~  yt- 1 \ _________ f ап
А V 2 А 2 h i  q i y i ~

3) §  1. СХЕМЫ Д Л Я  С Т А Ц И О Н А Р Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  1 0 7
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где t =  1, 2, . . . ,  N - l ,  Уо — Щ, Уы = и2» kt ±4, =  k (х{ ±  0,5/г), 
ki±  1 =  k (xi ±  /г).

Нетрудно видеть, что для каждой из этих схем выполнены 
условия (5), если k, q, f  — достаточно гладкие функции.

В дальнейшем для упрощения изложения, будем предпола­
гать, что шаблонные функционалы не зависят от параметра h и

Будем рассматривать семейство схем, для которых выпол­
нены условия (5), (6), (9). Нас интересуют схемы, сходящиеся 
в случае разрывных k ( x ) ,  q ( x ) ,  f {x ) .  Ниже приводится пример, 
показывающий, что не всякая однородная схема вида (4), удов­
летворяющая условиям аппроксимации (5) (в случае гладких 
коэффициентов) и условиям разрешимости (6), сходится в клас­
се разрывных k( x) .

4. Пример схемы, расходящейся в случае разрывных коэф­
фициентов. Рассмотрим задачу (1) при q =  0, /  == 0:

Представим (ku ' ) '  в виде k u "  +  k'u' .  Естественно, на первый 
взгляд, для получения аппроксимации второго порядка прове­
сти замену

т. е. схема (11) принадлежит семейству (4).
Условия (5) и (6) выполнены, так как на участках гладкости

£*[/(s )] =  ^ [ /(s ) ] ,  так что

а (х) =  A [k (х +  sh)], b (х) = В  [k (х +  sh)], 
d (X) = F [q (x +  s /г)], ф (x) = F [/ (x +  s /г)], 

где s e s  [ -  1, 1].

} 0)

(ku.')'=  0, 0 < * < 1 ,  u ( 0 ) = l ,  u ( l )  =  0. ( 10)

t+l z—1
2 h

Тогда получим схему

, yf+1 4- k . ^ - k ^  y(+, - y t_ ,  л

K‘ № "Г 2h 2h ~ u’
0 < i < N ,  y 0 = l ,  y N =  0.

(П)

Преобразуя (11) к виду (4), найдем

kj+i — ki-i  
4 , d t =  Ф; =  0, (12)

al = k l — 0,5hk't +  О (/г2), b t =  k t +  0 , Ш [  +  О (/г2),

0,5 (at +  b t) =  k t, b. — at =  0,5 (k l+l -  ^ 1_ I) = hk't +  0  (/г3), 

так что ai >  0, bi >  0 при достаточно малом h.



Покажем, что с х е м а  (11) р а с х о д и т с я  даж е в классе 
кусочно-постоянных коэффициентов

( k u 0 < х < 1 ,

где |  — иррациональное число, |  = х п + Qh, х п = tih, 0 <  0 <  1.
Точное решение задачи (10), (13), удовлетворяющее усло­

виям сопряжения, имеет вид

f 1 - a 0*, 0 < *  а 0 =  (и +  (1 - х ) | Г \  .

Ы(ДС," 1 Р о ( 1 - д : ) ,  Ро =  иао, к =  Л,/Л2.

Найдем решение разностной задачи (11), (13). Так как а, =
— bi = ki  при 0 <  i <  п, cii =  bi = k2 при п +  1 <  i <  N,  то 
уравнение (11) принимает вид z/j_i — 2z/j +  z/,+i =  0 при i ф  п и 
1 ф  п +  1. Отсюда находим

( 1 — ахц  0

Ш y(Xi) I Р ( 1 - * , ) , * „ + , < * < 1 .  ( }

Коэффициенты а и р  определим из уравнений при i =  п, i =  
= п +  1:

btl [Р (1 ^n + l) (1 ®^n)] ”t” ОпО,Н

4] § 1. СХЕМЫ ДЛЯ СТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ 109

&„+iPft +  a „ +1[p(l - * „ + , ) - ( 1  -<**„)] =  0. 1 ^

Из (12) и (13) находим ап = {5 £ t— £2)/4, a n+i =  (ki +  3£2)/4, 
bn =  (3ki +  ^2) /4, &n+i =  (5^2— &t)/4. Реш ая уравнения (16) от­
носительно а,  р и учитывая, что х п =  |  — Qh, х п+1 =  i  +  (1 — 0 )h,  
определим р =  ца,

1 3 + х о о _  5х~ 1 /17\
a _  ц + ( 1 - ц ) 5  + А ( Я - 0 - ( 1 - 0 ) ц )  ’ ^  5 - и  ' Л Зк+ 1  •

Предельный переход при А-> 0 дает

l im  a  =  a 0, l im  p =  j30, 
ft-*0 ft-*0

где
a 0 =  (M' +  (l -  M-)|) \  p0 =  M-ao- (18)

Функции (15) доопределим на всем отрезке 0 ^  х  ^  1 (при по­
мощи линейной интерполяции), получим функцию y ( x , h ) ,  х ^
е [ 0 , 1 ] ,  совпадающую с z/i в узлах Xi =  ih. Найдем предел



110 ГЛ. III. ОДНОРОДНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЁМЫ И

у (х , h) при 0:

и{х)  =  lim у ( х ,  h) =
I — О0лг, 0 < х < | ,

(19)
M i - * ) »  К * < 1 .

Сравним предельную функцию й(х)  с точным решением и(х ) ,  
определяемым формулой (14). Из (14), (18) и (19) видно, что 
й (х )  = и(х)  при йо =  а 0, Ро =  Ро, а это возможно лишь при
X =  1 ИЛИ ki  =  k2.

Итак, решение (15) разностной задачи (11), (14) при h -*-0 
стремится к функции й ( х ) ,  которая в случае ki Ф k2 отлична от 
точного решения и(х)  задачи (10). Следовательно, схема (11) 
расходится.

Нетрудно установить физический смысл функции й (х ) .  
Функция й(х)  есть решение задачи (10), удовлетворяющее при 
х  =  |  условиям [й] =  0, [ku'] =  — ( ц — %)k2 = q, где q есть мощ­
ность сосредоточенного источника (стока) тепла в точке х  =  g. 
Величина q меняется в широких пределах в зависимости от к 
(в частности, q ^ ± o о при % - > - 5 ± 0 ) .  Таким образом, физиче­
ская причина расходимости схемы (11) в том, что она нарушает 
баланс (закон сохранения) тепла, приводя к появлению допол­
нительного источника (при q <  0) или стока (при q >  0) тепла 
в точке х  =

Схемы, нарушающие законы сохранения, называют некон­
сервативными или дисбалансными.

Рассмотренный пример показывает, что при написании раз ­
ностных схем следует добиваться, чтобы эти схемы выражали 
на сетке соответствующий закон сохранения. Такие схемы мы 
будем называть консервативными.

В следующем пункте дается общий метод получения консер­
вативных схем, сходящихся в классе разрывных коэффициентов.

Прежде, чем переходить к его изложению, сделаем два з а ­
мечания, связанные с рассмотренным выше примером.

Критерий экспериментальной проверки сходимости схемы 
путем сгущения сетки, применяемый часто на практике в тех 
случаях, когда нет теоретических оценок качества схемы, может 
иногда привести к ошибочному выводу о сходимости схемы на 
том основании, что при сгущении сетки обнаруживается стрем­
ление решения разностной задачи к некоторой предельной функ­
ции гг(х). Приведенный выше пример показывает, что функция 
и ( х ) ,  вообще говоря, может сколь угодно сильно отличаться от 
решения и(х)  исходной задачи. Поэтому методом сгущения 
сетки надо пользоваться с известной осторожностью. Во всяком 
случае, он не может подменить теоретического исследования 
хотя бы на модельных примерах.

Можно рекомендовать для проверки сходимости и порядка 
точности метод пробных функций. Выбирается некоторая функ­
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ция U(x)  (она может быть выбрана произвольно, но так, чтобы 
выполнялись условия сопряжения в точке разрыва коэффициен­
та k ( x ) ) .  Подставляя ее в уравнение (1), найдем правую часть 
f  =  (kU ' ) '  — qU  и краевые значения hi =  £/(0), Ц 2 = ^ ( 1 ) .  П о­
лученная задача (1) решается по схеме (4) и разностное реше­
ние у ( х )  сравнивается с известной функцией U(x)  на различных 
сетках.

Второе замечание состоит в том, что, так как не всякая схе­
ма (4), сходящаяся в случае гладких коэффициентов, сходится 
в случае разрывных коэффициентов, то необходимо выделить 
семейство схем, сходящихся в классе разрывных коэффициен­
тов, и в дальнейшем иметь дело только с такими схемами.

5. Интегро-интерполяционный метод (метод баланса) по­
строения однородных разностныхсхем*). Различные физические 
процессы (теплопроводности или диффузии, колебаний, газоди­
намики и т. д.) характеризуются некоторыми интегральными 
законами сохранения (тепла, массы, количества движения, 
энергии и т. д.). При выводе дифференциальных уравнений ма­
тематической физики обычно исходят из некоторого интеграль­
ного соотношения (уравнения баланса) ,  выражающего закон 
сохранения для малого объема. Дифференциальное уравнение 
получается из уравнения баланса при стягивании объема к 
нулю в предположении существования непрерывных производ­
ных, входящих в уравнение.

Метод конечных разностей физически означает переход от 
непрерывной среды к некоторой ее дискретной модели. При т а ­
ком переходе естественно требовать, чтобы основные свойства 
физического процесса сохранялись. Такими свойствами, прежде 
всего, являются законы сохранения. Разностные схемы, выра­
жающие на сетке законы сохранения, называют консерватив­
ными  (или дивергентными).  Законы сохранения для всей сеточ­
ной области («интегральные законы сохранения») для кон­
сервативных схем должны быть алгебраическим следствием 
разностных уравнений.

Д л я  получения консервативных разностных схем естествен­
но исходить из уравнений баланса, записанных для элементар­
ных объемов (ячеек) сеточной области. Входящие в эти урав­
нения баланса интегралы и производные следует заменить 
приближенными разностными выражениями. В результате полу­
чаем однородную разностную схему. Такой метод получения 
консервативных однородных разностных схем будем называть 
интегро-интерполяционным методом (методом баланса).

Проиллюстрируем этот интегро-интерполяционный метод 
на примере уравнения (1), описывающего стационарное распре­

* См. А. Н. Тихонов и А. А. Самарский [1].



деление температуры в однородном стержне 0 ^ * 4 ^  1. Напишем 
уравнение баланса тепла на отрезке *i_va ^  х  *i+Va:

Xi+V, *«• + '/*

W i - 42 — Wi+i/t +  J  f { x ) d x  =  J  q ( x ) u  (*) dx,  W  =  — ku' ,  (20) 

*•-■/» xi-'u

где W ( x ) — поток тепла, q ( x ) u ( x ) — мощность стоков тепла 
(при q <  0 — источников), пропорциональных температуре, 
f ( x )  — плотность распределения внешних источников (стоков) 
тепла.

Сток тепла происходит за счет теплообмена с внешней сре­
дой, происходящего на боковой поверхности стержня. Величи­
на Wt- 42 дает количество тепла, втекающее через сечение 
х  =  Х{-1/2 на отрезок х {-у2 ^Сх Wi+i/2 — количество вы­
текающего через сечение х  =  Xi+y% тепла; третье слагаемое в ле­
вой части (20) дает количество тепла, выделяющегося на отрез­
ке [Xi-%, * i+v2] за счет распределенных с плотностью f (x )  
источников тепла, интеграл в правой части (20) есть количество 
тепла, отдаваемое внешней среде за счет теплообмена на боко­
вой поверхности.

Чтобы получить из (20) разностное уравнение, заменим W  и 
интеграл, содержащий и, линейными комбинациями значений и 
в узлах сетки. Д ля этого воспользуемся интерполяциями 
в окрестности узла Х\. Возьмем простейшую интерполяцию

U =  C O nst  =  Ui  П ри  X { - i/2 ^ . Х  i^ iX i + y,,

Xi + 'h *i + 'h

J  q(x) u(x)  d x  ^  h diUh d t = - j  J  q(x )d x ,  (21)
X .  . .  X .

t —Vi <-'/*

где di есть среднее значение q(x)  на отрезке x i - y ^ x  *Cxt+y2 
длины h. Проинтегрируем равенство и'  — — W/k  на отрезке 
X{-i ^ . х ^ - х {:

Н
Г  W(x) .

«<-!“ «< = J - k W dX'
xi~\

Предполагая, что W (х) =  Wi_у2 =  const при ^ . Х и
имеем:

Н

Ч - \
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Отсюда находим приближенное значение потока

xi
~ и. —и.
W t-ч, =  -  a t - - ..., ■■ =  -  CLiiiit и a.i =  | /

ч -i

d x  
k (х )

(22)

Отметим, что
Н

1
dx

k { x )
есть тепловое сопротивление отрезка

[ * г -1> *<]•
Подставляя (21) и (22) в (20) и обозначая через г/j иско­

мую функцию, получим консервативную разностную схему

где

at =

Vin ~ » i
i + 1 h a i h

xi
-1

r  0
1 Г dx r
h J k ( x ) J

- x i -1 —  1

- ]  ~  d ty t =  -  ф„ (23)

ds
k  ( х ; +  s /г)

0,5

J + sh)ds, Фг = J f(x£ + sh)ds
- 0 , 5

0,5

- 0 , 5

(24)

Разностное уравнение (23) написано в фиксированном узле
х  =  Xi. Считая узел Xi произвольным, получаем уравнение (23) 
во всех внутренних узлах сетки. Так как коэффициенты а г-, du 
Ф; во всех узлах i =  1, 2, . . . ,  N  — 1 определяются по одним и 
тем же формулам (24), то схема (23) — (24) является однород­
ной консервативной схемой. Поэтому в (23) и (24) индекс i 
можно опустить и вместо (23) писать

{ayx)x ~ d y =  - ф .

В общем случае в формуле для потока коэффициент а{ яв ­
ляется некоторым функционалом значений k(x)  на отрезке
[■̂г—1) Xi\.

Отметим, что закон сохранения во всей сеточной области ш  
(«интегральный» закон сохранения) для любой (с любыми а , 
d, ф) консервативной схемы вида (23) есть алгебраическое след­
ствие уравнения (23).

В самом деле, обозначая через (г/i — г/г—i) /Л
разностное выражение потока тепла при х  =  *г- 1/г, запишем 
равенство (23) в виде W t_iU — W i+l/2 +  h(pi =  h d ly i. Суммируя



114 ГЛ. H I .  О Д Н О Р О Д Н Ы Е  Р А ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ (6

по i =  1,2, . . . ,  N — 1, получим разностный закон сохранения 
тепла во всей сеточной области

Он является разностной аппроксимацией интегрального закона 
сохранения для уравнения (1).

Интегро-интерполяционный метод был использован для ре­
шения ряда задач (см., например, Г. И, Марчук [1], Б. Л. Рож де­
ственский и Н. Н. Яненко [1]).

6. Однородные консервативные схемы. Рассмотрим теперь се­
мейство однородных консервативных схем

(аУх)х ~  dy — -  Ф, x ( = a h, у ( 0) =  и,, у(1) = и2. (25)

Коэффициенты а (х ) ,  d ( x ) ,  Ф(х) однородной схемы (25) вы­
числяются при помощи шаблонных функционалов 4[j5(s)], 
F [&(«)] по формулам

а(х)  =  A [к (х +  s /г)], d (х) = F [q (х + sh)], )
Ф  (x) = F [ f { x  + sh)], a ( j c ) > c , > 0 ,  d ( j c ) > 0 ,  j  (26)

причем область определения /l[ft(s)] есть Q(°> [— 1, 0] (k ( s ) e  
— 1,0]), область определения / ‘'[ /(s)] есть Q(0)[— 1/2, 1/2]. 

Иными словами, /4|7c(s)] (F [ / ( s ) ] )  определен для всех ку­
сочно-непрерывных функций k( s )  ( f ( s ) ) ,  заданных на отрезке 
— K s < 0  (—0 , 5 < s < 0 , 5 ) .

При вычислении а{х)  согласно (26) мы полагаем &(s) =  
= k ( x  + sh).  Это соответствует переходу от ш а б л о н а — l ^ s ^  
•*C0, на котором задана функция k( s ) ,  к шаблону х-— h ^ C x '4 i .  
■*Сх, на котором требуется задать k( x ' ) ,  чтобы вычислить а (х) .

Сравним консервативную схему (25) со схемой общего вида 
(4). Очевидно, что (4) может быть записана в виде (25) только 
при условии

Ь; =  ai+,

или S[ft(s)]  =  Л[*(5 +  1)] для любых k(s )  s= Q<°) [— 1, 1].
Отсюда следует, что для консервативной схемы функционал 

Л[*(5 )] не зависит от значений k( s )  при 0 < s 4 1 1 ,  а £[&($)]— 
от значений к (s) п р и — l < s < 0 .

Отметим, что консервативность схемы (4) является необхо­
димым условием ее устойчивости относительно возмущения ко­
эффициентов при k( x )  е  Q<°> (коэффициентная устойчивость, 
см. А. Н..Тихонов и А, А. Самарский [1]).



Требование консервативности («дивергентности») схемы (4) 
эквивалентно также требованию самосопряженности разност­
ного оператора. Действительно, рассмотрим оператор

(Лг/), =  а гг/м1 - Citji + btyi+u

о

определенный на пространстве Qh сеточных функций у  =  {г/г}, 
заданных на to* и равных нулю на границе, у 0 = уп  =  0. Введем

N - 1

в Qh скалярное произведение (у , v ) =  2и y ^ f i .  Так как для
* =1

о

любых функций у, n e Q j  справедливо тождество

Д Г - 1 N - 1

S  -  cty,  + b ty t+i ) v t =  s  (at+lv t+l -  ctv t -  b ^ v ^ y t ,
i * l i —\

то условие (A y , v) =  (y, Av)  будет выполнено при любых
о

» , о е  Q/, тогда и только тогда, когда bi =  а*+1 , t =  1, . . . ,  N — 1.
Условия (5) локальной аппроксимации второго порядка в 

случае консервативной схемы (bi =  а г-+1) принимают вид

a(x + h)-a(x) =k, {x) + 0{h% °<х±Ю±£ (±1 = Нх) + 0 { П

d  (х) =  q (х) + О (/г2), ф (х) =  f  (х ) + О (/г2).
(27)

Если эти условия выполнены, то

а{х) = k  (я) — 0 ,5hk'  (х) + О (/г2),
т. е.

а (х) = k (х — 0,5/г) +  О (/г2).

В п. 5 при помощи интегро-интерполяционного метода была 
получена однородная консервативная схема (25) с коэффи­
циентами a, d, ф специального вида (24), а именно с шаблонны­
ми функционалами

(
О Ч —1 0,5

1 т Ы  ’ F \f(s)] =  J  T(s)ds.  (240
- 1  '  - 0 , 5

Коэффициенты a, d, ф при этом вычисляются путем интегри­
рования функций k ( x ) ,  q(x)  и f ( x )  (см. (24)).

Д ля  практических целей удобно иметь возможно более про­
стые формулы для нахождения a, d, ф, использующие значе­
ния k, q, f  в отдельных точках. Обычно используют шаблон из
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одной илй двух точек, полагая, например,
at =  k i - 4t =  k ( x t -  0,5h) (A[k (s)] =  k  ( - 0 ,5 ) ) ,  

dt = qt,ift = ft (F U (s) ]= J{0) ) ,
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или
a>i =  0,5 (kt +  ^ i - i )  {A [k (s)] =  0,5 (k ( - 1 )  +  k  (0))),
n __ %kjkj-i [ д г е / „ ' 1 _  2k( —\)k(0) 

ki + ki- , * (— 1) 4- * (0)

(28)

Если k, q, f разрывны, то в формулах (28) следует брать полу­
сумму предельных значений слева и справа

щ =  0,5 [k {Xi-y2 ~ 0 )  + k (Xi-ч, +  0)),
d t =  0,5 (q (xt + 0) + q {x i -  0)), фг =  0,5 (/ (xt - 0 ) + f { x i +  0)).

Отметим, что формулы (28) и ряд других формул для а, а,
Ф  могут быть получены путем замены интегралов (24) их при­
ближенными выражениями

xi xi
1 Г dx 1 1 Г dx 1 М . 1 \
h J k ( x ) ~ k i_,, ' h J k ( x ) ~ 2  U (  и т , д -

xi -1 xi -1

7. Исходный класс консервативных схем. Шаблонные функ­
ционалы. Пусть функционал _А[/г (s ) ] задан на множестве ку­
сочно-непрерывных функций k(s )  е  QW [— 1, 0], a F [ f ( s ) ]  на 
множестве функций / ( s ) e Q ( ° ) [ — 1/2, 1/2]. Предположим, что

1) Все шаблонные функционалы нормированы к единице:
Л [ 1 ] = 1 ,  F [ l ] = l .

2) /7[ / ( s ) ] —_линейный неотрицательный функционал, т. е.
а) F [ci/i +  £2/ 2] — C\F [fi] +  ciF  [f2]

для любых чисел си с2 и функций f i ( s ) ,  / 2(s) из Q(°).
б) F t f ( s ) ] ^ 0  при / ( s ) > 0.
3) Ф ункционал/1 [A; (s)]:
а) однородный функционал первой степени (нелинейный, 

вообще говоря):
A[ck] =  cA[k],  с =  const >  0,

б) неубывающий функционал, т. е.
A [k2 (s)] >  A [kx (s)] при k2{ s ) > k x{s),

в) имеет дифференциал третьего порядка, т. е. для любых

F(s)e= Q(0)[ -  V2, 7а],_Ф(®) е  - 7>> 7а)
Л [/ (s) +  бф (s)] =  A [f (s)] +  6 Л, [f (s), ф_(5)] +

+  б 2А 2 [ / ( * ) ,  ф ( 5 ) ]  +  б M 3 [ f ( s ) ,  Ф ( 5 ) ]  +  б 3р ( б ,  f(s), ф  ( s ) ) .



где | р (6, 7(s), tp(s)) К р о ( б ) ,  При | ф 1 < М ,  17 i < M ,  M =  c o n s t >  
> 0 ,  р0(6)->-0 при б —►О. При этом функционал Л, [f, ф] линеен 
по ф, функционал A2[f, ф] квадратичен по ф и т. д., так что

Ai [7, сф] =  с A, [J, ф], Л2 [7, сф] =  с2 Л 2 [J, ф]

и т. д., где с =  const.
Основное изложение теории однородных разностных схем 

проведем в предположении, что Л[ / ( х) ]  имеет второй диффе­
ренциал.

Если Л[А(х)] — линейный функционал, то он удовлетворяет 
тем же требованиям 2а), 26), что и функционал F. В общем слу­
чае из За) и Зв) следует равенство

Д [ Д 7 ]  =  л[7],  л 2[7, Т] = А з й ,  Т] = о,

откуда получаем Ai  [1, 1] =  Л [1] =  1.
Условия второго порядка аппроксимации (27) накладывают 

дополнительные ограничения на шаблонные функционалы. 
Рассмотрим, например,

d{x)  = F [q (х  + sh)\ =  F[q (x) +  shq'  (x) + О {№)].

В силу условий 1) и 2а) имеем

d{x) = q (х) + hq'  (я) F [s] +  О (Л2).

Условие d = q + 0 ( h 2) выполнено, если
F[s] =  0, F[  1 ] = 1 .

Из условий 1), 26), За), 36) следует, что
d ^ O ,  а ^ с , > 0 .

В самом деле, а(х)  = A[k(x + s h ) ] ^  ^4[ct] =  clt 
П окажем теперь, что условия (27) для а (х) выполнены, если 

k (x )  е  О 3) и
Л [ 1 ] =  1, Л 1 [s] =  —0,5, Л2 [1 +  s] =  Л2 [s].

Здесь приняты обозначения
Л 1 [сф)] =  Л, [1, a(s)], Л2[сф)] =  Л2[1, а (s)]. 

Рассмотрим а(х)  =  Л [k (х +  sh)  ] =  A [k (х) (1 +  hx (s ) ) ], где
k(x + sh)~ k(x) __ „ k'(x) 1 s2h k"(x) |

hk(x) S k(x) +  2 k(x) 'Т~и Уп >-

В силу свойства Зв) функционала А  имеем: 
а (*) =  k (х) А  [ 1 +  hx  (s)] =

=  k  (*) А [ 1 ] +  hk  (*) А , [к (s)] +  h2k  (л:) А 2 [к (s )]  +  О (№).
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Подставляя сюда выражение для x ( s )  и  учитывая, ч т о Л ^ а ^ ) ]  
линеен, a / l2[ a ( s ) ] — квадратичен, находим

k  (х) Л, [к (s)] =  k '  (л:) Л, [s] +  0,5hk"  (х) Л, [s2] + О (/г2),

k  (*) Л2 [к (s)] =  Л2 [s] +  О (/г),
так  что
а (х) =  k  (х) А [1] +  hk'  (х) Л, [si +

+  h2 [ K ^ L  А , [s2] +  л 2 [s]j +  о  (A3).

Чтобы получить формулу для  a (x  + h),  надо в выражении 
для k (s )  заменить k ( x  +  sh)  на k ( x  +  (1 +  s ) h) .  В результате 
приходим к формуле
а (х +  А) =  k  (х) Л [ 1 ] +  hk '  (х) Л , [ 1 +  s] +

+ А2 Л , [(1 + s)2] + Л2 [ 1 + s\) +  О (АЗ).

Подставляя эти выражения для а(х)  и а{х + h) в (27), по­
лучим

Л [1 ]=  1, Л, [s] =  —0,5, Л ,[  1 ] = 1 ,  Л2[ 1 + 5] =  Л2[5].

Условие Л 1 [(1 +  s ) 2] =  Л 1 [s2] автоматически выполнено.
Если Л [/г (s )] имеет второй дифференциал и Л [1] =  1, Л ^я]  =  

=  —0,5, то а (х) = k ( x  — 0,5А) +  О (А2) для k ( x ) ^ Q 2l  Чтобы 
убедиться в этом, надо представить а(х)  в виде

a{x) = k ( x  — 0,5А)(Л [ 1] +  АЛ, [ к (s)] +  О (А2) ),
где

-  м  - - *  (‘  -  0 + о д  + 0 <*>•
Подставим выражение для  k ( s ) в  предыдущую формулу:

a{x) = k ( x  — 0,5А) Л [1] +  А£'(х -  0,5А) Л, [s +  0,5] +  О (А2) =
=  k {х -  0,5А) +  О (А2),

если Л [1] =  1, Л 1 [s +  0,5] =  0.
В дальнейшем будем рассматривать исходное семейство 

однородных консервативных схем (25), (26), шаблонные функ­
ционалы которых Л[/с($)] и F [ / ( s ) ]  удовлетворяют условиям
1) — 3) и условиям

F [ l ] = l ,  F[s] =  0, Л [ 1 ] = 1 ,  Л, [s] =  —0,5.
Такие схемы, как будет показано ниже, имеют второй поря­

док аппроксимации в специальных «негативных» или «интег­
ральных» нормах.

Исходному семейству принадлежат также схемы, для кото­
рых, . кроме указанных выше условий, выполнено условие

118 гл. Ш . ОДНОРОДНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ |7



§ 1. СХЕМЫ Д Л Я  С Т А Ц И О Н А Р Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  119

/42 [ 1 +  s] =  /42[s]. Выше было показано, что в этом случае 
выполнены условия (27) второго локального порядка аппро­
ксимации: ||г|)||с =  0 ( h 2), если 4 е О 3)[0, 1], q, f е  С<2>[0, 1],
«<=С<4)[ 0, 1].

Рассмотрим теперь схему (25) с шаблонным функционалом

и покажем, что /M s] =  —0,5. В самом деле,
о

Л, [a (s)] =  - j j  А [ 1 + ta (s)] |/=0 = J  а  (s) ds,

А 1[ Ц = 1 ,  A [ s ] = - 0 , 5 .

Следовательно, схема (23), (24) принадлежит исходному 
семейству. В дальнейшем схему (23), (24) будем называть наи­
лучшей схемой.

8. Разностная функция Грина. Основной вопрос теории — 
оценка порядка точности однородной схемы (25), (26) в клас­
сах непрерывных и разрывных функций k ( x ) ,  q(x)  и f (x ) .  Пусть 
у  — решение задачи (25), (26), и — решение задачи (1). Д ля
погрешности z  — у  — и получаем задачу

Л z  =  (azx)x — d z  — — -ф{х), 0 < x  = i h < l ,  
z(0) =  z ( l )  =  0, а ^ с , >  0, d ^ O ,

где
■ф =  (аих)х — du  +  ф (30)

— погрешность аппроксимации уравнения (1) разностной схе­
мой (25), (26) на решении « =  и(х )  задачи (1).

Д ля оценки порядка точности схемы (25), (26) нам понадо­
бится априорная оценка решения задачи (29).

Решение задачи (1) с однородными краевыми условиями 
и ( 0) =  и( 1) = 0 ,  как известно, может быть представлено в ин­
тегральной форме

и ( х ) =  J  G(x ,  t ) f ( t ) d l .
о

Функция источника или функция Грина G(x,  | )  определяется 
условиями

Ж  (k  <*> — d T 1 ) - 4 i x ) G  (.х, %) -  0, х Ф \ ,

G{ 0, I) =  G (1, | )  =  0, [G] =  0, [ * > - g - ] = - l  при х - Ъ

(29)



и обладает свойствами
G (х, £) >  0, G (х, | )  =  G (£, х), х,  £ е= [0, 1].

Чтобы получить явное выражение для решения разностной 
задачи (29) и использовать его затем для вывода априорных 
оценок, введем разностную ф ц н щ и ю  Грина G(x,  | ) , х  =  x t =  ih,
1 = Ь  = ih.

Пусть, как обычно,
N -1 N

(у, «0 =  2  y i v ih > (у> =  2  y ^ i h .I I
Будем искать решение задачи (29) в виде

z ( x )  =  (G(x ,  £), q & ) ) .  (31)

Потребуем, чтобы это выражение удовлетворяло уравнению 
A z ( x )  = (A x G{x,  I), ф ( | ) ) =  -  ф (х).

Отсюда видно, что уравнение удовлетворяется только при 
A x G(x,  | ) =  — 6 —-, где 6(л:, | )  — символ Кронекера:

6 (* ,* )  =  1, б (л:, | )  =  0 при *

Таким образом, формула (31) дает решение задачи (29), 
если G(x,  | )  как функция х  при фиксированном удовле­
творяет условиям

6(х, 6) |

’ \ (32)
х,  |  s= о>н> 0 (0 ,  | )  =  G (1, | )  — 0, |  е  юЛ. J

Покажем, что разностная функция Грина G(x,  £) существует 
и найдем для нее явное представление.

Пусть а( х )  =  а{х,  h) и §{x) = ${x , h )  — два линейно неза­
висимых решения однородного уравнения А у  =  0. Д л я  опреде­
ленности будем считать, что а и р  суть решения задач Коши:

А а  =  (ао.^)х — da  =  0, а  (0) =  0, а,а_ , =  1, 1

Лр =  -  dp =  0, x<=a>h, Р(1) =  0, - a N^ N = l.  } ^

Н ам понадобятся следующие свойства а (х )  и Р(х) :
1) а ( х ) — монотонно возрастающая, $ {х ) — монотонно убы­

вающая положительные функции:
а ( х ) > 0  при 0 < л : ^ 1 ,  р (д;) >  0 при 0 ^ х < 1 ,  

а ( л : ) < а ( 1 ) ,  р ( * Х р ( 0 )  при х  е  [0, 1],
2) а(1) =  Р(0),
3) Д (х) =  а (а^р — сф-) =  const =  а (1) >  0, 0 <  х  ^  1.
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Д окаж ем  эти свойства.
1) Из уравнения А а  =  0 и условия а {ая^  =  1 следует

г- i
< =  1 +  2 dkakh, а х =  h/ax >  0.

A~l
Если a h >  0, k  =  1, 2, . . . ,  г — 1, то a{a x t i > 0  и a t >  a t- \  >  0. 
Аналогично убеждаемся, что р*. * <  0, 0 <  р* <  Pi—i-

2) Рассмотрим вторую формулу Грина:
(а, Лр) =  (р, Ла) +  aN (ар. -  р«Д,, -  а, («Рх -  р аД .

Отсюда, в силу условий (33), сразу следует а ( 1)  =  Р(0).
3) Применим вторую формулу Грина в области 0^лг*  =  

=  г7г Xi, =  х:
i о—1

о =  2 («Ар -  рЛа)г h =  a h (оф- -  Ра.)^ -  а { (арх -  р а Д  =

= “  А К )  + Р (°) fll“*  1 = “  Л (* J  + Ро-
Так как х ,• 0 =  х — произвольный узел сетки т ,  то А (лг )  =  

=  Р(0) = а ( 1 ) .
Будем искать разностную функцию Грина в виде

( А Ц ) а ( х ) ,
0 { х Л )  U ( | ) P W ,  (34)

Краевые условия при х  =  0, х  =  1 выполнены. При х ф \  
функция (34) удовлетворяет уравнению A xG{x,  | )  =  0. Чтобы 
найти Л ( | )  и В(1)  используем условие однозначности G(x,  | )  
при х  =  |  и уравнение A xG(x,  g) =  — 1 jh  при х  =

П олагая в (34) х  =  | ,  найдем

Л(£)а(£) =  Я(£)Р(Ю- (35)
Подставим выражение (34) в уравнение (29) при х  =  |  и ф =  
=  — 1/А:

A x G\x=l = \ [ B { l ) a { l  + h)$x { D -  А  (I) а (£) а  - (£)] -

- d ( i ) S ( i ) P ( i ) = - { .  (36)

Из уравнения Лр =  0 при х  = 1 выразим
a ( l  +  h) рл (|) =  а (|) р- (|) +  A d  (£) р (£),

из (35) определим В  (|) =  А  ( |)  а  (|)/р ( |) и подставим эти выра­
жения в (36):
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Отсюда, из свойств 3) и формулы (35) находим 
л Р (I) р /f.\ О (I)

В результате для G {х, | )  получаем формулу

(*) (Н|) 0 < д ; < Ё
а  (1)  ’
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G (х , | )  =
_  (!) Р.М 1 < . х < \

а (  1) ’

(37)

Отсюда видно, что G(x ,  | )  неотрицательна: G{x,  £ ) > 0  при 
0 < л : < 1 ,  0 < | < 1 ,  симметрична: G(x,  g ) = G ( £ ,  х) д ля  любых 
х,  | е  а»/,, и удовлетворяет уравнению

A sG = - ( 6 ( j c ,  l ) ) / h

по аргументу при фиксированном л г е ю л.
9. Априорные оценки. Пользуясь формулой (31), найдем 

оценку решения задачи (29) через правую часть — ф. Д л я  
этого нам понадобятся равномерные оценки G(x ,  | )  и ее раз­
ностных производных Gx(х,  | ) ,  G| {х, | ) .

Сначала рассмотрим принцип максимума и его следствия 
для  задачи (29).

В гл. I доказан принцип максимума для разностного урав­
нения

Л1у 1- 1- С {у 1 + В 1у 1+1 =  -  F t, i = l ,  2, . . . ,  N -  1, J 

Уо = Р1, Ук = Р2, J
где

A t >  0, B t >  0, Ci -  A t - B i ^ D ^  0. (39)

Н ам  потребуются следующие теоремы (см. гл. I, § 2, п. 5).
Т е о р е м а  1. Если Ft >-0 , Hi >  0, ^ 2 > 0  и выполнены ус ло ­

вия  (39), то решение задачи  (38) неотрицательно,

у ^ О ,  г =  0 , 1 ..........N  — I, N.

Т е о р е м а  2. Пусть

М-х =  М-2 =*= 0, F i = D l(pi, (40)

и выполнены условия  (39). Тогда имеет место оценка

Ы 1 с =  т а х |* / г К 1 | ф | | с . (41)
i

Записывая уравнение (29) в виде (38), где 

A-i — Ci  =  A i +  B i +  d it Fi =  tyi, Hi =  |л2 =  0,



получаем, что если d t >  0, то для задачи (29) справедливы тео­
ремы 1 и 2.

Л е м м а  1. Д л я  функции Грина G(x,  | )  задачи  (29) спра­
ведливы равномерные оценки

G (х , | )  ^  1/с для  всех х,  |  е  соА, (42)
I Gx (х, I) | <  2 /с ,  | Gt (х, I) | <  2 /с ,  х, £ е  со,,. (43)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть й{х)  =  О, тогда а (я) и 0 (х) 
находятся в явном виде 

г N
V  h о h ° __ 1 _ 1 I q j 1 _ 1

“ г “  а  ’ &  ~  а  ’ i а .  с .  ’ I и  а .  ̂  с .  '
/=1 ' /=/+1 1 1 1  ‘ 1

Так как а ( л с )^ а ( 1 ) ,  (5(л:) а (1), то из (37) сразу получаем
N

G0 < a ( l )  =  S ^ - < T " >  |G0̂ | < m a x ( m a x | a J ,  ша х | р г | ) < ~ ,  
i=i 1 1 1

т. е.
Go (х, I) <  1/с, | Go* (*, &) | <  1/с ,  | Got (*, £ ) К  1/с.

2. Пусть й ( л : ) ^ 0 ,  й ( х ) Ф 0 .  Полагая G0 = G  + v, где G0 —
функция Грина для случая d^= 0 ,  получим

A xv = (а (х) Vx (х, l ) ) x - d  (х) v { x , Q  = -  d  (х ) G0 (л:, |) ,  
о(0, £) =  о(1, £) =  0.

В силу теоремы 1 имеем v (х,  | )  =  G0 (х,  £) — G (х, | )  ^  О, 
т. е. G (д;, £ ) <  G0(д;, £ ) <  1 /с,.

Возьмем теперь разностную производную по £ от обеих 
частей уравнения (44). Тогда для  w (х, £) =  og (х, | )  получим 
уравнение

A xw  =  -  F (х, £), F (х, l) =  d  (х) ф (х, | ) ,  1
Ф(л:. !) =  Goi(x, |) ,  w(0,  £) =  ш»(1, £) =  0. }

Пользуясь теоремой 2 для задачи (45), получим

I w (х, | )  К  шах | ф (*, | )  | =  max | G0|  (х, | )  | <  1/с,.

Отсюда в силу формулы

G| (х, | )  =  Got (х, l ) - w  (х , | )
следует

| G|(jc, I) | < |  G0 |(л:, I) | + 1 w (x,  g) | < 2/c,.

Л емм а 1, доказана, .
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Л е м м а  2.  Д л я  р е ш е н и я  з а д а ч и  (29) с п р а в о й  частью

ty =  S x

N
| г | 1 с < 7 - ( 1 ,  | S | ] ,  гд е  (1, | 5  | ] =  J  | S t \h. (46)

верна оценка

t=-i

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся формулой (31), фор­
мулой суммирования по частям (гл. I, § 2, п. 1) и оценкой (43):

z ( jc) =  (G(jc, I), гИ£)) =  «? (* ,  I), S 6 ( g ) ) = - ( G t (jc, &), S(&)],

| z ( * ) | < ( | G s ( jc, & ) U S ( & ) l ] < - f  ( 1 , \ S \ ] .

Т е о р е м а  3. Д л я  решения задачи  (29) справедлива оценка

где

л и б о

JV—I
■ф ii(-i) = 2  hi-I

N - l

2 J h\\>k fe=*I

JV—I

2  H k  k=i

(47)

(48)

(49)

Если  ifi(;c) имеет вид
Ф =  Л* +  Ф\

то для решения задачи  (29) выполняется неравенство 

II2 11с < ^ - ( ( 1 , I *il ] +  № l (- n)- (50)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Представим if) (л:) в виде if) (л:) =  5* 
или 5(+, — 5 г =  /тфг. Функция 5  (х ) определена с точностью 
до аддитивной постоянной. В силу леммы 2 имеем | | г | |с <  
< 2 ( 1 , |S | ] / c , .

Рассмотрим два случая.
I

a) S[ =  0, S J+1 =  2  Щ й,
А- 1

( 1 , | 5 | ]  =  2 | 5 И / г = 2 1 | 5 г+1 | / г = 2 1/г i= 1 f=i / - 1 ft-i
т. е.

N- 1
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N - 1

б) — 0, S t — — 2  htyk>
k—i

N - l  ЛГ~ I ЛГ- I

(1, | S | ] = S A | S <| = S  A ,
i = l i = l fe=i

т. e.
N - l  N - l

ii z  i t  <  ~  ИФ n(_,), и и (- 1) = 2 /г 2 л<р* •
i =1 k—i

2. Если 'ф =  'Пл: +  'Ф*, то функцию z представим в виде суммы 
z =  г») +  z (2), где Z(i) — решение задачи (29) с правой частью
— ^  =  — цх, a z (2) — решение задачи (29) с правой частью
— =  — ф*. В силу (46) и (47) имеем

10. Погрешность аппроксимации в классе непрерывных коэф­
фициентов. Рассмотрим погрешность аппроксимации для схемы

В п. 6  были получены условия (27) второго порядка локаль­
ной аппроксимации для консервативной схемы (25). Эти усло­
вия выполнены, если k ( x ) ^ C < 3\  q, f  е  С<2>, шаблонный функ­
ционал ^4[ifc(s)] имеет третий дифференциал и и-меют место р а ­
венства

Из априорной оценки теоремы 3 видно, что порядок точности 
консервативной схемы определяется порядком не локальной, 
а суммарной  (интегральной) аппроксимации  р некоторой спе­
циальной норме

1 |2 ( „ | | с < ^ - ( 1 ,  1 Til], llz(2) | l c < - ! - № (bt)-

Отсюда и следует оценка (50).
З а м е ч а н и я .  1. Если то

11Ф 11(_ 1) =  11^ 11(- 1) < ( 1 . 1 Л1 1 ] < 0 . h l ]  +  h i l

2. Из формулы (31) и леммы 1 следуют оценки

где || ip | |=  ,Ф) • Нетрудно убедиться в том, что

II “Ф 11(_[) <  (1. I “Ф IX I I  “ФI K II “Ф Нс-

(25), (26):
■ф =  (aux)x — du +  ф. (51)

Л[1] =  1, Л[ [s] =  —0,5, Л2 [s] =  Л2 [1 + 4



Н иже будет показано, что для суммарной аппроксимации
О (h2) достаточно, чтобы вместо (27) выполнялись требования

а (х) =  k (х — 0,6h) +  О (/г2), .1

d{x) =  q (х) +  О (/г2), Ф (дс) =  /  (*) +  О (/г2). ) (52)

Покажем сначала, что погрешность аппроксимации if) =  
=  (аих)х — du + ф можно представить в виде

■ф =  Л* +  'Ф*, ц = аи-  — ku' ,
!  0,5

■ф*(лт) =  I J  q {х + sh) и (х +  sh) ds  — d  {х) и (х) I +
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- 0 , 5

/  0,5

+ (ф(дс) - J f ( x  + s h ) d s  ,

(53)

- 0 , 5

где ku'  = k (х — 0,5h) и'  {х — 0,5/г).
Воспользуемся уравнением баланса (20), которое запишем 

в виде
х+0,5 /1  х + 0 ,5ft

(ku')x — J  q (x') и (x ' ) dx '  +  j  J  f  (x ' ) dx '  =  0 . (54)
x —0,5/г Я —0.5Л

Полагая x '  — x  +  sh,  получим отсюда:
0,5 0,5

0  =  (ku')x — q (x +  sh) и (x + s h ) d s +  f  (x +  sh) ds.
- 0 , 5  - 0 , 5

Вычитая это тождество из формулы (51), получаем (53).
Предположим теперь, что k(x ) ,  q(x),  f ( x ) ^ C (2> и выпол­

нены условия (52). Покажем , что r](x) — 0 ( h 2), i f  (х) — О (h2) 
для всех л: =  г / г е ( 0, 1), и, следовательно, ||if) ll(_t) =  О (к2).

Учитывая, что и (х) е  С<3) и и [х) =  й + 0,5hU' +  h2H" +  О (/г3), 
h h2и (х — h) =  й — - j  й'  +  - у  й"  +  О (/г3), находим

их =  й'  +  О (/г2), х\ {х) =  {а — к ) й '  + 0  (h2) =  О (/г2),
0,5

так  как a = k +  0 ( h 2). Замечая затем, что J v (х +  sh) ds  =
-0,5

=  v (х) +  О (h2) для v (х) е  С<2), получаем
■Ф’ =  q (х) и (х) - d ( x ) u  (х) +  (ф (х) - f ( x ) )  +  0  (/г2) =  О (Л2) 

в  силу (52).
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11. Погрешность аппроксимации в классе разрывных коэф­
фициентов. Вычислим погрешность аппроксимации (51)  схемы
( 2 5 ) ,  ( 2 6 )  в случае, когда коэффициенты уравнения (1 )  разрыв­
ны. Без ограничения общности можно считать, что k(x), q(x) и 
f(x) имеют разрывы только в одной точке х =  |  е  (0, 1), Реш е­
ние и = и(х) уравнения ( 1 ) при х =  |  удовлетворяет условиям 
непрерывности и, ku':

прав> ( Ь ' ) л е в  =  ( £ « ') прав =  W0 ПрИ  Х =  1, (55)

где «лев = 0  ( 1 - 0 ) ,  «прав =  V &  +  0).
Будем предполагать, что k ( x ) ,  q{x) ,  f {x)  e Q W  и, следова­

тельно, и(х) е  Q<3>.
Рассмотрим наилучшую схему (23), (24). Д ля  нее формула 

(53) принимает вид
О О О

■ф =  Чх +  'Ф*, Л =  а и х ~  k u ' ,
0,5

■ф* — J q(x  + s h)[u(x  + sh) — u(x)]ds ,

где
- 0 , 5  

о/ 0  S - 1  0,5

' =  J  к ( Л т 1 ft)' ’ J  q(x i + sh)ds,
- l
0,5

: +  Sh)

Ф г =  J f(Xi + sh) ds.

- 0 , 5

- 0 , 5

Нетрудно видеть, что

• at Г
’f c - x  J

аг f k { x ) u ' ( x ) - w i _ 4i
k(x)

dx.

(56)

(57)

(58)

В самом деле 
xt

1 Г k(x) и {x)-Wi_,u

h J 
*t-1

k(x)
dx =Jr- J u'[x) dx — J dx 

k (x)
Ai - 1

ui ~ ui-1 wi-4, _ ih

4-1

at
(atUx, i ~  Wi-y2) = .

at at

Отсюда и из формулы (51) следует, что погрешность аппро­
ксимации г|) любой из схем (25), (26) можно записать в форме:

О О О О О

Ф =  11* +  *1 =  Л +  (й — я ) их, “Ф* =  “ф* — [d — й )и  +  ф — ф. (59)



Учитывая ограниченность и и иа, получаем 

(1, h | ] < ( l ,  1л1] +  М ( 1 ,

IIФ* 11(_ 1) < 11Ф>* 11(_ 1 ) +  IIФ -  ф 11(_ 1) +  м  ( 1 , \ d - d \ ) .
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(60)

Предположим, что точка разрыва х  = 1 функций k{x),  q(x)  
и f ( x )  находится на отрезке [х п, лг„ + 1] сетки й й, так что

l  = x n + Q h ,  x n =  r i ( h , l ) h ,  0 =  0 (/г, £), О < 0 < 1 .

При л : < |  и л : > |  функции k{x),  q(x)  и / (я )  являю тся доста­
точно гладкими. Поэтому для любой схемы (25), (26)

% =  0 (/г2) при г ' т ^ п + 1 ,
■ф! =  0 ( /г2) при г =jh п, если 0 <  0,5,

■ф] =  0 ( h 2) при 1 ф п + 1 ,  если 0 ^ 0 , 5 .
(61)

Рассмотрим наилучшую схему (23), (24). Д л я  оценки г|„+| 
воспользуемся формулой (58). Так как поток ku'  непрерывен,о
то ku'  = Wn+Чг + О (h) и из (58) следует, что цп+1 — О {К).

В силу непрерывности и кусочной дифференцируемости
о

функции и(х)  имеем и ( х  + sh) — и(х)  = 0 ( h )  и ф>’ =  0 (/г) при 

0 < 0 , 5 ,  ф ’ + 1  =  0(/г) при 0 > О ,5 .
о о

Отсюда и из (56), (61) следует, что (1, I rj |] =  | rjn+ 1 1А +  
+  О (/г2) =  О (/г2), || ф* ||(_ 0 <  ( 1 , | ф* | ) =  h | ф; | +  О (/г2) =  О (/г2) при

0 < 0 ,5 ,  и * !!(_ ,)< / г К +1| +  0 ( /г2) =  0 ( /г2) при 0 > О ,5  и

I H I U ^ O ,  I л 11 + 1411 +  II !!<_,) =  °  (Л2), (62)

т. е. наилучшая схема (23), (24) в классе разрывных коэффициен­
тов k { x ) ^ . Q (2\  q(x),  f ( x ) ^ Q {i) имеет второй порядок аппро­
ксимации в негативной норме II - II(_d-

Д л я  произвольной схемы (25), (26) погрешность аппрокси­
мации оценивается по формулам (60). Нетрудно заметить, что

( 1 , \ a - ° a \ ]  = h \ a n+l - a n+ l \ + 0 W  = 0(h) ,  ( 1 , \ d - d \ ) ~

= h\ dn — dn \ + О (h2) =  О (h) при 0<O ,5 ,  ( l , | d  — d | )  =

=  h  | dn+\ — dn+i | +  О (h2) = О (h) при 0 > O ,5 ,
о о

так  как в общем случае ап+1 — ап+1 = О (1), dn+l — dn+1 = О (1)



В результате приходим к оценке

1Ж 1(_1> < ( 1 , I “П I ] + 1 “Hi I +  II 'Ф* ll(_i) +  IIФ - ф 11(_ 1) +

+  М ((1 ,  | f l - f l | ]  +  ( l , \ d - d \ ] )  = 0 ( h ) ,  (63)

т. е. любая исходная схема в классе разрывных коэффициентов 
имеет первый порядок аппроксимации в норме || • |l<-i).

Остановимся более подробно на вопросе о локальной струк­
туре погрешности аппроксимации Очевидно, что в узлах 
х — х п и х  =  x n+i функция ^ (x )  имеет вид

^  =  ^ + 0 ( 0 ,  ^ + 1  =  - ^  +  0 ( l ) ,  п„ + 1  =  0(1) ,  (64)

т. е. в узлах, соседних с точкой разрыва х  =  % схема (25) не 
аппроксимирует уравнение ( 1 ), так как if)n =  0 ( \ / h ) ,  if)„+i =  
=  0 ( 1 //!).

Из формулы (64) видно, что главные слагаемые в выраже­
ниях i|)„ и i|)n+i равны по абсолютной величине и противополож­
ны по знаку, так что

+  =  0 ( 1 ), h (i|)„ +  ipn+i) =  О (h),

Т. е. погрешность аппроксимации в окрестности разрыва коэф­
фициента k( x )  имеет дипольный характер. Именно поэтому, не­
смотря на отсутствие локальной аппроксимации, консерватив­
ная схема (25), (26) имеет первый суммарный порядок аппро­
ксимации:

II 'Ф 11(_ 1) =  О (К) при k, q, f e = Q (m\  m >  1 .

Можно указать схемы, отличные от (23), (24) и имеющие вто­
рой порядок аппроксимации в случае разрывных коэффициен­
тов. При этом предполагается, что известно положение разрыва 
на сетке: |  =  х„ + eh. Заменяя интегралы (в 57) их приближен­
ными значениями, например, полагая

хп+ 1

___Г _^х__________________ е . i - е  _  1
° h J k(x) ~ £(*«) k(xn+i) an+i
а п+ 1 хп

о о

и аналогично для ф„ и dn, получаем схему с коэффициентами 
a, d, ф, которая будет иметь точность 0 ( h 2) для k, q, /  е
так как a n+i — а п+4 =  0 ( h )  и

(1, | а — о | ]=  О (/г2), (1, | d - d | )  =  0 ( n  (1, |ф-ф | )  =  0(/г2).(6&)
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Если разрыв находится в узле Xi сетки ©д, то условия (6 6 ) 
выполняются для
di^ki-y, ,  ai = 0,5(k(xl- l + 0) + k(xi - 0 )) , 1
Ф* =  0,5 (/ (х, — 0) + f(xi + 0 )), ̂  = 0,5 (9 (л:; - 0 ) + 9(л:; + 0)). j 

Е С Л И  £  =  J C ; _ i/2 ,  t o  м о ж н о  в з я т ь

a i =  " k l f '+ i i  ’ Фг =  f ‘> d{ =  qi• (68)

При этом будем иметь ||i|)||(-i) =  О (h2) для k, q, f<=Q(2K
12. О сходимости и точности. Пусть у  — решение задачи (25),

(26), и — решение задачи ( 1 ), z  — y — и — погрешность схемы 
(25), (26). Погрешность z  является решением задачи (29), где 
t|) =  t|)(x) определяется формулой (30).

Из априорной оценки (47) для решения задачи (29) следует, 
что если схема (25), (26) аппроксимирует задачу (1) в норме 

то она сходится в норме С, причем порядок точности 
совпадает с порядком аппроксимации.

Таким образом, верна
Т е о р е м а  4. Если  выполнены условия k ( x ) ,  q (x ) ,  f ( x )  е  ОТ), 

то любая исходная схема  (25), (26) равномерно сходится со 
скоростью 0 ( h 2) (имеет второй порядок точности), т. е.

\ \ y - u \ \ c =  0 ( h 2). (6 &)

Любая  исходная схема в классе разрывных функций k ( x ) ,  
q (x ) ,  f ( x )  e Q ( 2) имеет, no крайней мере, первый порядок точ­
ности:

\\У — u \\q =  О (h). (70)

Наилучшая  схема (23), (24) в классе функций

k ( x ) ( = Q (2\  q(x),  f ( x ) t = Q (n

имеет второй порядок точности, ||у — ы|)с =  0 ( h 2), на любой  по­
следовательности сеток шh-

В работе А. И. Тихонова и А. А. Самарского [1] показано,
что аппроксимация в классе гладких коэффициентов необходи­
ма и достаточна для сходимости однородной схемы (25), (26).

13. Однородные разностные схемы на неравномерных сетках. 
Д ля  решения дифференциальных уравнений на практике часто 
используются разностные схемы на неравномерных сетках. 
В гл. I, § 1 для простейшего уравнения и" =  —/  была рассмот­
рена схема на неравномерной сетке

д>л = {х1, i =  0, 1, N,  *0 =  0, JCjv =  1,

и проведено изучение погрешности аппроксимации для этой 
схемы.
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Чтобы получить однородную консервативную схему на не­
равномерной сетке ©л, напишем на интервале (*i_i/2, Xi+1/2), где 
JCi—i/2 =  Xi — 0,5hi, Xi+i/2  =  Xi +  0,5Ai+i, уравнение баланса

*/+■/. */+'/>
Wi-y,  — Wi+4, — |  q ( x ) u ( x ) d x =  — |  f ( x ) d x , W = —ku' .  (71) 

xi-% *i-4,
По аналогии с п. 5 проведем замену 

*/+■/. xi+'k 
J  q u d x ~ h i d iui, d i = - r̂- J  q ( x ) d x ,  ht =  0,5 (A, +  Ai+1) ,

~  о Ц .  —  U- . О O

=  -----------= - a tug,t, a, =  . h

i \
- 1

L Г dx \
'4  J k ( x )  

xt - 1 J

После этого, так же как и в п. 5, получаем разностную схему

[в;н I Vj-Vi
bi r i + 1  hi+l Ui hi 

- 1

- \ - d ty t =  —  Ф г  >

J w l  • rfi=hi
xi-4z

Xi + 'U

J  q ( x ) d x ,  % = -— J  f ( x ) d x .  
‘ *>-'/«

(72)

Эту схему будем называть, как и в случае равномерной сетки, 
наилучшей схемой. О О О

Коэффициенты а{, dh срг очевидно можно записать в виде

! 0 

“‘ - ( J

- 1
ds

k (xi + shi)

0,5

J  q (Xi +  sh{) ds  +  J  Q(x i + sh i+i)ds,
-0.5 0

0 0,5

=  Th J  M Xt +  sh{  ̂ds +  ^Tk~  J  ^ X{ + shi+^  ds '
-0,5 ' 0

Введем обозначения (см. гл. I, § 1):

(73)



Рассмотрим трехточечную схему

( a y x ) x - d y =  -<р, 1

у(0) =  ии y ( l )  =  u2, a > c , > 0 , d > 0 .  j

Если заданы k( x ) ,  q (x ) ,  f ( x )  из Q(0) [0. 1] и известны точки их 
разрывов, то всегда можно выбрать неравномерную сетку так, 
чтобы точки разрыва коэффициентов k, q, f  были бы ее узлами. 
Такую сетку, зависящую от конкретных функций k, q, f, будем 
обозначать &п(К).  Простейшие выражения для a,-, d\, cpi на 
&/,(/(), как следует из (73), имеют вид

,  ,  М Г  + hi + \ 4  hif7 + hi+\lt
(Xi~ df 2Й{ ’ ( '" )

где f t  = f ( X j ± 0 )  и т. д. Впрочем, можно пользоваться и дру­
гими формулами, например:

* {и+ I и-} 2kf—lkt
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аi =  —■ i k t - 1 +  k i ), at —
kf-1 + kT

J  hi4 i-4i + hi + t f i+ xh hif i-42 + h i + J l  + 'k

Ui ~  2Ьi ' Фг “  2bi

В случае непрерывных коэффициентов из (75) следует

Q{ — k i—y2, d t =  qt, ф i ~ f i -

Если разрывы совпадают с потоковыми точками (х  =  * 1- 1/2 ) 
сетки 6 н, то коэффициенты аи du ф* выберем следующим об­
разом:

аг =  ^ +1 ^ ,  » d i = Qh Ф; =  /<> (75')

либо возьмем

_  2 feit~-l/2fet - 1/2 j  =  hi + \ЧТ+Чг + btf t - 'k
1 к и !г + к-_ъ ' щ

_  hi + J7+ Ч2 + h if?- V»
ф; 2  hi

Перейдем к изучению погрешности аппроксимации схемы 
(74) на неравномерной сетке т ( К ) .  Напишем уравнение для 
ошибки г  =  у  — и:

(аг*)* — d z  — — ф (я), jc =  я, е  <ал, |
z 0 =  z N =  О, J

где (лг) =  {аия)<( — du + Ф (*) — погрешность аппроксимации.



(77}

Пользуясь уравнением баланса (71) по аналогии с п. 11 
представим погрешность аппроксимации i|) в виде

=  Цх, i +  %  =  ( a U x)i  ~

*i+'k
^  =  J  q ( x ) ( u ( x ) - u i) d x  +  ((fi - ( f {) - ( d i - d i) u i.

xi-4,

Д ля наилучшей схемы (72), в частности, имеем
x i + ' k

Ь  = Ь  =  J  q(x)  (« (*) -  щ) dx,
‘ *1-42

о xi
о а .  Г w  — w }\i

^  = J — -{x)-L dx’ w = ku'-
xi-l

Д ля простоты изложения рассмотрим сейчас погрешность 
аппроксимации i|) для наилучшей схемы (72).

Предположим, что k, q, f  имеют разрыв первого рода в узле
Xi е  &н, а при JCj-i <  х  <  x it Xi <  х  <  Х{+1 являются гладкими
функциями. Выражение для перепишем в виде 

о
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■фi = ' ^ "  j* q ( x i +  s h i) ( u ( x i + s h i) — u ( x i) ) d s  +

0,5

h- j r -  J  q  (Xi  + s h i+l) (и (xt +  sh l+l) -  u{x t) ) ds.
0

-0,5
0,5

Учитывая, что для любой функции (д. (лг) ^  Q<2>, имеющей 
разрыв первого рода в точке х  =  х {, верны формулы

[г(х{ +  sht) =  цГ +  shf ([г')Г +  О (ffi), - 0 , 5 < s < 0 ,  [гГ =  [г ( л ^ - 0 ),

jj,(xi +  sAi+ 1)=M'?’+ s /ii+ 1 (^ ) i t' +  0 ( / i? +i), 0 <  s <  0,5, ц<+ =  ц (лг; +  0),

(М-')Г =  (M'OT+i +  0  (Лг+1)>
находим

(78)

о
Д л я  т|; будем иметь

^  =  °a inx. i ~  (ku ' )i-i /f =  0(hj ) ,  

так как at =  kt-yt +  О (hj).
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Погрешность аппроксимации ф для схемы (74), (75) опре­
деляется по формулам (77). Воспользуемся формулами для 
0 0  

и d t:
+ '(ft4rr) w)>

Ф г  = 2 йг

I  -  +  i  („» ( , T ) t , +  о  ( t i ) .

Отсюда и из (75), (77) находим

(Фг ~  Фг) -  №  ~  dt) щ  =  -у  (А2 г ~  if  (h2 (f') )*, г +  0  •

Преобразуем выражение

Щ (h2 (q') )*, ,• =  (А? ( / и )  )* , -  Аг+i (?0Г+1 “а   ̂=

=  ( А 2 ( / « ) - ) Л> г +  0 ( A ? + i ) *
о

Учитывая затем формулу для i|)*, получим

'l5' =  4   ̂^  ~~ ^  X , i  + 0  №  •

Таким образом, погрешность аппроксимации для  схемы
(74), (75) на специальной последовательности сеток &h (/С) имеет 
вид

*  =  ке +  фм, ф "  =  0 ( П
h

Ц =  (aux)i -  [{qu)' -  f ']{ =  О (Л?).
(79)

Можно показать, что погрешность аппроксимации наилуч­
шей схемы (72) на произвольной неравномерной сетке при лю­
бом положении точки разрыва коэффициентов

*п <  £ <  *п+1 > *п> *п+ 1  ^

представима в виде (79), где

Иг =  О (А?) +  дг, О (Ая+1), =  О (й?). (80)

Введем обозначения

лг—I
IIФ!!(_!« =  2  h i+1

w-i лг
{у, V), =  2  (у, v] =  2  y p ih i ,г - 1 . i=i

г W- 1

2г- 1 ft-i
или || ф 11̂ , . , =  2  ht

N - l

2  hk$k k - i •
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Из (79), (80) следует, что для погрешности аппроксимации 
схемы (74), (75) на специальной последовательности сеток
&h (K) и наилучшей схемы (72) на произвольной неравномерной 
сетке при любом положении точки разрыва справедлива оценка

Л е м м а  3. Д л я  решения задачи  (76) с правой частью —ф =  
=  — — ф* на произвольной неравномерной сетке справедлива  
априорная оценка

Для доказательства леммы 3 по аналогии с п. 8  вводится 
разностная функция Грина G(x,  | )  для задачи (76) как решение 
уравнения

и доказывается аналог теоремы 3 — лемма 3. Так как при этом 
никаких новых принципиальных вопросов не возникает, то нет 
необходимости воспроизводить рассуждения, приводящие к оцен­
ке (82). Из (81) и (82) следует

Т е о р е м а  5. Наилучшая схема (72) имеет второй порядок  
точности в классе разрывных коэффициентов

на произвольной последовательности неравномерных сеток. 
Схема  (74), (75) имеет второй порядок точности-.
а) в классе гладких коэффициентов

на произвольной последовательности неравномерных сеток, 
б) в классе разрывных коэффициентов

I I Ф < M h \  h =  ( l , h 2) \ (81)

где М  =  const >  0 не зависит от сетки. Действительно:
‘ N - 1 I

1Ж 1(_ 1. ) < ( 1 , l n l ]  +  lni  1 +  2  h t 2 фГй* < м я 2.
1 ' ;=i * =1

11г | |с < - ^ - ( | | 1|)*Ц_1.) +  (1, М -
2

(82)

A x G = (a (лг) Gi (х, Q ) x - d  (лг) G (х, | )  =  — S) , лг, |  g= &h

с однородными краевыми условиями

| G(x,  g ) | < l / c „  I Gt (x, 6 ) | < 2 / с ь | Gm(x , | ) | < 2 /Cl

f e ( x ) e Q l2)[0 , 1 ], q(x),  f {x)<=QW [0 , 1 ]

k(x),  q(x),  f  (л:) «= Cl2) [0, 1]

k(x) ,  q(x), f ( x )<=Q{2)[0 , 1 ]



на специальных последовательностях неравномерных сеток
Ы К ) .

Укажем также, что и схема (74), (75') имеет второй порядок 
точности в классе разрывных коэффициентов на специальной по­
следовательности сеток, когда точки разрыва коэффициентов 
совпадают с потоковыми точками Хг-'/г

Единственной характеристикой точности является средне­
квадратичный шаг h = V ( \ ,  h2\

Д о сих пор рассматривались конкретные схемы (72), (74),
(75). Рассмотрим теперь семейство схем (74), коэффициенты 
которых a, d, ф вычисляются при помощи тех ж е  шаблонных 
функционалов

Л [£(s)], k  (s) е  Q<0) [— 1 , 0 ],

F[J(s)), 7 ( s ) e Q (0)[ - 7 2, V2], 

что и в случае равномерной сетки (см. п. 7).
Формула для а{ остается неизменной

а, =  A \k (xt +  sh t)], — l s ^ s ^ O .  (83)
Формулы для d x и cpi существенно усложняются в случае 

разрывных коэффициентов.
Введем сначала обозначения для ступенчатых функций:

Г 1, s <  0, ( 0, s < 0 ,  f 1, s =  0,
^ “ i o ,  s > 0 , Tlo+ =  \ l ,  s > 0 , я ° ^  =  \  0 , s ^ = 0 , 

так, что ri~ (s) +  ii+ (s) +  я 0 (s) =  1 .
Предположим, что
а) / r [K0 (s)] =  0 , т. e. /■'[/(s)] не зависит от значения в точке 

s =  0 , а зависит только от предельных значений f (s )  справа и 
слева в этой точке, например,

F U(s)) =  0,5 (7 (0 +  0) +  ДО -  0)),

б) F (s)] =  F [г|^ (s)] =  0,5, так  что / г[1] =  1.
Действительно,

F [1] =  F fri0-  +  ri+ +  я 0] =  F fri0- ]  +  F [л0+] =  1.

Из условия / r [s] =  0 следует, что / r [sr]+j =  — / r [sr]“ j = a ,  так 
как F [sjt0] =  F [0] =  0.

Коэффициент ф будем вычислять по формуле
Ф = Р[Г(8)],

где

=  17 f (xi + shi) ТЧГ М (xt + shi+1) ^  (s) +

+  f{X()n0(s), - 0 , 5  < s  < 0 , 5 .
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В силу линейности F и условия F [ n 0 (s)] =  0 имеем

Фг = Ф (*г)= X  F  [f (xi+ shi) Vb (s)] + F  [f (xi + shi+1) < («)]. (84)
где ht =  0,5 (A, +  h i+i). Аналогично определяется к о э ф ф и ц и ен т ^ :

d i =  l k F [q (X‘ +  Ло_ (s)J +  Т Г  F \-q +  sHi+ Ло+ (S)J ' (85)
Если сетка равномерна, т. е. hi = h i+x =  А, то формулы (84), (85) 
дают

Фi =  F [ f (x t +  sh)], di =  F [ q (x { +  sA)].
Будем рассматривать семейство схем (74) с коэффициентами 
(83) — (85), предполагая, что выполнены условия п. 7 и а), б). 

Проверим для схемы (73) условие б):
0,5

F[T(s))= J T(s)ds,
-0,5

0,5 0,5

|̂ЧГ]= J ds =  0,5,  ̂[Ло-] =  J ̂« =  0,5,
-0,5

0,5

a = F [st]+ (s)] = J s d s  =  Vs-

(86)

Д л я  схемы (75) имеем

F [7(s)] =  0,5 (f(0 - 0 ) + F ( 0  +  0 )) ,
F [л0“ ] =  0,5 (t |-  ( 0  -  0 ) +  t | -  ( 0  +  0 ))  =  0,5t]~ (0 - 0 ) =  0,5,

F |4 +] =  °>5> « =  F [ s <  (s)] =  0 .
При вычислении погрешности аппроксимации на сетке ш/,(/С) 
будем исходить из представления (77). Запишем

где

ФГ = F[ f  (Xi + s h ^  rio" (s)] =  F [{fT +  sh i f ' r  +  О (A;)) (s)] =
=  fTF  [ v  (s)] +  hi f ' r  F [sriiT (s)] +  О (A?) =  0,5/7 -  ah i f  Г  +  О (A?). 

Аналогично

Фt  =  F[ f  (Xi +  s h i+l) Ло+ (s)] =  0,5f t  +  ahi+if't+ + О (h2l+i). 
Учитывая, что

f'i+ = f / + i  +  О (hi+i), h2i+if'i+ — h\f'i~ =

=  h\+\ f i+\~ h2f{ +  О (hf+i) =  ( h 2f  ) д  t hi +  О (A?+i),
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получаем

Ф* =  hJi -+2^ +ift- +  a  (h2r \ ,  , +  О (й;), f  е  Q(2). (87)

Точно так же находим

d ‘ =  2 й/ + ‘У<+ +  а  ,■ +  О [h% q ^ Q (2). (8 8 )

В частности, для схемы (73) а  =  1/8.
Д ля  погрешности аппроксимации ф’, определяемой по фор­

муле (77), имеем
* * *# / 0\

■ф; =  Л*, i +  Ь  . Фi = 0  (ht) ,  (89)

Л* =  А? [(а -  ‘/в) ( / '  -  /«),• + 4  (?“ ')Г] • (90)

Прн вычислении было использовано равенство

ut (h 2q' ) л> , =  (h2(q'u) )А -  Л- + 1̂  + 1нл>

Д ля наилучшей схемы из (8 6 ), (90) следует, что

Ч* =  Т  (?« ),■ ■

Таким образом, погрешность аппроксимации для любой схемы 
из рассматриваемого семейства схем (74), (83) — (85) можно пред­
ставить в виде

** ** / о\
■ф; =  Их, i +  Ь  , 'Ф; = 0  (hi), (91)

Иг =  Л; +  Лг =  О (hf), (92)

где л г определяется по формуле (77), Л ;— по формуле (90). Из 
(91), (92) следует, что

IIФ И(- 1*)<  M h \  В  =  (1, /г2]. (93)

Д ля погрешности z  =  у — и верна оценка (82). Из (82), (93) 
следует

Т е о р е м а  6 . Л ю бая  схема из исходного семейства схем (74), 
(83) — (85) на любой  последовательности неравномерных сеток 
в классе гладких функций

k(x),  q(x),  f ( x ) e = C ® [ 0, 1], « ( j t ) e C l3) [0, 1]

и на специальной последовательности неравномерных сеток 
&к(К) для любых функций

k(x) ,  q(x),  f ( x )< =Q (2)[0 , 1 ]



имеет второй порядок точности:

\ \ у - и \ \ с ^ М Я \  (94)

где R =  (1, h2]'l* — среднеквадратичный шаг, М =  const >  0, не 
зависящая от сетки.

Отметим, что любая однородная схема из исходного семей­
ства в классе разрывных функций k ( x ) ,  q (x ) ,  / ( x ) e Q ^ [ 0 , 1 ] на 
произвольной последовательности сеток имеет первый поря­
док точности.

З а м е ч а н и е .  Д ля доказательства сходимости схем на не­
равномерных сетках &ь(К)  можно воспользоваться априорной 
оценкой для задачи (76):

II г  It  <  (95)
где

/JV—1 (  * \ 2\ 7г
IIФ и(_2») =  2  A<+i ( 2  )  »

либо
/JV—1 /JV—1 \2\Vj

II Ф 11(_2*) =  2  h i ( 2  J J ■

Эта оценка может быть получена энергетическим методом. 
Умножим уравнение (76) скалярно на — г:

— ( (azxh,  г),  +  (d , z 2), =  (ф, z)..

В силу первой формулы Грина имеем отсюда

(a, z 2] +  (d , z 2)t =  (t|\ z),. (96)

JV—i <-i

Положим ib =  S , ,  где S,  =  2  5 ^  =  0, либо S t =  2
А- 1

S] =  0. Тогда

(г, ф). -  (St , z). =  -  (z* S] < || zx]11| S || <  e || ztf + ^|| S If.

Подставим эту оценку в (96), учтем, что a ^ - C i > 0 ,  и выберем
е =  0,5 Cj из условия минимума 1 /(ciе — е2):

Пользуясь теперь леммой 1 гл. I, § 2: l |z | lc^0 ,5 | |z*] | ,  полу­
чаем (95).
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(97)

14. Точная схема. Схема любого порядка точности. Д л я  урав­
нения ( 1 ) можно построить однородную консервативную трех­
точечную схему, являющуюся точной, так что решение разност­
ной задачи «/,■ совпадает в узлах любой сетки озп с точным реше­
нием и = и(х)  задачи ( 1 ):

Hi =  и (x t) для k, q, /  <= Q(0).

Д ля удобства дальнейшего изложения перепишем (1) в виде

L[p' q)u =  (т&Г  ■§■) -  9  W  И =  -  /  W ,  0  <  X <  1 , 

и(0) =  иь и (1) — u<i, р (х) = /г~'(х), 0 < p ( x ) < l / c u q ( x ) ^ 0.

Отметим, прежде всего, что наилучшая схема (23), (24) при 
q = f =  0 является точной. В самом деле, решение задачи (97) 
при q =  f  == 0 :

* I  '
и(х)  =  щ +  с J p( t )d t ,  c = (u2— u t) l  J p ( t ) d t \  . (98)

Отсюда видно, что
xi

с  Г с  0
Ux,i*=-r р ( t )dt  — —  , a iUx.i =  c,

•* nt.
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• / l  ?  \где а г =  1 I p ( t ) d t  I и, следовательно, функция (98) удовле-
\ *i-1 J

творяет уравнению
о

(аих)х =  0 .

Обратимся к уравнению (97). Пусть сод — равномерная сетка. 
Основная идея получения точной схемы состоит в том, что ре­
шение и =  и(х)  уравнения (97) в любой внутренней точке (и, 
в частности, при х  =  х,) интервала (хг_ь хг-+|) выражается через 
значения щ -i,  щ +i и правую часть f ( x ) .

В самом деле, и(х )  можно представить в виде

и.{х) = A {v\[x)  +  В р ‘2(х) + v l3 (x), x . _ , < x < x i+1, (99)

где А.  и B t — числа, и*(х) и v ‘2(x) — линейно независимые ре­
шения однородного уравнения L (p,c>)u =  0 (шаблонные функции), 
a tig(x) — частное решение неоднородного уравнения (97) при 
однородных условиях:

1 <р’ q)vi  =  f  (х), х /_ 1< х < х г+1, из (хг+1) =  аз(хг_ () =  0. (100)



Определим шаблонные функции  v\{x),  a '(* )  как решения 
задач Коши:

L (p' q)v\ =  0, x t^ < x < x i+b uU * i- i)  =  0, ~ L . (0;)f (л-f-i) =  1,

( 101)

L iP' q)v i2 =  0 , x l^ l < x < x i+1, v t ( x i + l) = 0, — 1 (oO' (xi+l) =  - 1 .
И v i+\)

( 102)
П олагая  в (99) x  = x t - x и x  = x l+u найдем

и (х , . ,Л  u (x ,  Л

A i = - 7 ^ .  (103)

Ш аблонные функции обладают следующими свойствами:
1 ) uj (х) >  0  и монотонно возрастает при x i_ l < x < x i+v 

«2 ( ^ ) > 0  и монотонно убывает при * , _ , < * < * ,
2 ) имеет место равенство

° '(* /  + l ) = ° 2 (* /- l ) ’ ( 104)
3) справедливо соотношение 

о !(х | + 1) =  о{(дг,) +  о‘ (дг<) +
хс xi + 1

+  и2 (*») J  v \ q ( x ) d x  +  о{ (*,) J  «'</(*) с?*, (105) 
*f-i xi

4) и, наконец,
0 2 (x *)= '°{+ , (^+ i)- (106)

Д окаж ем  эти свойства.
1) Свойство 1) непосредственно следует из (101) и (102).
2) Учитывая (101) и (102), имеем (при L = L (p' q))\

xi+1

0 =  J  ( v \L v l2— v^Lvtydx =  
xi - 1

3) Напишем формулу Грина на отрезке [лгг__], x t]: 
xi

141. §  1. СХЕМЫ Д Л Я  С Т А Ц И О Н А Р Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  141

0= J  ( и \ Щ - и 1 1 и \ ) й х  =  ( и \ у ^ у - и 12у ( и \ у )  
xi-i

=  j ;  И ) '  tx i ) N  ~  j ;  (UST (*<)v* (x d  +  v l (x i - 0 »

*

xi - i
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и подставим сюда
■I

1 +  /  q ( x ) v \ ( x ) d x ,
* 1 - 1

i-hl

4) Учитывая, что и,г+1 (д:) удовлетворяет условиям

L ip' q)v\+ l =  0, x i < x < x i+2, уГ ‘(^) =  0,
1 dv г + i

р  dx = 1,

получаем 
xi+ 1

0 =  J  (uj’+IZ.w‘ — vf,Lvtydx =  
xi

° ' +4* i+ i)  +  0 2 (*i)-

Функцию vl(x)  можно представить в виде

л *+1

, ( * ) = /  G ( x , l ) f ( l ) d l ,  x e [ i H1 х(+1], (Ю7)

*i- 1

где G(x,  I) —функция Грина задачи (100) (см. (37)), равная

G(x, |) =

o f  ( & )  4 ( х )
i » x l—l <  I  <

f f ( * K ( £ )— r -------— , x < £ < * , + , .
vl ( x i+l)

(108)

Подставим выражение для G в (107) и положим x  = x t:

из(А‘0 :
М*г-н)

vi2(x i) J J
xi-1 xt

(109)
Используя (103), (105) и (109), из (99) получим:

_L Г -  l L~JiL=i-] -  d iUi =  -  q>{, (110)
h[ v*2(х() .[(*,) J
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где
xi xi+i

*г+ 1

Ф| = hv\ i x i) х.
f  v \ ( i ) f ( i ) d i  + — Г v ' i D f i D d t .
J hM x i) I

( 1 1 1 )

Введем теперь в точке х  = x t местную систему координат, по­
лагая x  =  x t + sh, s = {х — x t)lh. Тогда отрезок [хг_,, x i+l] пре­
образуется в отрезок (шаблон) — l < ! s < ; i ,  точке s =  0  будет 
соответствовать узел х  = х {. Положим v \ (x) = v\  (x( +  sA) =  Aa*(s, /г), 
v {2(x) =  v l2(x{ + s h )  = hf t  (s, h), — 1 О  <  1 , v \ ( x ^  = ha.  и, в силу 
(106), v l2(x.) =  hal+l. Шаблонные функции a ‘ (s, h) и P‘ (s, h), 
очевидно, удовлетворяют условиям:

La =  ■ I da j — h2q (s) a  =  0 , — 1 <  s <  1 ,ds \ p (s) ds 
a ( — 1 , /г) =  0 , a ' ( — 1 , h) =  p ( -  1 ),

I p  =  0 , — 1 < s <  1 , p( l ,  h) =  0 , P ' ( l ,  h) =  — p  ( 1 ),

( 112)

где p(s )  =  p ( x { + sh), q(s) = q(Xi + sh), и зависят только от зна­
чений q{s), p{s)  (р{х), q (x ) )  на отрезке — 1 < ! s < l  (на отрезке 
хг_, < ; х  < * г+|). Опуская в (110) индекс г, получаем для у ( х )  =  
=  и{х),  однородную консервативную схему

у ~ dy  — ф, х  (о ,̂ у[0) Up 1/ ( 1 ) ti2, (113)

где
a(x) =  a ( 0 , h) =  А [р (х +  sh), q{x +  sh)],

о I

d (x) =  - ^ j  J  a ( s ,  h) q (x  + sh) ds  +  а { ~ + щ  J  P(s, h )q { x  + sh)ds ,  
- 1  0

0 1

ф(х) =  J  a ( s ,  h ) f ( x  + sh )ds  +  а ^ +-щ  J*P(s, h ) f { x  + sh)ds .  
- 1  0

(114)

Коэффициенты d(x),  ф(х) вычисляются по одной и той же 
формуле

<p(x) =  F l p ( x  +  sh), q ( x  +  sh); f ( x  +  sh)], 
d(x )  =  F [ p ( x  + sh), q ( x  +  sh ); q (x  +  sh)].
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Шаблонные функционалы заданы в классе кусочно-непре­
рывных функций: Л[р(«),  ^(s)] задан_для р (s), q ( s ) ^  Q(0)[ —1 , 0 ], 
F[p(s) ,  q (s); / ( 5 ) ] - д л я  p(s) ,  q (s), f  (s) e= Q(0)[ -  1, 1].

Из (113), (114) видно, что точная схема не принадлежит 
семейству схем (25), (26), у которых шаблонные функционалы 

и ^ [ / ( s )] зависят только от одной функции.
В случае уравнения (97) с постоянными коэффициентами 

р (х ) =  р0 =  const и q(x )  = qQ =  const шаблонные функции a ( s , h ) ,  
(3(s, h) находятся в явном виде

с ф ,  Л) =  _ ? И х (1 +  8)А)
х/г

Д ля коэффициентов а(х )  и d(x )  получаем постоянные зн а­
чения

Из (112) видно, что a ( s , h )  и p(s, h) являются аналити«е- 
скими функциями параметра h2 и поэтому разлагаются в ряды

оо оо

a  (s, h) =  2  ак (s) h2k, р (s, h) =  2  h  (s) (115)
6 = 0  А=0

где ак (s) и pft (s) определяются по рекуррентным формулам

« < * ( « )  =  j p (0 1 +  |  a k - x ( X )  q { X ) d X

\  Р V) dt, 
- 1

M s ) = J p ( 0  1 +  J P*-i(A)^(A)'dA

dt, k > 0 ,  

aQ ( s )< 

dt,  k > 0 ,

i
Pa(s)= J p { t )d t .

Если в (115) взять конечное число членов:
т  т

а(т) (s, h) =  2  a ft (s) h2k, p(m) (s, h) =  2  h  (s) h2k
fe= 0

и вычислить по формулам (114) коэффициенты а<т\  d<m>, (р(т>, 
заменяя в этих формулах а и р  полиномами a<m> и р<т >, то мы 
получим схему (называемую усеченной схемой ранга т) ,  кото­
рая имеет точность 0 ( h 2m+2) в классе кусочно-непрерывных 
функций k ( x ) ,  q (x ) ,  f ( * ) e  Q<°>[0 , 1 ].
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При т  =  О получаем схему нулевого ранга. Она имеет точ­
ность 0 (/i2) для k, q, f  е  Q<°> и отличается от наилучшей схемы 
(23), (24) выражениями для d  и <р:

о

а(0) =  - i -  =  |  р (х +  sh) ds,  Р =  X ’ 
а _!

е?(0) =  d  +  (Ad.)*, ф(0) =  ф +  (/1ф,)ж,
u s  U 5

: J  <7 ( *  +  **) Л ,  ф , =  / к * - И А ) Л .

-1 -0,5 -1 -0,5

Усеченные схемы замечательны тем, что они позволяют по­
лучить любой порядок точности для произвольных кусочно-не- 
прерывных функций.

Точная схема и усеченные схемы могут быть получены (теми 
же методами) на произвольной неравномерной сетке ©д (см. 
А. Н. Тихонов, А. А. Самарский [4]) *).

Практическое использование усеченных схем в случае пере­
менных коэффициентов уравнения ( 1 ) требует вычисления мно­
гократных интегралов на каждом интервале сетки. Заменяя эти 
интегралы конечными суммами, можно получить весьма про­
стые схемы 0 (/i4) и 0 (/i6), коэффициенты которых выражаются 
через значения k, q и f  в отдельных точках на каждом отрезке 
[*j_i, * i+i]. Эти схемы сохраняют свой порядок точности и в слу­
чае разрывных k, q, f на сетках &h{K),  когда точки разрыва яв­
ляются узлами сетки &п(К).

Точную и усеченную схемы можно использовать в качестве 
эталонных схем для исследования точности схем (25), (26). Это 
позволяет снизить требования гладкости k, q, f, которые исполь­
зовались при оценке порядка точности схем (25), (26).

В работе А. Н. Тихонова, А. А. Самарского [5] получены 
точные и усеченные разностные краевые условия третьего рода.

15. Монотонные схемы для уравнения общего вида. Рассмот­
рим краевую задачу

L u  = ( k u ' ) ' + г (х) и ' -  q (х) и = -  f (x) ,  0 < х <  1, 1
ы(0 ) = « , ,  u ( \ )  =  ti2, k ( x ) ^ c x > 0 , | r ( x ) K c 2, <7 ^ 0 . J

Напишем для нее разностную схему второго порядка аппрокси­
мации, для которой справедлив принцип максимума при любом

*) Отметим, что в [4], несмотря на вкравшиеся опечатки — в уравне­
ниях (3), (28), (35) коэффициент а надо заменить на I/а  — все теоремы

верны.
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шаге Н. Это значит (см. гл. I, § 2), что схема может быть запи­
сана в виде

AiDi-\ — Ciyt +  B ty l+l =  — F{, г =  1, 2, . . . ,  N -  1, (117)
г д е

A t >  0, В г> 0 ,  Ct — A t — B t =  D t ^ 0 .

Такие схемы называют монотонными.  Это название объясняется 
тем, что решение задачи (117) при D* =  О, F, =  О, А { >  0, B t >  О 
является монотонной функцией на всем отрезке 0 < х < 1 , т. е. 
либо Уг-*Су{+\, либо Уг^- Уг+\ Д Л Я  В С е Х  t =  0, I, . . . ,  N — 1, N.

Оператор Lu  =  (ku ' ) ' — qu заменим, как обычно, однородной 
трехточечной схемой

А У =  (аУх)х ~  а У
второго порядка аппроксимации.

Естественная замена первой производной и ' (х)  центральной 
разностной производной и„ дает схему второго порядка аппро­
ксимации. Эта схема монотонна лишь при достаточно малых 
шагах сетки. Формулы прогонки применимы при достаточно 
малом h, когда h \ r ( x )  | <  2k(x ) .  Если воспользоваться односто­
ронними разностными производными (правой их при г >  0  и ле­
вой Ux при г <  0 ) для аппроксимации и ', то получим монотонную 
схему, для которой справедлив принцип максимума при любых 
h. Однако она имеет первый порядок аппроксимации.

Построим монотонную схему второго порядка точности, со­
держащую односторонние производные, учитывающие знак г (х ) .  
Покажем, что для этого достаточно написать монотонную схему 
с односторонними первыми разностными производными для 
уравнения с возмущенными коэффициентами

L u =  — f, L u  =  x ( k u ' y  + r u ' — qu, (118)
где х  =  1/(1 + R), R =  0,5h \ r \/k — «разностное число Рейнольдса».

Представим г (х )  в виде суммы
r =  r+ +  r - ,  r+ =  0 ,5 (r  +  M ) > 0 ,  г -  =  0 , 5 ( г - | г | ) < 0 ,

и аппроксимируем ги'  выражением

~  b t ai+\ux.i + K aiux, г» 

где +  s/i)], r ± = r ±lk,  a F — шаблонный функцио­
нал, используемый для вычисления коэффициентов d  и <р.
В результате мы получаем однородную схему

А у  =  % (ау-)х +  b +а(+Х)у х +  Ь ~ау- - d y =  -  <р,

Уо = Щ, Ум — Щу а(+1) = а(х + h), а ^ с ^ О , (119)
и-1/(1 +Я), /? = 0,5 |г |h/k.



Покажем, что схема (119) монотонна. Д л я  этого запишем ее 
в виде

AiUi-i — CiUi +  B ty i+l — фг, y 0 =  u lt y N = u2, (120)
где

= %  («/ -  hbT), B t = ^ { %i +  hbt ) ,

Ci — Ai  +  Bi +  d(.

Отсюда видно, что A i >  0, В г >  0 и 0, так как &Г 0,
b t >  0 , с?г>  0 .

У равнения (120) разрешимы методом прогонки при любых /г и г. 
Погрешность аппроксимации схемы (119)

■ф =  х (а « -)х +  6 +а (+|)их +  b~au~ — du +  <f — (Lu + f)

представим в виде суммы ip =  г|)(1) +  г|э(2),

■ф(1) =  [(aUx)x — du +  <р] — [(ku'Y — qu +  f], 

г|>(2) =  [(x -  1 ) (au-)x +  b +a{+X)ux +  b~au-] -  r u .

Д л я  г|)(1) имеем оценку

г|)(1) =  О (/г2) при k 6= С(3), q, f е= С(2).

Учитывая, что

Ь + = г+ + О (/г2), 6“ =  г" +  О (/г2),.
йг± =  г±, г+ +  г ~ = г ,  г + — г” =  | г 1, 
aux = — 0,5/г (ku'Y +  О (/г2),

a(+I)«x = ku + 0,5/г (k u )' +  О (/г2),
(a« ,)x =  (*>«')' + О (/г2),

получаем

b +a(+])ux +  b~aua — ru  +  0,5 h ( k u ) '  + О (/г2),

г!,'2» =  -  (to ')' +  /? ( k u j  +  О (/г2) =

=  T^ ( t o ' ) '  +  0 (A2) =  0 (A2),

так  как #  =  0,5/г |г  |//г =  О (/г).
Таким образом, монотонная схема (119) имеет второй по­

рядок аппроксимации
■ф =  О (/г2). (121)
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Если £[ >  0, то для решения задачи (119) при у 0 = Ум =  О 
принцип максимума дает оценку

IIУ 11с <  т ~  IIФ 11с.
С \

из которой, в силу ( 1 2 1 ), следует равномерная сходимость схе­
мы (119) со скоростью 0 ( h 2).

Монотонной схемой (119) целесообразно пользоваться в тех 
случаях, когда г(х)  является быстроменяющейся функцией х  и 
в отдельных точках возможно нарушение условия R  <  1 (что не 
сказывается существенно на точности схемы).

Не представляет труда написать монотонную схему на не­
равномерных сетках. Методом, изложенным в предыдущем пунк­
те, можно построить точную схему и схемы любого порядка 
точности. Они будут монотонными схемами вида (119).

16. Третья краевая задача. Построим однородную разност­
ную схему для краевой задачи третьего рода:

Lu  =  (ku')'  — q ( x ) u = ~ f  (*), 0 <  х  <  1, k ( x ) ^ c { >  О,
О, fe(0)«'(0) =  plU( 0 ) - ^ ,  - * ( l ) u ' ( l )  =  f e u ( l ) - H2 .  (122)

p i > 0 , p2 > 0 , Р! +  Р2 > 0 .

Уравнение (122) аппроксимируем обычным образом
А у = ~  ф(д-), л -у = {ауя)х - й у ,  а ^ с £> 0 ,  0, (123)

где a, d, ср удовлетворяют условиям аппроксимации (5).
Рассмотрим сначала простейшую аппроксимацию краевого 

условия при х  =  0 : fli*/*, i =  fhz/o— Цч и вычислим погрешность 
аппроксимации, подставив в это условие у  = z  +  и:

a i2x, 1 =  Pizo — v i> v i =  а \их, 1 ~  Piuo 
Учитывая, что

а \ = К  +  0 >5/i&o +  О (^2)> их, 1 =  К  +  0»5/i«o +  О (Л2),
получаем

V, =  (k0u'0 -  Р,ы0 +  ц,) +  0 ,5 / 1  (ku ' ) '  +  О (/i2) =  0,5h (ku') '  +  О (/г2).

Подставим сюда из уравнения (122) (ku')'0= q0u0— f 0:
v, =  0,5h (q0u0 ~ f 0) +  O (h2).

Отсюда видно, что краевое условие

«10*. =  М о  ~  Рч» f t  =  Pi +  °>5 Н >  Pi =  h  -  0,5hf0 (124)
имеет второй порядок аппроксимации на решении и(х )  задачи 
(122). Аналогично получается разностное краевое условие вто­
рого порядка аппроксимации при х  == 1 :

N  =  ^2U n  ^2’ ?2 =  0,5/l^jy, Д2 =  "Ь (125)
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Таким образом, исходной задаче (122) ставится в соответствие 
разностная краевая задача третьего рода (123)— (125), имею­
щая второй порядок аппроксимации на решении исходной з а ­
дачи.

17. Коэффициентная устойчивость разностных схем. При ре­
шении задачи для дифференциального уравнения может ока­
заться, что коэффициенты уравнения заданы не точно, а прибли­
женно (находятся при помощи некоторого вычислительного 
алгоритма, в результате физических измерений и т. п.). Коэффи­
циенты однородной разностной схемы являются функциоиалами 
от коэффициентов дифференциального уравнения. Погрешность 
в определении коэффициентов схемы может быть вызвана не­
сколькими причинами; погрешностью в вычислении шаблонных 
функционалов, погрешностью в задании коэффициентов диффе­
ренциального уравнения, ошибками округления.

Будем называть схему коэффициентно-устойчивой (ко-устой- 
чивой),  если при малом возмущении коэффициентов схемы ре­
шение краевой задачи меняется такж е мало,

Пусть задана схема с коэффициентами a, d, ср:
А у  = [ а у ^ х — d y  = -  ер, 0 < x  = i h <  1 , 2/ ( 0 ) =  и,, 2/ ( 1 ) =  и2. (126)

Рассмотрим эту же схему с возмущенными коэффициентами а, 
S,  ф (для упрощения считаем граничные значения щ и « 2  невоз­
мущенными) :

Х у  = { а у ^ х - й у = -  ф, 0 < *  =  г7г<  1, у(0) = и х, у ( \ )  = и2. (127)

Будем предполагать, что выполнены условия

a ( x ) ^ c l > 0 ,  a ( x ) ^ z c , >  0 , d { x ) ^  0 , d ( x ) ^ z 0 ,  ct =  const > 0 ,

(128)
Ci не зависит от сетки.

Оценим разность z  =  у — у  через величины возмущения ко­
эффициентов. Подставляя y = z  + y  в (127) и учитывая (126), 
получаем

A z  = (az-)x — d z  =  — 4 я, z 0 =  z N =  0, (129)
где

Ч; =  ф - ф +  ( К - А )  у  = $-<() + ((а — а) у-)х - ( d - d )  у. (130) 

Решение задачи (129) представим в виде

z ( x ) = ( G ( x ,  а  ¥ ( ! ) ) ,  (131)

где G (х , I)  — функция Грина разностного оператора Л  (см. п. 8 ): 

0 < G ( * , $ ) < - ± - f | б Л| < - £ ,  | 6 S (132)



Подставим в (131) выражение для 'Р из (130) и преобразуем 
каждое слагаемое в отдельности. Полагая ф — <р =  S x, S N =  0,

N—\
s t = -  2  h (ф* -  фй), получаем 

k~ i

(G(x,  £), ф — ф) =  (G, S { ) = - ( G b S].

Отсюда и из (132) следует оценка

|(б, Ф - Ф ) К { ( 1 ,  |5|) =  А||ф_ф||(_ 1)( (133)

где, как и раньше,
N - 1 iV-1

II р. !!(_,)= 2  h 2  h[ik .
' ' /=1 k=i

Пусть G ( x y £) — функция Грина для задачи (126). Тогда 

y(x )  = (G(x ,  | ) ,  ф(£)), Цг/11с < - ^ - | | ф 11и ) ,

у* = { ° А х> £)» ф(6)). IIУх\\с< т ;II ф hr
Здесь ||ф||(1) =  (1, | Ф | ). Введем также обозначение

| |а  — й]|(1) =  ( 1 , | а - а  |].

Из двух последних неравенств и (132) получаем

| (G (x ,  |) ,  ((а — а)У8)е) | =  | ( б е» ( й - а ) ^ Л  < - ^ | | ф | | (1)| | а -  а]|
c i

(134)

Полагая, наконец, d  — d  =  S x , S N =  0, преобразуем выражение

(G, (d — d)y )  = (Gy, S J = - ( ( G y ) v  5 ] =  -  (Gyt +  у ( \ -  h) Gg, S].

Отсюда и из предыдущих оценок имеем

l(G,  ( d -  <?)«/) | <  4 И'Ф 11(.)И d ~ d \ \ _ , y (135)
c i

Из оценок (133)— (135) следует
Т е о р е м а  7. Пусть у ( х )  и у (х) — решения задач  (126), 

(127) и выполнено условие  (128). Тогда имеет место оценка

I I 0  -  £  1 1 с  7 ~ { И  Ф  “  Ф  l l ( - i )  +  Ф  И ( 1 ) ( I I  d ~ a  И ( - 1 )  +  I I й  ~  « ]  1( 1 ) ) } »

(136)

выражающая коэффициентную устойчивость задачи  (126).
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Оценку (136) можно заменить более грубой

IIУ ~  У Не <  7 7  { IIФ ~  Ф 11(0 + 7 7 IIФ ll(i) (IId  ~  й  И(1) +  На ~  «11(d) }

(137)
Если

If а -  а]|(|) =  р (/г), Иф-  ф ||(_ 0 =  р(/г), || d -  d'||(_ |) =  р (/г),

где р(/г)—>-0 при /г —>0, то схемы (126) и (127) ко-эквивалентны 
и при р ( h ) = 0 ( h m) имеют m -й порядок ко-эквивалентности.  
Если схемы (126) и (127) ко-эквивалентны и схема (126) схо­
дится, то и схема (127) сходится. Это следует из неравенства

II у -  и ||с < 1 1  у  ~ у  lie +  11 у -  и ||с ->  0  при /г-> 0 .

Свойство ко-эквивалентности однородных схем (126) позволяет 
оценивать порядок точности данной конкретной схемы путем 
сравнения, согласно (136) или (137), ее коэффициентов a, d, ф 
с коэффициентами а, &, ф некоторой эталонной схемы, порядок 
точности которой известен.

Особенно удобно использовать в качестве эталонных схем 
усеченные схемы 2 т - г о  ранга и в частности схему нулевого 
ранга, имеющую второй порядок точности в классе кусочно­
непрерывных коэффициентов: k, q, f  е  Q<°>[0, 1] (см. п. 14). Эта 
схема записывается в виде уравнения (126) с коэффициентами
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0,5 0,5
О /* О /*

d — q (х +  sh) ds , qp =  /  (x +  sh) ds ,
-0,5 -0,5

0  5  0  5

I i u t t w  ф-- J f ( * + t h ) d t .
-1 -0,5 -1 -1

П одставляя эти выражения в (136), получаем

IIУ -  У 11с <  II Ф “  Ф 11( - 0 + -^-И Ф ll(i)(ll d - d  ||(_ 0 + 1| а -  а]|(|)) } +

+ Т7 { (1> 1 ф * | ) + | ф ; |  + | - | 1 ф 11(.)((1 . i ^ d + k d } -  0 38)

Коэффициенты d* и ф’, как нетрудно заметить, являются ве­
личинами О (Л):

d  = 0  (h) при ? е С (1)[0, 1], ф* =  0 (Л ) при / е С (| |[0, 1].

Ф =  ф  +  /г (Ф * )х , й  =  d  +  h { d \



Если же k, q, f  — кусочно-непрерывны и кусочно-дифференци­
руемы и точка £ разрыва коэффициентов находится вне отрезка 
[1 — A, 1], то

(1, |<Г|) =  0(А), (1, 1ф’ |) =  0(А), ф;  =  0(А),

d'N = 0{h) .

Если 1 — 1г <  £ <  1, то незначительные изменения в предыдущих 
рассуждениях приводят к оценке (138), где \d*N \, | <р̂  | следует 
заменить на |rf’ |, 1 <рЦ, а норму ll|x||(-i) выражением
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N - 1 i
2  А| 
ft- 1

Тогда | ф* | =  О (А), | rf* | =  О (А).
Таким образом, неравенство (138) принимает вид

II у  -  у  ||с < - | -  {|| Ф -  Ф ||(_„ + - | -  IIФ ||(1) ( \ \ d - d !!(_,) +  II а -  а]|(1)) } +

+  M h 2, М  =  const.

Отсюда следует, что наилучшая схема (23), (24) имеет вто­
рой порядок точности в классе коэффициентов k, q, f  е  Q(‘)[0 , 1 ].

18. Однородные схемы для уравнения в цилиндрической и 
сферической системах координат. Рассмотрим уравнение более 
общего вида, чем ( 1 ):

■ b ^ { xnk^ ^ ) ~ q ^ u = - ^ x )' « > ° >  j (139) 
0 <  <  k ( х ) <  с2, q ( x ) ^ 0 .  j

К такому уравнению приводятся стационарные задачи диф­
фузии с осевой симметрией (п =  1 ) и с центральной симметрией 
(п =  2 ).

При х  =  0 ставится условие ограниченности |ы(0) | <  оо  (см. 
Добавление II в книге А. Н. Тихонова и А. А. Самарского [6 ]), 
которое эквивалентно условию

lim x nk (x) =  0. (140)
х^о  ах

При х  =  1 ставится обычное краевое условие, например,

ы(1) =  |х2. (141)
Пусть Ui(x) и и2(х) — линейно независимые решения уравне­

ния (139) при п > 1  и ил (х) ограничено при х е [ 0 ,  1]. Тогда 
справедливы свойства:

1) Если <7 (0 ) и f (0 )  конечны, то
« , ( 0 ) ^ 0 , и'  (0 ) =  0 .



2) Если q(x),  f  (х) е  С(2) [0, 1], k (х) е  С(3) [0, 1], то производ­
ные и\ , и", ы<®>, ы«» ограничены при

3) Второе, линейно независимое с «i(x) решение и2(х) урав­
нения (139) имеет при х  =  0 логарифмическую особенность.

Условия (140) и (141) выделяют единственное решение урав­
нения (139). В силу свойства 1) условие (140) можно заменить 
требованием

и'  (0) =  0. (142)

Разностную схему для уравнения (139) напишем так, чтобы 
при п =  0 она формально переходила в схему (25):

L%'4)y  =  A y  =  -jn(icna { x ) y x (x))x - d { x ) y =  -<р(х),  (143)

0  <  х  =  ih <  1 , 
где х =  х  — 0,5h или х,- =  (г — 0,5) h и

а{х)  =  A \ k  (х +  s /г)], — l ^ s ^ O ,  ]

d(x )  =  ~ F [ ( x  +  sh)n q(x  + sh)], qp (х) = - ^  F[(x + sh)n f (x+sh)] ,  |

(144)

/4[fc(s)] и F[f ( s ) ]  — шаблонные функционалы, рассмотренные 
в п. 7.

Краевое условие при х  =  1 имеет вид

У( 1) •= 1*я- (Н 5)
Покажем, что разностное краевое условие

a (А) у х (0 ) =  (q (0 ) у  (0 ) -  f  (0 )) (146)

аппроксимирует условие (140) с порядком h2 на решении урав­
нения (139), удовлетворяющем условию (140). В самом деле, 
погрешность аппроксимации условия (146), очевидно, равна

v =  a (h) их (0 ) -  (q (0 ) и (0 ) -  f  (0 )).

Подставляя сюда a(h)  =  &(0) +  0,5hk'(0)  +  О (h2), 

их (0) =  и'  (0) +  0,5hu"  (0) +  О (h2),
получаем

v =  (*«')о +  0,5h (ku %  -  (q (0) и (Oj -  f  (0)) +  О т .  (147)

И з  уравнения (139) имеем:

(kti')' = q u ~  f  — ~~~  •
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Так как k u ' -*■ 0 при х - + 0 ,  то ku’
X x^*(ku%  и

(ku'Y0 =  (qu — f)0 — п {ku')'0 =  (qu -  f)0.

Отсюда и из формулы (147) следует, что

v =  О (h2).

Разностное краевое условие (146) будем записывать в виде

а \Ух. о
' <7оУо: /о. А* =  -

/г/4, п  =  1, 
2 (и + 1 ) “ I /г/6 , п = 2. (148)

Напишем условие для разности z  = y — u, где г/ — решение 
задачи (143) —(146), и — решение задачи (139) —(141). Под­
ставляя y = z  +  u в (143) —(146), получаем

&z  =  —  (axnZx)x — =  — гр (х), 0 <  х =  ih <  1,

z ( l )  =  0 ,
2 ( я +  1 ) ’

где

(149)

(150)

погрешность аппроксимации схемы в классе решений и = и(х)  
исходной задачи.

Напишем уравнение баланса для (139):

0  =  Т Т ( ш'+ ,/2 - йуг - 1/ Л - - ^ г  q ( x ) u ( x ) x n dx  +
hx■ hx, J

Х1-Ъ
Х1 + Ъ

+ ~ ~  I f ( x ) x n dx,  w { — x ^ k ^ x ^ u '  (хг). (151) 
hx i *

*/-*/*
Вычитая это тождество из (150), будем иметь:

Ф =  7 * Л* +  Ф*> (152)

т] (х) =  х п (а и - — k (х) и'  (х)), (153)

f
 ** + '/. \  /  ** + '/. \

% ~ ~ Ь [  J  f № x n d x ) - [ d iui ~ l b f  J  4 i x ) u ( x ) ^ d x \ .

(154)
*i-v. xi-4,



По условию, при /1 =  0 схема (143) принадлежит исходному 
семейству схем из п. 7, удовлетворяющих условиям второго 
порядка аппроксимации:

Л [ 1 ] = 1 ,  A [ s ] =  -  0,5, так что а г =  £;_■/, +  О (ft2), f c e C (2),

F[  1 ] = 1 ,  F[s} =  0, так что F [f {xt +  s/i)] =  f t +  О (/г2), f e = C (2).

Найдем разложения Ф и d  по степеням h. Подставляя вы­
ражение

f  (xt +  sh) = f  {xt) +  hsf '  (x t) +  0,5h2s2f",  —0,5 ^  s <  0,5,

где J" значение производной f "  (x) в некоторой средней точке 
интервала {х{ — 0,5й, x t +  0,5й), в формулу для ф(х), получаем

ф(*) =  -рг F  [(х +  s h f  f ( x  + sh )] =  f  + sll) f  (x) +
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+ Г  {x) +  - ^ F  [(x +  s h f  s f '  ]• (155)

Вычислим коэффициенты при f ( x )  и f '{x) .  При n =  1 имеем 

y / 7[x +  s/i] =  1, y F tsx +  «2/i] =  j F [ s 2).

При ti =  2 имеем

-L .F[ (x  + s h f )  =  l + ^ F [ s %

- ^ - F [ s ( x  +  s h f )  =  -£-F  [s2] +  - j r  F [s3].

Так как F[f  (s)] — неотрицательный функционал, т. e. F [ f \ ^ Q  
при f ^ 0 , то

p  F [s2 (x +  s h f  f")  <  1 5 ^  F [s2 (x +  0,5 h f )  =  || f "  ||c V  [s2 ],

■j F [s2 (x +  sh) f") <  (1 +  £ )  II f"  lie F [s2] <  11| f " ||c F [s2],

F [s2 (x +  sh)2 H  <  ( 1  +  1  + || f "  ||c F [s2] <  11| f "  ||c F [s2].

Отсюда и из (155) следует, что для ф(х) справедливы фор­
мулы

<p(x) =  f (x )  +  -^ - F [ s 2}f '{x)  +  0 ( h 2), п =  1, (156)

Ф(*) =  ( 1  + ^ F [ s 2] ) f ( x )  +

+ ^ ( 2 F [ s 2] + j F [ s 3) ) n x )  +  0 ( h 2), п  =  2. (157)



Д л я  наилучшей схемы
0,5

F[f(s)  1 =  J  f ( s ) d s ,  / И  =  1 у ,  / И  =  0 ,
-0,5

и, следовательно
х+0.5 h 

X—0,5ft
+ ^ f - / ' W  +  0 ( / i 2), « = 1 , 2 .  (158)

о
Аналогичные формулы получаются для d{x)  и d(x).  
Напишем теперь выражение для Ф*:

ф* = ф - ( 1  +  '(” 72^ ~ ) f  (*> +  [ rf~  t 1 +  7 ^ - ft2) <7 ( * ) ] « ( * ) -

— j ^ - ( / - < 7«)' +  0 ( f t2). (159)

Из формулы (159) В И Д Н О ,  Ч Т О  При / r [s2] =  '/l2

Ф* =  7 ^  ( ? « - / ) ' + О (ft2), (160)

т. е. гф* (х) =  О (ft2) для п — 1 , 2 .
Простейшие формулы для ф(х) и d(x),  очевидно, имеют вид

ф (x) = f (x) ,  d{x)  =  q{x)  при п =  1 , (161)

Ф(х) =  (1 + - j £ r ) f W ,  d (* )  =  ( l + т £ г ) < 7 М  при п =  2. (162)

В этом случае / r [s2] =  1/i2-
В дальнейшем будем предполагать, что ф(х) и й (х )  в нашей 

схеме определяются либо по этим формулам, либо по формулам 
(156) и (157) при условии, что Z7̂ 2] =  1/12. Тогда погрешность 
аппроксимации в классе <7, / е С ( 2> равна

^  =  Ф/ -  Ф* -  (d i ~  °d i) ui +  С  =  0  (Л2/лг) при n =  I, 2 , 

так как

Ф< -  Фг =  О (h.2/ x t) + О (ft2), d i ~°d l =  0  (h2/x) + О (ft2), 
x i+ 'k

ф”  =  t V  f  <7 (*) x n iu ix) ~  u( xd ) dx  =  Т Г -  <7«' +  О (Л2).
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В результате для  г|) получаем формулу

Ф =  -р- (хпц)х +  ф*. n i =  (aux)i ~ ( k u ' ) i_Vi, (163)
причем

г] = 0 ( h 2), х\lp*(x) = 0 { h 2) при k, q, f e C (2). (164)

Перейдем теперь к выводу априорной оценки для решения 
задачи (149) с правой частью (163).

Нам понадобится разностная функция Грина G(x,  £), кото­
рую определим как решение задачи (ср. с п. 8 )

Отсюда видно, что а (х )  монотонно возрастает, а р(х) моно­
тонно убывает.

Изучение свойств функции G ( x , | )  проводится по аналогии 
с п. 9: сначала устанавливаются оценки для функции G0(x,  | )  (и 
£?б| (я, Ю)> соответствующей случаю q(x)  =  0, а затем приме­
няется аналог леммы 1 , в силу которого

%G {х, I) <  M u l n | Gt (x, i )  | <  M2, (G (x, i), 1) <  M 3f (167)

A x G(x ,  | ) = - « ^ i l ,  0 < x <  1, 0 < ! < 1 ,

h* “ 1л 1lF a tx*Gx (0, l) = q<f i G ( 0,

G ( 1 , | )  =  0, ^ = 0 ,5 / 1 ,  А* =  0 ,5 А /(л + 1). 
Функция Грина G { x , Q  выражается формулой

где а(х )  и р (х) — решения задач Коши:
Аа = 0, 0 < х < 1 ,  а1ах>0 =  А*̂ 0а0, а0=1,

Ар =  0, 0 < * < 1 ,  ( a x % ) N = - \ ,  рдг =  р(1) =  0.

0 < G ( x ,  y < G 0 (x, I), | Gs (x, £) | < 2 m a x |  Goi(x, £) |.
X, I

Если =  то а(х )  и p(x) находятся в явном виде

t=x+h

Отсюда следует, что

П окаж ем , что справедливы следующие оценки
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где ЛГ,, М 2, М3 — положительные постоянные, зависящие только 
от с,.

Из сказанного выше следует, что достаточно установить эти 
оценки для функции G0(x, £). Рассмотрим сначала функцию

к м -  S  1  тг-
t=>x + h t=x+h

Пользуясь известным неравенством 
ь ь

^ f ( x )  <  J f ( x ) d x ,  а >  1 ,
а - 1

где f ( x )  — положительная убывающая функция, а и b — целые 
числа, суммирование ведется по целым х, получаем

N

с, ( x t +  0,5h)n c {hn ' j+J 5 a "

J ___  Г da
J

m x ± ( 2  +  \n х _ + о м ) при n =  1 , * , > 0 ,

p (-»*) < Cj jc; + 0,5h при /г =  2 , X ( ^ 0 ,
( 168)

так  как l/(x( +  0,5/i) <  2/h при х ^ О .  Если x t >  0, то р ( хг) <  
< 7 - In —  при я = 1 , P(X( ) < 1  /(c,Xi) при /г =  2  ( x ^ h ) .

ci xi
Рассмотрим теперь выражение 

l G ( x ,  t ) ^ t G 0(x, £) = БР(Б), x < Z ,
£P(jt), x ^ t

Так как p(x) монотонно убывающая функция, то Р ( * Х Р ( £ )  
при х ^  \  и, в силу (168), получим

^ о ^ Х ^ р а Х М ь  A f , = 6 /C|, /1 = 1 , 2 .

Далее, из определения р(х) следует, что

(6 ) 1  =
т. е.

a (1 ) \п 

I n |P? ( £ ) | < l / Cl

Из формулы для Goi(x, £) находим l n \ C?og| < i n|Pg(g)| <  l /c lf 
т. е. М 2 = ? 2 / с 1.



Оценим скалярное произведение (G ( x , £), 1 ) следующим
образом:

(G (* , ! ) ,  1 ) < ( О 0( * , | ) ,  1 ) = 2 А Р ( * ) +  23 АР(6 ) =
l = h  l*=x+h

1 - h

=  *P(x) +  2  Ар ft).
\ = x + h

Подставляя сюда оценки для р(х) ,  пользуясь неравенством 
(168), получаем

(G(x,  £), 1 ) < 4/с, при п =  1. (169)

В самом деле,
1 — h

(G0( x , l ) ,  1 ) < —  (2х +  х ln 7T0,5ft") + 7 7  S  ( 2  +  1п |  + 0,5ft ) h '
l= x+ h

Функция И п  y  принимает при t =  e~ l наибольшее значение, 
равное е ~ \  а сумма оценивается так

1 - ft N - 1 N ~ l

A In у L ,  =  h У] In - <  /г I In ■ ;^г-з da <
^  | + 0,5ft 1 + 0,5 J  a  + 0,5

\ = xt + h / =  » + 1 г

N

< h  J  in r̂fa = Aoln^|^g=l-(x  + 0,5A)lnin^gjr< lf
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/ + 0,5

* e
так как 0 <  (x +  0,5/г) In ~  Q < 1 .  В результате получаем

(C .(* ,  6 ). I) <  (2* +  j )  + 2(1 -  *) +  1 } =  i  (3 +  j )  < - 1 . .

Решение задачи (149) при помощи функции Грина G(x,  | )  
выражается формулой

z ( x )  =  (G (х, £), £ 4  (£)) +  G (х, 0) x»v. (170)

В этом можно убедиться непосредственно путем подстановки 
выражения (170) в уравнение (149).

Подставим в (170) выражение (163) для -ф и воспользуемся 
формулой суммирования по частям:

г ( х ) = -  (G? (х, £) \ п, т) (£)] +  (G (х , | ) ,  | V  (£)) +  G (х , 0) t f v .  

Учитывая (165)—(167), получим:

IIz He< М2 ( 1 ,J fj |] +  | v I/с, +  Af3 | | |г|>* (|) | |с  при п =  1 , 
l | z B c < A f j ( l , | i i l l  +  |v | / c ,  +  A f , | |^ * f t ) | |c  при п  =  2 .



Выберем наибольшую из постоянных М ь М 2 и М 3 и обозна­
чим ее М0. Тогда обе оценки можно объединить:

1И1с<Л«о((1, 1л1] + Ш ‘(Шс + М). (171)
Так как f i ( | ) =  0 ( h 2), |а|з*(|)= 0 ( h 2), v =  О (/г2) при k, q, fe=C™, 

то схема (143) —(146) сходится со скоростью О (h2) при п =  1, 2.
Пусть теперь k ( x ) ,  q{x)  и f { x ) — разрывные функции. Выбе­

рем неравномерную сетку &н(К) так, чтобы точки разрыва функ­
ций k( x ) ,  q (x )  и f{x)  были узловыми точками сетки. Разност­
ная схема для задачи (139) — (141) будет иметь вид

-рг(хпаух) -  dy = -  q>{x), х  = x h t =  l, 2, . . . ,  N -  1, ]
|  (172)

Ух. 0 „ ,. _  f = 1 I  I
ft,/(2 (ra+l)) q°y° ' Q’ J n ^  j

Коэффициент at = A  [k {xt +  sftj)], а фг и d t определяются по 
формуле

hi ( t nhi ,

Ч1' - 2й7 ( ‘ 24,* +

hi + J  nhi + { n (n-\ )h2i+A

* m ,  l 1 +  4,, + ------Й 4 ------ (173>

где / < ± 0  =  / ( * , ± 0 ).
При n  =  0 отсюда следует известная формула (см. п. 13)

m ____ —  f  • 4- h ‘ +l fф‘ -  2П{ / , _ 0  +  2hi ' 1+°-

Изложенным выше методом можно получить априорную 
оценку для z  — у  — и через погрешность аппроксимации а|з =
=  —л {хпц)я +  'Ф*; из этой оценки следует, чтосхема (172) — (173)
имеет второй порядок точности на сетке со/,{К) в классе разры в­
ных коэффициентов k ( x ) ,  q (x ) ,  f ( x ) ^ Q № .

Рассмотрим схему второго типа — «схему на потоковой сет­
ке». Разобьем отрезок [0, 1] на N  частей, введя узлы (потоковые 
точки):

х0 =  0, =  0,5/г, х2 =  1,5/г, . . . ,  xt = (г — 0,5) /г, . . .
. . . , * * _ !  =  ( # - 1 , 5 )  A, xN = (N — 0,5)/г =  1.

Пусть yi = y ( x i ) — значения искомой сеточной функции 
в этих узлах.
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Д ля получения разностной схемы воспользуемся уравнением 
баланса для (139). Рассматривая уравнение баланса для ин­
тервала =  Х{-уг ^  х  ^  Xi+ч, =  х {, i >  1 , получаем

где

-рг(хпауя)х - dy  + q>(x)=*0, x  =  x h 1 <  / <

x t =  ih, а(х)  = А [k {х +  s/i)], d  (x) =  -jn F[ q (x  +  s /г)], 

Ф (*) =  -pr F [J (x + sh)], q (.*) =  x nq (x), J (x ) = x nf  (x). 

Из уравнения баланса для интервала 0 ^ х  ^ x t = h

(174)

(175)

W I — W О 

xfh

fl

+ —Ц- Г (/ (х) — q{ x ) u  (х)) х п dx  =  0 , w (х) =  x nk (х) и'  (х) 
h i\ i

и условия да0 =  0  следует разностное уравнение при x  = x t = 0 , 5 h

* 1  д2Ух, 1 

xnxh d ly l +  Ф1 = 0 , (176)

(177)

где а2, rf], ф] определяются по формулам (175'.
При х =  1 ставится обычное условие

9 n =  ^ 2-

В результате получаем разностное уравнение (174) с крае­
выми условиями (176) и (177).

Пусть у  =  у  (х) — решение этой задачи. Д ля  погрешности 
z — y — и получим следующую задачу:

(xnazx)x - d z  + хИ*) = 0, х =  (г -  0,5) /г,

/ =  2, 3, . . . ,  N - 1 , Z N ~  0 ,

x?a<yZr .
r f . z . + t , - 0 ,

где -ф — погрешность аппроксимации, равная

(178)



Отсюда и из уравнения баланса для интервала x ^ i ^ x  ^ x t 
следует, что

Ь  = ^ г ( х пц)х^  + ^ ,  xi
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% =  a f i x ,  i ~  k tu 't> i = 2, 3, . . N,  Г), =  0, й (х.) = ‘Л’

■ф/ = Фг — Фг — (d i -  d i) и 1 +  ~ р к  J А  (х) (и М -  « (*<)) d x >
hxl

где

Фг =  4гг  Г х^  М dx-X: h J
I

h2Полагая Фг =  / ;, d l =  qi при n =  1 и фг =  ^1 +  f t,

rf4 = (l + ~ ^ 2"j ПРИ tt =  2, получаем для а|зг следующую фор­

мулу:

Ф =  ;pr(*"il)*+  '!’*> (179)
где

Г) =  О т ,  гф’ (х) =  О (Л2) при k, q, f  е  С<2).

Вводя разностную функцию Грина при помощи условий 

± ( х паОх (х, l))x ~ d G ( x ,  &)« Щ & ,  * > 0 , 5 h,

xfan 6 (х, I)

Gx (*„ Q — d xG (хи I) =  -  - У " ,  о  (**, I) =  о ,
flXj /I

получим для г  — у  — и следующее выражение: 

z ( x )  = (G(x,  | ) , 1 Ч ( 1 )),
где

(У (I), о (I)) =  2  У (Е,_,а) о (6 ,-Vi) *, | г_,/2 =  (/ -  0,5)А. 

Подставляя сюда выражение для ip, находим: 

* ( * ) = -  ( g 8 (х, 1 )Г ,  Г) (I)] +  (G (*, D I » - 1, i f  (D).

В силу ограниченности | G | | rt| и (G(x,  | ) | " -1, 1 ) получаем 

l | z | l c < M o ( ( l , | r ) | ]  +  | | I ^ ( I ) | | c).



Отсюда и из оценок (179) следует, что схема (174) —(177) 
имеет второй порядок точности, если k{x),  q(x),  f ( j t ) e C |21,

19. З адача  с условиями периодичности. Рассмотрим сначала 
простейшую задачу: найти на отрезке решение урав­
нения

и"(х)  — q0u =  — f(x) ,  <7o =  c o n s t > 0 , 0  <  лс <  1 , (180)

удовлетворяющее условию периодичности с периодом 1 :
и (х  +  1 ) =  и{х) для любого х  е  (0 , 1 ). (181)

При этом предполагается, что f ( x )  периодическая функция 
f ( x  +  1 ) = f ( x ) .

Условие (181) в любой точке (0, 1) эквивалентно двум 
условиям сопряжения в одной точке х  =  0 :

ы ( 0  +  0 ) =  « ( 1  — 0 ), ы' ( 0  +  0 ) =  ы' ( 1  - 0 ). (182)

Задача  (180), (181) имеет единственное решение. Для ее ре­
шения, в силу принципа максимума, верна оценка
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Пусть <7о =  0. Тогда получим задачу
u " = - f ( x ) ,  ы (0 +  0) =  ы (1 — 0), и'  ( 0  +  0 ) =  г/ ( 1  — 0), (183)

которая разрешима при условии
1

J f (х) dx = 0 (184)
о

и имеет единственное решение и — и(х )  при условии, что
1

|  и(х)  dx  =  0. (185)
о

В самом деле, общее решение уравнения и"  =  — f (x )  имеет
X /  t

вид и(х) = Схх + С2 — J ( |  /  (a) da
О Vo

где С j и С2 — произвольные постоянные.
Условия (182) дают •

1 1 

|  f(t)dt = 0, С, =  J f/(f)dt,
о о

т. е. условиями (182) функция и(х) определяется с точностью 
до постоянной С2. Требуя, чтобы выполнялось условие (185), 
получаем С2 =  0 , т. е. выделяем единственное решение задачи.

6*

dt  =  Схх  +  С2 — j  (x  — t ) f ( t ) d t ,



Напишем разностную схему, аппроксимирующую задачу 
(180), (182). Возьмем на отрезке 0 - ^ х < 1  равномерную с ша­
гом A =  \ /N  сетку

=  i =  0, 1, . . . .  N}

и аппроксимируем уравнение (180) и условия сопряжения (182). 
Первое из условий (182) выполнено, если

Ho^ H n - (186)
В узлах х { =  «А, i =  1 , 2, . . . ,  N — 1 напишем трехточечное 

уравнение

У як ~  %У =  “  Ф (*)> x  =  ih, i =  1, 2 , . . N ~  1. (187)
Рассмотрим теперь разностные производные

tlx, n =  и' (1 -  0) -  0,5hu"  (1 -  0) + О (А2), 

их, о =  и'  (0 +  0) +  0,5hu"  (0 +  0) +  О (А2).

П одставляя сюда u" =  q0ti — f  из (180), получаем
и,, N + 0,5h (q0u (1) -  f  (1 -  0)) =  ut (1 -  0) +  О (A2), 
ux, о -  0,5A (q0u (0) -  f  (0 +  0)) -  u'  (0 +  0) +  О (A2).

Отсюда видно, что уравнение
yXt 0 -  0,5hq0y0 + Q,5hf (0 +  0) =  t/._ N + 0,5hq0yN -  0.5А/ (1 -  0) (188)

аппроксимирует второе условие сопряжения и ' ( 0  +  0 ) = ы ' ( 1  — 0 ) 
с точностью до величины О (А2).

Полагая затем
Уы+ 1 — У i>

перепишем условие (188) в виде

У х х .  n  ~  % У ы  =  “  Ф л г* Ф л г  =  ° , 5  ( f  (1 “  0 )  +  /  ( 0  +  0 ) ) .

Таким образом, задаче (180), (182) мы ставим в соответ­
ствие следующую разностную схему:

У х х ~ % У = ~  Ф(*)> x  = ih, г =  1, 2, . . . .  N  (189)

с условиями периодичности

Уо = Ук, У\ =  Уы+\‘ (190)
Пусть теперь дано уравнение с переменными коэффициен­

т а м и
(ku') '  — qu — — f{x),  0 <  jc <  1, (191)

причем k ( x ) ,  q(x)  и f ( x )  являются периодическими функциями 
k ( x + l )  =  k(x) ,  q ( x  + l) =  q(x),  - f ( x  +  .! ) - / ( * ) .  (192)
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Будем предполагать, что
& ( * ) > е , > 0 ,  q ( x ) ' ^ c ]> 0 .  (193)

Требуется найти решение уравнения (191), удовлетворяющее 
условию периодичности

и(х + 1) = и(х).
Это условие эквивалентно требованию

и (0 +  0 ) - и ( 1 - 0 ) ,  ku'  1х = 0 + 0  =  ku'  |л_[_0. (194)

Из принципа максимума следует, что задача (192) — (194) 
имеет единственное решение. Напишем сначала схему для 
0 < х = ih < 1:

(аУх)х ~ а У = -  ф(*)» x  =  ih, i = l ,  2, N - l ,

полагая
Уо — Уы'

Коэффициенты a, d, ср выбираются из условий второго порядка 
аппроксимации (см. п. 7).

Учитывая равенства
(aux)t =  ( to ' ) i - о +  0,5h (f  -  qu)t- 0 +  О (Л2),

ai+\Ux, t =  (ku')i+о -  0,5h (f -  qu)i+0 +  О (h2),

можно аппроксимировать условие ku'  |Л_0+0 =  ku'  |*_,_0 со вторым 
порядком следующим соотношением:

a i Ух, о “  0,5A  (q (0) уо -  f  (0 +  0 ) )  =

=  аыУх. n  +  °-5h (q (1  -  ° )  Уы ~  f (1 ”  ° ) )*
Требуя, чтобы выполнялись условия

Уы +1 =  Уъ a N  + 1 —  Я1. 

перепишем это соотношение в виде

{аУ - ^ х ~ а У =  ~  ф (^> * =  *лг= 1 >
где
й - ^ - 0 , 5 ( 9 (0 +  0) + ? ( 1 - 0 ) ) ,  Ф =  Флг — 0,5(f(0 +  0) +  f(l — 0)).

В результате получаем следующую периодическую разност­
ную схему:

{аУя)х ~ а У = -  Ф (•*). х  =  ih, г =  1 , 2 ,  . . . ,  N,  
a > c , > 0 , 0 ,

с условиями
Уо = Уы> У\= Уы+ь a i =  a N+!• (196)



Д л я  определения у и г =  1, 2j N  получаем следующую 
систему уравнений
aiy i- l ~ ( a t + a t+l + d ih2) y l + al+ly i+l =  -  ф£/г2, г =  1 , 2 ..........N
с условием периодичности

Уо=  Уы> Уы+ 1  =  У\- 
Решение этой системы может быть найдено методом цикли­

ческой прогонки (см. Дополнение, § 3).
Так как а > С ] > 0 ,  ^ > ^ > 0 ,  то для задачи (195), (196) 

справедлив принцип максимума, в силу которого

II У 11с < 7 -  li Ф 11с- 
с \

Это неравенство позволяет получить для погрешности z  = у  — и 
оценку

IMI c = 0(h) ,
так как ^  =  0 ( h 2) при i — 1, 2, . . . ,  N —  1, = 0 ( h ) .  П о­
этому нужна более тонкая оценка, которую можно получить 
либо при помощи функции Грина, либо методом энергетических 
неравенств.

Введем скалярное произведение и норму
N _________

(у, v] =  2  iJiVih, II у] I =  У  (у, у].
1

Оператор А у =  — (ауя)х + й у  в классе функций Я, зад ан ­
ных при Xi = ih, i =  1 , 2 , N — 1 и удовлетворяющих усло­
вию y N + 1 =  у], является положительно определенным:

(Ау,  у ] = -  ((а Ух)х> У] +  (d , у2] =  (а, (г/-)2] +  (d, у2]. (197)

Умножим уравнение (195) скалярно на у.

(a, y\] + (d, г/2] =  (ф, у]. (198)

Отсюда и из условий а >  0 , d  >  0  следует единственность 
решения задачи (195), (196). В самом деле, пусть существуют 
два решения г/< и у^у  Д л я  их разности у  = г/(1) — г/(2) получаем 
однородное уравнение (195) с ф =  0 и тождество

0  =  (а > У\ ] +  (d , У21 
Так как а >  0 и d  >  0, отсюда следует, что 

У-х вэ 0, у  =  0.

Преобразуем выражение (ф, г/]. Д ля  этого введем функцию 
tj (л:), подагая

N

т]£= 2 . % ,  < — I» 2 , . . . ,  N,  ^ + 1 = ^ ,
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так что
Фг=  т1ж, f> i =  1, 2, . . N.

Тогда сумма (ф, у] преобразуется к виду

(ф. У] =  (У, г]х] =  ~  (т), Ух]- 

Пользуясь неравенством Коши — Буняковского, получаем 

(ф, у] <  II л ]1 IIУя]I <  е I yxf  +  II Г]]|2.

Подставим эту оценку в тождество (198):

{a, yl] + ( d , y 2] < — (a, г/2] +  ^ Ы Р  

или, при е <  С|,

(а ’ У*} + 1 - е /с ,  У*} ^  4е (I — е/с,)  ̂^

Положим е =  0,5с,. Тогда коэффициент в правой части при­
нимает наименьшее значение:

( a , ^ ]  +  2(d , y2] < - j - | h ] | 2. (199)

Нам понадобится следующая
Л е м м а  4. Д л я  любой сеточной функции  v (х), заданной на  

сетке <Ьк = {х1 = ih, / = 1 , 2 ,  . . N}, справедливо неравенство

1|и| | 2 < е о | | ^ ] | 2 +  ( 1  +  1 /ео)||и]|2, (2 0 0 )

где е0 >  0  — любое число.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как

»? =  »?-, + Л ( о \  р ( » \  i =  f

то имеет место равенство

v 4 x )  = v 4 t ) +  i  (V*(t))th =  
t-l+h

x x-h
*=t>2(|)  +  S  hv { t )v i { t )+  S  h v ( t ) v t (t).<=5+л t-1

Отсюда, на основании неравенства Коши — Буняковского, 
находим

° 2 (•*) ^  ° 2 (I) +  2 1| у]| || »f]|.

Просуммируем это неравенство по |  =  А, 2h, 1: 

о8 (х) <  II v \ f  +  2 1| о]| || v t]\ <  во|| v , f  +  ( 1  +  1 /во)|| v f .



Л емма доказана.
Учитывая, что a n d  ограничены снизу постоянной с\ >  0, 

из (199) получим

||^]r + 2|| ]̂l2< -V lh ]l2- (201)
ci

Положим в лемме 4 постоянную во =  1. Тогда из (200) и 
(2 0 1 ) найдем

II  ̂Не <  II Ух]? + 2II г/]|2 <  ~т II Г)]12-ci

Тем самым доказано, что для решения задачи (195), (196) 
справедлива априорная оценка

/ N / N \2\у,

II У ] \ С < ~ \ \  Ф ll(-2). II Ф 11( —2) =  ( 2  А (  2  ’ (202>

Д ля погрешности г  =  у  — и, где и — решение исходной за ­
дачи (191) — (194), у  — решение задачи (195), (196), получаем 
условия

(агя)х -  dz  =  -  ф, х  — ih, г'= 1, 2, . . N, \
? ? | (^ОО)
Zq — Z N , iZ\ — z n  + u  )

где г|) =  (aux)x — du  +  ф — погрешность аппроксимации, которую 
можно представить в виде

•ф =  г)х +  -ф*, г) =  аи-х -  ku' ,  
г, =  О (А2), ф* =  О (А2) при к, q, /  (= С<2>.

Д л я  г,  согласно (202), справедлива оценка

1| 2]|с =  1 1 г / - « ] 1 с < 7 Г (11г)]| +  И * | | ( - 2)).

Так как г) =  0 ( № )  и -ф* =  О (Л2) , то тем самым доказано, 
что схема (195), (196) имеет второй порядок точности в классе 
к, q , f ^ O - \

20. Разностная задача Штурма — Лиувилля. Постановка за­
дачи и основные свойства. За д а ч а  Штурма — Л и ув и л л я  или з а ­
дача на собственные значения  состоит в следующем: требуется 
найти такие значения параметра X (собственные значения)  , при 
которых существуют нетривиальные решения (собственные функ­
ции) однородного уравнения
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Я(х)и + Хг(х )и  =  0, 0 < х < 1 ,  

ы(0 ) =  ы ( 1 ) =  0 .
(204)



Здесь k(x), q(x ) ,  r(x)eQ<°) — кусочно-непрерывные функции, 
удовлетворяющие условиям

0 <  С] <  k  ( x ) <  с2, 0 <  с, <  г (*) <  с3, 0 <  q (х) <  с4, (205)

где Ci, с2, Сз, С4 — постоянные.
Если k \ x )  имеет разрыв первого рода в точке х  =  |  (0 <

<  |  <  1 ), то в этой точке должны выполняться условия сопря­
жения

[ы] =  и(1 +  0 ) — ы(| — 0 ) =  0 , [ku'\  — 0  при х =  | .  (206)

Задача  (204) — (206), как известно (см. Р. Курант и Д. Гиль­
берт [1 ]), эквивалентна следующей вариационной задаче: на 
классе кусочно-гладких функций c p ^ e Q W ,  удовлетворяющих 
условиям

1

//[ф] = J ф2(x)r(x)dx — 1, ф(0) = ф( 1) = 0, (207)
о

найти минимум функционала
[ [

D [ф] =  J k {х) ( ф '  (х) )2 d x +  J q (*) ф 2 (х) dx.  (208)
о о

Этот минимум определяет наименьшее собственное значение 
Aj =  min D [ф] =  D [«[]

и достигается на первой собственной функции щ (принцип ми­
нимума) .

Остальные собственные значения Xn, п >  1 находятся как 
минимум функционала (208) на классе кусочно-гладких функ­
ций сравнения ф(лг) ^  Q(1>, удовлетворяющих дополнительным 
условиям

Н  [ф] =  1 , Н  [ф , ит] =  J ф (х) ит (х) г (х) dx  =  0 ,
о (2иУ)

ф(0 ) =  ф ( 1 ) =  0 , т — 1, 2 , п -  1 ,

где ит ( х ) — собственная функция номера т.  Этот минимум оп­
ределяет п-е собственное значение

Х „  =  т 1 п Д [ ф ]  =  Д [ ы „ ] ,

где ип — п-я собственная функция.
Укажем некоторые известные свойства собственных функций 

и собственных значений (см. Р. Курант и Д. Гильберт [1]).
1. Задача  Штурма — Лиувилля (204) — (206) для кусочно-не- 

ррерывных функций k , q, г имеет счетное множество соб­
ственных значений 0 < X j < A j ? <  <  Кп <  которым
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соответствуют собственные функции щ ( х ) ,  и2(х),  . . . ,  и п (х),  . . .  
При этом каждому собственному значению соответствует только 
одна собственная функция.

2. Собственные функции {ип (х)}  образуют ортонормирован- 
ную (с весом г ( х ) )  систему.

3. Собственные значения Хп -+оо  при п-+оо,  точнее
с5п2 <  А,„ <  с6п2, с5>  0 , (2 1 0 )

где с5 и с6 зависят только от си с2, с3, с4 и не зависят от п.
4. Д ля собственных функций и их производных справедливы

оценки __
| м „ ( * ) | < с 7, I и'п (х) | <  с'8 V K  <  снп, (2 1 1 )

где с7 и с& — положительные постоянные, не зависящие от п.
Д л я  случая k , q , r ^ C W  доказательство оценок (211) дано 

в книге Р. Куранта и Д. Гильберта [1].
Покажем, что оценки (211) имеют место и в случае кусочно- 

непрерывцых и кусочно-дифференцируемых коэффициентов, точ­
нее, при ( : , r e  Qv\  q е  Q(0).

Без ограничения общности можно считать, что k, q, г имеют 
разрывы первого рода в одной точке х  =  | ,  0 <  |  <  1. В этой 
точке выполняются условия сопряжения (206).

Сделаем замену аргумента, положив
X

t — J" г (х) dx.
о

Тогда уравнение (204) при X = кп примет вид

£ ( * 0 > - § ) - ? ( О *  +  1 й - о ,  о < « / .

й ( 0 ) =  «(/) =  0 ,
!

где k( t )  = k ( x ) r (x ) ,  q(t) = (q(x))/ (r(x)) ,  u(t)  = u(x),  1=  J  r ( x ) d x .
0

Умножим уравнение (212) на U'(t) и проинтегрируем от 0 
до t. Учитывая, что

(Ы'У = ±  m ' Y Y ,  йй'  =  0,5 (й2)',

и пользуясь условиями сопряжения, получаем после интегриро­
вания по частям
h (0) (и' (0) )2 +  Ы 2 (0) =  k (t) (й'  (t) f  +  Ш2 (t) -

t t

- 2 j q ( t l) a ( t l) d t l - j k ( a ' ) 2 ^ d t l.
Q 9
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Проинтегрируем еще раз по / от 0 до I и учтем, что
i i

J  й2 (t) d t  =  1 , J  k  (t) (й' (t) )2 dt  <  Kn.
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В результате получим
i t

J  dt  J  quu'  dt\
о о

<2l \ \q \ \ c

- i  i 

J  a2(t)dt  J  (a'(t)  )2 dt

1 t

J  dt  J  k (й')2 dt\ II k' < I —
IU

0 0
юлп-

Таким образом, справедлива оценка

k  (0 ) (й'  (0 ) )2 +  Ы 2 (0 ) <  сюХп +  с9 V К ,  ё,0 =  2  +  с10. 

Отсюда и из предыдущих оценок следует: 

k (t) ( S ' (t) )2 +  Кпй2п (t) <  k  (0 ) («' (0 ) f  +  Knal  (0 ) +

+  Cg V X I  +  C!0К  <  Cg V % t  +  C l0A,n ,

так  что

( 0  <  c9 +  r^jLr <  cf, | un (t) \ =  | «„ (*) | <  c7,

К  <*> l <  <
что и требовалось доказать.

В процессе доказательства мы использовали_ кусочную не­
прерывность и кусочную дифференцируемость k( t )  = k ( x ) r ( x )  
по t, что имеет место, если k ( x ) ,  r (x )  е  Q(1)[0 , 1 ].

Перейдем к постановке разностной задачи на собственные 
значения. Введем на отрезке [0, 1] равномерную сетку

e>ti = {Xi = th> i =  0. 1> • •• ,  N, h N  =  1}

и аппроксимируем задачу (204), (205) при помощи однородной 
разностной схемы

A y  + khpy = 0, 0 < х  = i h < l ,  у (0) = у (I) = 0, (213)

где A y  =  (ау-)х -  d (х) у.
Будем предполагать, что А — однородный разностный опера­

тор второго порядка аппроксимации (см. п. 7), а коэффициент



р(х )  определяется по той же формуле, что и d(x ) .  Отсюда сле­
дует, что справедливы неравенства

0 < с ! < а < с 2, 0 < с , < р ( * Х с 3> 0 < d ( * X c 4. (214)

Таким образом, разностная задача Штурма — Л и у в и л л я  со­
стоит в следующем: требуется найти такие значения параметра 
№ (собственные значения) ,  которым соответствуют нетривиаль­
ные решения уравнения (213), а также найти эти нетривиаль­
ные решения (собственные функции) .

Условия сопряжения, аналогичные условиям (206), в окрест­
ности разрыва коэффициента k( x )  отсутствуют, так как мы рас­
сматриваем однородные схемы, не предусматривающие явного 
выделения точек разрыва коэффициентов (схемы сквозного 
счета).

Умножая (213) скалярно на у  и учитывая формулу Грина 
(см. гл. I, § 2 , п. 1 ), находим

* • * - ? $ ■ •  <215>
где

D n Ы  =  («, W ]  +  (<*. У*). н ы [У] =  (Р. У2)> (216)
а у  — решение задачи (213).

Пользуясь формулой Грина, нетрудно убедиться также 
в том, что разностная краевая задача (213) эквивалентна сле­
дующей вариационной задаче: найти минимум функционала 
Djv{<p] в классе сеточных функций, заданных на и удовлетво­
ряющих условиям

H N [ф] =  1, Фо =  Ф* =  0. (217)
При этом число

>Jl =  m i n D N [ф] =  / )# [^ ]

есть наименьшее собственное значение, a y i ( x ) — соответствую­
щая собственная функция задачи (213) (принцип минимума).

Собственное значение номера п >  1 находится как мини­
мум функционала /)^[ф] в классе функций сравнения, удовлет­
воряющих условиям

Я „ [ ф ] = 1 ,  H N [ф, у т] =  (РФ, у т) =  0, 1
m =  1, 2 ..........п - 1 ,  Ф0 =  Флг =  0. J

Здесь у т — собственная функция номера т. При этом
m in Dn 1ф] =  Dn [г/ J  =  Я*.

Разностная задача Ш турма — Лиувилля (213) является чи­
сто алгебраической задачей. Поэтому не представляет труда до­
казательство следующих утверждений.
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1. Существует N  — 1 собственных значений

О< K i < k 2 <  . . .  < й - и

которым соответствуют собственные функции

У Л х ) ,  Уг{х), . . . ,yN -dx ).

Каждому собственному значению соответствует только одна 
собственная функция.

2. Собственные функции {уп (х )}  образуют ортонормирован* 
ную (с весом р) систему:

H n  \Уп, Ут] =  0, т ф п ,  Н я [уп] =  1.

3. Справедливы оценки

п =  1, 2, . . N — I, (219)

где М\  и М Г2 — положительные постоянные, не зависящие от ft и п.
4. Если k, q, r e  Q(0), то имеют место оценки

II Уп Ис <  М , V n ,  I (уп)я\ |с <  М 2п\  (220)
где
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M i  и М2 — постоянные, не зависящие от ft и п.
Докажем оценки (219) и (220).
Заметим, прежде всего, что для случая

d =  0 , а =  1 , р =  1 

собственные значения выписываются в явном виде:

|  =  i f .

Функция /(£) монотонно убывает при | е [ 0 ,  л/2]. Поэтому 
справедлива оценка

4/л2< / ( £ ) < 1  при 0 < £ < 1

и, следовательно,
4п2<  %нп < п 2п .

Далее, имеет место очевидное неравенство

c i , c i 0»«p1] ^  d n  [ф] (в,ф|] +  (<*.ф2) с2 (1, ф1] , С4

с 2 с 2 (1 , ф 2) (р , ф 2) с ,  (1, ф 2) с2 *

из которого следует



О h
Подставляя сюда полученную выше оценку для кп, прихо­

дим к неравенству (219).
Перейдем к доказательству оценки (220).
Пусть у = у п — собственная функция, Кк =  к* — собственное 

значение задачи (213), х  и х'  — любые две точки сетки <щ. Р а с ­
смотрим два очевидных тождества

У2 (х)  -  У 2 ( х ' )  =  2  (y2 (s ) ) sh=  2  [ y ( s ) + y ( s - h ) ] y - ( s ) h ,  (221)
s—x' + h $=x' + h

(ia ( x ) y x ( x ) f - ( a ( x ' ) y x ( x ' ) f =  2  h [(a (s) ys (s))2Js =
s=x'

s*=x-h

=  2  (a (s) y s (s)) [a ( s ) y s (s) + a (s +  h) y s (s)] h =
s*=x'

s=x—h

=  2  ( t f ( s ) - ^ p ( s ) ) M s ) # s-(s ) +  a{s + h ) y s (s)]y(s)h.  (2 2 2 )
s=x'

Из условия нормировки (p, у2) =  1 следует, что существует 
хотя бы одна точка х ' , в которой р ( х ' ) у2(х')^С 1 и, следователь­
но, y 3(x')-*Cl/ci.  Применяя для преобразования правой части
(221) неравенство Коши — Буняковского и учитывая свойства 
(215) и (219), получим

У2 (*) < - j ;  +  7 7  (Р, У2)'12 (а, (Уi f f  <  1/с, +  2 V Л*/с, <  М\п.

Далее, из условия (а, [у%)2\ ^  А,Л следует, что существует та ­
кая точка х \  в которой а (х') у 2, (х') ^  А,Л и, следовательно, 
(а (х') у .  (а; ' ) ) 2 ^  с2Хн. Пользуясь затем неравенством Коши — 
Буняковского для преобразования правой части тождества
(222) и учитывая (214), (215) и (219), будем иметь

у \ (*) < - 4 -  } h + 2 \ f  —  Ц - № ) Чг + Ч  <  М У .
с\ V c i c i c i

Тем самым, в силу произвольности х, доказаны неравенства 
(220).

Условие нормировки (р, у 2) =  1 определяет собственную 
функцию с точностью до знака. Д ля  однозначного определения 
собственной функции надо ввести дополнительное условие вы­
бора знака. Для этого можно, например, потребовать, чтобы 
Ух, о >  0. Аналогичный выбор знака может быть проведен и
для собственных функций и(х )  исходной задачи (204). В д ал ь ­
нейшем изложении нормировка собственных функций наряду 
с условиями t f j v M = l  и H N [u]=  1 будет включать и выбор 
знака указанным выше способом.
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Сходимость при N -*~ оо (/г-*- 0) собственных значений и соб­
ственных функций разностной задачи (213) к собственным зн а ­
чениям и функциям исходной задачи (204) была доказана Ку­
рантом [ 1 ] для простейшей схемы: а(х )  =  k ( x  — h),  d (x )  = q{x) ,  
p (x) =  r(x)  в классе гладких коэффициентов. .

Пользуясь методом Куранта, докажем сходимость схемы 
(213) в классе кусочно-дифференцируемых коэффициентов.

Рассмотрим сначала случай первого собственного значения 
( * = 1 ).

Пусть q>(x) — любая непрерывная и кусочно-дифференцируе­
мая функция, удовлетворяющая условиям ф(0) = ф ( 1 )  = 0 .  Н е­
трудно заметить, что

lim fa] =  £ % ] .  lim # jv Ы  =  Я  [ф]-сю N~>oo

Отсюда следует, что £Мф] < ;  М0 при любых N,  где М0 >  0 — 
положительная постоянная, не зависящая от N.

Пусть y  = y ( x , h )— сеточная функция, реализующая мини­
мум функционала £>^[ф]:

bh = D N [y]
при условии нормировки Н п [ у \ =  1- Рассмотрим последователь­
ность сеточных функций {y ( x ,h )}  на некоторой последователь­
ности сеток {сод}.

Л е м м а  5. Последовательность функций {y{x ,h )}  равносте­
пенно непрерывна и равномерно ограничена.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Если х'  и х "  — точки сетки, то

у  (х", h ) ~  у  ( х \  h) =  2  h ys {s , h).
s*=x'

Пользуясь неравенством Коши — Буняковского и ограничен­
ностью D N[y], получим отсюда

| у  (х", h) - у  (х', h) | <  У { \ , { у я)2\ V \ x " - x ' K y ^ V \ x " - x '  I, (223)

т. е. {y (x ,h )}  равностепенно непрерывна.
б) Из условия нормировки (р, у 2) =  1 следует, что по край­

ней мере в одной точке х  = х '  имеет место неравенство 
р ( x ' ) y2(x ' ,h )  ^  1, т. е. | у ( х ' ,  К) | <  1 /  ] / c t . Отсюда и из (223) 
следует равномерная ограниченность последовательности
{у(хЛ)У-  

I У(х",  А ) | < |  У(х' ,  h)\  +  \ y {x " ,  h ) - y ( x ' ,  h) | < +  - Ш г .Ус,  у с i

По теореме Арцела, примененной к последовательности се­
точных функций, существует некоторая подпоследовательность
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{у(х,  hk)}, равномерно сходящаяся к некоторой функции й{х) ,  
непрерывной на отрезке [0 , 1 ]:

Нш || у  (х, hk) -  й (х) ||с =  0. (224)
hk-*°

Будем предполагать, что соответствующая числовая после­
довательность {xhk) = { X { h k)}, ограниченная в силу (219), схо­
дится к некоторому пределу Я :

lim X(hk) =  X. 
ft*-», о

В противном случае мы выбрали бы из нее сходящуюся под­
последовательность и ограничились бы рассмотрением только 
этой подпоследовательности.

Л е м м а  6 . Если  дл я  некоторой последовательности {Я(/г*)}

lim X(hk) = X, (225)
hk-*0

то Xi, где Xi — наименьшее собственное значение задачи  
(204).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть и*(х) — некоторая кусочно­
гладкая функция, для которой и*(0 ) =  м*(1 ) =  0  и

Г  =  1 и < ^ , +  е’ 8 > 0 -
и пусть

Dn. [и*]

В силу принципа минимума Xi (hk) X* (hk) , причем X*(hk)->X* 
при hk -> 0. Переходя к пределу при hk -> 0, получим

X 5^ А- 5^ А«| -Ь 8 .

Отсюда, в силу произвольности е, следует, что Я ^  Ai.
Наша ближайшая цель — показать, что предельная функция 

й{х)  удовлетворяет уравнению (204) при А, =  Х.
Задача (213) эквивалентна разностному аналогу интеграль­

ного уравнения
y{x)  =  Xh { G { x , l ) , 9 { l)y{D),  (226)

где G(x,  g ) — функция Грина для оператора Л (см. п. 8 ).
В самом деле, в п. 8  было показано, что решение задачи

А У = (ауя)х - с 1 у = - < р ( х ) ,  0 < x  =  l h < l ,  z/(0) =  z/(l) =  0 

дается формулой
y{x)  =  {G(x,  f), <р(|)).
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В нашем случае следует формально положить <р =  Яр у, что 
сразу дает (226).

Если воспользоваться функцией Грина G?(*, | )  оператора

A y  =  (ау.)х , y0 = y N =  0, (227)

то задачу (213) можно свести к уравнению

y(x)  =  {Gh0 (x , t ) ,  № p ( l ) - d ( t j ) y ( t j ) .  (2 2 8 )

В п. 9 было выписано явное выражение для Go. И з него 
видно, что Gо(х,  I) при А -*  0 сходится к функции Грина G0(x, | )  
задачи

(k u ' ) '=  — f(x) ,  0 < jc<  I, м(0) =  м(1) =  0, (229)

так, что
lim | Go (х, | )  — G0 (х, £) | =  0. (230)
л-» о

Совершим в (228) предельный переход при А- * - 0  и учтем 
соотношения (224), (225) и (230):

1

й { х ) = \  G0{ x , l ) { l r { l ) - q { l ) ) u ( l ) d l .  (231)
о

Отсюда, по определению функции Go(x , l ) ,  следует, что ре­
шение й (х )  интегрального уравнения (231) удовлетворяет диф­
ференциальному уравнению (204) при А =  Я. Итак, X — соб­
ственное значение задачи (204). Так как, согласно лемме 5, X <
<  hi, где hi — наименьшее собственное значение, то £ =  A,i и, 
следовательно, и(х)  =  щ ( х ) — первая собственная функция з а ­
дачи (204).

Таким образом, мы доказали, что последовательность 
{y{x ,h ) }  равномерно сходится к щ ( х ) ,  a Af =  A; (A) схо­
дится к  A.J при  А - > 0 :

lim || у х (х, А) — щ (х) ||с =  0, lim Я? =  Ai. (232)
ft-» О ft-» о

Приведенные выше рассуждения относились к наименьшему 
собственному значению А,?.

В случае других собственных значений при п >  1 все рас­
суждения сохраняют силу, если учесть, что Кп и hn опреде­
ляются как минимумы функционалов (DN [<р])/(Ялг [<р]) и, соот­
ветственно, (D  [ф] )/(Я [ф ]) при дополнительных условиях орто­
гональности H N [ф, ут] =  0  и Н  [ф, ит] =  0 , 1 <  т  <  п.

Следует отметить, что мы исследуем собственные значения 
р собственные функции номеров» <  «о, где п, п0 не зависят от А,
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При изучении задачи Ш турма — Лиувилля для простейшего one-
о

ратора А у  =  у-х в гл. I, § 2, мы нашли собственные значения

1 7 8  ГЛ , I II t О Д Н О Р О Д Н Ы Е  РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ [21

Их число равно числу N — 1 внутренних узлов сетки.
Сравнивая кп с решением задачи для дифференциального

о
уравнения (и"  +  Ан — 0, и (0) =  «(1) =  0) =  п2п2, п = \ ,  2, , , , г

о А
видим, что последние собственные значения Art не имеют ника-

о

кого отношения к точным собственным значениям А„ тех же но­
меров. Так, например,

°h  4 о я h ° 9/А7 1ч9 я 2( 1 — h)2
%N- 1 —  ^2  ^O S  2  ’ N — 1 —  п  №  1) —  foi »

О ^

- ^  =  - 1 ( 1  +  2й +  0 ( й * ) ) ~ 0 ,4 ,
Лдг- 1

О . О
т. е. A,jv—1 отличается от точного значения примерно
в 2,5 раза.

Всюду мы предполагаем, что номер п  собственного значения 
фиксирован и не зависит от h. При отыскании собственных зна­
чений номера п  фактически требуется, чтобы

п  <  N.

Поэтому для определения собственных значений высокого по­
рядка требуется очень мелкая сетка. Д ля п ^ Ю  целесообразно 
использовать схемы высокого порядка точности.

21. Разностная задача Штурма — Лиувилля. Оценка скоро­
сти сходимости. Пусть А/1, у ( х ) — решение разностной задачи 
(213), а А, и(х)  — соответствующее решение исходной за ­
дачи (204). Выясним вопрос об асимптотическом (при /г-> 0) 
порядке погрешностей z  =  y  — и и ДА, =■= Хн — А в равномерной 
метрике.

Д ля  погрешности z  = y  — и получаем разностную краевую 
задачу

A z  +  Xhpz =  — 'Чг> 0 < x  =  i h < l ,  2 (0 ) =  z (1) =  0 ,
A z  =  (azx)x — dz,

где
^  =  A u +  A V  (234)

— погрешность аппроксимации для схемы (213) на решении 
уравнения (204).
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Преобразуем выражение для Y. Д ля этого проинтегрируем 
уравнение (204) по х  в пределах от до Xi+y2:

xi +4,

В частности, для схемы (213) с коэффициентами (57) имеем

Д ля выяснения точности схемы (213) надо оценить решение 
задачи (233).

Параметр Aft является собственным значением. Поэтому не­
однородное уравнение (233) разрешимо только в том случае, 
когда собственная функция у  задачи (213) ортогональна к пра­
вой части уравнения (233), или, точнее, должно быть выполнено 
тождество

( ^ .  У) =  (Ф, У) +  ( ^  ~  *-) (Р«, У) =  0. (240)
Пусть и(х )  и у ( х ) — нормированные собственные функции:

XI _ 1Д

Вычитая это тождество из (234), получим

'Р =  г|) +  (A* — А) ри, (235)

(236)

ф* =  — I du (х) — J  q (х +  sh) и (х +  sh) ds  I -f-
(■

+  A I pu — J  r ( x  +  sh) u (x +  sh) ds  I , (237)

t] =  aua — k ( x  — 0,5h) uf (x — 0,5h). (238)

Y  =  i|> +  (A* — A) p u,

0,5

■ф* =  J  q (x  +  sh) (и (л: + sh) — и ( x ) ) ds  + (239)

0,5

+  A J  r {x +  sh) (и (x) — и (x +  s h ) ) ds.
-0,5

H[u] =  1 , H N [y]=  1-



Выше было доказано, что ||у — «11с — 0 при h-*- 0. Поэтому 
при достаточно малом h можно утверждать, что (ри, у) ф  0 . 
Собственному значению Хн соответствует только одна собствен­
ная функция, определяемая с точностью до произвольного мно­
жителя Со. Выберем множитель С0 таким образом, чтобы функ­
ция у =  СоУ был ортогональна разности z — у — и:

(py , z )  = Q. (241)
Отсюда получаем
(р, иу) =  (ру, у  — z) =  (ру, у)  -  (ру, z) =  (ру, у) =  С0 (р, у 2) =  С0.

В предыдущем пункте было показано, что у ( х )  -*■ и(х )  при 
h -+  0. Поэтому Со->1 при h —*• 0. Будем считать, что Со >  0. 

Далее,

(р. и2) =  (р, (г -  у)2) =  (р, z 2) -  2  (р, гу) +  (р, у2) =
=  (Р. У2) +  (Р. г 2) =  С2 -  (р, ги),

так, что
1 -  Cl =  -  (р, ги) -  (H N [и] -  Я  [и]). (242)

Условие (240) используем для определения АХ:

АХ =  Я* — X =  — (ор, у)/(ри, у) =  -  (г|з, у ) / &  (243)

Преобразуем теперь правую часть этого тождества, учитывая, 
что гр =  г)ж +  ф*:

(■ф, у ) = -  (л. уя\ +  МЛ у)-
Отсюда и из оценок (220) для у  и у я следует

Л е м м а  7. Пусть k , q , r  — кусочно-дифференцируемые функ­
ции, Хп и Хп— собственные значения задач  (204) и (213), соот­
ветственно. Тогда справедлива  оценка

| t f - A „ | < A f n * ( ( l ,  1л1] +  (1, I гр* | )), (244)
где  М  =  const >  0 не зависит от h и п.

Перейдем к оценке г. Так как у =  Соу, то у удовлетворяет 
уравнению (213) n H N [y] =  Co, а для г =  у  — и получаем з а ­
дачу (233).

Сведем задачу (233) к дискретному аналогу интегрального 
уравнения

z (x )  = Xh (G (х, £), р (£) г  (£)) +  (G (х, £), W ( | ) ), (245)

где G (х, | )  =  Gh (х, | ) — разностная функция Грина оператора 
Лг/ =  (ауя)х — dy  с краевыми условиями у ( 0) =  г/(1) =  0.

Собственная функция у  задачи (213) удовлетворяет уравне­
нию

y(x )  =  Xh(G(x,  £), p ( l ) y ( D ) .  (246)
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(249)

Пусть Хн = 'кп— собственное значение номера п, а у  =  
=  Уп ( х ) —  нормированная собственная функция, (р, у*)=  1.

Чтобы получить вместо (245) и (246) уравнения с симметрич­
ным ядром, сделаем замену

v (*)'=* V p ( x )  z(x) ,  ф ( * ) =  V W )  (247)

*  (*, I) =  V ^ p U M l)  G (х, g). (248)

Тогда уравнения (245) и (246) примут вид

vn (x) =  khn (K(x,  1), v ( i ) )  +  f (x) ,

f ( x )  = (K(x,  I), ¥ ( £ ) ) ,  V  = V p ,
% ( x )  = K ( K ( x , l ) ,  <pn (D). (250)

Условие ортогональности f ( x )  к функции <р„(л:) выполняется 
в силу условия (240):

(Ф„ ( * ) ,  / ( * ) )  =  ( ф » М .  (К (Х ,  I ) ,  1? ( | ) ) )  =  ( ^ ( | ) ,  ( К & ,  X), ф„ ( * ) ) )  =  

=  ^  (Ф  ( I) ,  Ф Л ! ) ) =  j n  (7=  - У п)  =  (У> Уп) =  0.

Условие (241) запишется в виде

(ф»> оп) = 0. (251)

Будем искать решение v(x)  =  vn (x) уравнения (249) в виде

v{x)  =  f { x ) +  S  Ck<Pk(x) (252)
k=  1, k ф  П

при дополнительном условии (251).
Подставим это выражение в уравнение (249):

v(x) =  f (х) +  Xhn 2  ck(К, {х, |), фй(I)) + Я*{К (х, I), f (£)).
ft—I ,кфп

Р азл агая  f ( x )  по собственным функциям {фй}:

f ( x ) =  ' 2  * кщ ( х ) ,  d k = (f, Фк), (253)
ft*»I, п

получим
N - 1

(K (x ,l ) , f ( l ) )~  S  |£ф*(*)
k - u k ^ n

и
xh %н

Ck =  Тй" ck -Ь тц  (/> Фа)>
Н  Kk
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так что

- / и +  5  <254>
1, кфя * ' til k)

Оценим выражение, стоящее под знаком суммы:

N~' ih
V  А'п(Г’ <Гк) <P*W ^  V  ■■ X ---..2л — W ZТь—  II/IIя-» 2и | л* -  л* I

fe—1, k^-П6= 1, /гфп

Пусть е > 0  — любое число, не зависящее от h. Выберем но­
мер По такой, что Ал„ >  (1 +  е) К п. Тогда

лг—1 _  лг—1 лг-1
у V k  <  1 + е у V k  <  м ' у 1 <  м
Г 1 | ^ - Я ^ |  ^  е •“  Я* е Ь кЧ ^ М ’
k*=no I * п ' £ = п 0 л k=no

где iW =  c o n s t > 0  не зависит от /г. Так как X \ -> X k для k ^ n Q
при / г - » 0 , то сумма по k  от 1 до щ — 1 при достаточно малом
h  <  ft0 ограничена постоянной, не зависящей от h.

Таким образом, справедлива оценка

II о ||с < Л 1  (га) II Л Ь  (255)

Преобразуем выражение для  f(x):  

f(x) =  (K(x, I), 4 & ) ) = V p ( * ) ( G ( x ,  l), У ® )  =

-  (A.* -  X) V p W  (G (x, I), P  (g) и (6 )) +  \ / p W (  G (X, g), Л5 (g)+ v  (g)) =  

=  AXh V p ( x )  (G(x,  g), p(g)«(g) )  +  \Z p W { (G i(x ,  6 ). л(£)] +
+ (G(x,  g), ip’ (£))}.

Отсюда, учитывая ограниченность G(x,  g) и G%,(x, g) (cm. n. 9): 

\ G ( x ,  I) К  l /cu | Gi(x ,  6 ) K 2 /ch 

получаем оценку
1 1 Л 1 с < Л М (1 ,  |т|Ц +  (1, |гр*|)) +  М 2ХА|ДХА|.

Подставим эту оценку в (255), вернемся к функции z  =  v / Y р 
и учтем (219):

1|2||с<Л1(л)((1, |л1]  +  (1, Н>*1)).

Нас интересует разность z  — y  — u, которая выражается 
через г:

г 1 — С0 г 1 — Cq



где С0 — постоянная, введенная ранее. Отсюда следует:

» г Чс ^  + 1  1 -  eg | Со-( “| сСо) < М ( | | г 11е +  | 1 - с 5 | )

при достаточно малом h, так  как С0->  1 при / г - > 0 , а вели­
чина || и ||с ограничена. Из формулы (242) видно, что

11 -  С2 | =  (р, z2j k (р, и2)'k + \ H N [ u ] - H  [и] I

и, следовательно,

l iz | lc < A l | | z | |e + A l | t f w[ u ] - / / [ u ] | .
Подставляя сюда оценку для || г  Не, убеждаемся в том, что верна 

Т е о р е м а  8 . Д л я  погрешности схемы  (213) при  А =  Ап и 
при достаточно малом  / г < / г 0 имеют место оценки

1|2„||е =  1 1 г /„ -« „ 1 1 е < ^ 1(«)((1. h l ]  +  0 ,  1Ч>*1)) +
+ M 2\ H N [un] ~ H [ u n]\,  (256)

|ДА,„| =  | * Й - А „ | < Л 1 з ( ( 1 ,  | л 1 ]  +  (1, | г |Л ) ) ,  (257)

где п не зависит от h, Mi (n)  >  О, М 2 >  О, М 3 >  0 — постоянные, 
не зависящие от h.

Перейдем теперь к оценке порядка точности разностной з а ­
дачи Ш турма — Лиувилля (213). Д л я  этого нужно оценить ве­
личины (1, | л I ] +  (1, | гр* | ) и H N [и] — Н  [и].

Если k ( x ) ,  q(x)  и г ( х ) — достаточно гладкие функции, точ­
нее, k, q, г е № ,  то так же, как и в п. 1 0 , можно показать, что
( 1 , |г ) |] =  0 ( h 2),  ( 1 , |ф * | ) =  0 ( h 2) для любой исходной схемы.

Далее, имеем
1

H N [u] — Н  [«] =  (р, и2) — j  г (*) и2 (*) d x  =
о

N- 1 '  0,5

= S М — / г (Х‘ "*■ ŝ "*■ ŝ
г = 1 \  -о,5

0,5 ft 1 JV-1

— f  ru2d x — f  ru2d x =  У ] д г/г+  О {h2),
0 1 - 0 , 5  f t  г - 1

где
0,5

Дг =  9iu] — J  r ( x t +  sh) и2 (xt +  sh) ds.  (258)
-0.5

Интегралы от 0 до 0,5 и от 1 — 0,5h до 1 есть величины 0 ( / i 3), 
так как и2 *= 0 ( h 2) в силу краевых условий,
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Учитывая, что 
r  [xt +  sA) и2 (х. +  sA) =  (г. +  shr')  (и? +  sh  (и2)') +  О (А2) =

0,5

=  г.и] +  sh. (ги%  + О (A2), J  s d s  =  О,
-0,5

получаем Дг =  0 (А 2) и, следовательно, HN[u]— Н[и] =  О (А2) 
при г е  ОТ.

Таким образом, л юба я  исходная схема (213) имеет второй 
порядок точности

II Ис =  о  (А2), \), нп  — ),п  \ =  О  (А2)

в классе достаточно гл адких  коэффициентов k, q, г е  С(2>. 
Рассмотрим теперь класс разрывных коэффициентов

k(x) ,  q (х), r(x)(=  Q®
и покажем, что любая схема (213) имеет в этом к л а с с е  первый 
порядок точности, а наилучшая схема (213), (57) имеет второй 
порядок точности при k( x )  е  Q<2\  q(x ) ,  r(x)  е  QW.

Доказательство этого утверждения проведем, предполагая 
для простоты, что k, q, г имеют только один разрыв первого 
рода в точке |  =  х п +  0 А, 0  ^  0  ^  1, х п = nh, 0  <  п <  N — 1. 
По аналогии с п. 1 1  находим

(1, I Л ,’ ] = О (А), (1, |гП) = 0(А).
Из формулы (258) видно, что Дг =  О (А2) при / Ф  п и i Ф  п + 1, 

а Ап =  0 (1) ,  ДП + 1  =  0 (А 2) при 0 <  0,5; Д„ =  0 (А 2), Д„ + 1  =  0 (1 )  
при 0 > О ,5 ,  так что

N - 1

н ы [и] -  Н  [и] =  2  Д*Л +  о  (А2) =  О (А).
г- i

Отсюда в силу априорных оценок (256), (257) следует, что для 
любой схемы (213) || уп — ип ||с =  О (A), — Xn \ =  0 ( h )  при
k, q, г <= Q<2).

Д ля схемы (213) с коэффициентами (57)

(1, Ы] + (1, IV I) = 0(А2),
0.5

Дг =  J  г (л:г +  sh) (и2 (xi +  sh) — и2 (л:г) ) d s  + О (А2) при i Ф  п, п +  1 ,
-0,5

0.5 0,5

л „ =  /  (г ( |  — 0 ) +  О (А)) О (A) d s  +  J  (г ( |  +  0) +  О (А)) О (A) d s  =»
-0,5 в

=  О (А), Дд + 1  =  О (А2) при 0 <  0,5, 
Д„ =  О (А2), Д„ + 1  =  О(А) при 0 >  0,5,

Н  аЫ )  — Н  [и] =  О (A2), r s f ,
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Отсюда, в силу априорных оценок (256), (257), заключаем, 
что для наилучшей схемы

\ \Уп~ип ||с =  О (А2), | ‘кп- ' кп  1 =  О (А2), если k  ( x ) e Q |2), q(x), r (x )(=Q {l).

Все результаты, полученные для однородных схем, соответ­
ствующих краевой задаче, сохраняют силу и для разностной за ­
дачи на собственные значения (213).

Так, любая исходная схема на неравномерной сетке

коэффициенты которой a, d, р определяются по формулам (83) 
и (85), имеет второй порядок точности в классе разрывных ко­
эффициентов k, q, на специальных последовательностях
неравномерных сеток &h(K) (таких, что точки разрыва функций 
k, q, г являются узлами сетки).

По аналогии с п. 14 можно написать точную схему и усечен­
ные схемы любого порядка точности. Такие схемы были иссле­
дованы В. Г. Приказчиковым [2].

§ 2. Однородные разностные схемы для уравнения 
теплопроводности с переменными коэффициентами

1. Однородные разностные схемы. В этом параграфе рассмат­
риваются однородные разностные схемы для уравнения тепло­
проводности с переменным коэффициентом теплопроводности 
k ( x , t ) ,  а такж е для квазилинейного уравнения с k = k(x,  i, и).

Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения тепло­
проводности: ищется непрерывное в прямоугольнике DT =  
■= 1, 0 ^  t Т) решение уравнения

А у  + Хнру = 0, 0 < х < 1 ,  y a = y N = 0, 

А У = (аУ я\  ~  йУ>

(1)

удовлетворяющее начальному условию

(2)

и краевым условиям

« ( 0 ,  t) =  щ (t), « ( 1 ,  t) =  u2(t),

Коэффициент k(x ,  t) ограничен снизу и сверху

0 <  Cj ^  k (х, t ) ^  сц, (х , t) е  D Tt

(3)

(4)



где си с2— постоянные, и удовлетворяет условию Липшица по t, 
которое мы запишем в виде

k(x, t2) -k (x, М I <  Сзк {х  ̂ 5)

12 Ч I

где tu t2 е  [О, Т], 11 <  t2, с3 >  0 — постоянная.
Предполагается, что задача (1) — (3) имеет единственное ре­

шение, обладающее нужными по ходу изложения производными. 
Построим в Вт сетку. Пусть

“ л =  {xi =  ih, i =  О, 1, . . . ,  N, h = l/N }

равномерная сетка с шагом h на отрезке 0 < л : < 1 ,

“ * =  {*/ =  К  ) =  0,1 , . . . ,  W0, т =  T/N0}

сетка с шагом т на отрезке 0 <  / <  Т,

“ л-г =  ®А X =  {(*;> */)» е  “ л> t j ^  fflT}
сетка в D t ,

=  «л X a,. =  {(*„ ti), Xi =  ih, 0 < i < N ,  t j= jx ,  0 < / < W 0}.

Д л я  получения однородных консервативных разностных схем 
воспользуемся интегро-интерполяционным методом. Рассмотрим 
уравнение ( 1 ) при / =  t =  tj+y2 и напишем для него уравнение 
баланса на отрезке дс*_у, х -С xi+y2:

x i + 'h Х 1 + Чг

J  ди(х, i) dx =  w (Xi+l/i) t ) - w  (Xi-y„ t) + J  f(x, t) dx, (6)

*i- 'k

где
W {Xi-y2, t) =  [k (x, t) dU<̂  )

\ o x  / х -Xt - l / ,

Аппроксимируем входящие в (6) слагаемые 

*i+4t
J  dx ~  hut, t, J  f (x, t) dx ~  hq>i,

*l- 'k  xi~'h 

til (Xi-y„ i)  ~  at  (а й х , i +  (1 — or) ия, ,), й =  и 1+1, u  =  u},

где a — параметр, ^выражается через значения функцииk(x, t) 
при Xi-i^Cx^Cxi (ср. § 1, п. 5).

Подставим эти выражения в (6), заменим и на у,  знак ап­
проксимации— знаком равенства. В результате получим еле-
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дующую однородную консервативную разностную схему (обо­
значим у  =  у 1, g = y t+\  y t = ( 0 - y ) / т):

г/* =  л (?)(<*# +  (! - о г)г/) +  Ф> 0 <  дс =  ift <  1, 0 < / /  =  / т<Г ,  
у (х ,  0) =  uo{x), x<=<bh,

У (0, 0  =  их (t), у  ( I ,  t) =  u2{t), /е=<йт , ^

A ( t )y  = ( a ( x , i ) y x)x.

Начальное условие и краевые условия первого рода вып®л- 
няются на сетке точно.

Коэффициент а и правая часть ф вычисляются при помощи 
введенных в § 1 , п. 3 шаблонных функционалов

i4[£(s)], - l < s < 0  и - 0 , 5 < s < 0 , 5

по следующим формулам

а (х, t) =  A [k (х + sh,  ?)], ф {х, t) — F [ f ( x  + sh,  ?)].

Шаблонные функционалы заданы на классах кусочно-непрерыв­
ных функций — 1,0], f ( s ) e (? ( ° ) [— ‘/г, ‘/г]. Так как
j4[A;(s)] — неубывающий однородный функционал первой степени 
и А  [1] =  1, то из условий (4) и (5) следует

0 < с ! ^ а ^ с 2, (8 )
I at | < с3а. (9)

Семейство однородных схем (7) определяется заданием A, F и 
параметра а, от которого зависят устойчивость и точность (по /) 
схемы (7).

Если k =  1, то а =  1 и схема (7) переходит в схему с весами 
для уравнения с постоянным коэффициентом теплопроводности, 
исследованную в гл. II.

Интегро-интерполяционный метод позволяет получить и ряд 
других схем. Так, например, пользуясь уравнением баланса 
в прямоугольнике

легко получить схему
y t =  стЛ (tj+i ) y l+l +  (1 - a ) A ( t j ) y i  +  ф/.

Д ля вычисления ф могут быть использованы и другие формулы, 
например, - .

*/+1 */ + 72

= т г J J dx dt’
Н x i~'k
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Мы ограничимся здесь изучением только схем (7). При прак­
тическом применении схем (7) для вычисления а и <р можно 
рекомендовать простейшие формулы из § I:

_ _ U (у J\ а _  2k (Х1 ~  0’ 0  k (*f~l + 0| О )

Фг =  0,5 (f (Xj — 0, t) +  f  (xt +  0, t ) ). j

Приведем схему (7) к «счетному виду», т. е. к виду, удоб­
ному для вычислений. Д ля  этого разрешим уравнение (7) отно­
сительно у  = yi+i:

a x A y ~ y = — F, F =  у +  т(1 — а) А у  +  т<р.

Запишем это уравнение в развернутом виде

^iUi — 1 CiUi ^1 + \ У  i + l =  Fi> I =  1 > 2, • • • , N  1,

A t =  axat/h2, С{ =  +  Л;+1 +  1,

^  =  (l — р  (1 — <y)(ai +  а г+1)) y t +  (П )

+  р  (1 -  с) (aty t - 1  +  ai+ly i+1) +  фгт.

Для определения Qt = y i +l на новом слое получаем разност­
ное уравнение второго порядка (11) (или трехточечное разност­
ное уравнение) с краевыми условиями

Уо=  и\ (^/+i)> Уы =  u2^i+i)- (12)
Д ля вычисления правой части уравнения (11) можно пользо­

ваться рекуррентной формулой

р 1 = т у 1— ^ г - Ц ~ '  + Х1ri-

Объем вычислений при этом уменьшается.
Решение задачи (11), (12) может быть найдено методом 

прогонки при а  >  0, так как условия устойчивости прогонки

А - > 0 ,  C f ^ A i  +  A l+t
выполнены.

При а  =  0 получаем явную схему

y t =*A{T)y +  ф или y l+l = у ! +  x ( A ( l ) y l  +  q>),

при а  =  1 — схему с опережением или чисто неявную схему

y t =  A{l)g + ф .

При а  =  0,5 получаем симметричную схему
y t =  0,5Л (?) {$ +  (/) +  ф.
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2. Погрешность аппроксимации. Вычислим погрешность ап­
проксимации для схемы (7). Пусть u ( x , t ) — решение задачи 
(1) — (3), у[ — решение соответствующей разностной задачи (7), 
г[ =  у[ — и\  — погрешность схемы (7). Подставляя у{ = и[ +  г{ 
(или у  =  и +  2 ) в (7) и считая u ( x , t )  заданной функцией, по­
лучим для 2  следующую задачу:

2 < =  Л  (ст2 +  (1 -  ст) 2 ) +  г|з, Л г  =  (azx)x , (х, t) <= соЛт, 1
2 (я, 0) =  0, X<=(£)h, 2(0, /) =  2 (1, t) =  0, / е  й т, J

где
г|з =  Л(?) (стй +  (1 — ст) и) +  ф — ut (14)

— погрешность аппроксимации для схемы в классе решений 
u = u ( x , t )  задачи (1)— (3).

При оценке порядка аппроксимации будем предполагать, что 
u ( x , t ) ,  k ( x , t )  и f  (x , t )  имеют нужное по ходу изложения число 
производных. По аналогии с § 1 преобразуем формулу для по­
грешности аппроксимации. В силу уравнения баланса (6) мож­
но написать

г|>; =  [(а(стй* + (1 -  ст) и*) )* +  ф -  и,]г -  :
*г+7г

О» (*<-%, г))„1 + ф|-х J  ^l^-dx
ч - ч ,
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где w (Х{~чг, ?) =  (& J j )

1~т It
Фг =  Х  J f ( x , i ) d x .  (15)

х-Ч-Ч,
ч + ч ,

1
<рг

Х1-Чг
Отсюда следуют формулы (см. § 1, п. 10):

■ф =  Л*+  ■»!>*. О 6)
ди(х,_и,1)

Л t =  a{xt, ?) (ойх +  (1 -  ст) Ug)t -  k (*,•-</„ t ) ------ -------— , (17)

/  Ч+ч, \

1И “ (Ф|“ Ф|) +  ( т  j  ^ ^ d x - u ^ j .  (18)
\  ч - ч ,  )

Преобразуем т^. Так как стб+(1 — ст) v =  (a —0,5)tw<+ 0 ,5  (й +  w), то 

1йх + их \ /  д и \ Ы1
Л* =  а»(  2 \ i ~ { k  +  (<T “  0 ,5 )X a mu  "
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Учитывая, что по определению исходного семейства схем 
(см. § 1, п. 7)

at = k i -ч,  + О (/г2), ф i = f  {х{, t ) + О (/г2), фг = f( + О (/г2), 
получаем

\  = 0  (тт ® +  /г2), -ф* =  О ( t2 +  /г2),

1, <7=7^0,5,

(19)

т п =
2, а =  0,5,

если существуют непрерывные в D t производные k",  k, f", f, 
й, и'",  й"  при <т=£0,5, а при 0  =  0,5, кроме того, — производ­
ные и', и (точками обозначены производные по t, штрихами — 
производные по х) .

Если стационарная схема А у  +  ф =  0 имеет второй порядок 
локальной (в норме С) аппроксимации, т. е. а удовлетворяет 
условиям

-Й-). +  0 ( П  - ^ £ ± L  =  *< +  0 ( n

то г|х, i = О (%т<3 +  А2) и г|) =  О (хт° +  /г2) при условии, что а не 
зависит от т и А.

Д ля  оценки порядка погрешности аппроксимации в форме 
(16) будем пользоваться нормами

к-2)

| ( - 1)

JV—1 • 
=  2  h 2  Ath

fc=li=]

JV—1 /  i \2

, И !!(_,) = 2  h
JV-!

2  H ftk=i+]

2 a 2  Ai|)j
и \ft-i

JV—1 /  JV—1 \2

2  a  2  H k  
.1 = 1 \fc=»' + !

•A

3. Погрешность аппроксимации в классе разрывных коэффи­
циентов. Пусть k(x,  t) и f (x ,  t) имеют разрывы первого рода 
на прямой х  =  | ,  параллельной оси t. Пусть i  =  * n +  0А, x n = nh , 
О < ^ 0 ^ 1 ,  п > 1 .  Н а линии разрыва выполняются обычные ус­
ловия сопряжения

[«] =  0, =  0 при x  = l ,  t е  (0, Т],

Д ля погрешности аппроксимации -ф и в этом случае верны 
формулы (16) — (18). Оценки (19) имеют место во всех узлах,
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(20)

кроме х  =  х п и х  = х п+1. Если коэффициенты k ( x , t ) ,  f ( x , t )  при 
каждом фиксированном t принадлежат классу Q(12̂ [0, 1] и

и(х ,  t ) ^ C ^ \ D T), то

Г О т \ Г 1 , О ф 0 ,5,
Т1, =  0 (А  + т  <0 при 1 ф п + \ ,  tna =  |  2 0 =  О5

Лп+1 =  0(1) ,
г|)• =  О (А2 +  т2) для i -фп  при 0 <  0,5 или для

i Ф  п +  1 при 0 >  0,5.

Д л я  наилучшей схемы, как это следует из § 1, п. 11,

г|г =  О (А2 +  хт°), i ф  п +  1, г|„+1 =  О (А +  хт°),
0,5 | ' 0 ( А 2 +  т2), 1 ф п ,  1 ф П + \ ,
J  du(x. + sh, ?) d s _ 4 i = \ о  (h + 1 2), l = n, 9 < 0 ,5 ,  

-o,5 I 0 (A  +  t 2), i = n + 1, 9 > 0 , 5 .

Д л я  произвольной схемы имеем

Л, =  Л, +  (а, ~  а ()

^  =  ^  +  Ф; -Ф г- 

Введем новую функцию fj, полагая

т Ц ,  =  0 , 1 ф п , п +  1, чХшЯ =  Ъ'п,

^ , п+1=С+1* 'Hi =0>
Отсюда находим

•Пг =  0, / < л ,  fjn+1 =  а^ ; ,

■Пг =  /г№+1 +  Ф») ПРИ i > n + l .

В результате получаем для ф формулу

Ф =  1** +  ’Г» М- =  г) +  fi, |
г|)*’  =  г|)*, 1 ф п , п + 1, г|^* =  0  п р и  i =  n , n + 1, J

где г| определяется формулой (17), л — формулами (22), г|)*— 
формулой (18).

Представление погрешности аппроксимации в таком виде бу­
дет использовано в п. 5 при исследовании сходимости схемы (7) 
в классе разрывных коэффициентов.

(21)

(22)



Если при фиксированном t =  t выполнены условия второго 
локального порядка аппроксимации схемы А у  +  ф =  0:

+ h ± l i » , k, + 0 (h \
Ф i =  f{ +  0  (/г2)

при А е С < 3)[0, 1], f e C ( 2)[0, 1], то погрешность аппроксимации г|) 
схемы (7) можно представить в виде

Ф =  ^  +  Ф, 
где v определяется условиями

Vj =  0, vx>{ =  0 при i¥=n ,  п +  1,

п =  Фп> “VX> п+1 =  Фп+1.

■фг =  0 при г =  п, п + 1 ,
■фг =  \1)£ при i¥=n, п + 1 .

Отсюда находим
Vi =  0, / < / г ,  v„+, =Аф„,

Vi =  A (^n +  t n+i) при i > n +  1.

Выбор того или иного представления г|) зависит от требова­
ний гладкости (в областях х  <  |  и х  >  £) решения u = u ( x , t )  
и функций k ( x , t )  и f ( x , t ) .

4. Устойчивость и априорные оценки. Исследуем устойчи­
вость схемы (7) по начальным данным и по правой части. Р ас ­
смотрим задачу

y t =  A { t ) { a y  +  {\ - а ) у )  +  ф, А у  =  (ауя)х,

у ( х ,  0) =  y 0(x), x(=<£>h, у ( 0 ,  t) =  y { \ ,  0  =  0,  (24)

0 <  сх ^  а ^  с2.

В гл. VI, § 1 проведено детальное исследование вопроса об 
устойчивости операторно-разностных двухслойных схем с весами

y t +  A ( a y  +  ( l  - o ) y )  =  <p(t), t € = a > x, у  (0) =  г/0, (25)

где А =  A ( t )  линейный оператор, заданный на вещественном 
гильбертовом пространстве Я  со скалярным произведением 
( , ). При этом относительно оператора А используется инфор­
мация общего характера (требуется знание лишь таких свойств 
оператора А,  как самосопряженность и положительность).

Результаты общей теории устойчивости схемы ( 25 )  приме­
ним к нашей конкретной схеме ( 2 4 ) .

о

В качестве пространства Я  выберем пространство й  сеточ­
ных функций, заданных на сетке ©(, и обращающихся в нуль
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о
на границе (при i =  0, i = N) .  Оператор А у  =  — Ау  приг / e Q .  

в
Введем в Q скалярное произведение и норму

(у, v) =  2  у р А  | |у || =  Y l y ,  У)- »=*1
Оператор А =  —А самосопряжен и положительно определен

с
в Q. Это следует из формул Грина (см. гл. I, § 2):

о

(у, Av)  = (Ay, V) при у,  t>f=Q,
(У, -  Ау) = (а, ( y ^ j ^ c j ^ f ^ e c j l l y l p .

Вычислим норму ||Л|| оператора Л. Так как Л самосопряжен, то 
(см. гл. I, § 3)

|| Л | |=  sup | (Ау,  у) | .

Подставляя сюда
(У, ~  Лг/) =  (а , ( у я)2] <  с21y , f  < ~ - \ \ у  If,

находим || А  || =  || Л || ^  4с2//г2.
В гл. VI, § 1 показано, что условие

т  || А || =  а ° ( 2 6 )

является достаточным для устойчивости схемы (25).
В нашем случае условие (26) имеет вид

а > ° й ’ °о =  | — 4^7» (26')
так как ||Л || 4c2/h2.

При этом условии для задачи (25) имеет место априорная 
оценка (см. гл. VI, § 1, теорема 10)

IIУ1+1 II < II Уо II +  М  о max  ̂{1 (Л “ ‘ф)Г) + 1 (Л -‘Ф) ^ | }. (27)

где М =  const >  0 зависит только от Т, а оператор A = A ( t )  
удовлетворяет лишь условию положительной определенности 
А (/) ^  бЕ, б =  const >  0, Е  — единичный оператор.

Если, кроме того, A ( t )  — самосопряженный оператор и
1 1-е

4] §  2. СХЕМЫ Д Л Я  П А РА Б О Л И Ч Е С К О Г О  У РА ВН ЕН И Я  1 9 3

<7^0,е> о т  II л  II *Т | | Л |

где е >  0 — любое число, не зависящее от т и h, то для задачи 
(25) справедливы оценка (см. гл. VI, § 1, теорема 10)

Цг// + , 11<1 |г /о11+ |/  <28>

где | |ф ||л - 1  =  V ( A ~ lq>, ф).

7  А. А. Самарский



Входящие в (27) и (28) нормы Нф И̂ - i, | Л ~ ' ф | ,  | |(Л_ 'ф)г|| 
можно заменить более простыми нормами.

о о

Рассмотрим оператор А у =  — уЯх при у  е й .  Из формулы 
Грина {Ау, у) =  (а, г/|] следует:

(Ay, y ) > c l (I,  г/|] = сх (Ау, у).
о

Так как А и А  самосопряженные и положительно опреде-
о

ленные операторы, то из операторного неравенства A ^ c xA
следует с1Л - 1 < Л -1 или с ^ Л ^ ф ,  ф ) < ( Л -1ф, ф).

° - 1  °Функция ю =  Л ф есть решение задачи Лю =  ф или
о

A w  =  W x x =  — <$(х,  t ) ,  W 0 =  W N =  0.

Полагая ф =  ^ д:, получаем
(ю^ +  ^)х ==0, W x ^ C i  — ii, С! =  const,

I N

=  -  2  nkh, C, =  2 ^ f e .
k=  I /е= 1

Оценим теперь выражение II ф Н®^:

( л ~ ‘ ф ,  ф )  =  (Aw, w) =  - ( w Xx, ш )  =  ( 1 ,  wl],

ц ] ! < 2 | |  Ii]\.

Априорная оценка (28) принимает вид

II У!+1 II <  II Уо II +  " l / " m a x  || (ху']1 при ф =  ц х, (29) 
Г ес‘ 0 < / '< /

если выполнено условие а ^ а £.
Обратимся теперь к выражению || Л -1ф|| +  ||(Л-1ф);|| =  || w || +  

+  ||до<||, где ад =  Л -1ф есть решение задачи A w  =  ф или 
A w  = (awx)x = — Ф(х, t), w0= w N =  0.

Полагая ф =  ^*, находим
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Функция z  — wi  определяется из условий

(а г х )х= ~ & х ’ Д  =  Р г  +  а г ® .  z o =  z n ==0 

по формуле для w t, если в ней заменить ц на р,.



Из явных выражений для w и wi  легко получить оценки
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N

ft-i 1 (30)

I I h l ] + c. » * 4 < £ { ( > .  k l l + ^ r ( > .  i f  и } .
где ct и c3 — постоянные из (8) и (9).

П одставляя |[ и>[| и || wi || в (27), получаем для решения 
задачи (24) при ф =  Цд; следующую априорную оценку:

11г//+Ч К ! Ы 1  +  М max ((1, | ц П ]  +  (1, | ^ ' | ] ) -  (31)
о < г < г

если выполнено условие (26').
Чтобы получить оценку решения задачи (25) в энергети­

ческой норме || у  ||л =  V(Ay ,  у ) ,  потребуем выполнение условий:

A{t)  самосопряжеьный положительно определенный оператор,
A (t) удовлетворяет условию Липшица по t:
| ( ( Л ( 0 ~  A ( t ~ x ) ) y ,  y ) \ ^ x c 3{ A ( t - x ) y ,  у) для всех у  е= Я .

(32)
Это неравенство для нашего оператора A ( t ) =  — A (t) выпол­

няется, если потребовать, чтобы
| а(х ,  t) — а(х ,  t — т) | ^  тс3а (х , t — т) или | at  | ^  с3а, 

где c3 =  c o n s t > 0  не зависит от т и h.  В самом деле,

| ( [A (t) — A (t — х) )  у,  у ) \ - \ ( ( А - А ) у ,  у)  | =

=  | ((« -  а) у я, у я] | =  т | (а{у я, ух] | <  тс3 (йуг , у х] =  тс3 (Ау,  у).

В силу теорем 12, 13 из гл. VI, § 1 для схемы (25) имеют 
место следующие априорные оценки: *

1) Если выполнены условия (32) и а ^ а 0, то

II yI+X h {tj) <М|Н УЛАф) + М20 max Д || q/ \\A-i (</,) + |фГ||л- . (33)
2) Если выполнены условия (32) и а ^ а е, то

11У/+11 1 ^ м < М 111Уо1и(о)+-^ max I l l ' l l -  (34>\ J) > у е  о< / '< /
Здесь М ь М 2 — положительные постоянные, не зависящие 

от т и h.
о

В нашем случае Ау  =  — А у  =  — { а у ^ х , Ау  =  — уХх, так что 

(Ау,  У ) > с 1{Ау, у), ( А ~ [у,  у ) < - ^ - { А ~ ' у ,  у). (35)



О ° — ]
Учитывая (33) —(35), оценки для (Aw, w), w = А~  ср и нера­

венство
l!yllc < o . 5 !«/x]|.

получим для решения задачи (24) в случае у0 =  О следующие 
оценки:

| |г / /+ Ч 1с< М 2 max (НиШ +  М )  (33')о < /' <  / v и f л у
при а ^ а 0 и ф =  цх,

\ \У+1\ \ с < - ^  max | |ФП| (34')
У в о< / ' < /

1 (1 — е)  /г2
при где oe = * j ~  4^1— •

Отсюда видно, что схема (24) при а  ^  0,5 абсолютно устой­
чива. Явная схема (а  =  0), как это видно из (26'), устойчива 
при

т ^  0,5h2/c2 =  т0,

т. е. условно устойчива. Величина максимального допустимого 
шага to зависит от максимума с2 коэффициента теплопроводно­
сти так, что то->-0 при с2->-оо. Поэтому пользоваться явными
схемами для уравнения (1) с большим коэффициентом тепло­
проводности k ( x , t )  нецелесообразно.

Из оценок (33) и (34) устойчивость в С по начальным дан­
ным не следует. Соответствующие оценки в норме С можно 
получить при помощи принципа максимума. Для этого запишем 
уравнение (24) в виде

— ах Ау  + у  — F, F  =  у  +  (1 — а) хА у  +  тф
или

A i g i ^ ] - c i y i + А 1 + ] д ш  =  -  F h  о < i < N ,  g 0 =  y N  =  o ,

• A i ^ r a a j h 2, Ct =  А { +  A i+] + D {, D t =  1.

В гл. I, § 2, п. 5 для уравнения (36) с правой частью FiDt 
при условии А{ > 0 ,  Di  >  0 доказан принцип максимума и по­
лучена априорная оценка

\\У lie < \ \ F  Не- (37)
В нашем случае Di  =  1, Fi =  FiDi  и

Fi =  ( l  ~  ( ‘ дГ-— (а< +  «г+i)) У{ +  (дгУг- 1  +  a ;+i*/*+i) +тфг-

Пусть выполнены условия

Q < 0 <  1, 2(1 — а)тс2^ Л 2.
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(38)

} (36)



Тогда Лг >  0 и все коэффициенты при у и 1 , y i+l в (38) неот­
рицательны, поэтому ||F||C ^  \\у\\с +  т||ф||с и из (37) получаем

II Уг+' Не <11 У1' Не +  т|| ф'' Ис, Г  =  0, 1, . . . ,  /.

Суммируя по / '  от 0 до у, имеем

ll*// + l llc<ll*/ollc +  2  т | |ф П |с . (39)

Эта же оценка справедлива и для явной схемы (<т =  О, Д, =  0). 
Таким образом, доказана 
Т е о р е м а  1. Если выполнено условие

К  г О - О с ,  ■ (40)

то дл я  задачи  (24) справедлив принцип максимума и имеет 
место априорная оценка  (39) в равномерной метрике ||г/!|с =  
=  max | г/; | .

0 <  I <  А'

Из (40) видно, что при а =  1 оценка (39) верна при любых 
т и /г, т. е. схема с опережением абсолютно устойчива в С. Д ля  
явной схемы, а =  0, оценка (39) верна при условии (35).

Рассмотренные в этом пункте априорные оценки мы приме­
ним для исследования скорости сходимости разностной схемы 
(7) (9).

5. Сходимость и точность. Чтобы выяснить скорость сходи­
мости или порядок точности схемы (7) — (9) как в классе непре­
рывных так и разрывных коэффициентов, нужно оценить реше­
ние задачи (13), учитывая при этом структуру погрешности 
аппроксимации (16) — (23).

Рассмотрим сначала случай непрерывных и достаточно глад­
ких коэффициентов k  и f.

Пусть схема имеет второй порядок локальной аппроксима­
ции, т. е. г|) =  О (А2 +  r m°).

Оценка (34') принимает вид

М  _  „ . . п ,  —  _  1 (1 — е)  Л2

Б) § 2. СХЕМЫ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 197

z / + 4 l c < T 7 = r m a x  И ^ Н  ПР И f f e = - 9>80 </'</ 1

Отсюда следует равномерная сходимость схемы (7) — (9) со 
скоростью 0 { h 2 + xm°), если выполнены условия, при которых

ш - о ^ + т Ч  o j .

Займемся теперь исследованием вопроса о сходимости схем 
(7) в классе разрывных коэффициентов. Представим г  в виде
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суммы z  =  v +  w, где v и w — решения задач
+  v(x ,  0) =  0, u0 =  t;iv =  0, n =  Ti +  fj, (41) 

w t =  A w w  +  ф**, w(x ,  0) =  0, wa = w N =  0. (42)

Наиболее слабые требования к правой части предъявляет 
априорная оценка (29), которая для задач (42) и (41) при 
<т >-<7е имеет вид

Иву' + Ч К тт^- max ||ф*‘' 1 _ 2)’ (43)
У  е о <  / ' <  / 1 >

llo/+1l l < v ^  max (1, | ц ' ' I], (44)
У  e о <  /' <  /

где (.i =  г] +  fj, ф** определяются формулами (17), (18), (22) 
и (23).

При этом v и w оцениваются в сеточной норме L2(a>ft).
Из (20) следует, что
(1, | 'п | ]  =  0 (/12) +  |т)„+1 \h = 0 (h ) ,  так как т)ге+1 =  0 (1 ) .

Д л я  ц получаем оценку
(1, | f\ | ] < / i 2| 1 +  /г(ф„ +  фге+1) =  0(h) .

Априорная оценка (44) дает

\\vi+l\\ =  0 ( h  + r mo).
Из априорной оценки (43) следует

|| w ,+l |1 =  О (h2 +  т2), так  как ф*’ =  О (hr +  т2). 

Объединяя оценки для ||и|| и ||до||, получаем

||2 /+Ч =  0(/1 +  т Ч
Д л я  наилучшей схемы имеем

•Пг =  О [h2 +  т"0), i Ф п  +  1, т)„+1 =  0(/г +  тт о).

Фп =  0(1) .  +  Ф« + 1  =  О (/г +  тт «),
так что

(1, | п |] =  0 { h 2 + r m<J), ф** =  О {h2 + т2).

Отсюда и из (43), (44) заключаем, что наилучшая схе­
ма имеет точность О (хт° + h2) в классе разрывных функций
M ^ Q (2)[0. И-

Будем предполагать, что k ( x , t ) ,  f ( x , t )  и функция u ( x , t )  
в областях непрерывности k  и f  являются столь гладкими, что 
выполнены условия

Tjj =  О (h2 + хт°), 1 ф п +  1, ф? = 0 ( h 2 + x2}, г =5£  п, п +  1. (45)



Из предыдущего следует, что верна
Т е о р е м а  2. Пусть k ( x , t )  и f ( x , t )  имеют к о н е ч н о е  ч и с л о  

р а з р ы в о в  п е р в о г о  р о д а  на  п р я м ы х ,  п а р а л л е л ь н ы х  о си  координат  
Ot, и в ы п о л н е н ы  у с л о в и я  (45) и (§). Т о г д а  л ю б а я  сх е м а  (7) с

^  I ( 1 - е )  Л2 . Л
ст>сте, <ге =  т ----е > 0

имеет в  сеточной н о р м е  L2 (coЛ) точность 0 ( h  +  Tm<J), а н а и л у ч -
о о , .

ш а я  с х е м а  с к о эф ф и ц и ен т а м и  а,  ф имеет точность О (h2 +  т Ща), 
где  m 0 =  1 п р и  а ф  0,5, т а =  2 п р и  ст =  0,5. В к ла с с е  г л а д к и х  
ф у н к ц и й  k  и f  л ю б а я  с х е м а  (7) имеет в  сеточной н о р м е  С точ­
ность О (/i2 Tm<J).

Чтобы получить оценку точности в норме сеточного про­
странства С  (равномерную оценку), следует воспользоваться ап ­
риорными оценками (33') для v и (34') для w, Д ля  и и w эти 
оценки принимают вид

1|г"‘+Ч1с<ЛТ max (ll нЛ1+||Н'Л| )> И = Л + Л> (46)о < / '<  / 4 ц е л /

||ш/"+1| с ^ ^  max h * 4  II- (47)

Так как rin+,_= О (1), то || г)]] < |  ri„+, | Yh +  О (/г2) =  О(У h. ) и 
| | 0/+i || c = 0 ( V h  + т т °). Д алее  имеем || fiJI < / г !/г| г|з„ \ + h | г|)„+г|)„+1 1 <  

(h +  хт°) и, следовательно,

II z /+1 Не =  О {y~h +  тт<3). (48)

Д ля наилучшей схемы получаем оценку

\\zl+1\\c = 0 ( h S/2 + Tm°). (48')

Потеря половины порядка по h { \ f h  вместо /г), очевидно, 
связана с методом исследования.

Пользуясь принципом максимума, можно доказать равно­
мерную сходимость со скоростью 0 ( r m<3 + h) при условии
< ___н-___
^  2 (1 — ст) сг

Мы рассмотрим схему с опережением ( 0  =  1). Для ее по­
грешности г  =  у  — и имеем задачу

z t =  A^ +  \|), -ф =  цх +  г|Г, И- ~  г) +  f|, 1

z (х,  0) =  0, 2 ( 0 ,  0 - 2 ( 1 »  0  =  0- J ( '

Решение этой задачи оцениваем методом в ы д е л е н и я  «стацио­
н а р н ы х  н еоднородност ей» ,  полагая
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г = v + w,



200 ГЛ. III. ОДНОРОДНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ IS

где w — решение стационарной задачи:

A $  +  p,* =  0, ш0 =  шдг =  0, (50)

a v определяется условиями

ut =  Au +  if), =  —
v (х, 0) =  — w (х, 0), vQ = v N =  0.

Для w и w t, согласно п. 4, справедливы оценки

| | ш | 1 с < Л *(1 ,  1 И 1 .  И М с < М { ( 1 ,  11* |] +  (1, Ы ] } .  (52)

Для сеточной функции v, в силу теоремы 1, при любых т и h
имеет место неравенство

/
II и / + 1 lie  <  II w  {х,  0 )  ||с  +  2  т  II Ф ' '  Не </'-О

<  || w (х, 0  Не +  2  т|| w f  II +  2  Т II гр**'' Ре- (53)
/ '= о  1 10 о

Отсюда и из предыдущих неравенств следует:

|| i)/+1||c < M  max [(1, | ц /'| ]  +  (1. Ш '  | ] ] +  2  т || гр**7' ||с . (54)
о < / '<  / 1 /'=0

Т а к к а к ( 1 ,  | ц  |] +  (1, I Ы ]  =  М 1  Мтг 1+1 ц „ + 1 1+| цип |+| щ ,п+\ 1) +  

+  О  (/г2 +  т), гр’* =  О  (т 2 +  /г2), т о

(1, M ]  +  ( l ,  I Ц / 1 ] +  IIгР** Ис =  О (т  +  Л)

для  любой схемы (7) и

(1, 1цП +  0 .  I Ц* I ] +  II ip”  Ис =  О (х +  /г2)

для  наилучшей схемы.
Тем самым доказано, что в классе разрывных функций k и f 

любая схема (7) при а  =  1 равномерно сходится со скоростью 
0 (т +  /г), а наилучшая схема (7) с 0  =  I равномерно сходится 
со скоростью О (т +  /г2) .

Д ля  дифференциального уравнения

c ( x , t ) ^ ~ = ^ - ( k ( x , t ) ^ - q ( x , t ) u  +  f ( x , t ) ,  q > 0 , с >  0

схема с весами имеет вид

Р (х,  t) y t =  (а (х, I) (од +  (1 - а )  у)я)х - d  (х, t)(o{/  +  ( l - o ) y )  +  q> (х, t),

(51)
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где коэффициенты р и d  вычисляются по тем же формулам, 
что и qp:

рi = F[c (xt +  sh, t)], di = F[q (xt +  sh,  ?)].

f -  /  r V 1
Если F [f (s)] =  J /  ( s )  ds, A [k (s)] =  I J I , то м ы  полу-

- 0 , 5  ' - 1  '

чаем наилучшую схему с коэффициентами a, d , р, ф, где 

ds

k(x + sh, t)

[ f  ds Y 1 ' « T
« =  k t r i S*h.i\ > =  \ f ( X i  + sh, t ) ds

-0,5

и т .д .  Эта схема сходится при о ^ о е в сеточной норме 
со скоростью О (h ~Ь т т °)в классе разрывных функций k, q, f, с, 
имеющих конечное число неподвижных разрывов. В случае о =  1 
наилучшая схема сходится со скоростью 0(% + h2) равномерно 
(в С) при любых т, h в классе разрывных коэффициентов. От­
метим, что при выводе априорных оценок требуется дифферен­
цируемость k и q по t.

6. Однородные схемы на неравномерных сетках. На прак­
тике часто применяются неравномерные по * и t сетки. Неравно­
мерность сетки по t для двухслойной схемы не вносит никаких 
изменений в написанные выше формулы и оценки. Следует лишь 
иметь в виду, что шаг х =  xj зависит от номера слоя /. Порядок 
аппроксимации по времени при этом не меняется. Случай, когда 
сетка неравномерна по я, требует специального исследования, 
которое проводится по аналогии с § 1.

Пусть (Oft =  {хи i =  0, 1, . . . ,  N,  лг0 =  0, x N — 1} — сетка на 
отрезке 0 ^ х  1 с шагами /г* =  Xi — Xi-i, i =  1, 2, . . . ,  N. Опе­
ратор L,  согласно § 1, аппроксимируется разностным оператором

А У =  (а У х)*’ а  =  а (х >*)>

где а вычисляется по формуле (см. § 1, п. 13) 

a (x it ?) =  A [ k { x t + sh,  ?)],

правая часть, например, по формулам (общую формулу для <р 
см. в § 1, п. 13):

Xi+'/2
1 Г (, ~  . V r  +  W i  ф! =  Фг =  J f  (х > ?) dx,  ф, = --------Щ ------

XI-у,

ft = f { x l ~  ° ’ ?)> f t  1=f { x ( +  ° - г)-



Приведем простейшие формулы для а*:
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1
I

I
d x а, =

А/ XJ * {Х) I ’ *Г + *Г-. x/- i
ai = 0 ,5 (ki  + k f - 1), а, =  0,5 {kt-i/2 +  k i - l/2)

и др.
Рассмотрим схему с весами

У/ =  Л(?)(ст# +  (1 -<т)г/) +  ф, х< = ш л, 0 < /  =  / т < 7 \  

*/ (* ,  0 )  =  г/0 (х) ,  -V coft, г / (0 ,  / )  =  «i  ( 0 .  ^ ( 1 .  0  =  « 2(0 ,

л  (?) г/ =  (а (*, ?) #*)*> 0 <  с, <  а <  с2.
(55)

Приведем схему к счетному виду. Известно значение yi  на 
слое t = tj, требуется определить у*+1 на новом слое t — tj+i из 
условий

A-Mi-x - С ^ 1  + В {у 1+{ =  — F ь г =  1, 2, . . . ,  ЛЛ — 1,

y Q =  U i ( t j  + l ), y N =  U2 (^/  + l), 

a a , , ,т

F t = 1 -

( 1 - о ) т  ( a .  a i + l

hi + 1
+

(1 — a )  т  f  a . y . _ l , o f + 1y t + 1

til hi +  <Pi-

Эта задача решается методом прогонки.
Пусть у( — решение этой задачи, u ( x , t ) — решение исходной 

задачи (1) — (3), z[ =  у[ — и [ — погрешность схемы (55). Под­
ставляя в (55) у  = z  + и, получаем для z  задачу

z t — Л (t ) (о$ +  (1 — о) z) +  гр (х, t), х  е  0 <  t =  / х <  Т,
2- (л:, 0) =  0, l E f f l j ,  2 (0 , t) = z  (1, 0  =  0,

где
-Цз (х, t) =  Л  (г) (ей +  (1 — a) и) +  Ф — щ

погрешность аппроксимации задачи (1) — (3) схемой (55). 
Воспользуемся уравнением баланса (6) на отрезке

х*-./, где Xi-ч, =  xi  -  0,5/г;, x i+y} =  +  0,5/г;+

(56)

(57)



Разделим обе части тождества (6) на й, =  0,5(/ij +  h i+ i) и вы­
чтем полученное тождество из (57). Тогда получим

■Ф =  Л* +  (58)

Л; =  ai ( ~Х g UХ ), ~  (k  _  °>5) *> (59)

=  ф/  -  ф« +  I T  J 'а /  dx -  ut, I, Ф г = 1 7  J f ( x , t ) d x .
Xi- 'U  x i - ' h

(60)

Предположим, что в точке л: =  x t функции k и /  имеют раз­
рывы первого рода, а в интервалах x t) и (xt, x i+l) диф­
ференцируемы достаточное число раз. При x — x t выполняются 
условия сопряжения

[и] =  0, ПРИ x =  Xi.

Согласно § 1, п. 13 имеем

ф* = hlft +2H ‘+J‘ + - § - ( ^ ( / /) г ) , [ t + o { h %  (6i)
Xi+'/2

т  I  + ° М ) '  <62>
x l - ' k

где f j  = f  ( x t — 0, t), f t  = f ( x .  +  0, t ). Мы учли, что непре­
рывна на линии разрыва k( x ,  t), параллельной оси Ot. 

Подставляя (61) и (62) в (58) — (60), получим

■ф =  У* + 'Ф**. И =  Л + Л*> (63)
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' ( i ' . r + f — г "
А  дх  I t  ' \ d t  дх  ) i

(64)

Т1г дается формулой (59),

_cpi Wi 4 " 3 T ~ uVi + ° ( A<)-

Определяя фг по формуле (84) из § 1, п. 13 мы получим 
для фг разложение (87), § 1, п. 13:

W *'n  + 4 ‘(1 - ) 1  , + о №  (65)



где а  — постоянная, зависящ ая от выбора шаблонного функ­
ционала F[f(s)].  Возьмем простейшую формулу для срг:

hifT + hi+\U
— щ — • (66)

Тогда для ф;* получим оценку

’•’Г = Ш " ~ “>), +  0 (*<) = 0 ( * ! + ,! )' <67>
если вне разрыва и(х,  t) имеет производные -^Уг, —д и

204 гл. ttl.  О Д Н О Р О Д Н Ы Е  Р А ЗН О С ТН Ы Е  СХЕМЫ (6

дt3 ’ dtdx2 '

Перейдем к выяснению точности схемы. Для этого нам пона­
добятся априорные оценки (27), (28), (33), (34) решения з а ­
дачи (56).

о

Рассмотрим пространство Q = Н  сеточных функций, задан­
ных на сетке &h и равных нулю на границе (при х =  0, х — 1). 
Введем в Н  скалярные произведения

N - 1 N - l  N

(у, и), =  2  у (О fib (у, V )  =  2  ytV-Jii, (у, и] =  2  y^ ih i
t-1 i —\ 1=1

и норму ____
\\у\\ =  V ( y ,  у)-

Рассмотрим оператор А у  =  —А у  при у ^ Н .  Из тождества
(Ay, v) = ( -  Ау,  и), =  (ауя, v .] =  (у, Av)  (68)

следует, что А  — самосопряженный оператор.
Первая фомула Грина и замечание к лемме 1 из гл. I, § 2, 

п. 3 дают
{Ау, у) =  ( -  ( а у ^ ,  у} '  =  (а, у*] >  с, (1, уЦ >  2с, || у  ||2, (69)

т. е. А — положительно определенный оператор. Так как | а ( | 
с3а , то А =  A ( t )  удовлетворяет условию Липшица по t (32) 

с постоянной с3. Для нормы ||Л|| оператора А  имеем оценку
1 М И < 4 с2/ / 4 п, h min=  min h r  (70)

1 <  I <  Лг

В ca мом деле || А || =  sup > (ЛУ> У) =  (а > У2*] <  с2 (1 > У\] <

\\У 1Р> т - е - M I K 4 C 2/Amln.
"п  in

Д ля разностной задачи (56) с правой частью (63) справед­
лива оценка

Uz/+1l l c < ^ { 0®?* ^1/]!+ 1**Г]|)+ II) (71)
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при условии

- - 1 W 1-* )  (79V
а ^ ае> аг 2 4тс, '  ̂ ^

Положим z  =  v +  w, где v — удовлетворяет (56) с правой 
частью г|) =  ц*, a w — решение задачи (56) с ф =  ф**’ Д ля оцен­
ки v воспользуемся (33) или (33'), для оценки до — неравен­
ством (34'). Отсюда и из неравенства ||7llc <  M l с +  II w II с полу­
чаем оценку (71).

Предположим, что коэффициенты k ( x , t )  и f (x,  t) гладкие 
и выполнены условия, при которых

Pi  =  О (h) +  тш°), , =  О (h) +  xm«), \ |Г = 0 ( h )  +  т2).  (73)

Тогда схема (55) на любой последовательности неравномер­
ных сеток равномерно сходится со скоростью О (тш° +  hi), ho—
— max hi, при ст>сте. Это следует из (71) и (73).

1 <  i<JV
Рассмотрим вопрос о сходимости схемы (55) в классе раз­

рывных коэффициентов.
В дальнейшем будем предполагать, что
I. Функции k ( x , t )  и f ( x , t )  могут иметь конечное число раз­

рывов первого рода на прямых, параллельных оси координат О/.
II. Сетка &/,(/() выбрана так, что все линии разрыва функ­

ций k ( x , t )  и f (x,  t) проходят через узлы этой сетки.
III. В областях между линиями разрыва функции k ( x , t ) ,  

f ( x , t )  и u ( x , t )  достаточное число раз дифференцируемы, так 
что во всех узлах сетки 6 ft(/() имеют место формулы (63) — (65) 
и справедливы оценки

Hi =  О (h) +  тт °), ixf =  О {h) +  xm°), (74)

f 1) о Ф  0,5, 
t f - O p j  +  T*), m0 =  { 2) ст =  о д  (75)

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия  I— III. Тогда при  
а ^ > а е схема  (55), (56) в классе разрывных коэффициентов k, /  
на специальных последовательностях сеток &h (K) равномерно
сходится со скоростью О (тт ° +  hi), где ho=  max hi.

1 < г  < л /
Д ля  доказательства теоремы достаточно использовать (71) 

И (75 ) 'З а м е ч а н и е  1. Сходимость со скоростью О (xm° +  h0) 
в сеточной норме L 2(&h) имеет место при более слабом усло­
вии III:

P i =  0  ( h ) +  т " « ) ,  ф** =  О  [h] +  т2). (76)



Это следует из априорной оценки (29):

l|z/+ li < - 4 ^  max ( I l l ' l l  +  ( l ,  Ity**1 I]) при с г > а £. (77) 
V 8 0 < j ' < l

З а м е ч а н и е  2. Д ля  схемы с опережением (о — 1) равно­
мерную сходимость со скоростью О (т +  ho) можно доказать, по 
аналогии с п. 5, при помощи принципа максимума и метода ста­
ционарных неоднородностей. Верны оценки (39) и (30'), из ко­
торых, в силу (75), следует, что || г  ||с =  О (т +  hi).

7. Монотонные схемы для параболических уравнений общего 
вида. Рассмотрим для параболического уравнения общего вида 
следующую задачу в Д г  =  (0<Ся ^  1, 0

с(х,  t ) ~ = L u  + f {x,  t),

и (0, t) =  щ {t), ы(1, t ) -=u2{t), и(х ,  0) = и0(х), ^

L u ^ - ^ ( k { x ,  t) | j )  + r{x,  t ) j ^ - q { x ,  t)u,

0 <  Cj <  k [x, / ) <  с 2, c { x , t ) ^ c l >  0, q ^ O .

В § 1, п. 15 были получены монотонные схемы второго по­
рядка точности для стационарного уравнения Lu + f  =  0, разре­
шимые при любых h и г (х ) .

Чтобы получить для (78) монотонную схему, для которой 
справедлив принцип максимума при любых h и х ,  рассмотрим 
уравнение с возмущенным оператором L:

t ди 7 , с 7 д ( ,  ди \ , ди }c ( x , t )  —  =  Lu + f, Lu = v . - ^ [ k - ^ ) + r - ^ - q u ,

K =  ( l + / ? r 1, R  =  0,5/г | г \/k. J

Оператор L  при фиксированном t =  t = tj+y2 аппроксимируем 
разностным оператором (см. § 1, п. 15)

Л у  = к {аУх)х + b +a(+ l)yx +  b ~ а у - -  dy,
где
а =  A [k (х +  sh,  ?)], d  =  F [q (x +  sh,  ?)], b ± — F [r* (x +  sh,  ?)], 

r ± = r ±/k,  r+ =  0,5(r  +  | r  | ) > 0 ,  r - = 0 , 5 ( r - | r | ) < 0 .

Здесь А  и F те же шаблонные функционалы, что и в § 1; они 
обеспечивают второй порядок аппроксимации.

Д ля  уравнения (79) пишется чисто неявная (четырехточеч­
ная) однородная схема

р{х,  l ) y t =  K ( t ) y  +  ф,
у  (х, 0) =  «о(*)> У (0, t) =  и, (/), y ( \ , t ) =  щ (t).
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Коэффициенты р, ф вычисляются по тем же формулам, что и 
d, b±. Погрешность аппроксимации этой схемы, в силу построе­
ния оператора А (см. § 1, п. 15), есть г|) =  0 ( т  +  h2).

Так же, как и в предыдущем пункте, можно показать, что 
для задачи (80) с и\ =  и2 =  0 при любых h и т справедлива 
оценка

/
II Уи  ' 11с <  II */° lie + у -  * II Фг !'с>

' /'=0

где p„ =  m inp( .t ,  /). При этом существенно используется моно-

тонность оператора А (/) .  Из этой оценки следует равномерная 
сходимость схемы (80) со скоростью 0 ( x  + h2).

8. Цилиндрически- и сферически-симметричные задачи тепло­
проводности. При изучении процессов теплопроводности или 
диффузии в телах, имеющих форму цилиндра, естественно поль­
зоваться цилиндрической системой координат (г, ср, г).  Если тем­
пература не зависит от ф и z, то мы приходим к уравнению 
(обозначим х = г)\
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(k (X, i) х  -J^ )  + f  (х, t). (81)ди   1 д I и t .. j.\ .. ди\
dt x дх

В случае сферической симметрии уравнение теплопроводно­
сти имеет вид

ди 1 д ( и с.. л ..9 ди

~дГ <81'>

В § 1, п. 18 были изучены однородные схемы для стационар­
ных уравнений в сферической и цилиндрической системах коор­
динат.

Рассмотрим уравнение более общего, чем (81) и (8Г) вида

Т7- =  ?  1 7  (*"»<*•'> J f ) + '>■ 0 < * < 1 ,  О О ,  I ((j2)
и(х,  0) = u0(x), k (х, t) ^  ct > 0 .  j

При п =  1 получаем уравнение (81), при п =  2 — уравнение 
(81')- П ри х  =  0 ставится естественное условие ограниченности 
решения, которое дает

lim x nk ~  =  0, (82')
х->о ах

а при х  =  1 — обычное условие (первого или третьего рода),  
например,

« ( ! , * )  =  М О -  (82")



Разностную схему с весами для уравнения (82) можно, по 
аналогии с п. 1, получить интегро-интерполяционным методом. 
Оператор

Lu = -\i ~ ~  (xnk
хп дх \ дх 

при этом аппроксимируется разностным оператором

л  (0  У =  -pi (*"а (*> t) у я)х , х = х -  0,5/г, t =  t +  0,5т,

а(х ,  t) =  A [ k ( x  + sh, t)\
или

=  (*?-■/,а Л .  *),.(•x i

Задаче (82) — (82") ставим в соответствие схему с весами

yt =  Л (?) +  ф ,  0 <  х  =  ih <  1, t = jx  >  0, |
у(х ,  0) =  щ(х),  y ( l ,  0  =  j (83)

i/°) =  oy  + {l - а )  у. J

Формула для правой части ф дается ниже (см. (85)). Условие
(82') аппроксимируется разностным условием

аА  =ТVT+X) ̂  о - /о), /о = f (0, i). (84)

Погрешность аппроксимации условия (82') условием (84)

v =  а . ^ %  -  2 (п + \ )  К .  о ”  fo) =  0  №  +

1, о  =7̂  0,5,
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т ° “ \ 2 ,  0 =  0,5.

В самом деле, по аналогии с § 1, п. 18, убеждаемся, что

«4 =  0, {ku')о =  («о ~  /о)

(точка обозначает дифференцирование по t, штрих — дифферен­
цирование по х).

Учитывая затем, что

a i =  К  -f 0,5hk'0 +  О (/г2),

и х, о =  “ о +  0 +  0  № ) ,

u f  — {о — 0,5) тuvt +  0,5 +  их) =  (0, ?) +  О {| а  — 0,5 | т),
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получаем

v =  а ,и *  (0, t )  -  Y f r - f T) ( “ о ~  /о) +  О  (т т °) =

=  (£ы')о +  0 , 5 h ( k u ' ) Q 2 { п +  1) ( t l ° ~  f o )  +  О  ( А2 +  т т<Т) =

=  0,5А [ { k u ' i  -  ) +  О (А2 +  т " Ч

v =  О  (А2 +  т ш°).

Д л я  решения системы разностных уравнений (83), (84) мож­
но применить обычный метод прогонки.

Напишем условия для погрешности z  = у  — и:

z t =  Л (?) z<a) +  "Ф, z{x,  0) =  0, z ( l ,  /) =  0,

п ?;(0) = ---- —---- Z  —  V
I X, 0 2 ( п +  1) t , 0

где гр =  Л  (t) и ^  +  ф ut, v =  2(п+  1) 0 O'
Пользуясь уравнением баланса на промежутке (*;-y2, Х\+7,) 

для уравнения (82) при фиксированном t = t (ср. п. 1 ), преоб­
разуем гр к виду

гр =  -рг ( х пц)х +  гр*, ц =  а и р  ~ ( k u ' ) x=i .,

(
х  +  0,5/i \  / х  +  0 ,5Н  \

Ф - s j r  J  /(! ,<-)?“ «  -  |
х-0,5 h 1 V *-0,5  h 1

Правую часть ф будем определять по формуле

Ф =  ( l  +  ?), « = 1 , 2 ,  (85)

т. е. ф =  /  при п =  1, f  =  ( l + - y ^ 2- ) f  при п — 2.
Из формулы (159), § 1 следует

г|)* =  ф +  гр**, гр** =  О (А2 +  г 2), 

т =  -5*1 / д *и _  J L )
^  \2х \дх дt дх J '

Таким образом, для гр получаем представление

Ф  =  J n  (Хпц)х +  ф  +  i p ” ,  ( 8 6 )

где
=  О  (А2 +  xm<r), гр =  О (A2/ * ) ,  ip О (h 2 +  т2),



Рассмотрим схему с опережением (сг=1) и покажем, что 
при п =  1, 2 она равномерно сходится со скоростью 0 ( x  + h2), 
если выполнены условия (86).

Представим z  в виДе z — v + w,  где w = w ( x , t {) решение 
стационарной задачи

Ат2) = ^п (xna w x)x =  ~  р г  {хпц)х -  гр, 

a\WXt0= ~ v ,  w N =  0.

Этими условиями w (x ,  tj) определяется для всех t t >  0. До­
определим w(x,  t) при t =  0, полагая w(x,  0) = w(x ,  т) или 
w t (x, 0) =  0.

Д ля  v(x ,  t) получаем условия
У/ =  Лу +  гр, тр =  гр”  — w f, v N = 0, 

aivx, a= - v ,  v =  w f, о, v (x, 0) =  -  w (x, 0).
-В § 1, n. 18 для w получена оценка

11$ l l c < M o ( ( l .  h l j + l l l ' p l l c  +  l v - ' n i  I). (87)

Напишем уравнение для w t:

■pf (x awtx)x =  ~рг (x ц)х ipf,

Л =  %  +  a i W x>

aiwtx,a=-v,  v — fjj =  (v —

Нам понадобится оценка | a w x |, так как

(1, I л П < ( 1 ,  hf|] +  c3(l, \аге>я\].

Из уравнения для w находим

X? . 1
-  ^  h
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I M i  I
xi fc-i

<  I \  I +  H i  -  v I +  2" || jcip He,
так что

(1, |ай У * |]< |Л 1  -  v |  +  2 " | |гф | |с +  (1, | ц |].

Д ля  оценки wt воспользуемся неравенством (87):

I K I I ^ M 1’ И/1] + сз(1> la^ ] + H 4  + |(v _ 4 | >
Предположим, что k( x ,  t), f ( x ,  t), u(x ,  t) имеют столько 

производных, сколько требуется для выполнения условий

| v | +  |v f | =  О (т2 +  /г2), | TJI +  | rif ) =  О (тт ® +  h2),



Тогда будем иметь
|| w t \ \ c < M { h 2 +  x m o) .

Д ля  оценки v воспользуемся принципом максимума. Запи­
шем уравнение (82) в виде

v l/ x - A v i = F i, F ^ v j x  + tyi, / =  1 , 2 ........../ / - 1 ,
vN =  0, =  w t< t +  ф "

Vo/x -  2 (n +  1) a{vx, o/h =  F0, Fa =  v0/x +  -ф0,

Фо =  Wt,Q‘

В силу теоремы 3 из гл. I, § 2 имеем

II W/ + 1  I I c < t | | ^ I I c < I I w / IIc +  t | |  ш< | | с  +  т | |  1|з** II,

I I  v ’ + 1 Н е  <  I I  W (х,  0 )  Н е  +  2  X ( II w ’t Н е  +  II $**’ | с ) ,
/' = 0

где || v ||с =  шах | v t |.
0 <  i <  N

Подставляя сюда оценки для || w ||с , ||ш<|1с> II ■ф** II, находим
II v / + l  Не =  0 ( / г 2 +  х ) .

Тем самым доказано, что схема  (83) — (85) при а =  1 равно­
мерно сходится со скоростью О (т +  А2):

II Z1 Не =  11 г / ' - « ' | | с < М ( т  +  /г2) .

9. Третья краевая задача. Рассмотрим краевую задачу 

■^- =  Lu  +  f ( x , t ) ,  Lu = -§r (k (x ,  О - f j ) ,  0 < х < 1 ,

k (0, f) =  p, (0 и (0, f) -  |x, (/), p, >  0,

- k ( l ,  t ) ^ ^  =  p2( / ) « ( l ,  /) -  1*2 (/), p2> 0 .

В § 1, n. 16 было получено разностное условие третьего рода для 
стационарного уравнения Lu  +  f  — 0. Формально переход от ста­
ционарного к нестационарному уравнению можно рассматри­
вать как замену /  на /  — — . Применяя этот прием при выводе
разностных условий, аппроксимирующих краевые условия тре­
тьего рода, приходим к следующей разностной краевой задаче:

Ut =  Л (?)(оу -f- (1 сг) г/) -f- ф, 0 <  л;; = //г <  1, t, = j x>0,
а \ (0  И * .  1 +  (1  —  or) yit ,) =  р, (?) (< т£ 0 +  (1 -  а) у0) +  Д, (? ) +  0,5hyu 0,
~ a N {t){oyx>N + { \ - o ) y ^ N) =

— Рг (?) ia$N +  (1 ~  °0 Un) +  Й2 (?) +  N,
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Здесь
£ i =  !-4 (?) -  0,5/г/(0, ?),

Дг =  М'З (?)— 0,5h f  (1, t ), t =  tj +  0,5т.

Приведенная выше схема имеет точность 0 ( т 2 +  /г2) при а  =  0,5, 
О (т +  /г2) при а >  0,5.

Запишем эту разностную схему в виде, пригодном для при­
менения метода прогонки:

2 1 2  ГЛ. ! ! ! .  О Д Н О Р О Д Н Ы Е  РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ |Ю

где

= ~  F > h  = K\iJ\ + v b #JV =  M/V-1 + v 2,

_________at (?)________  _  ________ aN CO_________
a, (?) + (0  + A2/(2ax) ’ * 2 ~  (?) + h$2 (?) + h2/(2ax) ’

(1 -  Of) ( a ,  (?) yXi , -  p, (?) i/0) + 0,5hyQ/x -  p,,

V. =
1 a  ( a ,  {t)jh +  p, (f) +  /i/(2ax)) ’

(1 -  a) ( -  ад, (?) у -  ft2 (?) ул,) + 0,5hyN/x -  fr2 
V2 ~  a  ( a N ( t) /h  +  p2 (?) +  Л/(2<тт))

F =  ((l - a ) A ( t ) y  + y/x + y{t ) )o - 1

Прогонка устойчива, если cr>0, так как 0 < х , < 1 ,  0 < и 2< 1 .
10. Периодическая за д а ч а .  Рассмотрим задачу о распро­

странении тепла в однородном тонком круговом кольце
0 <  ф <  2л радиуса г0:

Т 7  =  4  Т Т »  0 < Ф < 2 л ,  Г>  0, и (Ф, 0) =  «о (Ф).
dt Гц (Эф

Для однозначного определения и ( ф, ^) должно выполняться 
условие периодичности

н ( ф + 2 я ,  #') =  « ( ф, Г) для любого ф е [ 0 ,  2л], 

которое можно заменить условиями сопряжения в точке ф =  0:
_ ди

<р =  0+0 Ф - 2Я -0

Заменой переменных
д: =  ф/(2л), t = a2t ' /  (2nrl),

преобразуем отрезок 0 ^ ф ^ 2 л  в отрезок 0 ^ д : ^ 1 ,  а уравне­
ние — к виду

- § - = - 0 - .  t > 0 ’ «(*> 0) =  «0(*),

м (о  +  о,  0  =  м (1 -  о ,  0 .

и (0 +  0, / ') =  и (2я -  0, О .  J J -



Введем сетку
= { Xi  = ih, i =  0, 1, . . . ,  N, h =  1/Л'} 

и напишем простейшую неявную схему
Уг ~  &хх> 0 < х  =  /Л < 1 ,  t — j x >  0, у( х ,  0) =  и0(х). 

Первое из условий сопряжения «(0  +  0, t) = u ( l — 0, t) дает

Уд =  У S'
Второе условие аппроксимируется, по аналогии с § 1, п. 19, 

уравнением у и 0 =  уХх 0. При этом точки х =  0 и х =  1 считаем 
совпадающими и ставим условие

Уы+1 =  У\'
Таким образом, разностную схему пишем во всех узлах 

i — 1, 2, . . . ,  N  сетки a h, учитывая условие периодичности 
Ук+ 1 =  У\ при написании схемы в узле i = N.

Аналогично ставится разностная задача и для уравнения с 
переменными периодическими коэффициентами

и (х, 0) =  н0 (л:), 0 ^  х ^  1

и периодическими краевыми условиями (условиями сопряже­
ния)

u(0  +  0, t) =  и(1 — 0, t), k ~  = k ~
V дх *=0+0 дх *-l-0

Все функции k{ x , t ) ,  f ( x , t ) ,  и0(х) периодичны с периодом 1,
так что и0(х +  1) =  и0(х),  f ( x  +  1 ,0  =  f i x > О, +  1 , 0  =  k(x,  t).  

Коэффициенты k(0  +  0, t) и k(  \ — 0 , 0  могут быть различны:
k(0  +  0, О Ф k ( \ — 0 , 0 -  При этом производные ~  разрывны:
<Эк (0 + 0, /) , ди (1 — 0, t) и  Л
—  дх--- —  дх------ ’ Если отождествить концы х  — 0 и
х =  1, то условия периодичности можно трактовать как условия 
сопряжения в точке разрыва коэффициента k ( x , t ) .  После этого 
становится понятным, что схему надо писать во всех узлах i =  
=  1,2, . . . ,  N  с учетом условия y N+l =  у\. В результате получим 
однородную схему с весами:
y t = A ( t ) y W  + y ( x , t ) ,  x = ih, i =  1, 2, . . N,  ? =  (/ +  0,5) т,

У(х,  0) =  и0(х), Уы+\ — У\> Уо-Уи*  
где А у  — (а (х , t) у ^ х и коэффициенты а и <р находятся по обыч­
ным формулам, например,

ai =  ^i-1/г’ Ф; =  г-0 +  f  1+о)’
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Написанные условия однозначно определяют решение. Эта 
схема имеет аппроксимацию 0 ( т 2 +  |сг— 0 ,5 |т  +  /г2).

Полученная относительно у  задача вида

^iUi—i ^iUi +  i+\ ~  F i, i — 1, 2..........N,
У м + \ = У и  Уо =  Ух ,  A t =  a x a j h 2, Ci =  A i  +  A l+J +  l

решается методом циклической прогонки (см. Дополнение, § 3).
Д ля исследования вопроса об устойчивости и точности сле­

дует рассмотреть пространство Н  сеточных функций у ( х ,) , з а ­
данных при г = 1 , 2 ..........N, N  +  1 и удовлетворяющих условию
периодичности y N+i = у\, y N = у 0.

N

В Н  вводится скалярное произведение (v , w) =  2  v^Wih и 
_____ i=i

норма [| v || =  V (v, v).
Пусть Ay =  —Ay при y<=H.  Д ля  А справедливы формулы 

Грина и А =  Л * > 0 .
Так как А >  0, то для получения априорной оценки надо 

воспользоваться замечанием к теореме 11, гл. VI, § 1. Вводя 
оператор А '  =  А +  вЕ,  где е >  0 — произвольное число, не зави­
сящее от h и т, получаем

{А'У = А ' ^ г Е .

Т ак  как А ' липшиц-непрерывен по t (в силу условия 
^Ссзк),  то для решения периодической задачи верна оценка

< М 1 II ц о!1лмо) + м 2 ш а х  ||ф/'||,
I V  У1 О < / ' < /

если
_  1 1 — 8О ^ а е -  2 т || А> и»

где \\А'\\ <^4//г2 +  е, М\  =  const >  О, М2 =  const >  0 не зависят 
от /г и т.

При этом же условии <т^><те имеет место неравенство

|| у'+11 |<  Mi || иа || +  М2 шах || ф'' ||.
о < / ' < /

При а =  1 для нашей разностной задачи справедлив прин­
цип максимума при любых т и h, из которого следует равномер­
ная устойчивость по начальным данным и по правой части, а 
также равномерная сходимость со скоростью О (x + h2).

11. Квазилинейные уравнения. При изучении высокотемпера­
турных процессов необходимо учитывать зависимость коэффи­
циентов теплоемкости и теплопроводности от температуры.
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Рассмотрим уравнение

С(Х, и)~дГ= ~дХ [k (X’ U) ~ d x ] + ^ X’ W)> |
c(x,  t, u ) >  0, k (x ,  t, u ) >  0. j

В неоднородной среде k, с, f  могут быть разрывными функ­
циями х  и и (для разных веществ зависимость k, с, f  от и может
быть различной). Уравнение (88) при k =  k(u ) ,  с =  с (и), f  =  f (u)
может быть приведено с помощью замены искомой функции:

U
v =  J k ( l ) d l  к виду:

о

+ m

Д ля решения квазилинейных уравнений метод конечных раз­
ностей практически является единственным методом, позволяю­
щим эффективно найти решение. Д ля квазилинейных уравнений 
использование явных схем нецелесообразно, если к (и), с (и) яв ­
ляются быстроменяющимися (например, степенными) функция­
ми температуры. Условие устойчивости

т _ 1 min с (и)

К1 2 max k (и)

требует мелкого шага по времени, определяемого часто значе­
ниями функций к, с в небольшом числе узлов. Поэтому приме­
няются безусловно устойчивые неявные схемы.

Рассмотрим сначала уравнение (89) с f  (v) =  0. Для его ре­
шения используют нелинейную (относительно yi+l) разностную 
схему

ф (у,+ |) - ф (у/) /+[
т  Jxx  ■

Чтобы отыскать решение этого разностного уравнения, можно 
использовать итерационный метод

(S) (S) ( S + I )  (S) (5 + 1)

q>(yi+[) -q>' (yi+[) (y!+[ -  у 1+[) -  4>(yl) = ryL+l,

(s+l)
где y i+l — значение ( s - f l ) - f t  итерации функции уЗ+К В каче­
стве начальной итерации выбирают значение функции у на пре-

(■5 + 1)

дыдущем временном слое. Значения у !( + 1 находятся методом
прогонки.
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Рассмотрим теперь два типа чисто неявных схем (схем 
с опережением, о — 1) для простейшего квазилинейного урав­
нения теплопроводности

- w  = ~ k { k M- J f W ( w>’ v < t < T ,  I
и (x , 0) =  н0 (x), и (0, t) =  щ (t ), u (1, 0  =  «2 (0,

(90)

где k ( u ) >  0. 
Схема a):

ai+\(у)- <*i (у) h
Схема 6):

Vi-уi _ 1

где

ai+d ( l ) h ± 1 F l L - a M  У1 +  (92)

at (v) =  k ( °* У1 =  У{+1> У1 =  У{-

Сравним эти схемы. Погрешность аппроксимации этих схем 
0 ( r  +  h2). Обе они абсолютно устойчивы. Схема а) линейна 
относительно значения функции y i+l на слое tJ+u и значения 
функции y 1+l находятся по значению функции y i  на слое t j ,  на­
пример, методом прогонки. Поскольку схема а) абсолютно 
устойчива, шаг т выбирается только из соображений точности. 
Схема б) нелинейна относительно функции у-,'+| и для нахожде­
ния ее решения используется метод итераций. Итерационный 
процесс строится следующим образом:

(s+l)

у - У
h

(s)
( + i ( у )

(s + l)

У 1+1

(s+l)
- y th

(s )

- a t (y)
(s+l) (s + l)

V t - V l - 1 (s )

(s + l)
Относительно у  разностная схема оказывается линейной. 
В качестве начальной итерации берется функция у  предыдущего

(0)

шага по времени: у =  у .  Итерационный процесс для большин­
ства встречающихся на практике коэффициентов k и /  сходится. 
Практически оказывается достаточным сделать две-три итера­
ции. Д аж е  в том случае, если итерации не сходятся, для повы­
шения точности схемы оказывается полезным сделать две ите­
рации. При счете по итерационной схеме (92), (93) задают либо 
число итераций, либо точность сходимости итераций е и требуют 
выполнения условия

( S + l )  (S)

m ax | y t - y t l ^ e ,  
i
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Недостаток схемы (92), (93) в том, что счет интераций тре­
бует удвоения числа занимаемых в машине ячеек памяти по

(S+1)
сравнению со схемой а), так как для вычисления у  нужно

(s )
«помнить» у  и у.

Д ля  нахождения значения функции yi+l по функции уз при 
счете по схеме (92), (93) нужно сделать несколько итераций, 
а при счете по схеме а) значение yi+[ находится сразу.

Поскольку обе схемы абсолютно устойчивы и имеют одина­
ковый порядок аппроксимации, то казалось бы, что и в этом 
отношении схема а) имеет преимущество перед итерационной 
схемой б). Однако это не так.

Практика показала, что для получения одинаковой точности 
счета по схемам а) и б), схема б) позволяет использовать на­
столько более крупный шаг по времени, что несмотря на необ­
ходимость итераций, это приводит к уменьшению объема вычис­
лительной работы.

Можно использовать схемы, имеющие второй порядок ап­
проксимации по пространству и времени:

У, =  Т  [(« (У) У*)х + (а (У) У,)х] +  f  ( A j J L )  •

Однако такие схемы имеют недостаток, они — немонотонны, 
что приводит часто к появлению «ряби». Д ля получения хоро­
ших. результатов в этом ^
случае нужно выбирать до- У '
статочно мелкий шаг по
времени.

В случае уравнений (88) 
со слабой квазилинейиостью, 
при k = k ( x , t )  ,f =  / (и),  с =
— c(x,  t) иногда исполь­
зуются так называемые схемы предиктор-корректор,  дающие 
точность 0 ( т 2 +  /г2). Приведем пример такой схемы при с =  
=  k =  1, f  = f (u )  (рис. 7):

У  

У ■

-tj+l

'tj+j

3*1 3*1+1
Рис. 7.

= &Xx + f(y) ,  y  =  y(t,+y,),
у - У  
0,5т

+  y * x )  +  f W ) -

(94)

Мы не будем останавливаться здесь на теоретическом иссле­
довании указанных выше схем (91) — (94) (см., например, 
А. А. Самарский [3], Дуглас и Джонс [1]).

П р и м е р  1. Т е м п е р а т у р н ы е  в о л н ы .  Встречаются 
задачи, в которых k ( u ) ~  0 при и =  0, k(u)  >  0 при и >  0, напри­
мер, k ( u ) = x u a. В этом случае может существовать фронт
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п дитемпературы и = О, на котором производные терпят разрывы,

а поток — k (и) непрерывен. Распространение фронта будет

происходить с конечной скоростью i ( t )  (так называемые тем­
пературные волны). Задача  при k(u)  = xu a, f  = 0 имеет авто­
модельное решение. Д ля расчета температурных волн А. А. С а­
марским и И. М. Соболем [1] применялась схема б), которая яв ­
ляется схемой «сквозного счета» и не предусматривает выделе­
ния точек слабого разрыва. В качестве начальных и граничных 
условий задавалось точное автомодельное решение. Всюду, кро­
ме нескольких ближайших к фронту узлов, отклонение сосчи­
танного решения от точного оказывалось малым (не превосхо­
дило 0,002 при jV =  50, т =  2 -1 0 '4, к  =  0,5, а  =  2, |  =  5, число 
итераций не превосходило 3, t <  0,2). Локально-одномерным 
методом (см. гл. VII) проводились расчеты многомерных тем­
пературных волн. Изучение сходимости разностных схем для 
расчета температурных волн проводилось В. Ф. Баклановской [11- 

П р и м е р  2. З а д а ч а  о ф а з о в о м  п е р е х о д е  ( з а д а ч а  
С т е ф а н а ) .  Пусть имеется две фазы с коэффициентами тепло­
проводности и теплоемкости k\ (и),  k2(u) и с\(и) ,  с2{и). В ка­
ждой фазе температура удовлетворяет уравнению

S - 1 .  2. (95)

Н а границе раздела фаз температура постоянна и равна тем­
пературе фазового перехода, u ( x , t )  = u*. Скорость движения 
границы фазового перехода |  удовлетворяет уравнению

, ди 

1 дх

, ди 

- дх
=  - я - § -  

= 1 - 0  dt

если в первой фазе и <  и*, во второй фазе и >  и*.
Вводя 6-функцию, уравнение (95) (с учетом условий на гра­

нице фазового перехода) запишем в виде

и « ) + и ( и - * • > ) - £ - £ ( * ( « ) £ ) .

I С, (и), и < и \  J k x{u), Ч<и",
С ' ~  1 с2 (и), и >  и*, ' 1 k2 (и), и >  и \

Д ля решения задачи Стефана применяется метод сглаж ива­
ния: 6-функция заменяется 6-образной функцией 6 (и — и*, А), 
отличной от нуля лишь на интервале (и* — А, и* +  А) и удовле­
творяющей условию нормировки

и*+Д
( 6 (и — и*, A ) d u =  1. 

д
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Сглаживая на интервале (и* —  А, м* +  Д) функции h ( u ) ,  k2(и),  
С\(и), с2(и),  получаем квазилинейное уравнение

- , , ди д !  I- , ,  ди \

С ^ ~ д Г ~ ~ д х  И х  ) *

для решения которого можно использовать описанные выше 
схемы. Разностные методы решения задачи Стефана рассматри­
вались, например, в работах А. А. Самарского, Б. Д. Моисеенко 
[1] и Б. М. Будака, Е. Н. Соловьевой, А. Б, Успенского [1].

§ 3. Однородные разностные схемы для уравнений 
гиперболического типа

1. Однородные разностные схемы. В прямоугольнике
Б т =  [0 <  х  <  1] X [0 <  / <  Т]

будем рассматривать первую краевую задачу для уравнения вто­
рого порядка гиперболического типа

^  =  Lu +  f ( x ,  t), I M =  -JL(fc(*, ( x , t ) ^ D T, (1)

u(x ,  0) =  u0(x), du ° -̂ =  й0 (x ), «(0, #)  =  « i(0 .  u { \ , t )  = u2(t), (2)

0 <  C[ ^  k (x, t) ^  c2, (3)
где DT =  (0 <  x  <  1) X (0 <  t <  Т].

К ак обычно предполагаем, что эта задача  имеет единствен­
ное решение, непрерывное в замкнутой области Бт и обладаю­
щее требуемыми по ходу изложения производными.

Допускается, что коэффициент k(x,  t) (и f (x ,  t ) )  может иметь 
разрывы первого рода на конечном числе прямых, параллельных 
оси координат Ot  (неподвижные разрывы). Проведем изложе­
ние для случая одной линии разрыва х  =  | ,  на которой выпол­
няется условие сопряжения (непрерывность функций и n k —̂ j :

[ы] =  ы(£ +  0, t ) - u ( l - 0, 0  =  0, [ * -§ £ ]  =  0 при х  = \ .  (4)

Пусть о  к = {xt, i =  0, 1, . . . ,  N , x  о =  0, Xjv =  1} — произвольная 
неравномерная сетка на отрезке а>х =  {tj =  /т, /  =
=  0, 1, . . . ,  /о} — равномерная сетка на отрезке 0 ^  t Т, ©ftT =  
= & h X  ю-с— сетка в прямоугольнике D T■ Построение однород­
ной схемы для  задачи (1)— (3) начнем с аппроксимации Lu + f  
разностным оператором А и  +  <р =  (а (х, t) ия)к +  <р при фиксиро­
ванном t е  ( O f

Заменяя Д^- ~ и ц ,  Lu  +  f ~ A ( t j)uS'Jь(Тг) +  ф, где 
at t~tj

a,) =  +  (1 — a, — a2) и +  а2й,
A ( t j )u = {a(x, tj)ux)v  u =  u!, й =  и!~1, й =  и1+1,



получаем однородную трехслойную схему с весами

=  л  (^/) У(СТь аг) +  ф. (5)

Коэффициент а берем на среднем слое t = t f.
X2Подставляя в (5) у  =  у + %у° +  - у  у и , у  =  у  -  ту о + 0,5т21/й, 

где у о = ( у ~  у)/( 2т), у и =  ( у - 2 у  + у)/т\  получим =  у  +
+  (a, — <*2)тг/° +  0 ,5(0 , +  сг2) т2уи , после чего запишем схему (5) 
в виде:

[е  -  - ~ ■ ° 2 т2Л^ у и -  (о^ -  в 2) тЛг/о =  А у  +  ф, (6)

где Е — единичный оператор. При 0 \ = а 2 = о получаем симмет­
ричную схему

(Е -  ах2А) у и =  А у  +  ф (х, t), 0 <  t =  /т, (7)

изучением которой и ограничимся.
Краевые условия и первое начальное условие удовлетво­

ряются точно:

У (0, t) = u {(t), у  (1, t) = u2(t), у (х ,  0) =  щ (х). (8)

г, ди (х, 0) _ , .
Второе начальное условие — щ—  =  и0(х) можно аппрокси­

мировать двумя способами. Один из способов указан в гл. II:

y t (x, 0) =  «„(*)> где h0(*) =  «0 (*) +  0 ,5 t(L « 0 +  / W  (9)

Он имеет второй порядок аппроксимации по т.
Второй способ состоит в гом, что для определения у { т) пи­

шется разностное уравнение

(Е -  ах2А  (0)) y t (х, 0) =  щ  (х) +  0,5т (Л«0 +  /  (х, 0)). (9')

В результате задаче (1) — (3) ставим в соответствие одно­
родную разностную схему, определяемую условиями (7) — (9) 
(или (7), (8), (9 ')).

Эта схема является трехслойной. Для вычисления значения 
У =  y i+' на новом слое надо знать значения у'3 и у 5-1 на двух 
предыдущих слоях. Н а каждом новом слое t =  tj+i решается 
(методом прогонки) краевая задача относительно у  =  г/-»41:

{Е — сгт2Л) y = F, 0 < х  = i h < \ ,  у0 =  йь y N = й2, |

F (t) =  2у -  у  -  т2Л ( (2а -  1) у -  ау)  +  т2ф, t >  т, I (10)

F  (0) =  щ  +  т2 (0,5 — a) Л  (0) иа +  тщ (л) +  0,5т2/  (х, 0). J

2 2 0  г л - IH- О Д Н О Р О Д Н Ы Е  РА ЗН О С Т Н Ы Е  СХЕМЫ [1



2. Погрешность аппроксимации. Пусть u ( x , t )  — решение з а ­
дачи (1) — (3), у(х . ,  t f) = у( — решение разностной задачи 
(7) — (9). Напишем, как обычно, уравнение для погрешности 

z{ = y [ - u { ,  где u[ = u { x v t ;).

Подставляя у = z  + и в (7) — (9), получаем
(Е — сгт2Л) zu  =  A z  +  t|) (х, t), 0 < х < \ ,  t >  О, 
z{x ,  0) =  0, 2 (0 , t) = z (  1, t) =  0, 

z t (x, 0) =  v (х),
где

■ф (х, t) = A  (t) и — ии +  a t 2A u lt,
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(П)

v (л:) =  0,5т (Lm0 +  f){=Q +  и0(х) — щ(х,  0), j

— погрешности аппроксимации (на решении задачи (1) — (3)) 
уравнения (1) и второго начального условия соответственно.

Если k(x,  t) и f (x ,  t) имеют конечное число неподвижных раз­
рывов, то сетку а* =  &н (К) выбираем так, чтобы линии разры­
ва проходили через узлы этой сетки (ср. § 1 и § 2, п. 6).

По аналогии с § 1 и § 2 преобразуем выражение для t|) к виду

ф =  %  +  (13)
где

/ ди \ h\ (  df d3« \

\ =  a iUx, i ~  \k ~ d x ) i_ 4i +  вх  a i UUx, i +  ~ 8~ ^д7  -  d t2 dx j i ’

=  О (т2 +  fi2). (15)
Д ля этого возьмем уравнение (1) в момент t = tj и проинте­
грируем его по я в пределах от Xi-ч, до *<+у2:

x i + 4t

( * £ ) „ , . ■ " ( * £ ) „ „ .  „ +  j Н х • t i ) d x ~

Xi + 'U
д2и (x, tj)

l ■dx =  0. (16)dt2 
xi~'U

Разделим это тождество на hl и вычтем его из правой части 
формулы (12) для г|5;:

Ь  =  [a i u x, i +  г “  [k

- % , i  + J [ f i x ,  t i ) - ~- U(dX{2— ) d x .  (17)

i

xi + 4г

xi~4,



Коэффициенты a t и фг определяются при фиксированном t  =  t }  
по формулам § 1, п. 13.

Пусть x t — точка разрыва k  и /. Возьмем простейшие фор­
мулы для а { и ф;:

ai =  ^ i -Чг’ ^  =  ' }f‘ ' > f f = f { x i ± 0 )- ( 18)

Воспользуемся формулой (87) § 1, п. 13 при а =  Vs-
д^иУчитывая, что непрерывна в точке разрыва k ( x ,  t), на­

ходим
*«+'/г

+  l ( h

2 2 2  г л - H I .  О Д Н О Р О Д Н Ы Е  РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ [3

dt2 /< +  8 (/** 1 ал; д* ) г / л  г +  0  (й?)-

Подставляя это выражение в формулу (17), получим 
(13) —(15). Из (14) видно, что

% =  О ( Щ +  х2), \ { =  О {Щ  +  т2). (19)

3. Устойчивость и сходимость. Чтобы не завышать требова­
ний гладкости коэффициентов и решения при оценке порядка 
точности схемы (7) — (9), используем различные априорные 
оценки для операторно-разностной трехслойной схемы

Dztt + Az =  (t), t =  jx >  0, 1

z(0) =  0, z,(0) =  v. J (20)

Здесь D, A — линейные операторы, заданные на гильберто­
вом пространстве Я  (см. гл. VI ) ,  z ( t )  и г|5(/) абстрактные функ­
ции t е  сот со значениями в Я, v — элемент Я. В нашем случае

о

Я  =  Q — множество сеточных функций, заданных на &h и обра­
щающихся в нуль на границе, при х = 0 и х  =  1. Скалярные 
произведения имеют вид

ЛГ-1 (V- 1 N

(z, V), =  2  ZiVfii, (z, v) =  2  ZiVjii, (z, v] =  2  z ^ f a .
i=l i=1 i=1

Будем использовать следующие нормы:

|| г  Не =  шах | 2  (*) I, || 2 1| =  Y ( z ,  z)t , || г  ||л =  1/ ( A z ,  z ) .

В нашем случае операторы А  и D, как показывает сравне­
ние (7) и (20), равны

Л =  -  Л, D =  £  -  ах2А  = Е + ах2А.



Оператор А — самосопряженный и положительно определен­
ный, А 2с\Е,  для его нормы верна оценка (см. § 2, п. 6)

M I K ^ i n .  Ашш =  , min h r1 < t

Схема (20) устойчива при условии (см. гл. VI, § 2) 

£ > > - 4 “^ т2-4 или (°У> У ) > - Ч г  %2(а У’ У),

где е >  0 — произвольное число, не зависящее от h.
Это условие или

D -  тМ  =  Е +  (а -  i ± ± )  А 4  >  ( - J L -  +  (а -  + ± ± )  г2) а > 0
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будет выполнено при

_ 1 + 8 НттО О о
е 4 4т2с2

В гл. VI, § 2 будут получены следующие оценки для за­
дачи (20):

l lz/ +1H ^  ( | |2 /(0) | |Д(х, +  2 тИ ‘ |1д - . ( <л)) ,  (21)

(ЧУ№ + ' \ \ л „ л <

< М / Ч 1 - ( II2( (0 )Но„  +  оm a x Д | | + ‘ ||л - 1 (,t) +  II 1,,- ,((>)))- (22)

Эти оценки имеют место для схемы с весами (20), если 
а сге и | at | ^  с3а.

В § 2, п. 4 для равномерной сетки были получены оценки, 
которые в случае неравномерной сетки принимают вид

! | z | U > l / c i  ||Zjc]| > V c i  II 2 Не,

II ■'HU-1 =  II %  L - 1  ^  7 =  II ^ 1 1 4 ^  Ч4- 1 <  y = -  II лЛ при ч> =

(23)

то

Так как D  самосопряженный оператор и

D = Е + a t 2 А  =  Е +  (сг — сге) т2 А +  сгетМ  ^  

> £  +  0 , 5 т М - - | = у Л > е £ ,

е У е



Представим решение z  задачи (11) —(13) в виде z  = v + w, 
где v и w удовлетворяют условиям

v tt =  Ло«®> +  ц. ,  v (х, 0) =  v t (х, 0) =  0, v0 =  v N =  0, j

Wit =  Лш(а) +  i]3*, w (x ,  0) =  0, w t {x, 0) =  v (x), ш0 =  шд, =  0. J

Из (21) —(23) следуют оценки для v и w:

11а/+11 ! с < - ^  max ( I h l  +  |К-]|)> (21')У e о < k < / 4

II ш '+ ‘ lie < y = r  (II V (х) IId +  2  T|| *•** II) > (22')

2 2 4  г л .  m .  О Д Н О Р О Д Н Ы Е  РА ЗН ОС Т НЫ Е СХЕМЫ (3

k=i

где || v Ц2, =  ( (E + ax2A) v, v), =  || v |p +  0 т2 (a, v|].
Т е о р е м а  1. Пусть k (x ,  t) и f (x ,  t) имеют разрывы первого  

рода на конечном числе прямых х  =  gs, s =  1, 2, . . . ,  s 0, парал­
лельных  оси координат Ot, а в областях

~  ^  Х ^  ^s + l> 0 <   ̂<  ^о)’ 5 =  0> 1, • • •. so> £0 =  0, l Sa+i =  1

коэффициенты k(x,  t),  f (x ,  t) и решение и (х , t) являются столь 
гладкими функциями , что выполнены условия  (19) и (15). 
Тогда, если выполнено условие  (22), то схема (7 )— (9) на спе­
циальных последовательностях неравномерных сеток &н{К) ра в­
номерно сходится со скоростью О (т2 +  Лц), так что для  реше­
ния задачи  (11) имеет место оценка

II zi  ||с =  II у ’ -  и 1 ||с <  М  (т2 +  Л2), где \  =  max h r  (25)
1 <  i <  N

Для доказательства теоремы достаточно воспользоваться 
априорными оценками (21') и (22') для v и w и учесть соотно­
шения (15) и (19).

З а м е ч а н и е  1. Теорема 1 сохраняет силу, если вместо (7) 
взять схему

(.Е  - ох2А )  у и  = А у  + ф, (26)
где А у  =  уи —постоянный оператор (регуляризатор, см. гл. VI,

§ 2). В этом случае А  =  — Л, R — — оА, D =  Е + x2R. Д оста­
точное условие устойчивости (21) будет выполнено, если

а = (1+е)с2/4. (27)
При оценке погрешности аппроксимации для этой схемы изме­
нится лишь формула (14) для tj; вместо от?аиш надо написать 
ох2иш,  где а  есть (27).



В гл. VI, § 2 для схемы (20) при D = Е + от2А получена 
априорная оценка

IIZ/+1II <  4^11  z t (0) ||б +  max [ | | ( Л - 1-ф)й ! +  [ |U _ 4 ) f  [| ], (28) У е и У е о < * < /  1 М1 1

где D  = А~1 +  ах2Е. Она верна при условиях:
1) A( t )  = A* ( t ) >  О,
2) а >  ае, аг =  ~  и 0  >  0,
3) A( t )  удовлетворяет условию Липшица по t с постоянной 

с3 >  О,
4) т < 1 / ( 2 с 3).
Априорная оценка (28) может быть использована при выяс­

нении порядка точности схемы (7 )— (9) на произвольной по­
следовательности сеток, когда точки разрыва k и /, вообще го­
воря, не совпадают с узлами сетки сол. Выражение A ~ {ty — w 
есть, очевидно, решение задачи

Aw  =  if> или (а ( х , t) Wx)x =  — i|5(x, t), wQ = w N =  0,

a { A ~ x$) t = wt.
В § 2 получены оценки для w и w t в случае t|) =  цх:

| | ш | | с < М ( 1 ,  И | ] ,  | | ш , | 1 с < ^ { ( 1 ,  I r j | ]  +  (1,  | % | ] } ,  ( 2 9 )

где М  — положительные постоянные, зависящие только от сь 
с2 И Сз.

Оценки (28) и (29) используются для доказательства того 
факта, что схема с весами (7) — (9) сходится в классе разрыв­
ных функций k и f  при сг^>сге в сеточной норме Ь2(а>н) с той 
же скоростью по h, что и соответствующие стационарные задачи

Аш =  — t|), A d =  —

Порядок точности по т есть 0 ( т2).
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Глава IV

РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ  
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА

В § 1 настоящей главы изучается разностная задача Дирихле для урав­

нения Пуассона. Излагаются способы аппроксимации оператора Лапласа и 

постановка разностных граничных условий на регулярных н нерегулярных 

сетках. Установлен принцип максимума и на его основе доказана равномерная 

сходимость со скоростью 0(h2) построенных разностных схем в случае произ­

вольной области.

В § 2 получены некоторые оценки для разностных операторов, аппрокси­

мирующих оператор Лапласа и эллиптический оператор со смешанными про­

изводными.

Изучению разностных аппроксимаций для эллиптических уравнений, и 

особенно для уравнения Лапласа, посвящена обширная литература. Укажем 

лишь некоторые литературные источники: В. Б. Андреев [1], [2], [5], [7], 

В. В. Бадагадзе [1], Н. С. Бахвалов [1]— [3], И. С. Березин и Н. П. Жидков [2], 

В. Вазов и Д. Форсайт [1], Р. Варга [1], Е. А. Волков [1]— [3], Л. В. Канторо­

вич и В. И. Крылов [1], Коллатц [2], В. И. Лебедев [2], [3], Л. А. Люстер- 

ник [1], Г. И. Марчук [1], Ш. Е. Микеладзе [1], С. Г. Михлин и X. Л . Смолиц- 

кнй [1], А. А. Самарский и И. В. Фрязинов [2], В. К. Саульев [1].

§ 1. Разностная задача Дирихле для уравнения Пуассона

Перейдем к изучению разностных схем для решения задачи 
Дирихле

р

Au =  S  | т ' == ~  хе= G, ы|г =  ц(*). (1)
а =1 ° Хч

где х  =  (хи Хр), G есть ^-мерная конечная область с гра* 
ницей Г.



1. Разностная аппроксимация оператора Лапласа. Начнем 
с построения разностного аналога оператора Лапласа

д 2и 

д х 1
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Аи = Ь хи + Ь2и, L au =  — j - ,  а = 1 ,  2, (2)

на плоскости х  =  (х\, х2).
ТЭ / \ Т  д2иВ точке х =  (х\, х 2) каждый из операторов Ь хи = — г  или

д х \
г д2и . .^ 2u = ~g^r аппроксимируем трехточечным оператором Л, или Л 2:

L\v  ~ Л , у  =  y*lXl = - j  (v (х, +  h h x 2) - 2 v ( x u  x 2) + v { x l - h l, x2)),
/11

(3)

L 2v ~  A 2v =  vX2X2 =  A- (a (-V,, x2 +  h2) -  2v {xu x 2) +  v { x u x2 -  h2) ),
hr,

(4)
где ~  знак аппроксимации, h\ >  0, h2 >  0 — заданные числа 
(шаги по'осям х х и х2).

Оператор Ai определен на регулярном трехточечном шаблоне

(xx - h u х 2), ( хи х2), (х, +  А„ х2),

оператор А 2 — на регулярном трехто­
чечном шаблоне

(хь x2~ h 2), [хи х2), {хи x2 + h2).

Используя (3) и (4), заменим опера­
тор Л апласа  (2) разностным опера­
тором

A v  =  А ,  у +  А 2у =  VXxXx +  Vx,x2, (5) «крест».

который определен на пятиточечном шаблоне «крест», состоя­
щем из узлов

{х\ ±  А), х2), ( хь х2), ( хх, х 2 ±  А2).

Этот регулярный шаблон изображен на рис. 8. Здесь 0 — точка 
(х и х2), 1 — точка ( Xi  +  Ai, х2) и т. д.

Из (3) — (5) и рис. 8 следует, что

Av0 =  ~ ( vi ~ 2 v 0 + v3) +  -^  (оа -  2и0 +  о4). (6)

'

^2

3 h, 0 Л/ /

•'
4

Рис. 8. Регулярный шаблон

В частности, при h\  =  h 2 =  А (на квадратном шаблоне) имеем

№

8*

М >  =  т г  (у 1 +  ^2 +  +  Щ -  4и0). (7)



Вычислим погрешность аппроксимации оператора Л апласа  (2) 
разностным оператором (5). Так как (см. гл. I, § 1) при а  =  1,2

д2о h i  d4v „  h i  г, ,
A a u =  2 ' t ' T i r  4 О  ( h a)  =  L a V H------- LaV  +  О ( ha)> (8)

dxa 12 dxa 12

TO

A v  — Av =  - j j  L\v  +  -j| - L t v  +  О (h\ +  ht).

Отсюда следует, что

A v - A v  =  О ( | Л |2), I h |2 =  h\  +  hi,

если v(x)  — любая функция, имеющая не менее четырех огра­
ниченных (хотя бы в прямоугольнике х а — ha ^  х'а ^  х а +  ha, 
а  =  1, 2, при ha ^ . h a) производных по ха, а  — 1, 2. Таким
образом, разностный оператор (5) аппроксимирует оператор Л а ­
пласа (2) со вторым порядком на регулярном шаблоне «крест».

Аналогично строится разностная аппроксимация /7-мерного 
(р >  2) оператора Л апласа

р

Lu  =  2  LaU, L au =  - 0 -  . (9)
а=1 а

Заменяя L a трехточечным разностным оператором Л а , получаем
р

Лу =  2 Л аУ, A av = vx x . (10)
а=1 u а

так что
A av =  Vjfaxa =  - J  -  2а +  (11)

"а

где и(±1о) =  а (л:(±1а)). Здесь (или — точка, в кото­
рую переходит точка х  =  (хи . . . ,  x v) при сдвиге по направле­

нию х а направо (или налево) на от- 
х  а ! х  ^  i резок длины ha (рис. 9).

ha /)л х а: Шаблон для оператора (10) со-
п „ стоит, очевидно, из 2/7 +  1 точек

х, aJ, a =  1....................р  (из 7 точек
при /7 =  3), а погрешность аппроксимации имеет второй по­
рядок.

Рассмотрим теперь разностную аппроксимацию оператора 
Лапласа на нерегулярном шаблоне «крест». В случае двух из­
мерений (р =  2) этот шаблон состоит из пяти точек

х2), (Xi + h i+, х2), {хь хг), {хь x2 - h 2J), ( хи x 2 + h2+),

2 2 8  ГЛ. IV. РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ Д Л Я  Э Л Л И П ТИ Ч Е С К И Х  У Р А В Н Е Н И Й  ' [I
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где л ! ± > 0 ,  h2 ± > 0 ,  причем к а+ ¥ = к а- ,  по крайней мере, для  
одного а (рис. 10).

Каждый из операторов L\  и L 2 аппроксимируем по трем точ­
кам

(хх — /ij_, х 2), ( X i + h l+, х2), (хх, х 2) (точки 3, 1, 0)
и

(хи х 2 — h2~), (хи х 2 +  h2+), (х\, х 2) (точки 4, 2, 0),

соответственно. Для этого воспользуемся выражениями (см. 
гл. I, § 1):

А*а =

J _  Г ° +  А | + ’ * 2'> ~  °  (-*1’ —  v X* ) ~ V ( X l — f t j- ,  Х2) ~1
*1 + Й,- J ’

L 2 v  ~ A * 2 v  =

_  1 Г у (хи x2 + h2+)- y ( x u х2) v (хи х2) - у ( * ь — йа_ )  1

L йг+ йз— J*

( 12)

где йа =  0,5 (Аа_ +  Аа+), а = 1 ,  2.
Разностный оператор Л апласа на нерегулярном шаблоне 

будет иметь вид

А'ц =  ЛГо +  A l v  =  V, х +  о5>*. (13) 2 4

Если, например, А ,_ = А 1+ =  
=  Лр то A*d =  Л,« =  vXiX и т . д .  
Чтобы не выписывать аргументов 
(это слишком громоздко при 
р >  2), введем обозначения

*< + !.> =  ( * 1  +  А1+> х 2), 
X(-U)= '(XI - Л ,_ ,  х 2),

О-
3 hh О

'г+

7+

V

Рис. 10. Нерегулярный шаблон 
«крест».

( ±  1г) =  (хи х-г ±  h2±), J-U)
[)(+'«) =  1,(л:( + ,а )))

V — V {х), =  V
а =  1, 2.

X X

Рис. 11.

Ha рис. 11 показано расположение точек х  и л:(+!а). Выра­
жение д ля  Л* можно записать в виде

Л. _  1 | У +1“) - и  ‘а) 1
~ V a  Йа [ Йа+ Йа_ J ’

Ьа =  0,5 (Ла_ +  ha+), а = 1 , 2 .
(14)
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В гл. I, § 1 было получено выражение для v u  — v r 
зуя его, сразу напишем

л + о « ) .ЛаО — LaV — — (ha+О Аа-)'
дх„

Исполь-

(15)

Таким образом, на нерегулярном шаблоне разностный опе­
ратор Л*, определяемый по формуле (13), аппроксимирует опе­
ратор Лапласа с первым порядком.

2. Разностная задача  Дирихле в прямоугольнике. Пусть

G0 =  (0 <  х х <  /,, 0 <  х2 <  /2)
— прямоугольник со сторонами 1Х и 12 (рис. 12), Г '— его гра­
ница. Рассмотрим в Go =  Go +  Г задачу Дирихле для уравнения 
Пуассона:

Дu = - f ( x ) ,  х  = {хи х2)<= G0, к |г =  ц (*)• (16)

Построим в Go сетку <йд с шагами h x =  lx/ N x и А2 =  l2/ N 2, где 
N x >  0 и N2 >  0 — целые числа. Д ля  этого построим два семей­
ства прямых

x V l) =  i xА , ,  г ' , =  0 ,  1 ,  . . . ,  N v 4 «  =  / 2 А 2 ,  i 2 —  0 ,  1 . . . . . . . . . . . . . . N r

Точки пересечения этих прямых х  =  (ixh x, i2h2) с координатами 
i xh x и i2h2 назовем узлами.  Если х  =  (ixh x, i2h2) лежит внутри

прямоугольника (т. е. 0 <  ix <  N х, 
х 2 ‘ 0 <  г2 <  Л̂ 2) , то такой узел назо-
I у м м м и щ к ж м  вем внутренним.  Пусть со/, — мно­

жество всех внутренних узлов. 
Общее число внутренних узлов 
равно (N 1 — [ ) { N 2 —  1).

Узлы, лежащие на границе 
прямоугольника (при i x =  0, N х 

или i2 =  0, N 2), кроме четырех 
узлов (0 ,0),  ( 0 , /2), (h , 0 ) ,  (l iyl2), 
назовем граничными  (они обозна­
чены на рис. 12 крестиками). 
Они образуют множество у1г =  

Рис. 12. =  {(i\hx, i2h2)}. Совокупность всех
внутренних и граничных узлов на­

зовем сеткой fflj =  соь +  \h  в прямоугольнике Go. В каждом вну­
треннем узле х  е  соь может быть построен пятиточечный регу­
лярный шаблон «крест», все узлы которого x^±Iq), а = 1 ,  2 
принадлежат соh (т. е. либо сой, либо ук). Поэтому во всех вну­
тренних узлах можно заменить оператор Л апласа Ди разност­
ным оператором

А и =  Ujcl\ l +  UxiXf

С"

Ui и*<—
X,



Правую часть — f ( x )  уравнения (16) можно аппроксимировать 
сеточной функцией — ф(х) так, чтобы ф ( х ) — f (x)  =  0 ( \ h \ 2), 
f ( J ( ) e C i 2>. Считая f ( x )  непрерывной функцией, полагаем 
Ф(*) =  !{*)■

В результате задаче (16) ставим в соответствие разностную 
задачу Дирихле: найти сеточную функцию у{х ) ,  определенную 
на б/,, удовлетворяющую во внутренних узлах (на со/,) уравне­
нию

А у = -  f(x).  A y  = ygixi +  уЯгХг, * е  со, (17)

и принимающую на границе уЛ заданные значения
у(х )  = \i (x) ,  x e = y h. (18)

Отметим, что сетка ю/Дбо) при hi ф  h2 называется прямоуголь­
ной,  а при hi =  h2 =  h — квадратной сеткой.

Напишем подробное выражение для А у  на квадратной 
сетке:

A y = J T  (У[+и) +  У('~и) +  У(+и) +  У(~и) ~  4У)- 

Пусть ф =  0. Разрешим уравнение Аг/ =  О относительно у\

y = i  (У{~и) +  У{+и) +  У{~ и) +  г/<+'2))-

Значение у в центре шаблона есть среднее арифметическое зна­
чений у в остальных четырех узлах шаблона. Эта формула 
является разностным аналогом формулы среднего значения для 
гармонической функции.

Из (17), (18) видно, что значения fi(x) в вершинах прямо­
угольника не используются. Это и определило выбор ул- В слу­
чае третьей краевой задачи и схемы 0 ( | / i | 4) (см. п. 9) гра­
ница уh состоит из всех узлов, лежащих на границе прямоуголь­
ника, включая его вершины.

Методы численного решения системы (А^ — 1) (N2 — 1) а л ­
гебраических уравнений (17) будут рассмотрены отдельно (см. 
гл. VII I ) .

Д ля  оценки точности разностной схемы (17), (18), образуем 
разность 2  =  у — и, где у — решение задачи (17), (18), и — ре­
шение задачи (16). Подставляя у = z + и в (16), получим для
2  задачу

А г  =  — -ф на (йл, 2  =  0 на уЛ, (19)

где ip =  Л и + f  — погрешность аппроксимации уравнения (16) 
схемой (17).

Так как Lu  +  /  =  0, то
■ф =  Ли +  /  — Lu + Lu  =  Am — Lu,  

т. e. гр =  А и — Lu.
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Из (8) следует, что

h\ diu hi д*и
1), =  " ^ Т Т  +  ' ^ Т Т  ПРИ м е С <  > (20)12 д х * 12 д х 2

где черта сверху означает, что берутся значения в некоторых 
средних точках на интервалах (хх — h u х 2), ( х г +  h u х 2) и 
(хи х 2 — h2), ( хи х2 +  h2) соответственно. Обозначая

д*иAf4 =  шах
КО ,  а

получаем

(21)

Доказательство сходимости схемы (17) сводится к оценке ре­
шения задачи (19) через погрешность аппроксимации. Такая 
оценка будет получена в дальнейшем при помощи принципа 
максимума для произвольной области и любого числа изме­
рений.

3. Разностная задача Дирихле в области сложной формы.
Если область &, в которой ищется решение задачи Дирихле (1), 
имеет криволинейную границу, то сетка (bh(G), вообще говоря, 
неравномерна вблизи границы. Ниже дается описание такой 
сетки и классификация ее узлов.

Рассмотрим произвольную конечную область G с границей Г 
в пространстве р измерений; х  =  (хь х2..........х р) — точка с ко­
ординатами х и х 2, х р. Построим сетку в области U = G +  Г.

Д ля простоты изложение проведем для двумерной области 
(/? =  2). Конструктивно будем использовать следующее пред­
положение о форме области &: пересечение области G с любой 
прямой, проведенной через внутреннюю точку х  е  G парал­
лельно оси координат Оха (а =  1, 2), состоит из конечного числа 
интервалов.

Пусть начало координат лежит внутри области G. Построим 
два семейства эквидистантных прямых

х\l') =  i\hv *i =  0 > ± ! - ± 2 > •••> 4*’,) =  г‘А >  12 =  0’ ± ! > ± 2 ’ •••>
где hx >  0 и h2 >  0 — фиксированные числа. Плоскость (хь х2) 
разобьется этими прямыми на прямоугольники со сторонами h x 
и h2. Вершины этих прямоугольников с координатами х х =  i xh u 
х2 = i2h2 назовем узлами,  а множество всех узлов — решеткой 
на плоскости (хь х2). Узлы x t =  (i \hu i2h2), лежащие внутри 
области G,  назовем внутренними-, множество всех внутренних 
узлов обозначим соh = {Xi е  G}. Точки пересечения прямых 
*(‘“) =  iaha, а =  1, 2, с границей Г области G суть граничные по 
направлению х а узлы.  Множество всех граничных по направле­
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нию х а узлов обозначим ун,а. Пусть ук =  уь, 1 +  уи, 2 — множе­
ство всех граничных  узлов, т. е. узлов, граничных хотя бы по 
одному направлению х а. Множество всех внутренних и гранич­
ных узлов называется сеткой &h =  соь +  уь в области G (рис. 13).

Проведем детальную классификацию внутренних узлов. 
Возьмем какой-либо внутренний узел х е о ц  и проведем через

Рис. 13.

него прямую, параллельную оси Оха. Её пересечением с обла­
стью G будет интервал (или несколько интервалов), концы ко­
торого являются граничными по направлению Оха узлами. Р а с ­
смотрим узлы на этом интервале. Ближайший к концу интер­
вала узел назовем приграничным по направлению Оха (по х а ) 
узлом. Если его расстояние от границы ун,а есть то
такой узел является нерегулярным по ха. Пусть а — множе­
ство всех приграничных по ха узлов, а а — множество тех 
приграничных узлов, которые являются нерегулярными по на­
правлению х а. Очевидно, что G>**a S o > ^ a. Обозначим через a>*h 
множество всех приграничных  узлов (т. е. приграничных хотя 
бы по одному направлению), а ч е р е з ’ш" совокупность всех не­
регулярных  узлов (т. е. нерегулярных хотя бы по одному на-

о

правлению х х или х2). Пусть — дополнение и* до шл, т. е.
о в

G}ft =  ш* -f- шл. Узлы, принадлежащие юл, будем называть строго
о

внутренними узлами.  Введем такж е обозначение шл, a для
о

строго внутренних по х а узлов (т. е. для узла x e o > ft, a сосед­
ние по направлению Ох„ узлы являются внутренними).
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На рис. 13 значками с  отмечены узлы со/,, да — нерегулярные 
только по х а узлы (а  =  1 ,2),  Ai, 2 — нерегулярные как по х и так 
и по х 2 узлы, о — приграничные узлы, регулярные как по х и так 
и по х2.

Будем предполагать, что сетка щ  является связной,  т. е. лю ­
бые два внутренних узла можно соединить ломаной, звенья 
которой параллельны координатным осям, а вершинами яв ­
ляются узлы сетки. Тогда по крайней мере один из четырех 
узлов x(±la\  а  =  1, 2 пятиточечного шаблона

х, л:(±1г>)

(регулярного или нерегулярного) является внутренним.
Требование связности сетки накладывает ограничения как 

на выбор hi и h2, так  и на форму области и на ее расположение 
относительно сетки со/, при заданных h { и h2.

Примеры несвязной и связной сеточных областей показаны 
на рис. 14, а) и 14,6), соответственно. Если имеется область

а) б)

Рис. 14. а) Несвязная сетка. 6) Связная сетка.

с узкой перемычкой, то требование связности области может 
быть выполнено при достаточно, малом шаге ha (или при сгу­
щении сетки в этой части области). На рис. 14,6) показан тот 
случай, когда связность сетки достигается не путем ее сгуще­
ния, а при соответствующем выборе шага hi.

Мы провели детальное описание сетки для области на пло­
скости. Все проведенные выше построения легко переносятся на 
случай р-мерной области. Сетка образуется в результате пере­
сечения гиперплоскостей (плоскостей при р =  3, прямых при 
р = 2)

xa a)==iaha’ г‘а =  °> ± l ...........  а = 1 ,  2,  . . . ,  р ,

где ha >  0. Указанная выше классификация узлов остается без 
изменений.



Аппроксимируем в каждом внутреннем узле х  е  со/, диффе-
, д2иренциальныи оператор L„u =  — 5- трехточечным разностным

д х га

оператором Л а .
Если узел х  е  coft — регулярен по х а, то разностный опера­

тор Л а записывается на регулярном шаблоне х,  л:(+ |«)):

л у( +  'а)- 2 у  + у(~ 'а) , о т

ЛаУ = У*а*а = -------- J  ' • (22)u a fia

Если же узел л: е  со** П) т. е. нерегулярен по х а, то Л а записы­
вается на нерегулярном шаблоне:

К У  = Т “ ( у{ ~ ~ “  - - - ”1-— ] при *(~'o) е= у*, а, (23а)

где h a — расстояние между узлами л: и i a =  0,5 (ha + ha),
или

К У  = ( ~ ^  ~  при л:(+1«) е= уА, а, (236)
Йа [ ha ha j

где Аа— расстояние между узлами х  и л:(+ 1а), ha =  0 ,5 (ha +  Aa). 
Возможен случай, когда е  у/г, а и ^ +!а  ̂е  Ул, а! тогда

» 1 / г /  + 'а) —и и—г/~1аМ
=  ------- * (23в>

"а  V ^а+ ^ а — /

где Аа± =7 =̂ Аа — расстояние между л: и л:(±1а\  Ьа =  0,5 (Аа+ +  Аа_).
На рис. 15 указаны типичные ситуации, соответствующие 

случаям (23а)— (23в).
Аппроксимируя LaM =  -^-|- разностным оператором по одной

д х а

из формул (22) — (23в), получим вместо (1) разностное урав-
р

нение А и  +  ф(х) = 0  для всех х  е  сOh, где Л =  2  Л а. На сеточ-
а=1

ной границе yh будем задавать точное значение у | =  fi(x).*h
В результате приходим к следующей разностной задаче Д и ­

рихле-. найти сеточную функцию у ( х ) ,  определенную для х  е  
е  шЛ =  сол +  Yft, удовлетворяющую во внутренних узлах урав­
нению

А у  +  ф (л:) =  0 в регулярных узлах, (24)
Л*г/ +  ф(л:) =  0  в нерегулярных узлах (25)
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и принимающую в граничных узлах j e y i ,  заданные значения
у  =  ц (х), х  е  у*. (26)

Укажем другие постановки разностной задачи Дирихле. Они 
отличаются от (24) — (26) уравнением для у  в нерегулярных 
узлах.

а) А*у-

Рис. 15.

, —  ( У1~У° _  Уа-Уз'
"1 h.

■̂2 У У Х М  ^  ** + ̂ 2 '

1 (  У1 ~  Уа Уо-Уз

Ъ,
б) А]у

h.

•^2 У^УЯгХг’ ^  =  Л , + Л2.

1 /  У\ ~ Уо _  Уо-Уз

в )  Л 1 У" й ,  I  Z iL  h\_
У0-У1

ho
K i - - h  ( - ^

2 V
Л* =  Л* + Л*.

1) П р о с т о й  C H O C .  Разностное уравнение (24) пишется 
только в регулярных узлах х е ш / , ,  а на а>”  задается значение, 
равное значению и|г =  fi(A:) в ближайшей точке, например,

у( х )  =  ц(л:(- !а )) при (27)

Это соответствует условиям 

уя = 0  при х

2) Л и н е й н а я  и н т е р п о л я ц и я  п о  д в у м  т о ч к а м .  
В регулярных узлах пишется по-прежнему схема (24). В не­
регулярном узле значение у  определяется путем л и ­
нейной интерполяции по точкам е  у*, a и л:(+1«) е  щ .  Это
означает, что в узлах пишется уравнение Л*г/ =  0,



а в граничных узлах х  е  ун задается условие у = \i. (Здесь а  
одно из значений а = 1 ,2 , . . . , р.)

3) И н т е р п о л я ц и я  п о  2р ( по  ч е т ы р е м  в с л у ч а е  
р =  2) у з л а м .  В нерегулярном узле х  е  пишется факти­
чески однородное уравнение

Л*г/ =  О
(на нерегулярном шаблоне).

Условие А*у =  — <р при х  е  ю**, как будет следовать из по­
лученных ниже оценок погрешности схемы, является наиболее 
точным.

По аналогии с п. 2 напишем условия для погрешности схемы; 
здесь у (х) — решение разностной задачи (-24) — (26), и = и(х )  — 
решение исходной задачи (1).  После подстановки у =  2  +  и в 
(24)— (26) получим

A z =  — я|) в регулярных узлах,
A*z =  — "ф* в нерегулярных узлах, (28)

2  =  0 на Ya,
где г|5 — погрешность аппроксимации, равная (при ц>(х) = f ( x ) )

гр =  Ли +  ф =  Аи  — Lu  в регулярных узлах, 1
ty* — A*u — Lu  в нерегулярных узлах, j

Пусть a e C O f S ) ,  где С<4) — класс функций и(х ) ,  имеющих
четыре непрерывных в G производных по х и . . . ,  х р. Тогда, в со­
ответствии с (21), в регулярных узлах имеем:

Ж < А д / г | 2/12, \ h ?  = hl + h l +  . . .  +  h2p. (30)
р

Представим на ю”  в виде суммы: f  =  2  С ,  С  =  Л* и  —  L a u .
а =  I

Учитывая (15), будем иметь

l O < ^ | Aa + - Aa - | + i y Aa П Р И *  S  <  a- ( 3 1 )

4. Запись разностного уравнения в канонической форме.
Рассмотрим (2р +  1)-точечную схему Ay = — f  в регулярном 
узле:

2  т г  (^{+1а) - 2 у  +  У{~ 1а)) =  -  f.
а=1 а

Перепишем это уравнение в виде
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Остановимся на случае двух измерений. Из рис. 8 видно, что 
в регулярном узле

2 i w +  ~k)Уо= {Ух+Уз)+^ {У2+ Уд+/о-

Пусть узел нерегулярен. В случае, соответствующем
рис. 15, а),  имеем

л ; «  =  - L  ( _  у^ у л  =  _ L  / i l  +  щ .  _  у  Л
10  h  [  h x A, J  й Д а Л а ;  * 1*1 Т

Л 2«/о =  Л  (г/2 ~  2№ +  Уд-
h-2

Из уравнения
л ‘«/ =  А ]У +  а 2У =  -  /

находим

( т ^ т  Ь Т 'А  У° =  Т ~ 1Г  У1 ^  (^2 +  */4) +  fo-\А,А, А2 /  fijAj fijAj A2

В случае, соответствующем рис, 15,в), будем иметь

2 > 2 \ _  l i 1 i 1 , •
^  и u * \ y Q~  ъи* Ы.* #3+  * «.* № +  т —  г/4 +  /о.

238 ГЛ, IV, РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ (4

А)_А1+ А2А2 у ®i A!+ ^1*1- fi2*2

где
fij =  0,5 (At_ +  ^ i+)> =  (^2 +  /г2).

Пусть co^G) — сетка в р-мерной области и х е ш * * а нерегуляр­
ный узел. Тогда

д».  ̂ 1 /У  + 'а^ -У  у - у (  ' а  ̂

а V С  а; _

1 I 1 2. .  ?/( + 'а) +  - - >  у ( ' а ) - —-------- —  у. (33)
а*а+ ^ aha_ Аа_Аа+

Подставляя это выражение в уравнение Л*у =  —f и формально 
считая, что х нерегулярен по всем х а, получим

I  - ^ к т ' ( ш г ^  « д т * ' " * ’) + f w - (34)

Если * регулярен по некоторому направлению хи, то в этой 
формуле следует положить h i -  = h*k+ = b k = hk. Если же х —  ре­
гулярный по всем х а узел, то полагаем /г«_ =  h*a+ =  ьа =  h a для
всех а  =  1, 2........р, что дает формулу (32). Сравнивая (32) и
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(34), видим, что эти уравнения можно записать в канонической 
форме

А ( х ) у ( х ) =  2  В (х, | )  у  ( |)  +  F (х), х  е= ид, * (35)
5 е= Ш'(*)

где Ш '( х)  — множество 2р узлов (2р +  1 )-точечного шаблона 
«крест» с центром в точке х, исключая сам узел х, т. е. |  ф  х\ 
множество Ш'(х)  будем называть окрестностью узла х. А {х )  и
В ( х , 1 )  — заданные коэффициенты уравнения. Из (32) и (34)
видно, что

А { х ) > 0 ,  В{х ,  1 ) > 0 ,  2  В (х, | )  = А  (*) для всех х  е  шл. (36)
5€=ДО'(Д!)

К уравнению (35) следует присоединить граничное условие

У lVft =  |х (jc). (37)

Разностная задача Дирихле является частным случаем бо­
лее общей задачи: найти сеточную функцию у ( х ) ,  определенную 
на (й/i =  Сол +  ул и удовлетворяющую на шл уравнению

А (х) у ( х ) =  2  В (х, £) у  (£) +  F (х), х е щ ,  ]
v (38)

у(х )  =  |х(дс), x<=yh, J
г д е

A ( x ) > 0 ,  B { x , l ) > 0 ,  D(x )  = A ( x ) -  2  В ( х , Ъ ) ^  0 (39)
isffl'W

для всех х  е  шл.
З а м е ч а н и е .  Третья разностная краевая задача для урав­

нения Пуассона приводится также к виду (38), причем уравне­
ние (38) выполнено для всех х  е  и имеют место условия 
(39); кроме того, требуется, чтобы D ^  б >  0 на ул-

Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  с у щ е с т в о в а н и я  и  е д и н с т в е н н о с т и  р е ш е ­
н и я  з а д а ч и  (38), (39) д о с т а т о ч н о  у б е д и т ь с я  в  том, ч т о  о д н о р о д ­
н о е  у р а в н е н и е

£ { у }  = А ( х ) у ( х ) ~  2  В (х ,  1)у(1) = 0, хе= щ ,  ]
|  ( 4 0 )

у(х) =  0, дсеуй J
имеет только тривиальное решение у( х )  =  0, Этот факт,
как будет показано ниже, следует из принципа максимума, ко­
торый имеет место для схем (38), (39).

5. Принцип максимума. Рассмотрим сейчас задачу (38), 
(39) независимо от разностных схем, аппроксимирующих урав­
нение Пуассона. Бу^ем везде предполагать, что сетка a>h связна. 
В общем случае это означает, что для любых заданных точек



х  <= шл и х  е  сол существует система окрестностей {Ш'(х)}, х  е  сол, 
такая, что можно осуществить переход от х  к х, используя узлы 
этих окрестностей (т. е. найдутся точки е  ©л, такие, что 
х ^ Ш ' ( х i), Х \ ^ Ш ' ( Х 2) .......... х п е  Ш ' (*)).  В случае рассмо­
тренных ранее разностных схем, аппроксимирующих уравнение 
Пуассона, это определение связности совпадает с данным выше 
определением.

Т е о р е м а  1 ( п р и н ц и п  м а к с и м у м а ) .  Пусть у (х )  — 
некоторая сеточная функция,  заданная на сол и не равная по­
стоянной (у(х) Ф  const на юл). Тогда, если  
( & [ y } ^  0),  то у (х)  не может принимать наибольшего положи­
тельного (наименьшего отрицательного) значения во внутрен­
них у зл а х  х  е  сол-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим &  [у] =  F (*). Пусть 
F (х) 0 для всех лгесол- Предположим, что у( х )  принимает
наибольшее положительное значение в некотором внутреннем 
узле. Так как у(х )  Ф  const и сетка сол связна, то существует та ­
кая точка х  е  сол, в которой у ( х ) =  шах у  (х) = М 0 >  0, а в со-

_  *  е  “л
седнем узле i e f f l ' ( i )  имеет место неравенство у ( х ) - < М 0. 
Уравнение (38) в узле х  перепишем в виде

[ Л ( * ) -  2  В ( х , 1 ) ] у ( х ) +  2  B ( x , l ) ( y ( x ) - y ( l ) )  = F(x).
(41)

Так как

2  В (х, | )  (у (х) -  у  ( | ) ) >  В (х, х) (у (х) - у ( х ) ) >  0,
I  е= Ш ’ (х)

то из (41) следует D (х) у(х)  +  В (х, it) (у (х) — y ( x ) ) ^ . F  (х). 
Учитывая, что

D ( x ) ^  0, В(х ,  £ ) > 0 ,  у ( х ) > у ( х ) ,

получаем 0 < F ( ^ ) ,  что противоречит условию F (х) ^  0.
Первая часть теоремы доказана. Второе утверждение теоре­

мы доказывается аналогично.
Т е о р е м а  2. Пусть функция у ( х ) ,  определенная на ю/г, не­

отрицательна на границе  ул (у(х)  ̂ 0 ,  х е у л )  и выполнено
условие

3?[у]~^  0 на  сой.

Тогда у ( х )  неотрицательна дл я  всех  д: е  й/,:

у ( х ) ^  0 на юл. (42)

Если  же у ( х )  ^  0 на \h, 9? \у) ^  0 на со л, то

у ( х ) ^ 0  на юА. •  (43)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 3? [у] =  F(x)  ^  0 на со /г, у(х )  ^  
^  0 на у*- Предположим, что у( х )  <  О хотя бы в одном внут­
реннем узле Хо е  со*. Тогда у (х )  долж на принимать наименьшее 
отрицательное значение внутри со*, что невозможно в силу прин­
ципа максимума, так как у( х )  Ф  const на со* (у (х0) < 0 ,  у \yh ^  
> 0).

Второе утверждение теоремы доказывается аналогично. 
С л е д с т в и е .  Однородное уравнение  (40) имеет только три­

виальное решение: у (х )  == 0, х  е  ©д.
Нетрудно заметить, что у( х )  = 0  есть решение задачи (40). 

Пусть существует решение задачи (40) у (х )  ф  0. Если у(х )  ф  0 
хотя бы в одной точке, то, в силу теоремы 2, должны выпол­
няться одновременно неравенства (42) и (43), что возможно 
только при у( х )  = 0 .

Из следствия и вытекает существование и единственность 
решения задачи (38), (39).

Т е о р е м а  3 ( т е о р е м а  с р а в н е н и я ) .  Пусть у ( х ) — ре­
шение задачи  (38), (39), а у ( х ) — решение задачи, которая по­
лучится при_ замене в (38), (39) функций F(x ) ,  ц(л:) соответ­
ственно на Р ( х ) ,  Д (лг). Тогда, если выполнены условия

[ F {х) | (х), х  <= сол, | ц (*) | <  £ (л:), х  е= у,„

то имеет место неравенство

\ у { х ) \ < у { х )  на й А. (44)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 2 справедливо нера­
венство у ( х )  >  0 на со*. Функции и =  у +  у, v = у —  у  удовлет­
воряют уравнению (38) с правыми частями Fu = F  + F, Fv =
=  F  — F  и граничными значениями и L  = (у + у) L ,  о |  =*h. 'h
= (y — y ) L  . Так как по условию Fu ^  0, и | ^ 0  и Fv ^  0,

v L ^ 0 ,  то, в силу теоремы 2, имеем и ^ 0  или у  ^  —у, v >  0
4fl __ _ /  _ I !

или y ^C y -  Отсюда следует, что — у ^ у ^ С у ,  т. е. | / у | ^  
< у  на й А.

С л е д с т в и е .  Д л я  решения однородного уравнения  (40) 
справедлива оценка

№ < I M V, (45)
где

||£/|| =  max \ у (х ) \ ,  IIу IL =  шах \ у {х ) \ .
x<^&h

Неравенство (45) следует из теоремы 3, если положить у ( х )  =  
=  \ у ( х ) \  на ун и F = F  =  0 на сод.
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6. Оценка решения неоднородного уравнения. Решение з а ­
дачи (38) можно представить в виде суммы у  = у +  у, где у — 
решение уравнения (38) при F =  О, принимающее на границе ул 
заданные значения

У \ч  =  И (*),

а у (х) решение неоднородного уравнения (38), обращающееся 
в нуль на границе ул-

у \уГ о .

Для у, в силу принципа максимума, следует оценка

II йН1 <11 и 11¥-

Оценка у представляет значительно большие трудности. Если 
известно частное решение У задачи (38), (39) с правой частью 
F \\FWa, мажорирующей F(x ) ,  то, пользуясь теоремой 3, по­
лучим искомую оценку

II У  IL <  II У  IL-
Построение мажорантной функции Y (х) в явном виде удается
лишь в некоторых специальных случаях. В п. 7 будет построена
мажорантная функция Y (х) (мажоранта Гершгорина) для раз­
ностной задачи Дирихле. Однако для правильной' оценки по­
рядка точности разностной задачи Дирихле этого недостаточно, 
так как нужно отдельно оценить вклад погрешности аппрокси­
мации в приграничных узлах в погрешность решения разностной 
задачи.

Т е о р е м а  4. Если  D (х) > 0  всюду на со*, то для  решения
уравнения  (38) с ц (х )  = 0  верна оценка

F(x)
D (x )

(46)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы сравнения ||«/||и ^
im L ,  где Y — решение задачи (38), (39) с правой частью

F — К1> У L =  0- Пусть Y (х) принимает наибольшее значение *h
в точке х 0 е  соh- Так как Y (х0) >  0, то

Л(*0) К ( % ) =  2  B(x0,l)Y(l) + \F(x0)\<
I  е  Ш ' (*>)

< ( A ( x 0) - D ( x 0) ) Y ( x 0) + \ F ( x 0) |, 

т. е. D (х0) Y (jf0) <  | F  (х0) | и, следовательно,
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З а м е ч а н и е .  Если D(x)  равномерно ограничен снизу кон­
стантой б >  О, D (х) ^  б >  0, то

(47)

В самом деле, | | f /D | | (0^  I I -FIL /6  и из (46) следует (47).
Рассмотрим теперь уравнение (38) при однородном гранич­

ном условии у  | = 0 .  Напомним, что через сол мы обозначаем
множество узлов х е ш  h, для которых Ш'(х)  принадлежит со/,, 
а через со’ — множество тех узлов х е с о / , ,  для которых хотя бы 
один из узлов входящих в Ш '( х) ,  является граничным, |  е  ул- 
В приграничных узлах х  е  cojj некоторые узлы |  е Ш ' ( х )  оказы­
ваются граничными и поэтому соответствующие слагаемые 
В(х,  |)г/(£) обращаются в нуль. Это означает, что фактически 
для приграничных узлов х е ш *  суммирование ведется по мно­
жеству Ш' (х) =  Ш'(х)  П юл и что

D (х) =  Л (х) — 2  5 ( х ,  | ) > 0 ,
I е  ш' (х)

О
Заметим, что если х е  шй, то

Д7'(*) =  Д / ' (* )П ю й =  Д П * ) ,
D(x) = D (х) =  .4 (х) — 2  В(х,%) .

I е= Ш' (х)

Т е о р е м а  5. Пусть выполнены условия

D (х) =  0, , i e  и й, £> (х) >  0, х е  со*,
о

F (х) =  0, х е  сол.

Тогда для решения задачи

А  (х) у  (х) =  2  B { x , l ) y { l )  +F{x ) ,

Л (х) >  0, В(х, | )  >  0, х е с о л

со,. (48)

(49)

(50)

(51)

(52)

с однородным граничным условием у  \ = 0  имеет место оценка
*h

W y L < \
D (х)

(53)

где
ш а х  | f ( x )  |.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем мажорантную функцию 
У( х ) — решение уравнения (52) с правой частью Р( х )  = 0  при

о —
i g % ,  F (х) =  | F (х) | при х <= сод и К | =  0. В силу теоремы 2 

» А 
У(х) ^  0 на (ой- Так как сoft связная область, то У(х) Ф  const

о __
не может принимать наибольшего значения на coft, где F — 0. 
Пусть х* е с о * — узел, в котором Y (х) имеет максимум. По усло­
вию £> (х*) :> 0 ;  поэтому, повторяя рассуждения, проведенные 
при доказательстве теоремы 4, получаем (53).

Правую часть F (х) всегда можно представить в виде суммы
F  =  F + F*, где

F =  I Х ^  (0/г’ F* =  1 Х ^  (54)
| 0, х е  ©;, [ F, х  е  Юд.

Оценка решения задачи (52) при F =  F в случае D (х) = 0
о

на coft может быть получена методом межорантной функ­
ции Y(x) .

7. Оценка решения разностной задачи Дирихле. Пользуясь 
результатами п. 6, дадим равномерную оценку решения разно­
стной задачи Дирихле (24) — (26). С этой целью представим ре­
шение этой задачи в виде

У — У + У, (55)
где у — решение задачи (24) — (26) с однородным граничным 
условием у  | =  0, а у — решение однородных разностных
уравнений (24), (25) при ф =  0 с неоднородным граничным ус­
ловием у  | =  ja (х). Так как, согласно п. 4, условия теорем 1— 3

'Я
выполнены, то для у сразу получим оценку

Ш 1а <11и11г (56)
Правую часть ф(х) представим в виде суммы

Ф =  Ф +  Ф*, (57)
где ф* =  0 в регулярных узлах. В соответствии с этим положим

у = v +  да, (58)

где w — решение задачи
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Ада =  — ф, w lYft =  0, (59)

a v — решение задачи

A v  =  — ф ” , v |Yft =  0. (60)
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Здесь
_  [ А в регулярных узлах,
Л  =  1 А. (61)I А в нерегулярных узлах.

Каждую из функций w ( x ) и v( x )  оценим отдельно. Д ля 
оценки w (x )  используем теорему сравнения. Предполагая, что
начало координат лежит внутри области G, возьмем мажорант­
ную функцию

Y{x) = K ( R 2 - r ) ,  г2 = 2  х 2а, (62)
а=1

где К  =  const >  О, R — радиус р-мерного шара (окружности 
при р =  2) с центром в начале координат, целиком содержаще­
го область G.

Учитывая, что Л ал | =  0 при а=^Р,

(х„ + hn)2 — 2х2 + (х„ — h„)2 Л V-2 _  V й а > а  ' V а  а)  _ п  д  * 2 _  О
а  а ~  .2  —  а  а  ~па

получаем A F  =  — 2рК,  Л* У =  — 2рК.  Очевидно, что / ? < D G, где 
Dg — диаметр области G. Выберем теперь постоянную

* = 2 ^ l l 4 > L  (63)

так, чтобы уравнение для У имело вид

АГ =  — || ср ||ш =  — F  на соh. (64)

Из (62) видно, что К | ^ 0 ,  так как г2 ^  R2. Сравнение
о  __

(64) с (59) показывает, что | ф | < :  F, 0 =  w У | . Поэтому, 
в силу теоремы 3, будем иметь

i M L < i m u .
Учитывая, наконец, что

Г < ^ 2 =  - | - | | ф | | ш, (65)
получим

1М1ш< - ^ Я 211фИш. (66)

Перейдем к оценке функции v ( x ) ,  используя ограниченность 
снизу сеточной функции D(x ) .

Покажем, что

D { x ) > M b ' a в приграничных узлах х ^ в > \  а, (67)
где

6; =  °,5л; +л;_  либо б; =  вал ;  (68)



в нерегулярных узлах, Ь*а = №а в регулярных приграничных 
узлах.

В самом деле, пусть а нерегулярный лишь по х а
узел, так что е  у*, а, х^~1<д  е  toft. Из уравнения

р
К*у  +  S  А м  =  -  ф,

3=1

где

А; у — l
\ ^а+ г̂а /  \^а+ /

(так .как на границе £/С+1«) =  о), следует
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р
V

Р
2 V  2 ч 1

А ( х ) -  , + 2  «,2 * D { x ) -
^а*а + р _  j ^3 ®а^а+

Если окажется, что лг(+1“) и являются граничными узла­
ми, то

D W ^ - Д - .
*а+^а—

В общем случае узел лг е  ш* а может оказаться приграничным 
не только по направлению лга , но и по другим направлениям. 
Тогда в сумме (52) будут отсутствовать и другие слагаемые. 
Поэтому справедлива оценка (67). Например, при р =  2, если х  
нерегулярен по х х и х 2 в соответствии с рис. 15, в), то

^  ( * )=  г* v  "" + !• =  T f*+ т*- >^i + ̂ i -  h2h2+ 6j 62

т. е. D ( x ) >  1/6а, а  =  1, 2.
Обратимся теперь к задаче для функции »(*).
Представим ф* в виде суммы

р
Ф* =  2  Фа- Фп =  О в регулярных по х а узлах, (69)

а = 1

К

и положим у =  2  ^а> где уа — решение задачи
а= 1

A v a =  0 в регулярных по х а узлах,
A*v = — ф* в нерегулярных по х а узлах, va | = 0 .

’h
(70)



В силу теоремы 5

K I L < I I 6X L ; >  (71)
где

|| f  || . =  max \ f ( x ) \
“ а  *

а

(фактически берется максимум по соА* а, так как Фа =  0 в регу­
лярных приграничных узлах).

Из (71) следует, что

(7 2 )
а =  1 а

Объединим оценки (56), (66) и (72) и сформулируем полу­
ченный результат в виде теоремы.

Т е о р е м а  6. Д л я  решения разностной задачи Д ир ихл е
о

(24) — (26) с правой частью ф, представленной в виде  ф =  ф +  ф*, 
р

Ф* =  2  Фа> Фа =  0 в регулярных по х а узлах,  на произвольной
а=1

связной сетке ап верна равномерная оценка
р

l l«/IU<ll^l lY +  - £ - | l 4 ) I L + 2 ] l l 6«(paL*’ (73)
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а=1

где  6а определено формулой  (68).
8. Равномерная сходимость и порядок точности разностной 

задачи Дирихле. Применим теорему 6 для оценки решения за ­
дачи (28). Следуя п. 7, представим погрешность аппроксимации 
■ф схемы (24) — (26) в виде

Р Р

Ф =  Ф+Ф*, ф = 2 ф а>
а-=1 а = 1

О

где фа =  0 в регулярных узлах (по * а), фа =  0 в нерегулярных 
узлах  (по х а).

Из оценок п. 3 следует, что для и е  С(4)

I фа I ^  М Ж а / 12 Д Л Я  всех XGCOft, (74)

ИЛИ № | < 1 г ( Ла - Ла) <75)

в нерегулярных узлах x ^ ( o h а, где
д 3иM s =  max

Q,l ^ a ^ p
д 4

S =  3 ,  4 ,



Из (74) находим
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Д л я  решения задачи (28), в силу теоремы 6 , имеем оценку

Подставляя оценки (76) и (78) в (77), убеждаемся в том, 
что верна

Т е о р е м а  7. Если решение задачи  (1) и(х)  е  C ^ ( G ) ,  то 
разностная схема (24) — (26) равномерно сходится со скоростью 
0 ( \ h | 2) (имеет второй порядок точности). При этом верна  
оценка

Сделаем в заключение следующее
З а м е ч а н и е .  Рассмотренный выше способ аппроксимации 

задачи Дирихле (схема (24)— (26)) является довольно распро­
страненным. Однако построенный таким образом разностный 
оператор в некоторых случаях теряет ряд важных свойств, при­
сущих исходному дифференциальному оператору: самосопряжен* 
ность и отрицательную определенность.

Представляет интерес построить такую аппроксимацию за ­
дачи Дирихле для уравнения Пуассона, для которой соответ­

2  I I 'Ф аИ ^  а д  P/12, I /гр =  2 л 1 (76)

Р

II 2  I L  <  II Ф  I L  +  2  I  б а ф а  ||ш* • (77)

Перейдем к оценке В силу (75), (6 8 ) имеем

либо

где /г* одно из чисел h'a+ или /г*_.
Учитывая, что

заключаем
р р

(78)

(79)

где у  — решение задачи  (24) — (26), h =  шах ha.
а
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ствующий разностный оператор был бы самосопряженным и от­
рицательно определенным.

Оказывается, что для этого достаточно изменить запись раз­
ностного уравнения в нерегулярных узлах. Именно, оператор Л* 
будем определять теперь так:

А* =  2  А*,

где

К у

г/(+'а) - у

у (  +  1а )  -  у

У ^ ~ У

у - У
,( ' а )

ha

г/-г/(~ 'а)

г / - г /

с: ( 1 сс) (

л:(+'а )е

л:(±1«)е

Ук> а>

Y*. а-

А =

‘а +  " а -

Можно показать, что при этом оператор

Л  в регулярных узлах,
А* в нерегулярных узлах,

является самосопряженным и отрицательно определенным (на 
множестве функций, обращающихся в нуль на ул) в смысле 
скалярного произведения

(У, » ) =  2  y ( x ) v ( x ) h th2 . . .  V

Так же как и в теореме 7, доказывается, что соответствую­
щая разностная схема имеет второй порядок точности.

9. Схема повышенного порядка точности для уравнения 
Пуассона. Исходя из схемы «крест», можно построить схему 
с погрешностью аппроксимации на решении 0 ([ /г |4) (или
О (h6) в случае квадратной (кубической) сетки). Д ля  повыше­
ния порядка аппроксимации используется тот факт, что и = и(х)  
есть решение уравнения Пуассона

А и =  — f(x) .  

цля двумернс 

Д u =  L xu + L 2u, L au-

(80)

Проведем рассуждения для двумерного случая (р =  2), когда
д2и 

дх2„

Рассмотрим разностный оператор
А и =  (А, +  А2) и, А аи =  Ux
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Пусть и = и(х)  имеет нужное по ходу изложения число произ­
водных. Тогда

A u  — Lu =  ~  L\u  +  -  J -  L\u + 0 { \ h  Г).

Из уравнения LiU +  L2u =  —f ( x )  находим

L\U — L J  L\Li2ut Lt2u — L*2 f  Z/jZ. 2ut

(81)

так что

A u = L u - ^ L 1f - ~ L 2f - - ^ ^ L 1L2u + 0 ( \ h \ i ). (82)

Подставим сюда Lu =  — /  и заменим L xL2u разностным опе­
ратором

А^А^и — Uxixixixi L[L2u —
д4и

дх,дх1 2

Этот оператор определен на девятиточечном шаблоне, изобра­
женном на рис. 16.

7<i *
О

Рис. 16.

Напишем выражение для Л ,Л 2н:
и (xt, х2 — Н2) — 2и (Xi, х2) + и (хь х2 + h2)

hi
A.xA.2tt — Л,

=  —j-w {и (х, — h u х2 — h2) — 2и (*!, х 2 — h2) + и (х, +  h u х 2 — h2) +
K h2

+  4и ( х и x2) — 2u(x i  — h u х2) +  и (*•; — h u x2 + h2) —
— 2 и ( х и х 2 + h 2)  — 2 и {хг + h u  x 2) + u { x l + h u  x 2 + h2)}. 

Погрешность аппроксимации
Л ,Л 2и — L \L 2u =  О ( | h I2).

ft2 34« (xv x2)
В самом деле, Л 2u = L2u + -

12 дх\
■, где х2<= {х2 -  h2, х 2 + h2) -

некоторая средняя точка. Поэтому
h\ I  д4и (х., хЛ



Отсюда видно, что

9] § 1. РАЗНОСТНАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА 2 5 1

Л[ (L2u) — L[L2u ~Ь О (h\)i

A ^ u(̂ ]^ = U L l u { x u х2), е  (х, -  А„ jc, +  А,).

Таким образом, A iA 2u =  L iL2u +  0 ( | / z | 2),  что и требовалось до­
казать.

Заменяя в (82) L iL2u на Л 1Л 2и, получим 

Ли =  — ф -------12  "2" ^ i A 2u +  О ( | h |4), ф =  /  +  -jTj- L j  +  -j j  L 2f. (83)

Из предыдущего следует, что уравнение

+
12

h\  +  h\
А 'У =  -  ф, А 'у  =  Лг/ +  — гг— Л[Л 2г/,

f , h\ h\
Ф =  / +  -J2 Lil +  ~i2  2/

(84)

имеет четвертый порядок аппроксимации на решении и = и(х)  
уравнения Пуассона (80). В самом деле, формула (83) дает

А 'и  + ф =  (А 'и  +  ф ) — (Lu + f) = 0 ( \ h  |4), L =  L, +  La-

Оператор Л '  определен на девятиточечном шаблоне (рис. 16) 
«ящик», состоящем из узлов (х\ + т {ки x2-\-m2h2), rti\, т 2 =

• =  — 1,0,1. Запишем схему (84) в виде

5_ / 1 . 1 \ .. 1 / 5  1
3

+ — / 5 '
6

+ — ( - у  + - V W +l1’ + Ы +  У{+и’ -Ы + ~ и) + у(~ и- +Ь)) +  Ф, (85)
12 V *i hi )

где у {± = у ( х х ±  /гь х 2), г/(+1'- ~12> =  у  ( ^  +  h u x 2~ h 2) и т. д.
На квадратной сетке (hi = h2 = h) это уравнение принимает вид

4 {У\ + Уг + Уз + Ui) + Уъ + Ув + Vi + Уз , 3 г,2 „
Уо = --------------------- 20------------------------+ Т0 Лф

(см. рис. 16).
Рассмотрим теперь разностную задачу Дирихле для схемы 

0 (  | / г |4) в прямоугольнике G =  ( 0  ^ х а ^ 1 а, а  = 1 , 2 ):
h2 h2

А 'у  =  — Ф ,  х < = щ ,  у  lYn =  n W ;  <P = f  + - j j A \f + -firA 2f, (8 6 ) 

где А ' у  дается формулой (84).



Каждый из узлов сетки является регулярным, так  как девя­
титочечный шаблон (рис. 16) принадлежит (7. Граница ун сетки 
содержит все узлы на Г, в том числе и вершины прямоуголь­
ника. Д ля z  = у — и получаем задачу

A ' z =  — if, i s i i i j ,  2  =  0 на ул, (87)

где if =  А'и  +  ф =  0 ( \ h \ A) при l e w j , ,  если г / е №  Проверим 
условия принципа максимума. Сравнивая (41) с (85), видим, 
что

В (х, | ) ^ 0  при - ^ < - £ - < 1 / 5 .  (8 8 )
У  5 h2

Д л я  оценки решения задачи (87) строим мажорантную функцию 
У{х) = К [ 1 \ - х ]  + 1 1 - х ^ .

Учитывая, что A Y  =  — Щ ,  A[A2F =  0, || Y |] ^  К  (/? +  /|), выби­
рая 4/С =  II 'Ф ||ю и пользуясь теоремой 3, получаем для  решения 
задачи (87) оценку

1и | | ю< - ^ - ^ - И 11ш при условии _ L < ^ < j / 5 .
1 4 V 5  h2

Отсюда следует, что схема (8 6 ) имеет четвертый порядок точно­
сти, если а е № ,  и выполнено условие (8 8 ).

На квадратной сетке (/г4 =  h% =  h) это условие автоматиче­
ски выполнено. Выбирая соответствующим образом ф, можно, 
добиться того, что на квадратной сетке схема (8 6 ) будет иметь 
шестой порядок точности.

§ 2. Некоторые оценки для разностных операторов, 
аппроксимирующих дифференциальные операторы 

эллиптического типа

Этот параграф посвящен получению некоторых неравенств для разност­
ных операторов, аппроксимирующих дифференциальные операторы эллипти­
ческого типа. Этн неравенства в дальнейшем будут использованы при получе­
нии априорных оценок для разностных задач, которые в свою очередь 
послужат основой для доказательства устойчивости и сходимости разност­
ных схем.

1. Разностный оператор Л ап л аса  в прямоугольной области.
Пусть на плоскости (хи х2) задана прямоугольная область

Go = {x = (xu х 2), 0 a =  1, 2}
с границей Г (рис. 17) и оператор Лапласа

А дги , дги
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Введем в области По разностную сетку таким образом, чтобы 
прямые, образующие границу Г, принадлежали классу прямых, 
образующих сетку:

СО^ =  { х  — ( Х [ ,  Х 2) ^  @or Х\  “  ^j / i j , Х2 — l 2h 2J =  О, 1, • • • ,  ^  ~   ̂> 2}.

Сетка т  равномерна по каждому направлению х а. По на­
правлению Xi шаг равен hu по направлению х 2— равен h2.

Рассмотрим простейшую аппроксимацию оператора Л ап ­
ласа. Пусть

Xg

h

I, х,

А У = У х1Х1+Уя2Хг- 0 )
Справедлива

Л е м м а  1. Д л я  всякой 
функции v ( x ) ,  заданной на сет­
ке a h и обращающейся в нуль  
на границе ун:

Ч , - о ,
имеют место неравенства

бо1М Р<(Ло, о) <  До II о If. (2)
Здесь 0 <  бо <  До— постоянные, значения которых опреде-

о о
лим позже, оператор А =  —Л и, как обычно, приняты обозначе­
ния

jV, — I N 2 - 1

( v , ш ) =  2  2  v ili2W i ii2h xh 2, || v  ||2 =  {и ,  v ).
11 = 1 12=1

Прежде чем переходить к доказательству леммы, рассмот­
рим следующую задачу на собственные значения:

Рис. 17.

A v  + Xv = 0, а (х )  =  0, х  е (3)

Решение задачи (3) будем искать методом разделения перемен­
ных. Пусть

v{x u  х 2) =  |л(-*,)т)(х2).

Подставляя выражение v(x )  в (3), найдем:

I* ( * 1)  П * * , +  Ч ( * 2) P i lXt ( * l )  +  ^  ( * l )  Ч ( * 2)  =  ° -

Так как мы ищем нетривиальные решения задачи (3), то можно 
разделить обе части этого уравнения на n (x i ) r \ ( x2). В резуль­
тате получим

, Hxl + k = 0)+ ■
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И Л И

^XiXi _ _ ^х,хI _ ^ _ _ (̂2)
Л ~  Ц ~  ’

причем ЯЯ не зависит ни от х х, ни от х 2. Тем самым для ri полу­
чаем задачу:

+  Х(2>т1 =  °> x 2= h 2, l2-  h ,2\; т}0 =  == 0. (4)

Это есть именно та задача на собственные значения, кото­
рую мы уже рассматривали в гл. I, § 2. Решением этой задачи 
является

и
$  =  4 - s i n 2 ^ ^ ,  k 2 = l ,  2, . . . .  N 2 - l .  ( 5 )

/̂ 2 2

Аналогичную задачу получаем для  [i(x():

=  0, х, =  h v . . . ,  I, — h x\ [Х0 =  =  0, (0)

где А(1) =  А— Я(2), и ее решением является
/ ч п /  2 . £ijw,

^ ( x i) =  l /  7 7 s m ~ V ~ >

^  =  - ± s i n 2^ ,  £, =  1, 2, (7)
h j ^

Теперь можно найти функцию v ( x ) ,  являющуюся решением 
задачи (3)

/  ч 2 . k,nx, . k2nx2
=  =  s i n - 1— ! - s i n (8)

Г 4*2 M *2
Мы обозначили

л (0 _ у т, (2)л —  л — Л у

поэтому
я =

И Л И

X„,=4(JTsi„^ + Jr,,„^), ,9)
где

fe, =  l, 2 , . .  ., t f ,-  1 , 6 2 =  1, 2 , . . . ,  tf2-  1 .

Собственные функции Vktk, ортонормированы в смысле опреде­
ленного выше скалярного произведения ( , ),  так как они орто­
нормированы на каждом отрезке по направлениям х\ и х2. Сле­
довательно, по системе функций {vk,&(*)} можно разлагать  лю­



бые функции, заданные на юл и обращающиеся в нуль на гра­
нице yh.

Приступим теперь к доказательству леммы 1. Д ля  одномер­
ных сеток были введены формулы суммирования по частям и 
формулы Грина. Они полностью переносятся на двумерный 
случай. Первая формула Грина для двумерной сетки в прямо­
угольнике принимает вид

n , n 2-  1
(f*,*,, w ) = - ( v Xl, wXl]i = -  2  2  (v^Wx,)u h A .  (10)

*1 = 1 22 = 1 '

Преобразуем с помощью первой разностной формулы Грина
о

скалярное произведение (Av, v). Получим
2

(Ли, v ) = - ( A v ,  v ) =  -  ^ i { v , x v) =
a — 1 4 a  a  '

=  2 K ,  ^ J a =  2 | ^ a]|2a , (11)

так как  по определению (0 ^ ,  uxa]a =  || ^xa]|^ Р азлож им теперь 
функцию v{x)  по системе функций {о/г,/г2 (х)}:

v { x ) =  2 ckik2vklk2{x) 
k\ki

и, взяв от нее левую разность по х и получим

Vx,  ( х )  =  2  C klkl  У  % kl v kikt ( х ) ,  ( 1 2 )
ku h

где __
, ч • _  Г  2 . ч ki n (X! — 0,5/г,)

Vk,h(x) =  y  7 ^ ii(x2)cos-----^-----

и функции v/ak, ортонормированы в смысле скалярного произ­
ведения ( ,  ]. Н а основании этого из (12) находим

JV,— I JV2- 1

I =  2  S / I . . A , -  <|3 >«1=1 «2=1

Аналогичное выражение нормы получаем для и*,(л:):
J V. - 1  N 2 - 1

l l ^ l l l - S  (130k\ — ' K2ssi

После подстановки выражений норм для и у* в формулу 
(11) получаем

1] § 2. НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ Д Л Я  РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ 255

(Av, v ) =  2  Й Д
к  к, klkl klk*‘
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Нам осталось оценить сумму, стоящую в правой части. Д ля этой 
цели из-под знака суммы вынесем максимальное и минималь­
ное собственные значения

min Kklkl || v ||2 <  2  cXkMfa <  max Kklk, II v | f .
*i, & *i, ki kt, k2

Значения наименьшего и наибольшего собственных чисел из­
вестны:

. 9 3th \ . 9 я^2
s in2 - ~ г -  s in2----

' “V /ft 2/j 2/2
* 1. 1=4 -- -5-^ + --\ h\ h\ j

, nhx , nh2
S 2l' C°S 

hi hiNi- 1 =  4  I ------- ------------- 1---------- ^ 2

4

Таким образом, получение неравенств (2 ) закончено, причем

^0 =  ^ 1, I, Д0 =  №-!• (14)

Эти постоянные точны в том смысле, что в соотношении (2) ле­
вое неравенство переходит в равенство при v = v l : l (x),  где 
v i t i (x) есть собственная функция задачи (3), отвечающая пер­
вому собственному значению. Аналогично правое неравенство 
в (2 ) переходит в равенство при v — Ujv,-i, № - 1  (*)• Из неравенств
(14) видно, что формулы для 60 и До не очень удобны, поэтому 
мы оценим Xi, 1 снизу, a XjVi-i, n ,~ 1 сверху. Мы не очень сильно 
загрубим оценку для максимального собственного значения
Хм, - 1  n2- ь если в его выражении заменим c o s - ~ -  на 1, так как

cos =  1 +  О ( | h |2). Поэтому будем писать21 а
nh(x

—  1 - г  чу v 1 / t  1 i i u ^ i u

A« = 4 ( i + i ) -  (15)
Д ля наименьшего собственного числа ранее (см. гл. I, § 2) 

была доказана следующая оценка снизу:

4 * 9  nha ^  8 1 п—5- sin — -  > - 5- ,  а = 1 , 2 .h2 21 Гпа л1а 1а

Будем считать поэтому что

Ss=8( i + i ) -  <16)
Из равенства (16) видно, что So есть абсолютная постоянная,
не зависящая от сетки ози. Величина До от сетки зависит и
стремится к бесконечности, когда шаги сетки стремятся к нулю,



Л е м м а  2. Д л я  всякой функции v ( x ) ,  заданной на сетке юд 
и обращающейся в нуль на границе  ул, имеет место разностный 
аналог теоремы вложения:

II О 11с < - ^ = 1 1  До II, (17)
V 4*2

еде || v ||с =  max | v (х) |, 10 — шах{/ь 12Ь

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разлож им  функцию v (х) по системе 
собственных функций {vk,k, (л:)}:

V (*) =  2  Ckik2 Vklk2 (х). 
kl, fe

Отсюда получаем

A v  (х) =  2  cklk,Xk,ibQktk, (х ), 
k\, fl2

и, следовательно,

II A v  (х) ||2 =  2  c l lk2ll,h> 
ku ki

Оценим теперь функцию v{x)  следующим образом:

I v (х) К  ( 2  I Cfefe I ) max | (х) |.
\ h ,  ki j  k i, &

Из (8) получаем
I Ufefe ( * )  l < 2 / V h k >

так что
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Л], k> } \ki, kx } \&I, fl2

ku ki
Д ля  завершения доказательства нам осталось получить 

оценку
2 * * А < й / 4 .  (18)

klt &2
О бращ аясь  к формуле (9) и учитывая, что s i n x ^ 2 x / n  при 
0 ^ х ^ я / 2 ,  имеем

Следовательно,
N 1 — 1 Ni— l 4  JV1 — 1 Ni-l . 4  00  00

&i“*l &i«»l &2=»1 ' k)*>\ &~1



Воспользовавшись, далее, оценкой

°° °° /л* \  /  /•* \
2  ( j  -ргг dr ) ( J Йф ) = - j  +  Л < 4 ,
г. =  1 t, =  1 \l / N O  /
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г

ft,-l fe-1 

получаем (18).
2. Оператор Лапласа в области, составленной из прямо­

угольников. Рассмотрим теперь область, состоящую из конеч­
ного числа прямоугольников со сторонами, параллельными ко­

ординатным осям, как по- 
казано на рис. 18. Пред­
положим, что стороны 
прямоугольников, соста­
вляющих область G, со­
измеримы. Тогда можно 
построить сетку (с ша­
гами hi и h2) так, что 
граница сеточной обла-

__сти лежит на границе об-
&t ласти G. Дополним об­

ласть G до прямоуголь­
ника, который обозначим 
через G, как это показа­

но на рис. 18. Построим в области G разностную сетку a h и
продолжим ее в G. Сетку в области G будем обозначать б л.

Пусть v — сеточная функция, заданная на ©&, такая, что 
v L = 0 .  Определим функцию

т - г -
—  Г - + - -  +  -

— 1---- 1---1—I I I
— -I-- f - 4 - -

I I I

Рис. 18.

v{x) =
v{x),  

0 ,

: Щ,
©л \  Щ-

Тогда из определения функции v следует, что

II 5 IU. =  II v L. =  II v II.
где

\V\? = {V, у), (и, У)=  2  v ( x ) y ( x ) h lh2,

v |£ =  2  б2 (л:) л

i l l 8 . . С  - 2 l K „ l f .
а= Г а IIq А о - Г '

Учитывая эти равенства, убеждаемся, что для функции v ( x ) ,  
определенной на сетке ©л в области G, справедливо утверждение



леммы 1. При этом

3, § 2. НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ 259

где h  и /2 — длины сторон прямоугольника G.
3. Операторы с переменными коэффициентами. Перейдем 

к получению оценок для разностных операторов с переменными 
коэффициентами. Везде в п.п. 3 и 4 предполагается, что область 
G — прямоугольник

\х  “  (- î, -̂ 2)» 0 х а /а, ct =  1, 2}.
Пусть

2

lU = l ^ ^ { ka^ l £ ~ ) '  0 <С1 ^ ка(Х) < С2- О9)
а=1

В гл. III  было показано, что оператор

LaU =  ~дх^{к а ^  1 * ^ )  

можно аппроксимировать с точностью О(Ла) выражением
А аУ = {аа { х ) у Ха)  ,

* а

где

Но из-за сложности вычисления интеграла такую аппроксима­
цию использовать не всегда целесообразно. В качестве аа (х)
обычно можно брать те выражения, которые получаются из
(20), если заменить там интеграл той или иной квадратурной 
формулой. Часто используют выражения

аа (х) = k a (xa - 0 , 5 h a, хр), а, р=1, 2, (2 1)
а а (х) = 0,5 [ka (х) +  k a (ха -  h a, дср)], а, р = 1, 2, а ф  р. (22) 

Из соотношений (20) — (22) и условий (19) следует, что
0 <  с, <  аа (х) <  с2. (23)

Оператору (19) поставим в соответствие разностный оператор

А У =  Е(яа̂ а)̂. (24)
Аппроксимации такого вида являются естественным обобще­

нием на многомерный случай однородных разностных схем, вве­
денных в гл. III  для одномерных уравнений.

а«М = ( J



Л е м м а  3. Д л я  всякой функции v (х ) , заданной на сетке мд 
и обращающейся в нуль  на границе  ул, справедливы неравенства

6 0C i l M P < G 4 t > ,  о )  <  V a i l  о  IP, ( 2 5 )

где  60 и Д0 даются выражениями  (15), (16); с j и сг — постоян­
ные из условий  (19) и А — —А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как на границе сеточной области 
v (x )  равна нулю, то из формулы Грина для оператора A av =  
= (а а°я„)г следует, что> U/hTq

((flo0* a ) v  V)  =  “  ( ° “’ ° У а*
Поэтому

2

(Av, o ) = 2 ( a 0oie> v ^ a.
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Используя условие (19), отсюда находим

С> S  I ° * Х  <  М о. О) <  *2 J  II Oia]£.

Оценивая теперь 2 1| v* ]f  с помощью формул (13) и (13'), 
0.=* 1 ®

получаем (25).
4. Оператор со смешанной производной. Рассмотрим эллип­

тический оператор со смешанной производной

L u ~  h i  ~дх^ ~дх^) ’ (26)
а, 3=1 1

Предположим, что выполнено условие эллиптичности

2  4 W i a l p < C 2 2 i 2, (27)
а~\ о., (3=1 а=1

где Ci >  О, С2 >  0 — постоянные, а |  == (|i ,  £2) — любой вектор. 
Д л я  аппроксимации оператора - ^ - ^ k aa- ^ ^ j  воспользуемся 

выражением

А ааУ = {аааУяа) Ха’ «aa =  W  [Ка  (*) +  k aa {Ха ~  К  *„)]. (28)

Тогда

А оаУ =  0,5 |^(*ae (*) УхХд,  +  J '
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Заметим теперь, что k aa(xa - h a> xp) =  f t £ Ie),

w '“Ч ) =

=  j ;  ( ‘ . . W j , ,  -  (*«. •

Таким образом,

\ а У  =  °-5 [(‘ „ А . )  +  ( * „ 0 ,  ]•
L -^а a J

(29)

Оператор со смешанной производной
д д

L i 2 -  dXi \kia дх.

можно аппроксимировать по четырем точкам, как показано на 
рис. 19,а) ,  выражением

Л 12г/ =  (612 Ух) ^

или по таким четырем точкам, как показано на рис. 19,6), вы­
ражением

Л Т2У = (к 12Ух)х -

Нетрудно показать, что операторы аппроксимируют

----------------------- 1—  .

-

Х Ж(Х!,Х  ̂

— 1-

— t-

---------^
в) 6)

Рис. 19.

оператор Li2 с погрешностью 0 ( h i  +  h2), а оператор

Л 12У =  J  (А Ъу +  Al2у ) =  J  [(ft,2y Xi)Xi +  (k l2yX2)^

с погрешностью 0 ( \ h \ z).
Сравнивая выражения (29) и (30), видим, что оператор

(30)

-Лу = Лу = ̂|;д(^^ + ( ^ у  (31).

аппроксимирует выражение (26) с погрешностью 0 ( \ h \ 2).



Л е м м а  4. Д л я  всякой сеточной функции  у (*), заданной  
на  м/, и обращ ающ ейся в нуль на границе ун, справедливы  нера­
венства

6оС,||у |Р < ( Л р , у) < Д 0с2 ||о |Р( (32)

гд е  оператор А определен формулой  (31), постоянные с( и Сг— 
формулой  (27), а 6о и До — формулам и  (15) и (16).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим оператор А в виде суммы

А  =  0 ,5 (Л + +  Л ” ),
где

Очевидно, что (32) достаточно доказать, например, для Л~. И с­
пользуя вновь формулу Грина, получим

(Л"у, у ) = -  2  ( ( ^ ух )  » *>]= S  ( k ^ v .  , vx 1 . (33)
a, 3=1 \\  41 &'xa )  a, p i A  0,3 x3 aia

Обозначим
JV, JV,

(u, i » I = S  E  v ( i \h \ ,  i2h2) w {i[hu i2h2) h lh2.

Тогда, внося в (33) знак суммы под знак скалярного произве­
дения, получим

(Л“ у, &) =  ( 2  , v 1.
Va, Э- l 0,3 3 о J

Используя условие эллиптичности (27), получим отсюда

С. 2  II vzaf a <  ( a feapOlp, ] <  С2 2 1VXJ .  (34)

Далее, повторяя доказательство леммы 1, получим (32).
З а м е ч а н и е  1 . В силу (11) и (33) неравенства (34) можно 

записать в виде

• ^ ( Л у, у) < ( Л у, уХ с2(Л°у, у), (35)

о о ^

где Ау=*  — А у =  -  2 л у ,  х д ля  у{х) ,  заданных на ©А н рав-
a - I  a  a

д у х  нулю на границе ( у  |у̂  =  0), илн в виде операторных не­
равенств (см. гл. I, § 3):
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Операторы А и А, удовлетворяющие неравенствам (35), будем 
называть энергетически эквивалентными с постоянными Cj и сг 
операторами  (употребляются и другие термины — эквивалент­
ные по спектру (Е. Г. Дьяконов [7]), сходные (С. Г. Михлин, 
X. Л. Смолицкий [1]) и др.).

З а м е ч а н и е  2. Пусть дан оператор

L u ( x ) =  2  Lapu,
a, p - l  v

и выполнено условие эллиптичности
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р р р

В р-мерном параллелепипеде

G =  {0 <  х а <  a =  1, 2, р}

вводится сетка

© А  =  °>А +  Y a  =  {Xi =  (*' ihi, . . . ,  i  A ................iphp)  s  G } ,

где (он — G}, и строится разностный оператор
Р

А у  =  e 2  ] А а^у, А ^ у  =  0,5 [ ( М * р) +  •

Р
Он аппроксимирует L с погрешностью О ( | h |2), | h |2 =  2  h%.

a = l
Вводя скалярное произведение

(У, v ) =  2  У (* )у (* )А, . . .  h p
x^<oh

и рассматривая множество сеточных функций, заданных на сол 
и равных нулю на границе ул. по аналогии со случаем р =  2 убе­
ждаемся, что оператор

А у  =  -  А у ,  у  |Va *> 0 

является положительно определенным и для него выполнены
о Р

неравенства (35), где А у = - А у ,  А у = % у я^ ,  ^  =  0.

5. Схема повышенного порядка точности для эллиптического 
уравнения со смешанными производными. В прямоугольнике 
и  «= (0 1,2) рассмотрим задачу Дирихле для
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уравнения
г д и I оLu  =  — 5- +  2 а , , ---------

дх'{ дх\ дх2
+ i!H _==_ / ( . Vb Х2),

дху

tl Ip (Xj , ^2),

(36)

(37)

где Г — граница области G.
Если | а 1 2 | < 1 ,  то выполнено, условие эллиптичности опера­

тора L ’.
£l ^a i2̂ 1̂ 2 +  £2 С0 (&I Ш ’

где с0 =  1 — | a J2 1 .
Будем предполагать, что а 12 =  const. Нетрудно заметить, что 

уравнение общего вида
д2и 

г"  дх?
+  2а,

d2u , - д2и 
Г а 2 2 ~ П Гдхj дх2 dxi

— Г(х„ х̂ ),

Где а ар — постоянные, а и > 0 ,  а иап > а \ 2, преобразуется к виду
(36) путем замены переменных

=  УйГхХь x<i =  ~\[ a 22 ^2,

так  что | a 12| =  | a 12| / / a  11^22 ^
Предположим, что в прямоугольнике G можно ввести квад­

ратную сетку
(5ft =  {Х( =  {i\h, i%h)t ia — 0, 1, , . . ,  N a, h N a =  la} 

с шагом h.

Построим разностную схему четвертого порядка точности 
для  задачи (36), (37).

Зададим разностные операторы

Л » и » И г А , « =  1, 2, (38)

Ai2U — 0,5 {iixtxi +  ^Х|Х2)> A j\ u  — 0,5 (uxix2 +  uXlXl). (39)

Нетрудно непосредственно убедиться в том, что имеют 
место формулы

й2 й2Ai2« — L12W —j-L 12W + -g- L\i(L\ -f- /,2) м + О (/г4), 
АЙи = /лги Н—j- //12M -|—g- / / [2 (/-1 + L3) м + О (/г4),

AqU. Latl “Ь J2 LaU “Ь О (А ),

м =  м(х,, х2), L au ~ - J - 1 , L l2u д2и

dxi

(40).



+ ______  .  л , (4 1 )

, Рассмотрим разностный оператор
A y  — (Aj +  2«I2A I2 +  Л 2) у,

где
Л 12 =  Л ^  при a i 2 < 0 ,

Л)2 =  Л 12 при aj2> 0 .

Найдем погрешность аппроксимации оператором Л оп ера­
тора L  на решении уравнения L u = — f. Пользуясь форму­
лами (40), будем иметь

Ли =  Lu  +  -J2  (bi +  L2 +  4a 12^  12 (Z-1 .+ Ь 2).+ 6 | ai2 1 i i 2) и 4- О {h ). (42)

Из уравнения (36) определим L {u =  — f  ~  L 2u ~ 2 a [2L [2u, 
L 2u =  — f  — L :u — 2 a12L12n, L xu + L 2u — — f  — 2al2L l2u и преобра­
зуем выраж ение в скобках

(Li +  L 2) и +  4ai2.Li2 ( i i  +  L 2) и +  6 1 a J21 L\2U =
=  L[ ( — f  — L2m — 2a[2L l2u) +  L 2( — f  — L\U — 2al2L x2u) +

+  4a,2i i 2 ( L x +  L 2) u  +  6 I a j21 L n u  =
— — L xf  — L2/  ~  2LiL2m Ч- 2al2L l2 {Lx +  L 2) и 4- 6 1 aj2 1 L\2u —

=  — L f  — 2(1 + 2a\2 ~  3 1 a 121) L xL zu,

так  как L 2i2u = L iL 2u.
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Отсюда и из (42) следует, что схема

К  
12
Н2А 'у  =  — ф, ф =  / + —  A f ,  х  е  мй,

(43)
£/ lv /

где у —граница сетки и

Л'г/ = А у  + - ^ ~  A tA 2y, b =  1 +  2aj2 -  3 1 a I21, (44)
имеет четвертый порядок аппроксимации на решении « =  «(*) 
задачи (36), (37). При этом вид оператора Л зависит, согласно 
(41), от знака коэффициента а 12.

Д л я  погрешности z  = у  — и получаем условия 
Л 'г  = - 11), i|) =  А 'и  +  ф =  О (/г4), 1 
г 1 , - 0 .  )  <4б>

Введем скалярное произведение и норму в пространстве се­
точных функций, заданных на и обращающихся в нуль в гра­
ничных узлах

(У, *) =  Д  Д  h2y hhz ilh>- II? II =  У (2 , г ) .



Пользуясь формулой суммирования по частям (см. гл. I, § 2, 
п. 1), найдем

(АТ2г, г) =  -  (гг„ гХг), (Л и г , г) =  -  ( г г „ гХг).

Поэтому справедливы оценки

1(Айг, z ) |< | |z je ,  ИИ z *  I K  -jd lz i.IP  +  H z i J P X ^ -  A.z, z),

I ( A h z ,  z ) | < | | z jtlHI|z,1| | < i - ( | | z Jei|p +  BzJ l | p ) < 4 ( -  °A z > Z)»
0

где A z  =  (A, +  A 2) z =  z*lJCl +  г л,л .
Введем операторы

A' =  — А', Л =  — А, Л =  — А ,  Л, =  — A„ Л2 =  — A2
о

и найдем постоянные эквивалентности А, А' и А.
Учитывая оценки для  (А||г, г), имеем

(Лг, г )  =  (Лг, z) -  2 a l2{A l2z ,  z ) > ( l  - |  а 12 |)(Лг, z),

(Лг, z ) < ( l  + | а,2 |)(Л г, z).

Воспользуемся, далее, оценкой

■(Л,Лаг, г ) < р - ( Л г ,  г), (46)

которая следует из соотношений
N, N ,-1

(z w » * »  г) =  2  j  А* О**.»'(*Л г'гА) J2 <
г,-1 /*—о

(
Я, №-1 ЛГ,-1 JV* X

j  2  ^ ( z * .  (г’ Л, W +  j ]  Y i h H z ^ h h ,  /2Л ) )2) .  
г.- i  i , - i  г.- i  г«-1 У

Учитывая (46), получим 

(А 'г , z) =  ^ A z ~ ^ ~  A iA2z , z j ^ s ( A z ,  z) — ^ - ( A z ,  z ) ^

>  (l - 1 a,2 1 -  -Ц-L) (Az, z),

‘ (A'z, г ) < ( Л г ,  z ) + - ^ ( A z ,  г Х ^ 1 + | а 12| +  - ^ | ( Л г ,  z).

Покажем теперь, что

\ Ь \
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В самом деле, если \ап 1 ^ 0 ,5 ,  то 6 ^ 0  и
1 +  2а?„ -  3 1 а , ч  I 2 

с1 =  1 —| а 12| ----------- з ' ■ 1 2 - з - ( 1 - а ? 2) > 0 .

Если | а , 2 |> 0 , 5 ,  то 6 < 0  и
1 + 2aL -  3 1 I 2

Cl =  l - \ a l2\ + - - ! з  - з ( 2  +  а ? 2 - 3 1 а 1 2 | ) > °
при | а 121< 1.

Тем самым доказано, что

с , Л < Л ' < с Д  (47)

где d  =  1 — | а 121 — ] 6 |/3 >  0, с2 =  1 + 1 a l2 | + 1 b |/3 >  0.
П окаж ем , что для погрешности г  = у  — и имеет место 

оценка

где || z |fo =  || z ||^ + 1| z |f^,

N, N ,- l N ,- l N,

II2  ii2„, =  2  2  A2 fe , ( /A  i2h) )2, II z ||2Лг =  2  2  № (zx, ИЛ i2h) )2.
1 /,-1 ij- l 1 i,- l i2-I

В самом деле, запишем схему (45) в операторной форме
A 'z  =  \J)

и умножим <?бе части этого уравнения скалярно на г:

Ci(Аг,  г ) < ( Л ' г ,  z) =  (i|>, г).
о

Так как (A z , z ) > 6 0||z |p  (см. п. 1), то

ltt>, z J K H I I I I z l K ^ H I I I I z l l j ,  

и, следовательно,

что и требовалось доказать.
И з полученной априорной оценки и условия II “ф II =  О (/г4) 

следует сходимость схемы (43) со скоростью О (А4) в норме
о

пространства Но  (в сеточной норме
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Глава V

ОБЩИЕ ФОРМУЛИРОВКИ. 
ОПЕРАТОРНО-РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ

Ранее были рассмотрены разностные схемы для простейших дифферен­

циальных уравнений, введены для них основные понятия теории разностных 

схем и продемонстрированы некоторые приемы исследования устойчивости и 

сходимости схем. При этом обнаружилась возможность формулировать общие 

определения и методы на языке функционального анализа, отвлекаясь от кон­

кретного вида разностных схем.

В этой главе проводится систематическая трактовка разностных уравне­

ний как операторных уравнений в абстрактном пространстве и даются соот­

ветствующие определения аппроксимации, устойчивости и еходимости.

§ 1. Разностные схемы как операторные уравнения 
в абстрактных пространствах

1. Разностные схемы как операторные уравнения. После з а ­
мены дифференциальных уравнений разностными уравнениями 
на некоторой сетке мы получаем систему линейных алгебраи­
ческих уравнений, которую можно записать в матричной форме

91F =  Ф ,  (1)

где 51 — квадратная матрица, У — {У\, У2, ■■■, Ук) — искомый 
вектор, Ф =  (фь ф2 , . . . ,  флг)— известная правая часть, вклю­
чающая и правые части краевых условий.

Каждой матрице 51 можно поставить в соответствие некото­
рый линейный оператор А, отображающий пространство R N в 
R N. Тогда уравнение (1) примет вид

Ау  =  ф , (2)

где у  — искомый, а ф — известный векторы пространства R n . 
Оператор А отображает в себя пространство сеточных функций,



заданных на юл и удовлетворяющих однородным граничным 
условиям.

П р  и м е р  1. П е р в а я  к р а е в а я  з а д а ч а .  Пусть на от­
резке [0, 1] введена равномерная сетка

a h = {xi = ih, / =  О, 1, N, h = l / N } .

Ищется решение первой краевой задачи

А У = у  XX =  ~  f  М> Q < x  = i h < l ,  уй — ии y N = u2. (3)

Вводя вектор Y =  (г/ь г/2, •••,  Уjv-i), перепишем уравнение (3) 
в виде (1),  где
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2 - 1 0 0 . . 0 0
- 1 2 - 1 0 . . 0 0

0 - 1 2 - 1  . . 0 0

0 0 0 0 . . - 1 2

— матрица размера (N — l ) X ( N — 1). Вектор правой части 
Ф =  (фЬ . . . ,  флг- i )  учитывает правые части краевых условий (3):

Ф i~fi> I =  2, •••, N  —  2, Флг-i =  /лг- i +  »

так что ф* отличается от только в приграничных узлах 
i =  1 и / =  N  — 1.

М атрица 21 определяет оператор А — —А, который преобра­
зует сеточную функцию у ( х {), т. е. вектор (N — 1)-мерного про­
странства в вектор того же пространства (в сеточную функцию 
(—Лг/),). Оператор Л совпадает с оператором Л на сеточных 
функциях, обращающихся в нуль на границе (при i = 0  и i ~ N ) ,  
так что (Лг/) ,• =  (Лг/) * при / =  2,3...... N  — 2,

(А!/)| =  - у ‘'г , ( * » ) „ . ,  -  . (4)

Пусть йл — множество сеточных функций, заданных во внут­
ренних узлах сетки со и, это множество линейно. Вводя на й/,

ЛГ—X _____
скалярное произведение (г/, а) — 2  У Р ^  и норму \\у\\=У{У> У) >

t - i
получим линейное нормированное пространство Qh.

Определенный выше оператор А линеен и отображает на 
Qh (его область определения и область значений совпадают 
со всем пространством Q/,).

Оператор А самосопряжен, т. е.
(Ay, v) = (у, Лу) для любых у, v  е  ЙА.
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В самом деле, (Ay,  v)  =  (—Ay,  и). Пользуясь второй форму­
лой Грина (гл. I, § 2) и учитывая, что Л совпадает с Л на мно­
жестве сеточных функций, обращающихся в нуль на границе 
сетки, получаем (Ку, и) =  (у, Av ) ,  т. е. А =  А*.

Оператор А положительно определен, т. е.
(Ау, у ) ^ 8 \ \ у \ ? .

Это следует из леммы 3 (гл. I, § 2, п. 3).
Норма оператора А равна

H A I H ^ c o s ^ C ^ .  (5)

В самом деле, норма самосопряженного положительного опе­
ратора в конечномерном пространстве Qh равна его наиболь­
шему собственному значению, ||/4|| =  Так как в данном слу­
чае, согласно гл. I, § 2, п. 2, cos2- y - ,  то имеет место
формула (5). При этом справедливо неравенство

(Ау, у) < | |  А || || у  |р.

Рассмотрим оператор

А у =  — (аУх)х +  <*У> 0 <  c i <  а <  с2, 0 <  d  <  сг. (6)

Он самосопряжен в силу второй формулы Грина. Первая фор­
мула Грина дает

{Ау, у) =  (а, уЦ +  (d y , у), (7)

где у \  — (у я)2. Отсюда следует, что

(Ay,  у ) > с ] ( 1, y l j  =  с,Iг/-])2^ 8 с , Wy f ,  (8)

т. е. А положительно определен. Его норма, как видно из фор­
мул (7) и (5), оценивается так:

II А | |< 4 с 2/Л2 +  с3.

П р и м е р  2. Т р е т ь я  к р а е в а я  з а д а ч а .  Пусть дана 
та же сетка ©Л, что и в примере 1. Рассмотрим разностную крае­
вую задачу третьего рода

А У =  У х х =  ~  f ( x )> 0 < л г  =  / Л < 1 ,
(9)

Ух, й ~ а \Уа 1*1» У х , и ~ а2Уы ^ 2 '

Пусть Ад — множество функций, заданных на сетке 

©л =  {л:< =  г/г, {' =  0, 1..........N}.
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Определим оператор Л  так: 
1

(А У \  =

0,5Л (Ух, о ~  <Ti«/o) =  А у, i =  О,

А У =  Ухх> < =  1.2..........N -  1,
1 /.. . _ - Л *+ .

0,5Л лг А  У> <

П олагая /4 =  —Л, перепишем задачу (9) в виде

А у  =  ф,
где

( I
H i,  <’ =  О,

1 = 1 ,  2, . . . .  ЛГ-  1,

ц2, i =  N.

(10)

Фг =

I
0,5 h 

fi.
1

0,5 h

Линейный оператор А отображает Qh на Q Введем скаляр­
ное произведение

N -1

[г/, и ] =  2  yiVih +  0,5h(y0v0 +  y NvN)
i»l

и норму |[г/]| =  У  [у, у ] .
Оператор А самосопряжен, т. е. [г/, Av] =  [у, Ау], где

N -1

[у, A v ] =  -  (у, Ау) -  0,5Л {у0А  v +  y NA +v), (у, w ) =  2  yiWth.
i ~  I

Пользуясь формулой Грина (гл. I, § 2) и подставляя выра­
жения для A~v  и A+v, получим

~ ( У ,  A v )  = ( -  Ay,  v) -  (ух 0v0 -  у-х „v„) +  (y0vx_ 0 -  y Nvх N),

-  0,5h (y0A ~ v  +  y NA +v) = - y 0 (vx< 0 -  (T,v0) +  y N (v^ N +  a2vN). 

Так как

Ух. о =  +  0.5ЛА~г/, y-x N = -  a2y N -  0 ,5hA+y,
то

[у, A v ] =  -  (Ay, v ) - Q , 5 h { v 0A ~ y  +  v NA +y) = [Ay, у],

что и требовалось доказать.
Покажем, что если ai >  с\ >  0, стг ^  с\ >  0, то оператор А  

положительно определен:

[Ay, y ] > - ^ { y f .  ( 11)



Д ля  этого воспользуемся тем же приемом, что и при доказатель­
стве леммы 1 из гл. I, § 2. Именно, представив функцию у 2 (х)  
в виде

У2 (х)  =  ( у 0 +  2  y x ( x ' ) h j  =  у 2 + 2у0 2  y x ( x ' ) h  +  (  2  Уя (х' ) / г]
\ x '-h  /  x '=h  \x'=ft /

и воспользовавшись е-неравенством, получим

/ С * Х ( 1  +  е)г/2 +  (1 +  1/е) (^J£i^yx (х') h j  .

Так как, согласно неравенству Коши — Буняковского,
/ х \2 / X \
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то из предыдущего неравенства получаем
г/2( * ) < ( 1  + e)yl  + ( 1 +  1/е) х  (1, г/|].

Аналогично доказывается неравенство

г/2( * ) < ( 1  + е ) ^  +  (1 +  1/е)(1 — *) (1, у*].

Из последних двух неравенств следует, что
у2 (*,) <  0,5 (1 +  е) {у\ +  y l )  +  0,5 (1 +  1/е) (1, у 2],

\ [ y f  <  0,5 (1 +  е) (yl +  у])  +  0,5 (1 +  1/е) (1, у 2].

Отсюда и из тождества
[Ау, у] =  (1, у\] +  +  а2у \ ,  (12)

положив е =  с,, получаем (И).
Д л я  нормы оператора А справедлива оценка

1 М И < - ^ ( 1  + 0 ,5 с 2/г), где с2 — шах(сгь а2). (13)

В самом деле, так как (г/-_ tf  <  -%г {у1 +  У]-{), то

где \[у]\2 =  2  y 2h  +  0,5h (у2 +  у 2,).

Учитывая затем, что [Ау, у] <Ц  А || ][г/]|2, и

а ,Уо +  а 2 У 1  =  4  (°»5Лст^о +  0.5Л(Т2̂ )  <  Щ т  IMP

из формулы (12) получим искомую оценку (13).



П р и м е р  3. Н е с а м о с о п р я ж е н н ы е  о п е р а т о р ы .  
Пусть

®л = {Xt = ih, i =  0, 1, . . . ,  N, h*= 1 jN) 

сетка на отрезке O ^ x ^ l .  Рассмотрим разностные операторы 

л ~2/=  */*-, А + У = ~ У Х, (14)
о

отображающие множество Qл сеточных функций, заданных нз 
и равных нулю при i «= 0, i =  N, на Qh, так что

( л ~  1 = 1  У '/ Н ’ /==1’
( y ) i ~ \  ( У 1 - У 1 ~ т ,  i  =  2, 3 ......... N -  1,

/ .  4. \ |  (у»+1 Уг)М, i  1, 2, . . ., Л/ 2,
1 I/jv-i/A. i = ~ N -  1.

Из этих формул видно, что А-  и Л+ можно рассматривать 
как  операторы из Qn на

N - 1

Пусть (у, v) =  2  Vi^ih — скалярное произведение на Qh 
j «1

и Qh. Покажем, что операторы Л-  и Л+ сопряжены друг другу:

{Л~у, v) = (y, A +v) для любых у,  D G Q t . (15)

В силу формулы суммирования по частям — {у, v) t
если у  =  v — 0 при I =  0, i — N. Отсюда и следует сопряжен­
ность Л~ и Л+.

Нетрудно заметить, что А ~у +  А +у = — (ух — у - ) = — hAy,  где
А у  = у Хх, т. е. Л -  +  Л + = - Л Л .  Поэтому операторы Л~ и Л +
положительно определенные:

(А ~У, У) = (А+У> У) =  \ { ~ А У, y )= ‘- Y \ y xf > ^ h \ \ y \ f -

Последнее неравенство справедливо в силу леммы 3 из гл. I, 
§ 2, п. 3.

Обычно рассматриваются операторы из Qft на вид а

R \ У ~ ~ £ У х >  ^ 2  y ~ ~ j f ( ~ y x)' ( 1®)

Они сопряжены друг другу

(Я\У, и) =  (У, Яг«)
и

, (R&, У) = {R2y> у) = °>5 II Ух I2 >  4II у t ■
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Из формулы
N—!

(=»!
следует, что

IIЯ, И <  2/Л2, || R 2 | !< 2 / /г2. (17)
Так как Я, =  R*2, то

N - l N

( R & U .  у)  - I I -  W  S  Л .  f i  <  T?  S  « h h -  т г  №
I=1 i = iт. e.

№ I P < - * r ( * 0 , y), R =  R i + R2. ( 18)

Несамосопряженные разностные операторы появляются, на­
пример, при аппроксимации эллиптических операторов второго 
порядка, содержащих первые производные. Так, оператор

Lu = u" (х) + b u ' (х), х е [ 0 ,  1], b — const

аппроксимируем разностными операторами А ху  =  у . х +  Ьух при
о

b > 0  ИЛИ \ у  =  у -х + byх при 6 < 0 ,  где г/е=Йл.
Пусть А у  — оператор из Ол на Йл, совпадающий с А у  при

г / е й л. Операторы Л, =  — А,, Л2 =  — Л2, действующие из Йл 
на Йл, положительно определены при любом Л. В самом деле,

{А,У, У) =  ( ~ У ХХ, У ) ~ Ь ( У Х, </) =  (! +  0,5Л6)||г/-]|2, j

(А2у,  г/) =  (1 — 0.5А&) I г/jgjj2 =  (1 +  0,5Л | 6 | ) || (/-]|2. J (19)

Отсюда находим
(А1У, < / )> 8 (1  +  0 ,5Л|6 |)|| г/|р, 1, 2.

Т ак  как Л, =  Л +  6 А +, Л2 =  Л + 1 6 |А " ,  где Л =  — Л, А у = у _ х
и II Л *  1 <  2/Л, || Л | К  4/Л2, то, в силу неравенства треугольника 
для  норм, получаем

1|Л1| | < | | Л | |  +  б | А + | < - ^ ( 1 + 0 , 5 Л 6 ) ,  Ь >  0, |

I II 4 (20)II л 2 11^11 Л Н-Ы 6 1 |А -  | | < - ± - ( 1  +  0,5Л| 6 1), 6 < 0 .  ]

Заметим, что если оператор Lu  =  и"  +  Ьи' аппроксимировать 
выражением А у  = у . х + Ьуя при Ь >  0, то вместо 1 +  0,5Л6 
в (19) получим 1 — 0,5hb и оператор (—Л) будет положительно 
определенным только при h <  2/6.

Мы ограничились здесь простейшими прим ерам ^
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В гл. IV аналогичными методами изучались разностные опе­
раторы, аппроксимирующие эллиптические операторы (в частно­
сти, оператор Л апласа) в прямоугольных областях.

Если исходный дифференциальный оператор самосопряжен 
и положительно определен, то и разностный оператор надо 
строить так, чтобы он обладал указанными свойствами в сеточ­
ном пространстве. Этого можно добиться, используя, например, 
метод баланса (интегро-интерполяционный метод, см. гл. III) 
или вариационный метод для построения разностных схем (см., 
например, Ю. А. Гусман, А. А. Оганесян [1]).

Из предыдущих примеров видно, что разностные уравнения 
можно трактовать как операторные уравнения с операторами 
в линейном нормированном конечномерном пространстве. Д ля  
этих операторов характерно то, что они отображают все про­
странство в себя.

Перейдем к изложению теории разностных схем как опера­
торных уравнений.

2. Устойчивость разностной схемы. Пусть даны два линейных 
нормированных пространства tSh' и зависящих от п ара­
метра h, являющегося вектором некоторого нормированного про­
странства, \h\  >  0 — норма вектора А. Рассмотрим линейный опе­
ратор Ап с областью определения &  (Ah) =  и множеством зн а ­
чений $l(Ah)  s  3 $ .  Пусть || • ||(iA) и || • |1(2Й) — нормы в $h  и 3 $ .

Рассмотрим уравнение

где фн — заданный вектор.
Меняя параметр h, мы получим множество решений {г/л} урав­

нения (21). Операторное уравнение (21), зависящее от парамет­
ра А, будем называть разностной схемой.

Будем говорить, что схема (21) корректна (задача (21) кор­
ректно поставлена) у если при всех достаточно малых | А | ^ А 0

1) решение уи уравнения (21) существует и единственно при 
любых фл е $ (л2> (схема (21) однозначно разрешима),

2) решение уь уравнения (21) непрерывно зависит от ф ,̂ при­
чем эта зависимость равномерна по h (схема (21) устойчива),  
иными словами, существует такая положительная постоянная М,  
не зависящая от А, фЛ, что для решения уравнения (21) имеет 
место оценка (при любых фл е ^ 2)):

Разрешимость схемы (21) означает, что существует обрат-

(21)

II y h ll(ift) < M | |  Фа II(2a). (22)

ный оператор Л * т .  е.
0 а =  Л Ч * (23)



Устойчивость схемы означает, что обратный оператор Л д 1 

из в равномерно по h ограничен:

||/4л! | | < М ,  где М > 0  не зависит от h. (24)

Из (23) и (24) следует оценка (2 2 ):

1 Ун ||( 1 д) <  | И л  II1 Ф /t |(2Л) <  М  II Фл I(2 ft) •

В случае, когда ^  =  $ $  =  Ял “  гильбертово пространство 
и Ah — ограниченный оператор с областью определения
3 ) { A h) =  Нн, для корректности схемы достаточно требовать, что­
бы оператор Ah был положительно определен:

(Ahx, х)~^Ь\\ х\? для  всех лгезЯд, (25)

где IMI2 =  (х, х) и 6 > 0  — постоянная, не зависящая от h.
В самом деле, из теоремы 4 гл. I, § 3 следует существование 

оператора Л д ', определенного на всем пространстве Яд и огра­
ниченного:

I A h'  I < 1 /6 . (26)

Поэтому для решения уравнения (2 1 ) верна априорная 
оценка

II Uh 11(A) <  “5  II Ф/i 11(A)*

Заметим, что самосопряженность оператора A h в случае ве­
щественного пространства H h не предполагается.

Если Hh — комплексное гильбертово пространство, то само­
сопряженность Ah является следствием его положительности.

Д ля  доказательства устойчивости схемы (21) требуется по­
лучить априорную оценку вида (22). Вывод некоторых априор­
ных оценок для операторного уравнения (21) будет дан в п. 4.

3. Сходимость и аппроксимация. Пусть $ (|) и <g(2) — линей­
ные нормированные пространства с нормами Ц • ||(!) и jj • Ц(2). Пред­
положим, что

1 ) существуют линейные операторы из ^?(1) в ^  и
из ^ 2) в так что

если и «  $ (1),

=  если

2) выполнены условия согласования норм

lim М Ц 1а) Ч | и | | (1), Ь'т № k )  =11 / 11(2). (27)
J А [ -* О 4 п > |6|->0 '
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Пусть уъ. — вектор из 3 $ .  Нас будет интересовать сходи­
мость {yh} при [/г | —► 0 к некоторому фиксированному элементу 
и  из ЗИИ1).

Будем говорить, что
1) {г/Л}, где сходится к элементу н е # * ,  если

(28)

2) {yh} сходится к п е р  со скоростью 0 ( | Л | П), п >  0 (или 
аппроксимирует и с точностью 0 ( | / i | n) ) ,  если при всех доста­
точно малых | А | < А 0 имеет место оценка

»*А- “4 1а)< М | Л Г ,  Ч - П ' Ъ  (29)

где М  >  0 — постоянная, не зависящая от h.
Пусть y h — решение задачи (21). Будем говорить, что
1) схема (21) сходится, если существует элемент u e f i ,  

такой, что выполнено (28),
2) схема имеет точность 0 ( ] / г | п), если выполнено (29). 
Введем понятие погрешности аппроксимации на элементе

u e f ' i .  Д ля  этого напишем уравнение для разности Zn =  
=  ун — Мл. Подставляя уи — Zh +  uh в (21), получим

A hZh = \ >  \  =  ФЛ “  V a -  (3°)
Правую часть фл =  (ы), зависящую от выбора элемента и

из назовем погрешностью аппроксимации на элементе
и е р  для  схемы (21). Очевидно, что ip/, есть невязка, возни­
кающая при замене в уравнении (21) уи элементом uh = ^ )u. 

Будем говорить, что
1) схема  (21) обладает аппроксимацией на элементе 

если
lim || фЛ (и) ||(2л) =  lim |[ <рл -  A huh ||(2 } =  0, (31)

(Л | - * 0  V М  | А | - * 0  '  М

2) схема  (21) имеет п-й порядок аппроксимации на элементе
если при всех достаточно малых | / г |^ / г о

II (и) 11(2Л) <  Л* | А Р или II -Фа (и) И(2а) =  о  ( | А |"), (32)

где М  — Положительная постоянная, не зависящая от h, п >  0.
Установим теперь связь между устойчивостью, аппроксима­

цией на элементе и сходимостью к этому элементу для
схемы (21).

Если схема (21) корректна, то и задача (30) для гд также 
корректна. Поэтому для ее решения верна оценка

I|za II(1a) < M | I M ^ ) .  (33)
Отсюда следует
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Т е о р е м а  1. Если схема  (21) корректна и обладает ап­
проксимацией на некотором элементе и е  $(*>, то она сходится, 
точнее, решение уи задачи  (21) при |/г|->-0 сходится к этому 
элементу и & З И 1), причем порядок точности схемы  (21) совпа­
дает с порядком аппроксимации.

До сих пор мы говорили о сходимости схемы и погрешности 
аппроксимации на некотором фиксированном элементе и из^К1*. 
Однако, если и принадлежит области определения некоторого 
линейного оператора действующего из Ш1) в 3^г\  то st-u =  /, 

Поэтому можно считать, что и есть решение уравнения

зФи =  /, u e  $ (!), f  е $ (2) (34)

и, следовательно, говорить об аппроксимации этого уравнения 
разностной схемой. Мы не вводили уравнение (34) лишь потому, 
что нигде в определениях не используются никакие предполо­
жения относительно оператора зФ. Всюду мы имели дело лишь 
с элементом и е

Однако, если и есть решение некоторого уравнения (34), то 
можно говорить, как это обычно делается, об аппроксимации 
уравнения (34) схемой (21) на решении уравнения (34), о схо­
димости к решению уравнения (34) и т. д.

Поскольку имеется понятие аппроксимации элемента f  из 
множеством (фл] из { $ (,Р}, то можно говорить об аппрокси­

мации f  элементами фь, оператора оператором Ah'.
1) фЛ аппроксимирует f с порядком п, если

| фл - П 2)/||(2л) =  о ( 1 ЛП.  (35)

2) оператор A h аппроксимирует оператор зФ с порядком п,
если для любого справедлива оценка

I -4 а  -  М«) !pt) - 1 Л  (П "“) -  П 3 Ш  1р„) -  о ( I h Г). .(36)

Очевидно, что если выполнены условия (35) и (36), то схема 
(21) имеет п-й порядок аппроксимации на решении и урав­
нения (34).

В самом деле, так как (f — s£u) =  0, то

Ъ  < “ >  -  ф *  -  А н Ч  =  к  -  m  -  ( 4  № )  -  П 2 )  Ш )

и
К  <») 1(„, <  I % -  k ) + 1 \  № )  -  « Т  Ш  lps) <  М I *  Р.

если выполнены условия (35) и (36).
Еще раз подчеркнем, что для оценки порядка точности схемы 

надо оценить ее порядок аппроксимации лишь на решении 
исходной задачи.



4. Некоторые априорные оценки. Рассмотрим ряд простей­
ших априорных оценок решения уравнения (21), вид которых 
зависит от информации об операторе схемы. Эти оценки типич­
ны для разностных эллиптических задач.

Д ля  упрощения записи будем в тех случаях, когда это не 
вызовет недоразумений, опускать индекс h. Итак, пусть дано 
уравнение

Ау  =  ф, (37)

где А — линейный ограниченный оператор, заданный на веще­
ственном гильбертовом пространстве Я, ф — известный, у  — ис­
комый элементы из Н.

Будем предполагать, что задача (37) разрешима при любых 
правых частях ф е Я  (т. е., что существует оператор Л~1 с об­
ластью определения 3 ) ( А ~ 1) — Н).

Все постоянные, встречающиеся ниже, предполагаются не за­
висящими от h. _____

Пусть ( , ) — скалярное произведение, \ \ х \ \= У ( х ,  х) — нор­
ма в Н. Запись А =  А* >  0 будет означать, что А — самосопря­
женный и положительный оператор. Введем обозначения

II ф IU-. =  1^(л_1ф, ф), \ \ y h  = V W T y ) ,  А = А*>  0 .
Л е м м а  1. Пусть оператор А имеет ограниченный обрат­

ный оператор А~1 с областью определения Я) (А~]) = Н. Тогда, 
если А* =  А >  0, то верны оценки  (для  лю бы х у  и ф из Н):

к ф , 0) i<HfHUii<piu- i ,  (38)

1 (ф , «/) К  е|| г/11̂ + ^ - II ф 11̂ -1, е > 0 .  (39)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как А ~ ] =  (Л-1)* >  0, A~lA = Е,
где Е  — единичный оператор, то (ф, у)  =  {А~хАу,  ф). Применяя 
затем обобщенное неравенство Коши — Буняковского, получим

( А - ' ( А у ) ,  Ф)2< ( Л - ' ( Л | / ) ,  А у ) { А ~ \ ,  ф) — II«/ИдIIфПд-1 .

Неравенство (39) следует из (38) и е-неравенства.
Приведем ряд априорных оценок для решения уравне­

ния (37).
1) Имеют место точные оценки

Ш д Н М д - .  при Л =  Л * > 6 £ ,  6 > 0 ,  (40)

II А у  || =  IIФ | | . (41)
Действительно, из уравнения (37) имеем 

{Ау, г/) =  (ф, г/) =  (ф, Л~'ф), 
так  как у  =  /4~!<р. Формула (41) очевидна.
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2 )  Если А =* Л* ^  6Е, то

11г/1и<11ф1!//б- (42)
Это следует из (40), так как А  >  ЬЕ дает ||Л-1| | - ^ 1 /6  и

|| Ф |&_, =  (Л - 'ф ,  ф) <11 Л " ' ф  |||| Ф || <|| А~'  Ц|| Ф ||2 <  }| |  Ф if.

3) Пусть в уравнении (37) А >  уА 0, у >  0, где Л0— самосо­
пряженный положительный оператор, имеющий обратный опе­
ратор Л ^ 1. Тогда

|| у  || < 1 | | ф | |  - ь  (43)
л0 у л0

Умножая (37) скалярно на у, получим энергетическое тождество
(Ау, у) =  (ф, у). (44)

Так как
(Ау, у ) > у ( А 0у, у) = у \ \у  ||^

и, согласно лемме 1,

1(Ф, У) К I I  ф II.- i l l*/ II. , 
ло л 0

то из (44) получаем у  || у  |Р < | | г / | |  IIФ IL- ь  т. е. у II у\ \.  <11ф | |л-1.
ло о о о Ао

4) Пусть в уравнении (37) Л =  Л * > 0 ,  А ^ у А 0, у > 0 ,  Л о = Л о > 0 ,  
Л и Л0 перестановочны. Тогда справедлива оценка

II Лоу | | ^ | |  (45)

Достаточно показать, что \ \ А у \ \ ^ у1Ио*/И и воспользоваться (41). 
Из условия Л >  у А а получаем

II Ау  ||2 =  [А2у, у) =  {AA'4j,  ^ у )  >  у  (Л,Л V  А',!у). 

Учитывая перестановочность операторов Ло и А,  имеем отсюда

II Ау  ||2 >  у  (АА0у, у) = у (АА'12у, А'1!у ) >  у  (А\У, У),

что и требовалось.
5) Пусть Л >  уАо, где

р
Ло =  2  А а,

а=1

А а =  Ла > 0 ,  а  =  1, 2, . . . ,  р, {Аа} попарно перестановочны. То­
гда для решения уравнения (37) справедлива оценка

t \ \ A ay  | P < N l f / Y 2. (46)
«“ I
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Д ля  простоты ограничимся случаем р — 2:
|| (Л, +  А 2) у  IP =  \ \А{у  IP + 1| А2у f  + 2 ( A {y, А,2у) > || А {у  |р + 1| А гу  |р,

Отсюда и из (45) следует (46).
П р и м е р  1. С х е м а  п о в ы ш е н н о г о  п о р я д к а  т о ч ­

н о с т и  в п р я м о у г о л ь н и к е
G =  ( 0 < A r , < / b 0 < л : 2< / 2).

Пусть
=  Ш А ,  i2h2), о <  ia <  N a, К  =  l J N a, а =  1, 2}

— сетка в G. Схема 0 ( | Л | 4) для задачи Дирихле имеет вид

Л? +  hi
М у  =  (Л, +  Л 2) у + — jg—  Л[Л2г/= -  ф, х =  (г,Л,, г2Л2) е  G,

/j2 д2 (47)
Ф =  / +  +  -j|- Л 2/, у =  О,

где уА — граница сетки (oft, Аау  = уя х , а =  1, 2 (см. гл. IV, § 1).
Пусть Qa — пространство сеточных функций, заданных во

й
внутренних узлах j g i o j  сетки, Qn — пространство сеточных 
функций, заданных на й Л и равных нулю на \h■ Введем на 
скалярное произведение и норму

W ,- l N i- l

(г/,Ч>) =  2  2  h h 2y { i xh u i2h2) v (г,Л„ г2Л2) =  2  y ( x ) v ( x ) h lh2,
i  i =* 1 *2 ** 1 x £ 0 ) ^

II г/ II =
где Определим аналогично примеру 1 п. 1 операторы
Л j и Л2:

Л ^  =  -  А,г/, Л2г/ =  -  Л,г/, где 7\аг/ =  Л аг/ при у е=

Л а действует из Q/, в Q/,. Задача  (47) сводится к уравнению 
Ay — {А 1 +  Л-2—  (^ i +  Щ) А ,А 2) у — ф, у ^  Q h — Н , ф е £ 2 л =  Я ,  (48)

где %l = h\ l  12, >с2 == /г |/12. Операторы Л, и Л,, самосопряженные,
(Лаг/, у) =  (#>Лао), а = 1 , 2 ,  положительно определенные, 

8 ’ f ’и перестановочные. Поэтому Л[Л2 =  (Л,Л2)’ > 0 .  Учи­
тывая, что

А 1А2 ^ | |  Л] || Л2, Л(Л2 =  Л2Л, ^ | |  Л2 1| Л,, 

где || Ла II <  4/Ла, а = 1 ,  2, получаем

(xi +  %%) Л[ Л2 ^  XiH Л]-1| Л  ̂.+ и2И Л 21| Л[ <  -д- (Л j +  Л2).
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Отсюда следует, что

"з" А0 <  А ^  А0, где А0 — А : +  Л2.

Операторы А0 и А перестановочны, Л0 =  Л о > 0 ,  Л =  Л * >  0. 
Поэтому для уравнения (48) справедливы оценки (45) и (46):

II Аоу |f =  || А ху  1р +  2 (Л, А 2у, у) + 1| А 2у  If <  |  IIФ If, (49)
где

И « ^ 1  =  | | ^ а*а1’ « =  К 2,

2’
ЛГ, №

II v]\l 2 =  S  S  
»,=■! «2 = 1

Пользуясь теоремой вложения (гл. IV, § 2), получаем

1 № < Л Л 1 ф 1 1 - '  (50)
И з этой оценки следует равномерная сходимость со скоростью 
0 ( | Л | 4 ) схемы (47) к решению задачи Дирихле для уравнения 
Пуассона.

Аналогично убеждаемся в справедливости оценки (50) для 
схемы О ( |Л | 4) в параллелепипеде. В этом случае

А  =  А х +  Л2 +  Л3 — +  и2) А хЛ2 — +  %3) Л ,Аз — (%2 +  щ) Л2Л3,

имеют место оценки Л0 <  Л <  Л0, где Л0 =  А\ +  Л2 +  Л3, так
что у =  1/3. Оценка (50) получена В. Б. Андреевым [2].

Покажем как вычисляются негативные нормы вида 
II ф 11л-1 =  (Л~'ф, ф)1/г для некоторых разностных операторов. 
При вычислении таких норм будем использовать тождество

1|ф|1л-‘ =  (У> Ф). (51)

где у  есть решение операторного уравнения (37).
Рассмотрим первую краевую задачу

i a y x)x i =  ”  ^ i ) ’ x i =  i f l > /== ь  2, . . . .  N -  1, h N =  1 ,1
п IУа =  Уы =  0. )

Введем пространство функций H N-\ ,  определенных на сетке
т  =  {xt =  ih, i — 0, 1, . . . ,  Л/} и равных нулю при i =  0, i — N.
К ак  обычно,

N -1

(у, и) = S
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Задачу  (52) можно записать в виде операторного уравнения
(37), где У =  (Ъ,У\..........Un-\, 0}, оператор А: -+ опре­
делен тождествами

Ранее было показано, что если i> 0 ,  то оператор (53) — 
самосопряженных! и положительно определенный, так что опе­
ратор Л-1 существует.

Л е м м а  2. Н орм у  Hq>||A- i  для оператора (53) можно пред­
ставить в виде

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим правую часть уравнения 
(52) в виде ф* =  S x>i, i =  1, 2, . . . ,  N — l,  где задано соотно­
шениями (55). Из уравнения

Д ля  нахождения постоянной С поделим (57) на а { и просумми­
руем по / от 1 до N:

(Ay)t  =  -  (а у я)х / = 1 , 2 ..........N -  1; (Ау)0 =  (Ay)N =  0, (53)

и правая часть ф есть вектор

Ф =  {0, Ф1, Фг..........Ф*-1. 0}-

5 г = 2 Л ф ь  t =  2, 3, . . А’; 5 ,  =  0. (55)

В частности, для оператора (53) с а* =  1 имеем

(56)

K  +  5 L i  =  0> / =  1> 2..........N ~ l
получим тогда, что

а ^ х  i +  S t =  С  =  const, i =  1, 2 ..........N. (57)

N N

т. е.

Д алее, согласно (51), имеем



Учитывая уравнение (57), получаем отсюда

1 >-< 1 (=1 *
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l - l  
2 JV

<=] 1 i 1 / i=i '
что и требовалось.

Заметим, что тождество (54) справедливо и в случае, когда 
функция S определена следующим образом:

J V - 1

s ,  =  -  2
k—i

»'= 1 , 2 .......... i V - 1 ,  S f f - 0 .

С л е д с т в и е .  Е сли  a i ' ^ C i > 0 ,  то для  оп е р ат ор а  (53) имеет 

место оценка

ФИ
где

либо

Cl
(58)

II Ф II,2'(-2)
ЛГ-1 /Л’-1 N2

2  А 2  Аф* ,

ф IIL'(-2)
N - l  (  i \2 

2  ft 2  йф* .
!=i \s=i

Рассмотрим теперь третью краевую задачу (9). Введем так­
же, как и в примере 2 п. 1, пространство HN+\, состоящее из 
функций, заданных на сетке

<bh = {xl = ih, г =  0, 1, . . . ,  N, hN  =  1}, 

со скалярным произведением
N-1

[у, «] =  2 y iV ih  + 0,5h{y0v0 + y Nv N). 
i - i

Задачу (9) запишем в виде (37), где 

У — {Уо> Уь •••> Уы—1> Уn }> Ф =  |  о,5Л ^JV—I> о,5А }*

* =  0>

(A y ) i ~  ~ У хх , 1’ <= 1> 2, . — 1, (59)

дЗд л?+ °г2%)> i*=N, ■



Л е м м а  3. Н орму  || ф ||л— i для оператора (59) можно п р е д ­
ставить в виде

I I - U ' V ,  <pl =  2 » s ?  +  -Jj- s U ,  — - \  + u„l + lMa— , (60)
t=»l

где
i - i

S i  =  0,5Лфо, S t =  0,5/гфо +  2  hq>k , i  =  2,  3, N ,
k=i

N - 1

S jv+i ^ 0,5/г (ф0 +  Фл?) +  2  Нщ. 
ft “ 1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем точки x_i =  —/г, xN+i =  1 +  h 
и положим у { х - \ )  =  г/_ 1 =  0, y { x N+i) =  г/w+i =  0- Тогда левое гра­
ничное условие в (9) можно записать в виде

/г2 Ф°’

где а 0 =  Лсгь ф0 =  0,5ф0.
Точно так же правое граничное условие в (9) принимает вид

a iV +  l (^JV +  l ~  У ы ) ~  (yN ~  yN-l) ~^ _ Фл?)

где aN + 1 =  h(j2, щ  =  0,5ф^.
Таким образом, задача (9) эквивалентна первой краевой з а ­

даче

“  {аУх)х , i =  ?г> 1, =  0 > 1..........N > y - i ^ y N + i ^ 0’ (61)

где фг =  ф{) i =  1, 2, . . N -  1; ф0 =  0,5ф0, фЛГ =  0,5фЛГ, a, =  1,
i = l ,  2 ..........JVj a0 = hou a w+1=*/iff2-

З ам ети м  теперь, что если — решение задачи (9), то
N - 1

[ л -1ф, ф] =  [у,  ф] =  0,5h  (й)Фо +  y NФлг) +  j S  y f l i h  =

J V - l  iV N

= 2  Угфг/г + h (г/оФо + г/лгФлг) = 2  =■ 2  (̂~ф)г фЛг=1 г-о i=o
Поэтому применяя к (61) лемму 2, получаем (60).

С л е д с т в и е .  Если о 1' ^ с 1> 0, о2^ с 1> 0 ,  то для опера­
тора (59) справедлива оценка
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П р и м е р  2. Пусть А у  =  -  (а уя)х +  dy, y 0 =  y N =  О, где 
а ^ С х > О, 0. Тогда Л =  Л* > 8с,Е и

(Л#, #) =  (a, i?|] +  (d, у 2) >  с, I у х]|2 =  с, (Ло0 , у),

АоУ =  -  Ухх>

т. е. у =  Поэтому, в силу (43), для задачи

И ж ) * , г - С ^ =  - < Р«> / = 1 * 2 ..........Уо =  Уn =  ® (62)

верна оценка

или, учитывая следствие из леммы 2,

И х ] | < т г 1 1 Н - 2 г

Применяя теорему вложения (см. лемму 1, гл. I, § 2),  имеем 
оценку

| | /̂ ||с =  ,<т а х _ 1| ^ | < ^ г || ф ||(_2).

Эта оценка была получена в гл. I, § 2 методом энергетических 
неравенств.

Оценкой (43) можно пользоваться, если Л — разностная ап­
проксимация оператора

- Ь и = -  2  ^ a g la ig  >  Y 2  la ,  м | г = 0 ,
a,  P - l  a, p = l  a = l

область G — параллелепипед, Г — граница G, сетка йл равно­
мерна по каждому х а. В этом случае, согласно гл. IV, § 1,

р

Л у = ~  a^ i i  [ ( ^ Д в + ( ^ ^ J *
р

А оУ =* 2  у-,
а-1 <

Рассмотрим теперь операторы специального вида (дивер­
гентные или консервативные)

Л =  T 'ST ,  (63)

где Т, S, Т* — линейные операторы: Т действует из Я  в про­
странство__Hi со скалярным произведением ( , ]  и нормой
|| 1>]|= У ( v, о], 5  действует из Н\ в Я ь а Т* — из. Hi  в Н.
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§ 1. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ КАК ОПЕРАТОРНЫЕ УРАЙНЁНИЯ m i

Операторы Т и Т* сопряжены в следующем смысле

(Ту, е)] =  (#, T v )  для всех y ^ H f  v е

Пусть 5 С\Е, С\ >  0, тогда

(Ау,  у)  =  (T 'STy ,  у)  =  (STy,  Т у ] > с { \ \Ту\ \ \

т. е. Л>уЛо> где А0 =  Т*Т, Ч =  с г.
Оператор Л0 самосопряжен,

(А0у,  z) =  (Т*Ту, z) — (у, T'Tz) =  (у, Л0г);

Поэтому имеет место оценка (43), которая, если существуют 
Т- 1 и (Т*)~х, принимает вид

Н Э Д К ^ - К П - ’ф]!. <64)
В самом деле,

Цу11л0 =  И 0у ,  y)=\\Tyf,  ||ф||2 ^ { Т ^ ( Т Г \ ,  ф ) » 1 ( Г Г ' ф ] | 2.
Ао

Оценка (64) упрощается в том случае, когда правая часть ф  

уравнения (37) имеет специальный вид, ф  =  Т*ц и А =  T*ST. 
Умножая (37) скалярно на у, получим

( Г STy,  у) =* ( Т \  у) — (Ту,  т|].

Отсюда и из неравенств
( Г  STy, у) >  С[ || Ту]р, (Ту, ! ,]  <  || Ту]\ || т,]|

следует оценка
II 7 > ] |< -^ - | |г , ] | .

Отметим, что в этом случае не требуется существования опера­
тора (Т*)~К

Приведем пример построения разложения (63).
П р и м е р  3. Т р е т ь я  к р а е в а я  з а д а ч а :

{аУ$х =  _ < Р> 0  <  х =  ifl <  1> я  >  с ,  >  О,

-аыУ-х,и = а2У»-\>-2> (65)
а\ ̂ с\ > 0, а2 ̂ с, > 0.

В данном случае оператор А имеет вид (см. пример 2 
п. 1):

“ o k t e  ‘‘ =  0>

(Ay)t = ~ ( аУх)х> i = l > 2..........N ~ l >

0 , 5 A  Af +  * =

(66)



Чтобы представить оператор (66) в виде (63), удобно ввести 
дополнительную сетку
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(О {*0> *1/2> • • • >  X i - l j 2 ’ • * • >  X N —\/2’ *jv}’ X i- l /2  0,5) A,

й рассматривать пространство функций Я ,,  определенных на 
со скалярным произведением

N  _________

(у, О), =  ^ h y {_ m v i_ l/2 +  y Nv ll +  y 0v 0, || г/ II, =  /(« /, «/),.

К ак и ранее, Я  — пространство функций, определенных на 
toh =  {Xi =  ih, i =  0, 1, . . . ,  N,  A =  l/iV} со скалярным произве­
дением

ЛГ-1 _______

{у, v) =  2  y tVih +  0,5h (y0v0 + y Nv N), || у  || =  V (y ,  У)>
i =  l

Определим операторы Т : Н - + Н 1 и Г": # , - > • #  следующим об­
разом:

('тУ)а = У0- (ГУ)<-./, ж »“ 1. 2, . А/, {Ty)N - - y N,

( П ) ( Г о ) д0,5/г ’ ^  0,5/г ’

( Г р ),  =  -  , i  =  l , 2 .............  Ы ; к е Я ,  р е  Я , .

Нетрудно видеть, что A = T*ST,  где оператор S: # , - > • # ,  опре­
делен формулами

(Sy)o =  ог,у0> (Sy)(_,A =  a iy._yi, 1 <  t <  W, (S*/)jV =  c r ^ .

Очевидно, что 5  — самосопряженный в Я! оператор и 
(S#, */), >  с, || у  ||р с, «  min (а., <т,, <т2).

П окажем теперь, что операторы Т и V  являются взаимно 
сопряженными в следующем смысле:

(T*v,y) = (v, Ту)ь у е а Н ,  о е Я , .
Действительно,

JV-1
w> У) =  — 2  (v i+|Д — ^ г_ 1/г) г/,- — */0 (и./а — и0) — г/jv (wjv — ^jv—Va)=  ' 

лг

=  S  иг-|/2 {hi ~  y t - i )  +  Уо°о — Уы®ы =

Аналогично строится разложение (63) и в случае краевых 
условий первого рода (г/0 =* y N =*0). Единственное отличие со­
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стоит в том, что Н  определяется как пространство функций, 
заданных на юЛ и обращающихся в нуль при i =  0, i =  N,  со

J V - 1

скалярным произведением (у, v) =  2  lJiv ih•
и

Оператор вида А =  2  ^а^а^а’ очевидно, соответствует раз-
а=1

Р  /  .

ностному оператору А у =  — 2  \  аУха)х ' Д ля него также не-
а=1 а

трудно получить оценки, аналогичные (64).
Мы ограничились простейшими примерами, показывающими, 

как надо использовать для конкретных задач априорные оцен­
ки, полученные для операторного уравнения А у  =  <р.

5. Коэффициентная устойчивость уравнений первого рода. 
Пусть А — линейный оператор, действующий из гильбертова 
пространства Я  в Я. Рассмотрим операторное уравнение пер- 
Boiо рода:

Au = f, f e = H .  (67)

З адача  (67) называется корректно поставленной, если суще­
ствует единственное решение уравнения (67) для любых [ е Я  
и это решение непрерывно зависит от правой части /, так что

| | м - н | | (1)<  A f0 | | 7 - / I ! (2>, ( 6 8 )

где и — решение уравнения (67) с возмущенной правой ча­
стью f :

Ай  =  /, (69)
II • ll(i) и 1 1 - 11(2)— некоторые нормы на множестве Н.

При постановке задачи (67) задается не только правая 
часть, но и оператор А. Если, например, А — дифференциальный 
или разностный оператор, то должны быть заданы коэффициен­
ты уравнения.

Естественно требовать, чтобы решение задачи (67) непре­
рывно зависело не только от возмущения правой части, но и от 
возмущения оператора А задачи (например, от коэффициентов 
разностного оператора). Это требование, возникшее при изуче­
нии разностных схем, было названо в работе А. Н. Тихонова 
и А. А. Самарского [1] свойством коэффициентной устойчивости 
или ко-устойчивости.

Устойчивость решения уравнения (67) относительно возму­
щения правой части f  и возмущения оператора А будем назы­
вать сильной устойчивостью.

Вопрос ставится так: даны две задачи



где А и А — линейные операторы, область определения которых 
совпадает с Н, f  и J  — произвольные векторы из Н.  Требуется 
найти оценку для величины возмущения решения

г = й — и (71)
через величины возмущений /  и А.

Предположим, что операторы Л-1 и А ~ х существуют. Будем 
считать, кроме того, что А а А  — самосопряженные положитель­
ные операторы. Подставим и =  Л-1/  и й  =  A ~ ]f  в (71):

2 =  Л " Т -  Л - '  f  =  Л - '  ( Г -  f) +  ( Л - 1 -  А~') f. (72)

Применим А'к к обеим частям равенства (72):

A'i*z =  А~',г ( Г -  /) +  Л72 { А -  А~') f. (73)
Вектор г будем оценивать в норме || г ||  ̂ =  V { A z ,  z) прост­

ранства Нд> a f  и f — f  — в негативной норме II /  Ид-—i =  f)
энергетического пространства Н % - 1 .

Преобразуем выражение

~А'и (Л-1 -  Л -1) f  =  [Е -  А'1гА ~ 1А',г) (Л -,/7) 

и оценим его по норме

1л,/2(л~' - л~')/!<||£-л,/2л_,л,/2||||л_,/7 ||. (7 4)
В качестве меры возмущения оператора Л возьмем относи­

тельное изменение энергии {Ах, х) оператора Л, т. е. будем 
предполагать, что

| ((Л  — А ) х ,  х) | <а ( Ллг ,  х) (75)

для всех х  е  Я.
Отсюда следуют неравенства

(1 -сс)Л<Л <(1 +сс)Л, (76)
(1-сс)Л-' <Л_1<(И-а)Л~'. (77)

Покажем, что из (76) следует (77).
Рассмотрим разность /  =  (1 +  а ) { А х , х )  — (Ах, х)  и положим 

Л ‘%  =  у:

J =  (1 +  а) || у  II2 -  (Л~1/2ЛЛ~'/гг/, у) =  ( 1 +  а) || у  |р -  (D y , у),

где D =  А~'1%АА~'1г. Положим D'ky  = z\

J =  (1 +  а) {D - ' z ,  z )  - 1| 2 1|2 =  ( 1 +  а) {А',гА - ]А \ ,  z ) - \ \ z  ||2 =

=  ( 1 + а ) ( Л _11>, v) — (A~' v ,  v), v =  A',2z .

290 ГЛ. V. ОБЩИЕ ФОРМУЛИРОВКИ. ОПЕРАТОРНО РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ [5



Так как / X ) ,  то (1 +  а ) А ' г >  Л-1. Тем самым доказано, 
что из неравенства Л ^ ( 1  +  а ) А  следует неравенство Л-1 
■^(1 +  а ) А ~ 1 для любых А =  А* >  О, А  =  А* >  0. Неравенства 
(77) эквивалентны неравенствам

( 1 - о ) £ < С < ( 1 + о ) £ ,  С =  Л'/гЛ~1Л'/\

В самом деле,

( 1 + а ) ( Л " Ч  х ) - ( А ~ ' х ,  x) =  ( l + a ) \ \ y f - ( A ' l‘A - lA \  у) =
= (1 +  «)11 y f — (Су, у) ^  0.

Итак, из (74) следует

- а £ < £ - С < с с £ ,  С =  Л'/гЛ _1Л1/з.

По определению нормы самосопряженного оператора 

|| Е  — С || =  || Е  — А'иА ~ [А'1г || <  а.

П одставляя эту оценку в (74), получаем из (72):
II z | |I < | | f - / | | 3 - 1 +  a | | / | | I - 1)

или
И й -  ы ||л < Ц ? - / | | 1 - . + а | | / | | д - . .

Пусть известен некоторый оператор Л0 =  Л д > 0 ,  имеющий 
более простую структуру, чем А, и удовлетворяющий условию

А ^ с хАй, С]>0..

Тогда, если оператор Ло1 существует, то
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А  < — Ло , | | / | | ^ - i  < - т = | | / п.- i .
С1 у Cl о

Таким образом доказана следующая теорема сравнения:
Т е о р е м а  2. Пусть и — решение уравнения  (67), й — реш е­

ние уравнения  (70), Л, А, Л0 — самосопряженные положитель­
ные операторы , имеющие обратные. Т огда , если выполнены усл о ­
вие  (75) и неравенство А  >  сИо, Ci >  0, то справедливы оценки

| | й - « | | 1 < | | 7 - / | | 1 - .  +  а||Л1л-ь (78)

+  (79)

Первое слагаемое в правой части (78) есть величина возму­
щения правой части f, второе слагаемое содержит коэффициент 
а  — величину относительного возмущения оператора.

10*



П р и м е р .  Пусть Н  — множество сеточных функций, задан­
ных на «л =  {Xt =  ih, 0 <  г <  /V} и обращающихся в нуль при
i — 0, i = N. Рассмотрим разностные операторы

А у =  — (ау-х)х +  dy, а >  с, >  О, d  >  О,

А у =  -  (а у х)х +  йу, а  >  с, >  О, й >  О,

АоУ =~ У хх-

Вводя обычным образом скалярное произведение и используя 
разностные формулы Грина, получим неравенства

А  с, A q, А CiA q.

Согласно лемме 2, имеем
/JV-l /N-1 \2V/j

II f Ил- .  <11 f  ll<_2) =  [ S  h y S  AfftJ )  > f e z H .

Таким образом, оценка (79) принимает вид

или, в силу неравенства ||z||c <  0,5 || г я]\,

\\z\\c = \ iy - y  ||с <  -2~- II Г -  f  I U + - ^ - \ \ f  II(_2).

Выясним, что означает условие (75). Его можно записать 
в виде

(1 -  а) (  (а, у-х] +  (d, у 2) )  <  (а, уЦ  +  {й, у 2) <

< ( 1 + а ) ( ( а ,  */|] +  (^> у 2) \

откуда следует, что (75) будет выполнено, если потребовать 
\а — а|<аа, \d — J|<ad.

§ 2. Операторно-разностные схемы

1. Введение. В § 1 краевые задачи для дифференциальных 
уравнений Lu =  — f ( x )  мы трактовали как операторные уравне­
ния s£u — f, где s4- — линейный оператор, заданный в банаховом 
пространстве

При изучении нестационарных процессов, описываемых урав­
нениями в частных производных параболического и гиперболи­
ческого типов

f t- =  Lu + f ( x , t ) ,  2 ±  =  Lu +  f { x , t ) ,  0 < / < * 0
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переменная t (время) играет особую роль и поэтому должна 
быть выделена. Здесь L — дифференциальный оператор, дей­
ствующий на и(х, t) как функцию х =  (Xj, х2, . . . ,  х р) — точки 
/7-мерной области G. Функция и(х ,  t) при каждом фиксирован­
ном t является элементом банахова пространства Поэтому 
вместо и(х, t) мы получаем абстрактную функцию u(t)  пере­
менного t, со значениями в т. е. u ( t ) ^ . $  для всех
t е  [0, /о]. Оператор L, действующий на u ( x , t )  как функцию х, 
заменяется оператором заданным в Оператор вообще 
говоря, действует из некоторого пространства в некоторое 
пространство (область его определения £D(s&)a $ \  является 
всюду плотной в 38 и а область его значений <=$2)- Мы
будем считать здесь, что =  ^ 2  =  В результате приходим 
к абстрактной задаче Коши

4jL + stu = f(t),  0 и(0) =  Ио,

где «о — заданный элемент из 2D(s&).
Эти рассуждения носят лишь эвристический характер и 

имеют целью провести аналогию между методами общей теории 
дифференциальных уравнений и общей теории разностных схем, 
которая излагается в этой главе и в главе VI.

Задача  Коши называется устойчивой по начальным данным  
и по правой части, если ^

|| «(О | | < М , | |  «о \ \ + М 2 J  \ \ f( t ') \\dt ' ,
о

где М 1 =  const >  О, М 2 =  const >  0.
В силу принципа суперпозиции (s£ — линейный оператор) 

устойчивость задачи Коши по правой части следует из равно­
мерной устойчивости по начальным' данным

\ \u(t) | | < М ,  \\u{t')\\, * > * ' >  0,
где u( t)  — решение однородного уравнения.

2. Операторно-разностные схемы. По аналогии с § 1 рассмот­
рим линейную систему 38н, зависящую от параметра h, являю­
щегося вектором некоторого нормированного пространства с нор­
мой \1г\. Н а  линейной системе 38h можно ввести ряд норм 
II • IIн, II • 11(1А). II • 11(2а), . . .  При этом мы получим линейные нор­
мированные пространства 38h, & h \  • • • Условимся в дал ь ­
нейшем для упрощения изложения говорить о нормах 
|| • ||(ift), || • ||(2й), . . .  в пространстве 38 н, считая II-IU основной 
нормой в $h.

На отрезке Q * C t^C t0 введем равномерную с шагом t  сетку 

®t = #/ = /т> / = °> 1. • • •. /о» т = Ш, = ih = /т> 0 </</0}.



Будем рассматривать абстрактные функции г//1Т(0>флт(0 и т. д. 
дискретного аргумента t =  / т е ш т со значениями в 3Sh, так что 
yhx{t)<^3Ih  для всех / =  / т е < в т. Пусть A hx(t),  B hx(t),  Chx(t) 
и т. д. — линейные операторы, зависящие от параметров /г, т и 
действующие из 3$н в 3§н при каждом ^ е й т. В тех случаях, 
когда это не вызовет недоразумений, индексы / г и т  будем опу­
скать и писать

Уп = У (пх) = у  (tn) =  у, A (t), В (t), С {t).

Семейство разностных уравнений (г — 1)-го порядка
Г — 1

Во (tn) у п+j 2  Cs (t n) Уп+X—s "Ь /п» « f  1 > <"> "Ь 11 •••>
S =  1

зависящих от параметров h и т, с операторными коэффициен­
тами В0, С,, . . . ,  Cr_i (которые являются линейными операто­
рами, заданными на $ h  и зависят от h и т) будем называть 
r -слойной операторно-разностной схемой или просто г-слойной 
схемой. Если существует оператор Во-1, 'то  решение у п + 1 этой за ­
дачи может быть выражено через начальные векторы г/о, Уи . . .
• ■ •, У г- 2  и правую часть /. Мы предполагаем, как всегда, что 
векторы уо, Уи . . . ,  г/г-г заданы.

Мы будем рассматривать только двухслойные и трехслойные 
схемы

В0г/ « + 1  +  В,г/„ =  тф„, п = 0, 1, . . . ,  задан г/0, (1)
В0г/ „ + 1  +  В 1г/„ +  В2г/„-1 =  тф„, п = 1 ,  2..........заданы г/0 и г/,. (2)

3. Каноническая форма двухслойных схем. Любую двухслой­
ную схему (1) можно записать в виде

В (tn) Rn+l~  У п + А  (/„) у п =  ф„, л =  0, 1, . . . ,  задан  г/0 е = $ й. (3)

В самом деле, сравнивая (1) с (3), видим, что В =  В0, Л =  
=  (В0 +  В,)/т. Будем пользоваться обозначениями

У = Уп У (?«)> д У (tn+j) г/ (tn -f- т),
V — у у — ц

y =  ya- v  yt = jL^ r L > y-t =  jL^ T '

Тогда уравнение (3) можно записать так:
B y t +  А у  =  ф (/), t = in = nx(= сот, г/(0) =  г/0е ^ ? й. (4)

Будем называть уравнения (3) или (4) канонической формой 
двухслойных схем.

Уравнение (4) аналогично дифференциальному уравнению

3 S ~  + a u  = f(t ).
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П р и м е р  1. Д ля  уравнения теплопроводности

§  = i “ + J .

в гл. III была рассмотрена двухслойная схема с весами
y t = A ( a y  + { \ - о ) у )  + (р, A v  = (а(х,  t ) v - ) x, i  = tn +  0,5т.

Используя тождество
р 0 -  у ,

У =  У +  Т =  г/ +  тг/<,

перепишем ее в виде
yt -  a x A y t -  A y  =  ф.

Сравнивая это уравнение с (4),  видим, что
В = Е  + ахА, А — —А.

Так записывается в каноническом виде двухслойная схема с в е ­
сами.

Разрешим уравнение (4) относительно у  =  у п+i. Если суще­
ствует оператор В-1, то можно написать

y = S y  + xq>, S  = E  — x B ~ ]A,  ф =  В~'ф. (5)

Оператор 5  называется оператором перехода  (со слоя на слои).
4. Канонические формы трехслойных схем. Трехслойную 

схему (2) будем записывать в канонической форме

В ^ ±1^ ~ L +  R(yn+i -  2г/„ + */„_,) + Лг/„ =  ф. (б)

Сравнивая (6) с (2), видим, что такая запись всегда возможна, 
если положить

B = B0 - B 2, R  = ± ( B d + B 2), А = ± ( В 0 + В 1+ В 2). (7)

Введем обозначения

у - у  y t - y j  _  9 ~ 2 у  +  у
У '( 2% ’ У м  % т 2

и наряду с (6) будем под канонической формой трехслойной 
схемы понимать уравнение
Ву° +  х 2R y lt + А у  =  ф (0, 0 < ( = л т е  сот, у  (0) =  у0, у  (т) =  у х. (8)

П р и м е р  1. Рассмотрим трехслойную схему с весами

у$ + А (о1д + ( 1 - о 1- о 2)у + о2д) =  ч>. (9)
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Приведем ее к каноническому виду. Используем формулы 
л -  „  - L  У ~ У I S - 2 y  + у _  „  , _ , , 0 ,
У У +  2 2 У У* 2 Ум*

д — 9 , у — 2ц + ч , . т2 ,,
У =  y ~ JLY ~  +  — 2 " =  у  +  +  Т  у »'

orf + (1 - а, - а2) у  + а2у = у + (а, - а,) тy°t + °1 T2yir
Подставляя это выражение в (9), запишем схему с весами в ка­
нонической форме (8), где

В = Е +  х{а х — а2) A, R =  0,5 (сг, +  о2) А.  (10)
Переходя от (6) или (8) к (2),  получим

(.В +  2тR) уп+х =  2т (2R  -  А ) у п + (В -  2тR) г/„_, +  2тф„. (11)

Отсюда видно, что задача (8) разрешима, если существует опе­
ратор (В +  2т/?)-1. При этом у п + 1 выражается через у п и у п - 1 
на двух предыдущих слоях. Поэтому требуется задание двух на­
чальных векторов уо и у х (или у 0 =  у(0) и уо = y t (0)) .

5. Понятие устойчивости. Введем понятие устойчивости для 
двухслойных схем. Под двухслойной схемой мы понимаем мно­
жество операторно-разностных уравнений (4), зависящих от па­
раметров h и т. Операторы А и В считаем заданными на всем 
пространстве BSh-

Будем рассматривать поэтому множество решений {ijhx{t)} 
задачи Коши (4), зависящих от входных данных {флт(0)> {#ол}- 

Схема (4) называется корректной (корректно поставленной), 
если при всех достаточно малых т ^ т о  и h \

1) решение задачи (4) существует и единственно при любых 
начальных данных yoh ^ & h  и правых частях фh x ( t ) ^ $ h  для 
всех t е  й т,

2) существуют такие положительные постоянные М у и М 2, не 
зависящие от h, т и выбора y oh, фЛт, что при любых y oh^ $ l h, 
ф/,т ( t ) e . $ h ,  t е  йт для решения задачи (4) справедлива оценка

II Унх (t +  т) ||(iA) <  М, || y 0h Н(,о) +  omax JI Флт (О  И(2Д), (12)

где || • ||(1Л), || • 11̂ ,0-j и || • ||(2ft) -  некоторые нормы в прост­

ранстве $ h.
Неравенство (12) выражает свойство непрерывной зависи­

мости, равномерной по h и т, решения задачи Коши (4) от вход­
ных данных. Это свойство и называется устойчивостью.

Будем называть разностную схему абсолютно устойчивой, 
если она устойчива при любых т и h (а не только при доста­
точно малых).
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Аналогично вводится понятие устойчивости для трехслойной 
схемы. Однако при этом следует рассматривать пару векторов 
у я -i =  \ у \  г/Я-i} с нормой вида

II у  /+ 1 ||2 II / , /+ 1 1)2 I || f ./+  ̂  #//1|‘2 /1  о\

II у  11(1* ) — IIу + у  H ( i ; )+ l ^  ~ y V h ) '  ( *

где || • ||/,*\, || • I I / — некоторые нормы в 3&h- Нормы вида 
V h )  U a J

(13) возникают при изучении устойчивости трехслойных схем 
методом энергетических неравенств (см. гл. II, § 2).

Таким образом, трехслойная схема (8) называется устойчи­
вой, если при любых начальных данных г/о, г/i и любых правых 
частях ф(/)  для ее решения справедлива оценка

II УhA* +  т) ||(|а) <  М, || УАт(т) l^oj +  max || Фh%(t') ||(2ft), (14)

где M i и М2 — положительные постоянные, не зависящие от h, т 
и от выбора г/0, у и ф (t).

Основная задача, которая стоит перед нами, заключается в 
следующем. Предположим, что уравнение (4) однозначно раз ­
решимо относительно у п+\ при любых у п и ф(0-

Какими свойствами должны обладать операторы А я В, что­
бы схема была устойчивой в смысле данного выше определения? 
Иными словами, надо найти достаточные условия устойчивости 
схемы (4) и получить априорные оценки вида (12). При этом 
достаточные условия должны быть удобны для практической 
проверки в случае конкретных разностных схем, соответствую­
щих уравнениям математической физики.

Устойчивость разностных схем будем исследовать вне связи 
с аппроксимацией и сходимостью.

6. Достаточные условия устойчивости двухслойных схем в 
линейных нормированных пространствах. Исследуем теперь в 
общих чертах вопрос о достаточных условиях устойчивости двух­
слойных схем в линейных нормированных пространствах. Более 
детально это исследование будет проведено в гл. VI для случая, 
когда $ h  =  H h -— вещественное гильбертово пространство.

Всюду предполагается, что задача Коши (4) разрешима, 
т. е. существует обратный оператор В~1. Поэтому схему (4) 
можно записать в виде

Уп+1 =  S nyn +  tf*. L  =  в п 1%> я  =  0, 1..........У0 е  Я„, (15)
где

S n = E - x B ~ xA n (16)

^ о п е р а т о р  перехода. Оператор S n зависит от tn =  т ,  /г, т.



Пользуясь рекуррентной формулой (15), найдем
П

Уп+i =  Тп+и оУо +  2 отГ„+1> j+ifj, (17)

где
Тп+и j =  S n S n- 1 • • • S i+ls „
T n  + h  О =  • • • S ,S o ,  T’ra + i, n +1 —  E .

Оператор Tn+1, j называют разрешающим оператором. 
Неравенство треугольника дает

II ya+i II,,) <11 Тп+и о ЦП y Q ||(1) +  £ т | |  Тп+и ж  |||| f ,  ||(1)) (18)

где ||-||(i) — любая норма в 3Sh-
Из (18) видно, что имеет место следующая 
Т е о р е м а  1. Д л я  устойчивости схемы (15) достаточно, что­

бы выполнялось условие

II / II< при лю бы х  0 < / < « < « о -  (19)

П ри этом для решения задачи  (3) верна оприорная оценка

Цг/n+ilU <М,(!|г/о 1(1) +  2  Tl £ / " 1(P/ll<i)j для всех 0 < « < « 0. (20)

Заметим, что из (20)следует (12) при М 2 = М it0.
Т е о р е м а  2. Д л я  устойчивости схемы (3) достаточно, чтобы 

для  нормы ее оператора перехода Sj  выполнялась оценка

|| S j  ||<  1 +  с0т для всех j =  0, 1, . .  , ,п0 — 1, (21)

где с0 ^  0 — постоянная, не зависящая от т и h. При условии
(21) верна априорная оценка  (20) с A f , = e c»4

Д ля доказательства теоремы достаточно убедиться в том, 
что из (21) следует (19):

II Тп, j II =  || 2 . . .  S i+lS ,  || <
< 1 1  S„_, nil S„_2 II. . .  II s l+l nil S ,  II < ( 1  +  c0x)a~> <

<  (1 +  c0x)n <  (1 +  c0t)"° <  ес̂ х — =  M :.

Часто высказывается утверждение: «из устойчивости по на­
чальным данным следует устойчивость по правой части». В ка­
ком смысле следует понимать это утверждение?

Будем говорить, что схема (4) равномерно устойчива по на­
чальным данным,  если устойчива задача Коши

Уп+1 = $пУп, « =  /, / +  1. • • • ,  задан у,,  / =  0, (22)
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при любом /, т. е.

|| у п ||(1) <  М, II у,  ||(1) при всех О < / ' < « <  «о. (23)

где Mi  >  0 — постоянная, не зависящая от г и Л.
Если выполнено условие равномерной устойчивости, то для 

разрешающего оператора Tn,j  справедлива оценка (19). Следо­
вательно, в силу теоремы 1, для решения задачи (4) выполнена 
оценка (20).

Таким образом, имеет место
Т е о р е м а  3. Если схема (4) равномерно устойчива по на­

чальным данным, то она устойчива и по правой части при усло ­
вии согласования норм

|| Ф||(2) =  | S ' 1 Ф||(1). (24)

При этом верна априорная оценка  (20).
Заметим, что условие (21) достаточно для равномерной 

устойчивости по начальным данным.
Рассмотрим двухслойную схему с постоянным оператором 

перехода

Уп+\ = S y n + r fn, /„ =  5 _ , фп, п — 0, 1 , . . . ,  задан г/0. (25)

Т е о р е м а  4. Пусть двухслойная схема (4) с постоянным
оператором перехода S  устойчива по начальным данным с неко­
торой постоянной М\ > 0 .  Тогда она устойчива и по правой ча­
сти, причем  IIф 11(2) =  115_,ф11(1)> и верна оценка  (20) с той же по­
стоянной M t.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 1, достаточно пока­
зать, что \\Тп, jll <  M t для любых Так к а к 5 —по­
стоянный оператор, то

ГП1/ =  5„_ , 5„_2 . . .  n = n - j ^ 0 .

Из устойчивости схемы (4) по начальным данным следует, 
что при любых уо е  Н

II г/я И,» <  Mi II г/о 11(1),
т. е.

II ^ п~1 Уо 11(,) <  М} || Уо II,
и, следовательно,

II

Сделаем выводы, необходимые для дальнейшего.
1. Если оператор перехода постоянен, то исследование устой­

чивости по начальным данным сводится к оценкам нормы опе­
ратора перехода.

6] § 2 О П Е Р А Т О Р Н О -Р А ЗН О С Т Н Ы Е  СХЕМЫ 299



3 0 0  ГЛ. V. ОБЩ И Е Ф О Р М У Л И Р О В К И . О П Е РА Т О РН О -РА ЗН О С Т Н Ы Е  СХЕМЫ [6

2. Условие согласования норм для правой части и решения

II Ф Н(2) = l |5 " 4 | | ( i )

является весьма жестким. Если ||В-1|| ^  Ci, где Cj >  0 — по­
стоянная, не зависящая от h и г, то ||cp||(2) ci 11фК(1) и вместо (20) 
получим оценку

| | г/ ( ^  +  т ) | | ( 1 ) < М , | | г/ ( 0 ) | | ( 1 ) + М з 2 о т ! 1 ф ( П 1 ! (1) , М 3 = М , С , .  ( 2 6 )

В гл. VI будут получены априорные оценки, для которых 
условие (24) согласования норм || • | | т  и || • 1!(2) не требуется.

3. Схема (4) устойчива, если ||5j|] ^  1 +  с0т для всех / =  0.
1, . . . ,  п0 — 1. При практическом использовании этого достаточ­
ного критерия устойчивости надо указать, какими свойствами 
должны обладать операторы А я В для того, чтобы обеспечить 
выполнение условия (21). Такие условия найдены в гл. VI. Они 
имеют вид линейных операторных неравенств для операторов А 
и В, заданных на гильбертовом пространстве Hh = $h-

Понятия аппроксимации, сходимости и точности для опера­
торно-разностных схем вводятся по аналогии с § 1. Чтобы не 
загромождать изложение повторением формулировок, ограни­
чимся лишь следующим замечанием. Нормы || • | | ^ ,  || • | | ^ ,  фи-
гурирующие в § 1, надо заменить нормами

II Ун* (*») 11,1 =  . . ™ах . . II У их ( М  И(, )



Г л а в а  VI  

ТЕОРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

В гл. V I изучается устойчивость по начальным данным и по правой ча­

сти двухслойных и трехслойных разностных схем с операторами, действую­

щими в гильбертовом пространстве. Методом энергетических неравенств полу­

чены эффективные достаточные условия устойчивости и построены соответ­

ствующие априорные оценки. Установлена также необходимость некоторых 

условий устойчивости.

§ 1. Классы устойчивых двухслойных схем

1. Постановка задачи. При изучении устойчивости двухслой­
ных схем будем пользоваться их канонической формой

B y t + A y  = q>(t), t^n%<=a>x, у  (0) =  у0. (1)

П усть9Sh = H h — вещественное пространство, ( , )  — скалярное 
произведение, \\ х\\ = Y ( x ,  х) — норма в Hh. Операторы схемы
(1) Л и В в общем случае зависят от ft, т и t. Условимся зави­
симость от t явно не указывать.

Н аш а ближайшая задача — найти достаточные условия 
устойчивости схемы (1) и получить априорные оценки решения 
задачи (1),  выражающие устойчивость схемы по правой части 
и начальным данным.

Решение задачи (1) можно представить в виде суммы у  =  
=  У +  У> гДе У — решение однородного уравнения с начальным 
условием у ( 0) = у { 0) =  уо:

B y t + Ay  =  0, f e  сот, у(О) = у 0, (1а)

а у  — решение неоднородного уравнения с нулевым начальным 
условием:

B y t + А у  =  ф {t), t е= ©.р у  (0) =  0. (16)



Оценка решения задачи (1а)

|| у  (t +  || у  (ОД,, (2)

означает, что схема (1) устойчива по начальным данным,
а оценка решения задачи (16)

IIУ (̂  +  ^ 11(0 max || Ф ( 0 11(2) (3)

выражает устойчивость схемы (1) по правой части.
Мы будем также пользоваться и другим определением устой­

чивости схемы по правой части

IIУ (t +  т) ||(1) <  М 2 о max^ ( || <р (t ') ||(2) + 1| <рг (/') 1Ц), (4)

где фг(Г) =  (ф(^) — — т))/т . Из (2) и (3) или (4), в силу не­
равенства треугольника || у\уц < | | г / | | (1) + 1| г/||(1), следует априор­
ная оценка

IIУУ +  т) 11(1) <  || у0 lid, +  М 2 max || ф ( f )  ||(2) (5)

или
IIУ (t +  т) 1^ <  || г/о Н(1) +  М2 тах^ (|| ф (t') ||(2) + 1| фг(*') ||(2.(). (6)

В качестве нормы IMI(i> будем пользоваться энергетическими 
нормами _______

l l #IU= V i A y ,  у) при А  =  Л * > 0 ,  (7)

\ \ у \ \ в = У ( В у 7 7 )  при В =  В * > 0. (8)

Будем говорить, что схема (1) устойчива в Н А (или Н в ),
если выполнено (5) с II -11(1)= II-На ( и л и  II -11(1)= II * Нв).

2. Исходное семейство схем. Исследование устойчивости бу­
дем проводить в некотором исходном семействе разностных 
схем.

Операторы Л и В считаем ограниченными линейными опе­
раторами, заданными на всем пространстве Hh, 2 ) (Л) =  
= 3 ) { B ) = H h. Всюду будем предполагать, что разностная за- 
зача (1) разрешима при любых входных данных г/о и ф ( t ) ,  т. е. 
что существует ограниченный оператор В~1 с областью опреде­
ления 2)(В~*) = Hh■

Д ля  упрощения выкладок детальное изложение проведем 
в предположении, что

1) операторы Л и В не зависят от t (постоянные операторы),
2) оператор В — положительный, В >  0,
3) Л — самосопряженный и положительный оператор, Л =  

=  А* >  0.
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Условия 1 ) — 3) и требование разрешимости выделяют из 
множества всех возможных схем (1) семейство допустимых схем 
(исходное семейство).

Условие 1) может быть ослаблено, т. е. будем иногда рас­
сматривать операторы Л и В, зависящие от /, A = A ( t ) ,  
В  =  B ( t ) .

3. Энергетическое тождество. Исследование устойчивости 
схемы (1) проведем методом энергетических неравенств. Умно­
жим уравнение (1) скалярно на 2тyt  — у — у.

2т (Byt, y t) +  2т (Ay, y t) =  2т (<р, y t). (9)

Пользуясь формулой

y  = ^ j L - ^ Y L =  \ ( y  + y ) - ^ y u  (Ю)

перепишем (9) в виде
2т ( (В -  0,5тЛ) у и y t) + ( A ( y  + y), у - у )  =  2т (ф, у (). (11)

Л е м м а  1. Пусть А — самосопряженный оператор. Тогда 
(А (у  + у ) , у ~ у )  = (Ау, у) -  (Ау, у). (12)

В самом деле
(А (д + у), у - у )  =  (Ад, у) + (Ау, у) -  (Ау, у) -  (Ау, у) =

= (At), у) — (Ау, у),

так как (Ау, д) =  (у, Ау)  =  (Ау, у)  в силу самосопряженности А.
Подставляя (12) в ( И) ,  получим энергетическое тождество 

для схемы (1):
2т( (В -  0,5тЛ) у и y t) +  (Ад, Q) =  (Ау, у) +  2т (ф, yt). (13)

4. Устойчивость по начальным данным в Н л
Т е о р е м а  1. Если для  некоторой схемы (1) из исходного 

семейства выполнено условие
В > 0 ,5 т Д ,  (14)

то эта схема устойчива в  Н А по начальным данным с постоян­
ной Mi  =  1, так что для решения задачи  (1а) имеет место 
оценка

IIУ ( 0  IU ̂ I! У о IU, t = n x ,  п=\,  2, . . .

' Д о  к а з а т е  л ь с т в о. При ф =  0 тождество (13) (для (1а))  
принимает вид

2т ( ( В -  0,5тЛ) y t, y t) + (Ay,  g) =  (Ay, у).

В силу (14) первое слагаемое в левой части этого тождества 
неотрицательно. Отбрасывая указанное слагаемое, получим
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неравенство
№ < №  (15)

или
II У п+ 1 IU ^  II Уп На ^  Уо IU>

где || у  IU =  У (Ау ,  у).
Условие (14) выделяет из исходного семейства класс устой­

чивых в Н А схем.
Покажем, что условие (14) и необходимо для устойчивости 

схемы ( 1 ) в  Н А п о  начальным данным. Д ля этого нам понадо­
бится следующая лемма.

Л е м м а  2. Пусть С >  0 — оператор в Н, имеющий ограни­
ченный обратный. Тогда эквивалентны следующие условия:

| | £ - т С | | < 1 ,  (16)

С_1> 0 , 5 т £ .  (17)

В самом деле, пусть выполнено (16), т. е. || (Е — тС) х  |Р ^  
^  II X II2 или

|| х |р — 2т (Сх, x) +  T2| |C x |p < | | x |p .

Тогда х|| Сх |р ^ 2  (Сх, х). П олагая  Сх = у, х  — С ~ 1у, получим

( С - 1 у, у) >  0,5т || у  |р
или С-1 >  0,5тЕ. Обратный ход рассуждений очевиден.

Т е о р е м а  2. Пусть схема (1) принадлежит исходному се­
мейству схем и, кроме того, оператор А — положительно опреде­
ленный. Тогда условие  (14) необходимо для  устойчивости схемы 
( 1 ) по начальным данным в Н а  с  постоянной M i  =  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сведем сначала схему (1а) к явной 
схеме

х п +1 =  S x n, п =  0, 1, 2, . . ( 1 8 )

где S  = E - x C ,  С = А'/2В ~ 1А',г, х п =  А Угуп.
Перепишем (1а) в виде y n+i =  Уп — тВ~1А у п■ Так как А — 

самосопряженный положительно определенный оператор, то су­
ществуют операторы Л-1, А'1>, А~'1> (см. теоремы 3 и 4 из гл. I, 
§ 3),  которые также являются самосопряженными положитель­
ными операторами. Поэтому уравнение (1а) эквивалентно урав­
нению

А'1гу п + 1 =  А 1/*уп -  т {А'иВ ~ УА'и) А ъ уп,

которое совпадает с (18).
Устойчивость схемы (18) в Н  эквивалентна устойчивости 

в Н а  схемы (1а), так как ||xn || =  IH^i/nll =  Ilf/nlU-



Пусть схема (1а) устойчива в Н А с Mi =  1, т. е. выполнено
(15). Тогда для схемы (18) выполнено неравенство ||jcn | | l U o l l
и, в частности, при п =  1 имеем

ll*ill =  IIS*oll<ll*oll. т. е. | | S | | < 1 .

Применяя лемму 2, получим неравенство (17) с 
С =  А'12В ~ 1 А'1г. Покажем теперь, что неравенство (17), где 
С = А'1гВ ~ 1А'1г эквивалентно неравенству (14). Так как С-1 =  
= A~',2BA~ 'h, то

(C~lx, x) = {A~'kB A ~ lhx, x) = {B(A~ 'kx), А ~ Чшх)=*

= (Ву, у), \ \ x f  = \ A ky f  = (Ay, у),
где у  =  A~'!ix, х  =  A'hy.

Это и завершает доказательство теоремы.
Объединяя теоремы 1 и 2, видим, что верна 
Т е о р е м а  3. Пусть схема (1),  где А — положительно опре­

деленный оператор, принадлежит исходному семейству схем. 
Тогда условие  (14) необходимо и достаточно для  ее устойчи­
вости по начальным данным в Н А с постоянной Mi  =  1.

Напомним, что оператор В является, вообще говоря, несамо­
сопряженным.

5. Устойчивость по начальным данным в Н в. Напишем вто­
рое энергетическое тождество для  схемы (1а),  предполагая, что 
и В — самосопряженный оператор, В = В* >  0. Умножим ска- 
лярно (1а) на 2ту:

2т (Вуи #) +  2т (Ay, Q) =  0. (19)

Учитывая формулы

9 = \ Ц )  +  У) +  \ и и  0 =  у ( 0  +  0 ) “ у 0 <

и пользуясь леммой 1, найдем

2т ( Вуи у) =  (В (у -  у), у  +  у) +  т2 (Byt, y t) =  || у  |£ - 1| у  ||\ +  т21| y t ||* , 

2т (Ay, y) =  j ( A ( y  +  y -  т yt), у  +  у +  т y t) =  у | |  у  +  у \fA - \\\ У( \tA ■ 

После подстановки этих выражений в (19) получим

IIУ III  +  т2 (II yt tB -  0,5т || y t |Q  +  0,5т || у  +  у \?А =  || у fB. (20)

Т е о р е м а  4. Пусть в схеме (1) операторы А и В не зависят 
от t, А* =  А >  0, В* =  В >  0. Тогда условие  (14) достаточно для  
устойчивости схемы (1) по начальным данным в Н в с Мл =  1.
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В самом деле, пусть В >  0,5тЛ. Тогда
II y t III  ~  0,5т || y t И* =  ( (В -  0,5тЛ) Уи у,) >  О

и (20) дает ||#| |в <  НуIIв, т. е. ||г/(/) ||в <  Иу(0) ||в -
6. Необходимые и достаточные условия устойчивости по на­

чальным данным. При изучении вопроса о необходимых и до­
статочных условиях устойчивости двухслойной схемы эффектив­
ным оказался метод сведения неявной схемы к явной схеме 
с последующей оценкой нормы оператора перехода явной схемы. 
Простейший пример применения этого метода с постоянной 
М[ — 1 был рассмотрен в п. 4.

Нам теперь понадобится несколько отличное от прежнего 
определение устойчивости двухслойной схемы по начальным 
данным. Везде в этом пункте будем предполагать, что опера­
торы Л-1 и В~1 существуют, ограничены и 3 ) ( А ~ Х) = ЗУ [ В - 1) =  Н 
(о достаточных условиях существования обратного оператора см. 
в гл. I, § 3, п. 2).

Пусть D = D* ~> 0 — постоянный оператор. Будем говорить, 
что схема (1) р-устойчива в H D по начальным данным , если для 
решения задачи (1а) при любых у 0 ^ Н  выполнено неравенство

II Уп lb <  р” II Уо Но,
где р =  ес°т, с0 — постоянная, не зависящая от h, т и от выбора 
г/о- Если схема (1а) p-устойчива в Я#, то она устойчива в H D:

II Уп Но <  || г/ollo

с постоянной М х = ес^  при с0^ 0 ,  М\  =  1 при с0-<10.
Двухслойную неявную схему (1) с постоянными операторами 

Л и В можно при помощи простых преобразований свести к яв­
ной схеме, которую запишем в форме

x n+i — S x n -{- тфп, п — 0, 1, . . . ,  х  (0) =  Xq, S  =  Е  т  С,  (21)

где 5  — оператор перехода (со слоя на слой).
Возможны три варианта преобразования:
1) Если А =  А* >  0, В > 0 ,  то полагаем

х я =  Л ' Ч ,  С =  С, =  А Ч' В ~ 1А \  ф„ =  А Ч' В - \ Я. (22)

2) Если В =  В* >  0, А >  0, то

х п = в ' 1гу п , С = С2 =  В -1/М В - / \  $„ =  B " V  (23)

3) Если А и В перестановочны, то

х п = Уп, Ф« =  £ -1Ф„, С - С ,  при Л = Л * > 0 ,  В > 0 ,

Хп = Уп, Фп =  Я -1ф/г, С = с 2 при Л > 0 ,  В =  В * > 0 .



В самом деле, запишем схему (1) в виде

Уп+i — Уп~ t B ~ lA y n +  т В ~ ‘ф„. (24)

Если А =  А* >  0, то существует корень А'Гг =  (л '/г)’ >  0 из
оператора А. Действуя на уравнение (24) оператором А'к и по­
лагая A'l2yn =  х п, у п =  A~'hx n, получаем схему (21) с условиями
(22). Аналогично, в случае В = В* >  0 действуем на (24) опера­
тором В'1* и вводим обозначения (23).

Если операторы А и В перестановочны, то

В ~ ‘Л =  Л'/2В_1Л1/2 =  С, при Д =  Д * > 0 ,

В - }А = В~',2АВ~'/2 = С2 при В  = В ' >  0.
Таким образом, мы убедились, что в ряде случаев неявная 

схема (1) сводится к явной схеме. Из (22) видно, что Цх„ || =  
= \\уЛ а , а из (23) следует \\хп \\ = \\уп\\в - Поэтому исследование 
устойчивости в Н а или Нв неявной схемы сводится к исследова­
нию устойчивости явной схемы в Н. При изучении устойчивости 
по начальным данным рассматриваем задачу:

xn+l = S x n, п =  0, 1, . . . ,  S  = Е  — хС. (25)

Отсюда непосредственно следует
xn = S nx 0, II х п | К | |  S" ИИ х 01|.

Это неравенство соответствует оценке

W I d CIIS'MIIMId,

где х п =  D'byn, D — один из операторов А, В или Е.
Вопрос ставится так: какими свойствами должен обладать 

оператор С, чтобы выполнялось условие
II S" || <  р" при любых п  =  1, 2, . . .

(условие p-устойчивости схемы (1а) )?
Рассмотрим здесь случай самосопряженного оператора С. 

Случай С ф  С* при р =  1 был рассмотрен в п. 4.
Будем пользоваться следующим определением нормы опера­

тора S =  S*:
| | S | | =  sup |(Sjc, j c ) |=  sup | ( ( £ - t C ) x ,  x ) \, C =  C \  (26)

IU!i=i n*n-i

В силу леммы 3 из гл. I, § 3 || S n || =  || S  ||п и из условия 
I I S ^ I K p *  следует | | S I K p .  Определение (26) дает:

—  | | S | | £ < t C  — £ < | | S | | £

и, следовательно, — р Е ^ . т С  — Е ^ . р Е  (так как ||S|Kp), или

■ ^ - Е ^ С ^ ^ ^ - Е .  (27)т ^  ^  т
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Л е м м а  3. Если С = С*, т >  0, то условия  (27) и

I I S I K P  (28)
эквивалентны.

Мы убедились в том, что из (28) следует (27). Обратный ход 
рассуждений очевиден.

Обратимся к неявной схеме (1а).
Л е м м а  4. Если А =  А*, В =  В* >  0, т >  0, р >  0, то усло ­

вия  (27) и

В <  А <  - Ц ^  В (29)

равносильны при С =  С2 =  В~'/зАВ~'/а. Если же, кроме того, А — 
положительно определенный оператор, то (27) и (29) равно­
сильны при С =  С[ =  А'12В ~ 1А'12.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение леммы следует 
из тождеств

(С2х, x ) ^ ( B ~ ' uAB~ ' l2x, х) = (Ау, у),

(Ех, х) =  \ \ х \Р =  ( В Ч  В ^у )  = (Ву, у),

где у = В-'1‘х. Д ля доказательства второго утверждения зам е­
тим, что если С — самосопряженный неотрицательный оператор
и С-1 существует, то неравенства С > - а £  и Е ^ - а С ^  эквива­
лентны. Действительно, обозначив С'>2х  =  у, запишем неравен­
ство (Сх, х) >  a|UH2 в виде

\ \ y \ ? > a l C - ' hy f  = а { С - ' у ,  у),

т. е. Е ^ а С ~ \
Таким образом, если С-1 существует, то условия (27) эквива­

лентны следующим:

<  Е  <  С- ' .т ^  ^  т

Положив здесь С =  =  Л'/2В _ ,Л1/2, имеем

- Ц - ^  (BA~'kx , A~'kx) <  II X  IF <  ( BA~'l2x , A~'l2x ) .

Обозначив А~11гх  =  у, получим отсюда

-Ц ' M B y ,  у ) < ( А у ,  у ) ^ ± ± £ ( В у ,  у),

что и требовалось.
Т е о р е м а  5. Пусть А и В — постоянные операторы и

А = А \  В = В ’ >  0.
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Тогда условия
В, р = е ^ х

X т  ’ к

необходимы и достаточны для p-устойчивости в Н в схемы (1а):

1 Ы 1 в < р Я110оНд,
а если, кроме того, А — положительно определенный оператор, 
то и для  p-устойчивости в Н А:

II у„ IU<p"I I%IU.
Д ля  доказательства теоремы достаточно свести схему (1а) 

к явной схеме (25) (случай С =  С2 или С = С i) и затем вос­
пользоваться леммами 3 и 4.

Отметим, что необходимые и достаточные условия устойчи­
вости в данном случае совпадают. Энергетический метод не по­
зволяет получить такой результат. Более того, энергетическим 
методом удается доказать устойчивость (25) или (1а) при р >  1 
только при достаточно малом т-^то(со) .

7. Метод разделения переменных. Пусть Я  — конечномерное 
(скажем, ./V-мерное) пространство. Если А и В — постоянные и 
самосопряженные операторы,

А = А*>  0, В = В * >  0, (30)

то исследование устойчивости может быть проведено методом 
разделения переменных по аналогии с гл. II, § 1.

Пусть Kh — собственные значения, р ь — собственные функции 
следующей задачи (см., например, Ф. Р. Гантмахер [1]):

A\ik =  k kB\ik, 6 = 1 , 2 ,  . . ., N,  (31)

причем (Вц*, |im) =  6ftm.
Решение задачи ( l a)  будем искать в виде суммы

N

У (t) =  2  Ck (t ) n k .
k=\

Подставляя это выражение в ( l a)  и учитывая (31), получаем
с ,  ( /  +  т )  — с .  ( t )

+  V *  (t) =  0, с* (f +  г) =  (1 -  М  ck (t).
N

Замечая, что || yt  ||  ̂ =  2  будем иметь
k =  \

N N

II y{ t  +  т) ||д =  2  с\ (t +  т)  Kk <  max (1 -  Xkx)2 2  с\ (t) Xk ,

или
\ \y{t + т) IU <  max | 1 — x \ k 11| у  (t) IU- 

ft
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Требование устойчивости с постоянной =  1 будет выполнено, 
если max | 1 — Хкх | <  1 или

0 < Я * < 2 / т ,  k = l ,  2 ..........N.  (32)

Условия (32) эквивалентны энергетическому неравенству 
0 < А ^ . 2 В / х  или

(By, у) >  0,5т (Ау,  у) для всех у  Я.

В самом деле,
N  N

B y  -  0 ,5т А у  = 2 с й (/) (B[ik -  0,5тЛц*) =  2  ск (t) (1 -  0,5тЯ*) В ц к, 
*=1 *=1

(By, у)  -  0,5т (Ау,  у) =  S  с\  ( t ) (  1 -  0,5хкк) >  0.
к = \

Отсюда и следует эквивалентность неравенства В  0,5тЛ усло­
виям (32).

Таким образом, мы показали, что при условиях (30) нера­
венство

5 > 0 , 5 т Л  (33)

достаточно для устойчивости в Н А схемы (1а):

II 0 ( 0  I U <  IIУ (0) На­
следует подчеркнуть, что требование самосопряженности 

оператора В  является здесь обязательным, в то время как для 
применения энергетического метода достаточно лишь положи­
тельности оператора В.

Аналогично доказывается устойчивость схемы (1а) в Я в, 
если выполнены условия (30), (33).

Нетрудно показать, что условия

в  <  л  < в
т  т

обеспечивают p-устойчивость схемы (1а):
И ^ П)110<РП1ЫО)1Ь, D = A  или D = В.

Д л я  этого достаточно потребовать
— р <  Хкх  — 1 р.

Прежде чем применять метод разделения переменных, мож­
но свести схему (1а) к явной схеме x n+i = S x n, S  = E  — т С, 
С = С 1 или С  =  С2. Тогда получим обычную задачу на собствен­
ные значения

С щ  =  Хкщ ,  k  =  1, 2, . . . ,  N; (щ ,  © J  =  6km.
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8. Некоторые вспомогательные неравенства. Пусть g,  =  g ( t j )  
и — — сеточные функции, заданные при tj =  /т, / =
=  0, 1, . . . .  л0.

Л е м м а  5. Пусть g,- ^  0, j  =  1, 2, . . .  и f,- >  0, j  =  0, 1, . . .
неотрицательные функции. Если f j — неубывающ ая функция  
(fi+ 1 ^  f j ) , го «з неравенства

i
g l+ i  < с 0 2  + f i ,  j =  1, 2, . . g t  < f o ,  c0 =  const > 0  (34)

fe-I
следует оценка

g j + ^ e ^ l f , .  (35)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ф;-, j  =  1, 2 ..........— решение си-
стемы уравнений

I
<p/+i“ c0 2'eq>* +  f / . / > 1 .  ф, =  Л>- (36)*=1

Нетрудно заметить, что g / ^ Ф /  для  всех / >  0. В самом 
деле,

^ 1< Ф 1. &2 <  W l  + f\<  с0тф, + fi =  ф2 и т. д.

Из (34) и (36) видно, что из неравенств £ * ^ ф *  при k ^ j  сле- 
дует г /+ 1 < Ф / +1. Заменим в (36) /  на у — 1 и вычтем из (36) 
полученное уравнение. Тогда для  фу получим разностное урав­
нение

Ф/+1 =  <7Ф/ +  Ф/, b  =  f / - f i - 1 > 0 ,  q =  1 + с0т < ес>\ с0> 0.

Отсюда находим

Ф/+1 =  <72Ф/-1 +  <7Ф/-1 +  Ь = ‘ Я1Ч>1 +  <7/_ 4 i  +  • • • +<7Ф/-1 +Ф /-

Так как 1 и ^ / > 0 ,  а ф != /0, то ф/+ , <  ^ ( ф ,  +  . . .  +1|>/) =
= qf (q>i + f i - f o )  =  q}fi  и, следовательно, ql+l <  ф/+, <

Л ем м а доказана.
З а м е ч а н и е .  Лемма 5 верна, если вместо (34) дано не­

равенство-

Й Г /+ 1 < (1 + с„т)£ / +  тф/ , / > 0 ,  g i = f 0, г(р/ =  f j  — f j - i  ^  0, (37)

1
так что f j  =  2  ^Фа •

fe = 0
Л е м м а  6. £сл«  g / ^ 0 ,  / / ^ 0 ,  / ^ 0 ,  го из (34) следует
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Положим g / +i =  f j  +  У/+1 - Тогда из (34) получим у /+1 <  

< с 0 2  + f i ,  f i  = c0 2  i fk  — неубывающая функция. Д л я
f t - I  f t =0

оценки Vj пользуемся леммой 5.
Леммы 5 и 6 будут использованы при доказательстве устой­

чивости схемы (1) по правой части.
9. Устойчивость по правой части. В гл. V, § 2 была доказана 

теорема о том, что из устойчивости по начальным данным в нор­
ме || • ||(i) следует устойчивость по правой части, взятой в норме 
IIф 11(2) =  115-411(1). Отсюда следует

Т е о р е м а  6. Если выполнено условие  (14), то схема  (1) из 
исходного семейства схем устойчива по правой части и для  ре­
шения задачи  (1) справедлива априорная оценка

lly(f + T)IU<lly(0)IU+ 2  t| | S ' W ) LГ-О

Е с л и , кроме того, оператор В самосопряжен, то

1 м * + т ) 1 Ь < ц у ( 0 ) | | в + £  т | | ф (0 1 1 в - « .
t' = о

Покажем, что, кроме того, имеют место априорные оценки (3), 
(4), где

11ф11(2) =  И ф | 1 л - 1  и  || Ф  ||(2) =  II Ф  ||.
Воспользуемся энергетическим тождеством (13) для  схемы 

(16).
Л е м м а  7. Если А  — постоянный, самосопряженный и поло­

жительно определенный оператор, то для  любых  ф (0 >  У ( 0  из 
Н имеет место оценка:

(ф. Уг) <  (Ф. 9)г +  в (Ау, у ) + (А “ ' ф р Фг) ,  (39)

где  е >  0 — число.
Представим (ф, yt) в виде

(ф. У,) =  (ф. У)

и воспользуемся леммой 1 из гл. V, § 1 для оценки второго 
слагаемого. Тогда получим (39).

Подставим (39) в (13):

2 т ( ( в - |  A )yt, у^ +  Щ ,  0 ) <

< ( А у ,  у) +  2т (ф, £)*+ 2 т в | |у | |* + -^ - Ц ф , |^ _ 1
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Пусть выполнено условие В 0,5тЛ. Тогда

(Ау,  #) <  (Ау, у) +  2т (ф, у \  +  2те (Ау, у) + - ^  (Л~ 'фг, ф?),
или

(A y i+I, y /+l) < ( A y r  у,) +  2т (Ф/, у !+1\  +

+  2те (Ау.,  У1) + £ ( А - 1 % 1 , Ф?> .).

Просуммируем это неравенство по / =  1, 2 ..........«:
II Уп+1 Пд <11 У1 11л +  2 (ф"> Уп+1) -  2 (Фо, г/ l)  +

п п
+  2е Y i  тII У! \?А +  S  т|| ф?1 |£_,. (40 .

/=1 /=1
При  ̂=  0 член 2т (ф, г/  ̂ в (13) преобразуется иначе. Так как
у ( 0) =  0, то

2т (ф, г/i) =  2 (ф0, г/,)

и энергетическое тождество (13) дает

II Ух Ид <  2 (ф0, yi), (41)

так, что || у х ||л < 2  |[фо11д - 1 .
Складывая (40) и (41), получаем

П П
II Уп+1 Ид <  2е 2 ]  тII У) \?А +  2 (ф„, у п+х) +  -£■ 2 ]  Г || <pfi , |£_,.

!=\ /“ 1
При помощи леммы 1 из гл. V, § 1, оценим

_1_ 

во
и положим во =  0,5. Тогда
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2 (фп, Уп + \) <6оН Уп+1 Ид +  “ II Фп Н2л- 1, ео >  0

II Уп+X 1РД  <  4 8  2  т I I  у,  II* +  4 II ф „  ||2 +  4  2  т  I  ф ,  / 1 ^ , .  (42)
/=1 /=1

Теперь нам нужна лемма 5 из п. 8. Применяя ее к (42) и 
выбирая е (например, е =  1), получаем

II Уп+\Ид <  м 2  ̂ (II ф Ю  Ил - 1  + 1Фг(О  ||„-i).

где М 2 зависит только от to. Д л я  оценки решения задачи (1) 
надо учесть (15).

Тем самым доказана
Т е о р е м а  7. Если выполнено условие  (14) и А  — положи­

тельно определенный оператор, то схема  (1) из исходного



семейства схем устойчива по правой части и для  решения задачи  
(1) при  / >  О верна априорная оценка

• М ' ' ) I
} (43)

11у(т)11л < | | у ( 0 ) | | л + 2 | |ф ( 0 ) | |л _ г  )

При каких условиях имеет место устойчивость в норме 
IIФ 11(2) =  НфИ? Ответ на этот вопрос дает 

Т е о р е м а  8. Пусть выполнено условие
5 > е £ '  +  0,5тЛ, (44)

где  е — любое положительное число и схема (1) принадлежит 
исходному семейству схем. Тогда для  задачи (1) верна априор­
ная оценка

\ \ y { t  +  т) IU <5IIУ о IU +  ~\/~ - | ^ Qmax J! Ф(П  ||. (45)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обратимся к тождеству (13). Н ера­
венство Коши — Буняковского и е-неравенство дают:

2т (ф, y t) <  2т || ф || || y t | | <  2те || y t \? +  || ф ||2.

Подставим эту оценку в (13) и спользуем условие (44):

W IR < ll| fl&  + 5 -0q>lP или ||0ж |&<||у/|& + £||ф/|р.

Суммируя затем по j =  0, 1, . . . ,  л и  учитывая, что г/(0) =  0, по­
лучаем

t
\ \y (t  +  r ) f A < ^ ^  т|| ф ( f )  |р, t =  nr.

f  “ 0
Отсюда и из (15) следует (45).

Теорема 8 доказана.
З а м е ч а н и е .  Теоремы 7 и 8 сохраняют силу и в случае 

переменного оператора B = B ( t ) ,  а теорема 4 справедлива для 
переменного оператора A = A ( t ) .  Это видно из доказательств 
указанных теорем.

10. Устойчивость схемы с весами. Покажем, как надо поль­
зоваться доказанными выше теоремами на примере схемы с ве­
сами:

yt + A(oQ + {\ -<г)г/) =  ф, у(0) = у0. (46)

В гл. V, § 2, п. 3 схема (46) была приведена к каноническому 
виду

(,E +  a x A ) y t +  A y  = (p, у(0) = у0. (47)
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Сравнивая (46) с (1), видим, что
В = Е +  атА.

Пусть существует оператор А~К Действуя А~1 на (47), полу­
чим вторую каноническую форму для схемы с весами:

Byt + A y  =  ф, у(0) = у0, В  =  А ~ х+ а х Е ,  А  =  Е , ' ф =  Л~'ф. (48)

Записью в виде (47) будем пользоваться в случае само­
сопряженного оператора А, (48) — в случае несамосопряженного 
положительно определенного оператора A = A ( t ) .

Пусть А = А* >  0. Покажем, что В  0,5тЛ, если

а ^°о> ао ~ ~ 2 ~  х IIЛЦ '

В самом деле, так как 0 <  [Ах, х)*С | |Л|| ||х ||2 или 0 < Л ^ | | Л | | £ .  
то

В  — 0,5т А = Е  +  (ff — 0,5) тА  А +  (<г — 0,5) тА  =

=  +  °>5) г ) А  = х ( а - а 0) А > 0 .

Таким образом, при <г^><г0 схема (46) устойчива в Н А по 
начальным данным. В частности, для явной схемы (при а  =  0) 
из условия o ^ - i То следует 2/ЦЛЦ, т. е. явная схема устойчива 
в Н А при т <  2/ЦЛЦ. В силу теоремы 2 это условие не только 
достаточно, но и необходимо для устойчивости с постоянной 
М\ =  1, если А — положительно определенный оператор.

П р и м е р  1. Рассмотрим схему с весами для одномерного 
уравнения теплопроводности

ди , , д2и г, ,  . ,
Ai Ей., Ей  ^ 2  » 0 ^  х  ^  1

с краевыми условиями первого рода. В этом случае А у  =  —Ау,
А у  = у . х. Оператор А =  А* >  0 (см. гл. V, § 1, п. 1), его норма
ЦЛ||<4/&2. Условие (49) принимает вид

.  1 л2
<у > о0, (То =  у - - 4 7

и совпадает с условием, полученным в гл. II методом разделе­
ния переменных. Явная схема (<г =  0) устойчива при т ^ 0 , 5 А 2. 
Если

Lu = l b [ k  М " 1 г ) '  0 < k < c 2, Лг/ =  (а (х) у.)х, 0 < й  < с 2,
то

_  1 №
ff° 2 4 с 2т

и (Уо^О при т < 0 ,5 Л 2/с2.
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Т е о р е м а  9. Пусть А  =  А* — постоянный положительно оп­
ределенный оператор. Тогда для  схемы  (46) при условии  (49) 
верна априорная оценка  (43). Если А = А* >  0 и

0е =  у - ^ ] щ .  0 < е < 1 ,  (50)

где е — постоянная, не зависящая от h и х, то для  схемы  (46) 
верна оценка  (45).

Первое утверждение следует из теоремы 7 для схемы (47), 
так как В > 0 ,5 ъ 4  при а > с т 0, второе утверждение — из теоре­
мы 8, так как неравенство (44) выполняется при а >  ст6. В са­
мом деле,

В — еЕ — 0,5хА  =  (1 — е) Е +  (ст — 0,5) хА  ^

> ( ( 1  - е ) Л | Л | |  +  ( с т - 0 , 5 ) т М  =  т ( а - с т вМ > 0 .

Т е о р е м а  10. Пусть A (t) =  A* (t) — положительно определен­
ный оператор и выполнено условие  (49). Тогда для  схемы  (46) 
верна оценка

IIУ {t +  I K  IIУ ОII +  м 2 о max Д  || (А ~ \p) | (_ || + 1| (А ~ 'ф)г \t _ ̂  | ] . (51) 

Если же выполнено условие  (50), то

l l y ( *  +  T ) l i < i l y 0l l + 7 = - ( S  'c| l<p( f, )^ - ( o )  • (51а)

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Возьмем схему с весами в форме 
(48) и напишем для нее априорную оценку (43), учитывая при 
этом, что Ж = Е  — постоянный оператор:
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Подставляя сюда ф =  Л_1ф, Ж =  Ж~х =  Е, получаем (51).
б) Получим неравенство (51а). По аналогии с (13) напи­

шем для (48) энергетическое тождество (учитывая, что Ж = Е)

2 т ( ( Л -1 +  (ст — 0,5 )хЕ)Уь yt) + 1|0 |Р =  | |у ||2 +  2 т (Л _1ф, */*)• (52)

Обобщенное неравенство Коши — Буняковского и е-неравенство 
дают:

2т [А~хФ, y t) <  2т|| Ф ||л_, || y t ||л _, <  2те || yt |£_, +  - £  IIФ ||*_,. (53)

Из условия (50) следует, что

В - 0 , 5 х А ^ е А ~ 1- (54)



В самом деле,

В  — 0,5тА =  А~'  +  (а — 0,5) хЕ  =  e A ~ l +  (1 — е) А ~ 1 + ( а  — 0,5) хЕ  ^  

^  еЕ  +  "уд|-  Е  +  (а — 0,5) хЕ = е А ~ 1 +  (а — аЕ) хЕ  ^  еА ~ 1 

при а ^  а8. При этом мы учли оценку
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(она следует из неравенства \\Ах\\2 <  ||Л || (Ах, х)  (см. гл. I, § 3), 
если положить А х  =  у, х  =  А ~ 1у) .

Если учесть (54), то из (52) получим

2теIIy t f A- i  + 11#112< 1 Ы Р  + 2т(Л_1ф, y t).

П одставляя сюда (53), будем иметь

\ \ у  IP <11 у  IP +  ~ \ \  Ф1Р4_,

или II y j+l IP <11 y i f f  +  j ^  II Ф/11̂ -1- Суммирование по j =  0, 1...........п
приводит к оценке (51) с t = nx.

Рассмотрим теперь случай, когда А  =  A (t) — положительно 
определенный несамосопряженный оператор.

Покажем, что для схемы (48)

В ^ 0 , 5 х А  при а ^ 0 , 5 ,

В > 0 , 5 т Л  при а > а 0, do = - j ~ ^ A '  (55)

если выполнено условие
|| А х  |р <  А (Ах, х), где А =  const >  0. (56)

Заметим, что для самосопряженного оператора А
А =  | |Л || .

Итак, пусть а ^ 0 , 5 .  Тогда

В  -  0,5тЛ =  А ~ х +  (а -  0,5) хЕ  >  Л -1 >  0.

Д л я  доказательства неравенства (55) потребуется
Л е м м а  8. Пусть А  — положительно определенный опера­

тор, для  которого выполнено  (56). Тогда

А ~ Х- ^ ^ Е  и А  <  A£.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Положим А х  = у. Тогда (56) дает 
\\у\\2< Ь ( А - ' у , у ) ,  т. е. А ~ Х̂ \ Е .



2) И з неравенств (Ах,  х)<С ||Лх||||х|| и (56) следует, что

(Ах,  х ) <  У  А (Ах,  jc) |] jc ||, (Ах,  х ) <  Д|| х|р, т. е. Л < Д £ .

Л е м м а  9. Пусть А  — положительно определенный оператор 
и выполнено  (56). Тогда

Ц(£ +  сгтЛ)- 1 ( Е - ( 1  - с г ) т Л ) | <  1 при  а > с т 0, д0 =  - 1 - - 1 . | (57) 

| ( £  +  сгтЛ)- 1 ! <  1 при о ^ О ,  (58)

||(£ +  сгтЛ)- 1 | |< - ^  при а >ст8 =  j  -  , 0 < е < 1 .  (59)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Так как Б >  0,5т Ж при а ^  ст0, то, 
применяя к схеме (48) теорему 1, получим, что для  решения
задачи (48) при любых у п е  Н  и ср =  0 справедлива оценка

ll*/„+. l l < l l * / J .  (60)

Заметим теперь, что схему (48) при ср =  0 можно записать 
в виде

yn+i = S y n, S  = Е — x B ~ l А — (Е +  сгтЛ)-1 (Е ~ ( \  -  а) тЛ).

Отсюда и из (60) получаем оценку (57).
2) Д ля  оценки IIВ-1 II, где В = Е  +  сгтЛ, достаточно получить 

неравенство вида f i >  бЕ, б >  0. Тогда

6|| X IP <  (fix, х) <11 fix ||| |х II, II f i x | |> f i | | x | | ,

и, следовательно, ||fi_1| | ^ l / 6 .  Если c r >  0, то В > £  и | | f i - ' | l ^ l .  
Если а а е, то

В  > £  +  ст8тЛ =  Е  +  0,5тЛ -  Л.

Так  как, согласно лемме 8, А ^ С А Е ,  то

В ^  Е  +  0,5тЛ — (1 — е) Е  ^  еЕ +  0,5т Л >  еЕ,

и, следовательно, ||fi_ I | l ^ l / e .  Отметим, что оценка (58) верна 
для  любого несамосопряженного оператора Л >  0.

Лемма доказана.
Из (60) и леммы 9 следует
Т е о р е м а  11. Пусть A = A ( t )  — положительно определен­

ный оператор и выполнено условие  (56). Тогда для  схемы (46) 
при о ^ о е  верна априорная оценка

t
II */(*+  т) || < | |  г/(0 )1 1  + 7 S  т IIФ (О  И- (61)

I'saQ
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Если одновременно выполнены два условия

&  СТ СТ0, Сто *2 ^д- 9

то оценка  (61) выполняется при  е =  1.
Д л я  доказательства запишем схему (46) в виде

Уп+\ = S y n +  x B ~ l(pn,

где S =  (Е + ахА)~1 (Е — (1 — о )хА ) ,  В — Е + ахА.
Используя неравенство треугольника и оценки (57)— (59), 

получаем

II Уп+1 I K I I  У а 11 + 7  II Ф„ II,

откуда и следует (61).
З а м е ч а н и е .  Мы всюду предполагали, что оператор А  по­

ложительно определен или, по меньшей мере, положителен. О д­
нако можно получить некоторые априорные оценки для схемы 
(1) при условии, что А  — полуограниченный оператор:

А ^  — ctE, с„ =  const > 0 .

Введем оператор
А'  — А  +  с Е ,  с* =  const >  с„.

Он положительно определен:
Л ' > 6 £ ,  б =  с* — с» > 0 .

Перепишем схему (1) в виде

Byt +  А 'у  =  ср +  с'у  =  Ф, у  (0) =  у 0.

Пусть выполнены условия теоремы 8, так что 

В > е £ '  +  0,5тЛ'.

Тогда верна априорная оценка
П

\\Уп+Л х < \ \У а?А. + ^ ^ ч \ \ ® п ' \ ? ,
п'= 0

где Ф =  с*у +  ф и

|| Ф |р <  2 {с'Т || у  |р +  2 1| Ф |р <  1| у  \?А, +  2 1| Ф |р.
Подставляя это неравенство в предыдущую оценку, получим

п JL
|| </п+1 |РЛ, <  i g i  2  т II У*’ I&' +  7  2  т II «Р»' IP +  II Уо I&'

п'=0
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И Л И
п

g n  + l < C o h l ^ S n '  +  f n ,  С 0 =  Ц £ - >  f n > ® ,  g n > ® -

Так как f n монотонно неубывающая функция, то в силу.лем-

Постоянную с* выберем так, чтобы постоянная со была ми­
нимальна. Из условия минимума функции f ( x )  =  х2/ ( х — с*) сле­
дует, что х  =  2с*; при этом /  (2с*) =  min f ( x )  =  4с* и с0 =  4с*/е.

Тем самым доказана устойчивость схемы (1) в случае Л >  
> —с*Е. При этом важно отметить, что 1) достаточное условие 
устойчивости имеет вид В ^  еЕ  +  О.бтЛ', 2) схема устойчива при 
любых т.

Рассмотрим, например, схему с весами. Тогда В = Е + отА' и 
условие В ^  еЕ +  0,5тА '  выполнено при

11. Априорные оценки в случае переменного оператора А.
Д о сих пор мы предполагали при изучении устойчивости в Н А, 
что оператор А постоянный, т. е. не зависит от t. Если A ( t )  =  
=  A*(t)  > 0  зависит от t, то будем требовать, чтобы выполня­
лось следующее условие липшиц-непрерывности A (t) по t:

для всех ^ е Я ,  0 <  t <  «от, где сз — положительная постоянная, 
не зависящая от h и т.

Исходное семейство схем определим требованиями

А (t) =  А* (t ) >  0 для  всех ( е ё т,

Как и ранее, предполагаем существование оператора В '1 (О, 
что означает разрешимость задачи (1) при любых входных дан­
ных г/о и <р(0-

Это семейство, очевидно, содержит исходное семейство, вве­
денное в п. 2.

мы 5 имеем g n+l < ec°1nfn или

II Уп+1 II

С о  =  (с’)2/(еб), 6 =  с* -  с, >  0.

1 — е , || А'  | | < | |  Л || +  с \т|1 Л'||

| ( (Л (t) — Л (t — т ) ) х, х) К  тс3 (Л (t — т) х, х), (62)

A(t)  липшиц-непрерывен по t, 
B { t ) >  0 для всех t <= <йт.

(63)



Исследования, проведенные методом энергетических нера­
венств, показывают, что условия

В (t) ̂  0,5тЛ (t) д ля  всех t е  cot , (64)
В (t) ^  еЕ +  0,5тЛ (t) для всех t е  cot , 0 < е < 1 ,  .(65)

оказываются достаточными для устойчивости схемы (1) с пере­
менными операторами A(t), B(t). При этом сами нормы 
II • Нд| II • Н - i  оказываются зависящими от t:

II у Нл  =  II у Нл  (<) =  у), II ф  11л _ , (<) =  / ( л - ‘ ( 0 ф , ф ) .

Поэтому надо говорить об устойчивости в Н ащ (вместо Н А) 
и Н B(t).

Исходным для исследования является энергетическое то ж ­
дество (13), где A — A(t).  Чтобы получить рекуррентное нера­
венство, преобразуем выражение

(Ау, у) =  (Л ( t )у  (t), y(t)) = (A ( t- x )y  (t), y(t)) +
+ ((A (t)~  A { t-x )) у  (t), у (t))

и оценим второе слагаемое в правой части при помощи (62):
(Л (t)y (t), у (t)) <  (1 +  хс3) (Л ( t-x )  у (t), у (t)).

Подставив эту оценку в (13), получим энергетическое нера­
венство:

2т ( (В (t) -  0,5тЛ (0 )  yt, yt) +  8  (t +  т ) <  (1 +  хс3) 8  (t) +  2т (<р (0, y t),
(66)

где
8 ( t  + r )~ (A (t)y (t  + x), y(t + x)) =  \\y(t + x)\?Mtr 

Если выполнено условие (64), то из (66) при ф =  0 следует: 
8  (t +  т ) <  (1 +  хс3) 8  ( * ) <  ec%t<& (т) при t ^ t  т. (67)

Энергетическое тождество при / =  0 записывается в виде 
2т ( (В (0) -  0,5тЛ (0)) у t, yt) +  8(х) = \\ у  (0) ||* (0) +  2т (Ф (0), yt (0)).

Отсюда при условии (64) и ф =  0 получим

* ( т ) < | | 0 ( О ) | & (О). (68)

В результате (67) и (68) дают для  задачи (1) при Ф =  0:
II y(t +  х) \\А (i) <  М, || у  (0) \\А (0), М, =  е°-5с̂ .

Проведенные выше рассуждения показывают по-существу 
единственное принципиальное отличие случая переменных опе­
раторов от случая постоянных операторов.
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Суммируем результаты в виде двух теорем — аналогов тео­
рем 7 и 8.

Т е о р е м а  12. Пусть выполнены условия  (63), (64) и А — 
положительно определенный оператор. Тогда для  решения за­
дачи (1) верна оценка

IIУ {t +  т) 11л (t) ^  М, Н у ( 0 )  ||л (0) +

+ М 2 max (II <р( O I L - , +| | ФГ(П(|  , ) ,  (69)о < t '< t \  А «> 11 “л-1 (п)

где Mi >  0 и М2 >  0 зависят только от с3 и t0.
Т е о р е м а  13. Пусть выполнены условия  (63) и (65). Тогда 

для  схемы (1) верна априорная оценка

II y ( t  +  т )  \\л (0 <  Mi (|| у  (0) ||л (0) +  -Ь Y l t  0 ф W !|) ' (7°) 

где Mi =  е°-5сЛ.
Сравнивая (69) и (70) с (43) и (45), видим, что оценки (43) 

и (45) для случая постоянного А получаются из (69) и (70) пои 
Mi =  1.

Если вместо (64) ставится условие

B ^ j ( l - c 4r ) A  или В ^ - ~ ~ ^ А ,

где с4 =  const >  0 не зависит от т и h, то оценки (69) и (70) со­
храняют силу при достаточно малом т < ^ т 0(С4) (т0 <  1/(2с4) ), 
а постоянные Mj и М2 зависят только от с3, с4 и /о- Н а д оказа­
тельстве этого факта останавливаться не будем.

12. Пример. Д ля того, чтобы пользоваться изложенной выше 
общей теорией устойчивости для конкретных разностных схем, 
необходимо:

1) привести двухслойную схему к каноническому виду (1), 
т. е. выделить операторы А и В\ 2) ввести пространство сеточ­
ных функций Hh и исследовать свойства Л и й  (положитель­
ность, самосопряженность и др.) как операторов, заданных 
на Нп ; 3) проверить принадлежность схемы к исходному семей­
ству схем, а также проверить выполнение достаточных условий 
устойчивости (64) или (65); 4) если эти условия выполнены, то 
данная схема устойчива и для нее справедливы априорные 
оценки, например, (69) и (70).

Первый шаг состоит в приведении схемы к каноническому 
виду. Заметим, что полученные выше достаточные условия от­
крывают возможность написания устойчивых разностных схем 
сразу в каноническом виде.

В качестве упражнений на приведение схем к каноническому 
виду можно рекомендовать различные схемы (например, для



уравнения теплопроводности), которые имеются в книгах 
В. К. Саульева [1] и В. Вазова, Д. Форсайта [1].

Рассмотрим здесь лишь один пример для уравнения тепло­
проводности

=  ° < х < 1 > * > 0 - “ (*• 0) =  « o W ,  и (0, t) =  u ( l ,  /) =  0.

В книге В. К. Саульева [1] предложена асимметричная схема, 
заданная на сетке
Щх =  ®А X ©т> ©А =  [х( = 01, 0 <  I <  N), ©т =  {tj =  }х, 0 < / <  /о}. 

Она записана в виде

* /ь ж  =  7 ^  («Уг-i .  /+1 +  (1 - a )  Ui-i, / +  У ш ,  / - ( 2 - с о - а ) г / г, /), (71)

где со =  h2/x, а а-— параметр.
1) Приведем схему к каноническому виду. Обозначая 

Уг,з =  Уг, У я -i =  У и перепишем (71) сначала в виде
(со + а ) у 1 ~  а# (_, +  (1 - а ) г / , _ ,  +  г/г+1 -  (2 -  со -  а) г/г. (72)

Учитывая затем, что 
y (- i  =  -  hyx_ t +  y t, у ш  =  hyXt , +  г/,, hyx< t -  hyg> { =  h % x t,

Qi-x =  ^ - i  +  ̂ Уt, t-1 =  ^  / +  T^ ,  < “  г.

подставляя эти выражения в (72) и опуская индекс t, будем
иметь

сотг/, =  h2y-x -  ahxy~t. (73)

После деления (73) на /г2, получаем

y t + i r y x t  = ygx- (74)
о

2) Пусть Ни — пространство сеточных функций Q,h (примеры 1 
и 2, г л .  V, § 1, п. 1), заданных на со̂  =  {хг =  ih, 0 <  i <  N}  со

N - l

скалярным произведением (у, v )=  2  y ^ f i -  Операторы схемы А у  =
i~l

=  — у . х и Я 1У = ± Уя, согласно гл. V, § 1, п. 1, являются поло­
жительно определенными операторами, причем {Riy, у) — 
=  0 ,5 (Лг/,у) .  Оператор Л самосопряжен, ||А||4^4//г2.

3) Операторы Л и ^  постоянны. Схему (74) удобно запи­
сать в виде

(Е + axR\) yt +  A y  =  0, (75)

так  что В  =  Е  +.

И*
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Условие В > 0 ,5 т А  выполнено при а >  1 — 2/(т | |Л | |) .  Д ей ­
ствительно, для любого х  е  / /

( (В — 0,5тА) х, х) =  ( (Е + ахR t — 0,5тЛ) х, х) =
=  ( (Я +  0,5т (а -  1) А) х, х),

т. е.

В  — 0,5т Л ^  +  0,5т (а — 1) А ^  ( у ^ у  +  0>5т (а — 1)j  А ^  0.

4) Так как | |A | |< 4 / / i2, то схема (71) устойчива в Н А (в се­
точной норме W l2) при

(76)

Наряду со схемой (71) В. К. Саульев [1] предложил другую 
асимметричную схему, которая после приведения ее к канони­
ческой форме запишется так:

(Е + axR2) y t +  Ay — 0, где R 2y =  -  — у х.

Так как [R\y, у)  =  (R%y, у ) ,  то эта схема устойчива при том 
же условии (76). Из (76) видно, что асимметричные схемы без­
условно устойчивы при а > - 1 .

§ 2. Классы устойчивых трехслойных схем

1. Постановка задачи. В этом параграфе будут получены 
достаточные условия устойчивости и априорные оценки для 
трехслойных схем. Мы пользуемся канонической формой трех­
слойной схемы

By° + x2R y lt + A y  = y{t), у  (0) =  у0, у  (т) =  z/,,

0 < t  = n x < t Q, п =  1, 2, . . . ,  «о — 1, t0 =  п0х.

Здесь у о и у  1 — произвольные заданные векторы из Н, 
Ф (i) — заданная произвольная абстрактная функция t е  сот со 
значениями в Н; А, В и R  — линейные операторы на Н. Зависи­
мость у  (t) =  уьх (О I ф ( 0 = ф hx(t) , A ( i )  = A hx(i), В, R, y Q и у { 
от h и т явно не указываем. Напомним обозначения

У — У (tn) =  Уп> 9  =  у ( * п  +  т:) =  У п+ и У =  У(*п  ~ т ) =  У п - и

y t =  ( & -  y ) h ,  У г  =  ( У ~  y)fc> y°f =  W ~  Ж 2т),

У и =  W ~ 2У + У)Ь2'
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По аналогии с § 1 решение задачи (1) можно представить 
в виде суммы у  =  у +  у , где у — решение однородного урав­
нения
В у о  +  x2R y lt +  А у  =  0, 0 < i  =  n x < i 0, y (0 )  =  y0, y (x )  =  y v (la )

а у  — решение неоднородного уравнения с однородными на­
чальными данными

Вуо + x2R y lt + Ау  =  ср (t), 0 < t  = n x < i Q, y(0) = y{x) = 0. (16)

Перепишем (1) в виде 
(В +  2тR) уп+х =  Ф„, • Ф„ =  2 (2R -  А) хуп +  (В -  2тR) у п- х +  2тф„ (2)

(А, В  и R, вообще говоря, переменные, т. е. зависят от t n). 
Отсюда видно, что задача (1) разрешима, если существует опе­
ратор (В + 2xR)~l. В дальнейшем будем всюду считать, что это 
условие выполнено. Более того, будем предполагать, что

оператор В +  2тR положительно определен. (3)

При изучении устойчивости трехслойной схемы будем поль­
зоваться функционалом (составной нормой) вида

II Y n+l  IP =  11 Уп +  Уп+\ II,2,., +  II Уп+ 1 -  Уп llfb,. (4 )

где || • ||(ll) и || • ||(Ь) — некоторые нормы на линейной системе Я ,  
Под К„+j понимается упорядоченная пара векторов у п и 

Уп+ 1 > ^n+i =  {Уп> Уп+ 1 }> так что Yn+i +  Y n +1  =  {.Ул +  j/n> Уп+\ -Ьу n+i}, 
если У„ + 1 =  {уп,уп+ 1}, clYn+i =  {ауп, а у п+1}, а  — число.

Нетрудно видеть, что функционал (4) удовлетворяет всем 
аксиомам нормы, а именно:

ЦаГ„+1|| =  | а | | | Г „ +1||,
| | } V h I I > 0  для любых у п (= Н ,  у п+1е=Н,  и | |F „+1|| =  0

только при у п = Уп+i =  0; || Yn+X +  Yn+l || < || F„+, || + 1| У„+, ||. 
Определим теперь понятие устойчивости для (1).
Трехслойная схема (1) называется устойчивой, если суще­

ствует норма (4) и при всех достаточно малых х-^-Хо и 
можно указать такие положительные постоянные М х и М2, не 
зависящие от т, h и выбора у0, у\,  ф(*)> чт0 ПРИ любых у 0, у\,  
Ф(i) и всех t =  x, 2т, . . . ,  (п0— 1)т для решения задачи (1) 
справедлива оценка

\\Y {t + т)|| (1) <  Л1, || К (т) |L. + М 2 max || Ф (*') IU  (5)

или оценка
|| Y ( t  +  т) ||(1) <  М , || У (т) Ию  + М 2 max ( || Ф (*') ||(2) + || ( f ) || ) , (6)

0</ ^ t ' »
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где || • 11(2) — некоторая норма на линейной системе Я,| | У (t +  т ) ! ^  
и || К (т) ||(1в> определяются по формуле вида (4), так что

II Y (t +  т) Ц,2,, =  Ц у  (t +  т) +  у {t)11̂ , + 1| у  (t +  т) -  у  (t) ||2 j)( (7)

II У  (т )  II2 0) =  \\У\+ Уо ll^oj +  II У\ — Уо (8 )

II • ll̂ jOy II • некоторые нормы на Я.

Если А и R — постоянные операторы, то ||У||(о и ||K|l;i«) 
обычно совпадают.

В общем случае | |К(/ +  т) ll(i) и ||<р(011(2) зависят от t =  пх, так 
что надо писать || Y (t +  т) ||(i, t) вместо || Y (t +  т) ||(i) и ||<р(/) ||(2, t) 
вместо ||ф (0 1 1 (2)-

Как будет показано ниже, нормы || • ||(li) и || • ||(lj) являются 
энергетическими нормами, построенными на операторах А и R.

Поэтому будем предполагать, что операторы А и R  являются 
(если Н  — гильбертово пространство)

самосопряженными А =  A*, R  =  R*, (9)

положительными А >  0, R  >  0. (10)

2. Основное энергетическое тождество. Перейдем к выводу 
энергетического тождества для трехслойной схемы (1), спра­
ведливого для переменных операторов A = A ( t ) ,  В = B ( t ) ,  
R  =  R ( t )  и используемого при получении априорных оценок, вы­
ражающих устойчивость схемы по начальным данным и по 
правой части.

Учитывая, что

у  = j  iP + у) -  j  (у -  2</ +  у) = j  (у + у) -  - j -  У№

перепишем (1) в виде

В уо+  T2( t f  -  ^ А ) У ц  +  у Л ( #  +  у )  =  ф, * / ( 0 )  =  г/0, у { ^ )  =  У ь  ( И )

где А = A {tn) =  А п, В = B ( t „ ) =  В„, R =  R { t n) =  R n.
Умножим (И) скалярно на 2тг/о =  т (jjt +  =  # — у:

2т (Вг/°, г/°) +  т 2( ( R  ~ - j A ) ~  У?)> +  Уi) + J  (А (# +  #)> $ ~ у) =

=  2 т (ф ,  г/»). (12)

Пусть А и R — самосопряженные операторы. Тогда 
R  — 0,5Л =  (/? — 0,5Л)\
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В силу леммы 1 из § 1 имеем

{ { R - \ A ) [ y t - y ^  У( +  Уг) =

=  ( ( Я - ± л ) у „  у г) ,  (13)

(А (у  + у), у - у )  = (Ау, у) — (Ау,  г/). (14)

Прибавим и вычтем (А у ,у )  справа в (14):
(А ($  + у), у - у )  = [(Ау, у) + (Ау, у ) \ - [ ( А у ,  у) + (Ау, у)]. (15)

Л е м м а  1. Пусть А = А* самосопряженный оператор. 
Тогда

(Av, v) + (Az, z) =  - j  (A (v + z), v + z) +  j ( A ( v - z ) ,  v - z ) ,  (16)

для  лю бы х  векторов v и z  из H.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как А =  А*, то (Av, z) =  (v, Az) =  

= (Az, v ) и
(A (v + z), v + z) + (A (v - z ) , v - z )  = [(Av, v) + 2 (Av, z) + (Az,  z)\ +

+  [(Лу, v ) - 2 ( A v ,  z) + (Az,  z)] = 2[(Av, v ) + (Az, z)],
что и требовалось доказать.

П олагая в (16) v = у, z  =  у, преобразуем (15):
(А ( у  + у ), $ -  у) =  0,5 [(Л (у + у), у  + у) + (А (у -  у), у - у ) } -

- 0 , 5  [(А(у + у), у  + у) + (А (у — у), у - у ) ] .  (17)

Подставим теперь (17) и (13) в (12) и учтем, что
(А ( у - у ) ,  у  -  y) = 'c2(Ayt, у и ), y l = ( y ~ y ) h  = y t,

(А ( у - # ) ,  у - у )  = х2(А ур у г).

Тогда получим основное энергетическое тождество для трех­
слойной схемы (1):

2т (By*, z/=) +  [- j  (А (у + у), у  + у) + г2 ( -  - j  Л) y t, у,)] =

=  \ j { A ( y  + y), У  + у) + х2 ( ( R  - - j  А^ y p z/f)] +  2t(<p, z/o). (18)

При его выводе мы использовали лишь предположение (9)
о самосопряженности Л и R.

3. Устойчивость по начальным данным. Напомним опреде­
ление устойчивости по начальным данным и по правой части.

Схема (1) устойчива по начальным данным, если для з а ­
дачи (1а) справедлива априорная оценка

|| F (/ +  т) ||П) ^  М, || F (т) ||(10). (19)
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Схема (1) устойчива по правой части, если для задачи (16) 
имеет место оценка

||У(г +  т)| |(1, < М 2 шах ||<р( O I L  (20)
' о< f 1 ’

или оценка
II У (t +  т) ||(1)<  М 2 ^шах^ ( || ф (/') ||(2) + 1 фг (t') | у .  (21)

Пользуясь неравенством треугольника, из (19) и (20) или 
(21) получаем оценку (5) или (6).

Основное изложение проведем, предполагая, что
А и ^  — постоянные операторы. (22)

Рассмотрим задачу (1а).  Для нее тождество (18) примет 
вид

2т (Яг/о, г/°) +  II У (/ +  т) |р =  || F (t) ||2, t = nx, (23)

где

IIY {t +  т) If =  j  (A {y(t  + x) + y  {t) ), y ( t  + x) + y ( t ) )  +

+ т 2  ( “  7  А )  У * ’ у )  * ^

II у  (0 IP =  (^  {у (t) + y ( t  — х)), y ( t ) + y ( t -  Т)) +

+  т2 ( ( ^  -  т )  Ур Уг) • (25)

Из (24) видно, что | |Y(t  +  т ) | |2 >  0 при любых y{ t)i=  0, 
y { t  +  т)¥=0, если А и R — А/А положительны, А >  0, R >  А/А.

Т е о р е м а  1. Пусть А =  А* >  0, R = R* >  0 постоянные 
операторы. Тогда условия

В = В ( t ) ^ 0  для  всех t е  сот, (26)

(27)

достаточны для устойчивости схемы (1) по начальным данным.  
При выполнении условий  (26) и (27) для задачи  (1а) имеет 
место оценка

1|У(* + т)||<| |У(т)|| ,  (28)
где  ||У|| определяется согласно (24).

Действительно, при 5 ^ 0  из (23) следует

1|У(г + т )|Р< ||У (0 1 Р , 1|У(* + т ) | | < | | У ( 0 1 К  . . .  <11 у (т ) I I .
З а м е ч а н и я .  1) Если Л > 0 ,  R ^  А/А, то | |У | | .^0 ,  т. е. 

ЛУЦ — полунорма. Оценка (28) выполняется и в этом случае.
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2) Если условия теоремы выполнены при любых т и /г, то схе­
ма (1а) абсолютно устойчива.

4. Устойчивость по правой части. Рассмотрим теперь з а д а ­
чу (16). Будем предполагать, что выполнены условия (10) 
и (27). Так как А и R  постоянные операторы, то тождество (18) 
для (16) имеет вид

■ 2т (Ву°, + || У (t + т) II2 =  || У (t) IP +  2т (<р, г/о). (29)

При выводе априорных оценок вида (20) или (21) основную 
роль играет оценка функционала 2т(ф, г/»).

Заметим, прежде всего, что имеет место очевидное неравен­
ство

2т (ф, t/oj < т е 0|# о |2 +  -^-Цф1Р, (30)

где ео =  const >  0 не зависит от т и h.
Л е м м а  2. Пусть А — А* — положительно определенный 

оператор и R* =  >  А/4. Тогда ■

1(ф, 9 + У) 1 =  1 (ф (0 ,  «/(* +  т) +  г / ( * ) ) К

< 2 е 1| |Г(^ +  т)||2 +  ^ Г 11ф(0И ^1, (31)

где ei >  0 — любое число.
Применим лемму 1 из гл. V, § 1

| (ф {t), у  (t +  т) +  у  ( t ) ) | <  || ф (0 ||л - . || у  (t + т) +  у  (t ) \\А <

< - | - | |  y ( t  + х) + y ( t)  fA +  И Ф (t)\fA- u

Воспользуемся неравенством

|| У (t + т) |р >  \  (A {y(t  + x) + y  (t) ), у  (t + х) +  у  (0 ) =

=  ^ \ \ y ( t  + x) + y(t)\ fA при R ^ - j A ,
т. е.

\\y{t + x) + y  (t) 11̂ <  4 1| У (/ +  т) ||2, (32)

где || У(^ +  т )  ||2 дается формулой (24). Отсюда получаем (31).
Л е м м а  3. Если А =  А' положительно определенный опера­

тор и R '  = R ^  Л/4, то

£т(ф, # +  ^ )г+  е0т| |У(01Р +  - ^ | | ф г|[]г 1 , е0> 0 .  (33)
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(34)

Воспользуемся тождествами 
2хуо = х{у  + у)р

2 т  (ф , у°) =  т ( ф ,  {& +  у){) =  т  (qp, у +  у)г -  т ( ф г, у +  у) 

Согласно лемме 1 из гл. V ,  § 1 имеем 

Т I  (фг, У +  у) I <  т|| у +  у  нл <  ^  II у +  у fA +  - ц - 1| Фг 

Учитывая затем (32), получим

т |(ф г. 0 + # ) | < в от||У(<)1Р + -^-|[ ф? |^_i- (35)

После подстановки (35) в (34) приходим к (33).
Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и, кроме 

того, А — положительно определенный оператор. Тогда схема 
(1) устойчива по правой части и для нее при t >  т верна оценка

|| Y { t  + х) | К  || У (т) || +  М 2 max Д  || Ф {?) ||л_, +  [j «р, (V) (36)

где М 2 =  const >  0 зависит только от t0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим задачу (16). Подставим 

оценку (33) в (29) и учтем, что В ^  О:

II Y (t +  х) |f <  (1 +  е0т) || Y (t) |р +  т (Ф, у  + у)г+ ±  || «pf

Суммируем это неравенство по t =  /т, j  =  2, 3, п. Так как 
г/(0) =  у(х)  =  0, то

t

|| Y (t + х) |р <|| Y  (2т) ||2 + е0 J  т И Y  (/') f  +
t '=2Т

t

+  S  т I фг ^  + у  V + х) + у  ~  (Ч (т). У (2т)), (37)
Г = 2 Х

а при t = % тождество (29) дает
II Y  (2т) ||2 <  2т (ф (т), г/о (т)) =  (ф (т), у  (2т)),

так  как у  (0) =  у  (т) =  0.
Сложим это неравенство с (37): 

t
| |У(г +  т ) | р < е 0 J  Т | |У (0 1 Р  +  ( Ф ( 0 ,  y ( t  + x) + y ( t ) )  +

2Т
t
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Лемма 2 при дает

|| Y ( t  +  т) If <  2е0 2  т || У (V) ||2 +  Ф(*), (38)
2Т

t

Ф ( 0  =  4||ф(011л-. +  4 о
Г = 2 Х

Д ля решения неравенства (38) применим лемму 5 из § 1, вы­
берем во и учтем, что ф =  ф — тфь [|ф(т) || <  ||ф (2т) || +  т||ф, (2т) ||. 
В результате получим для решения задачи (16) априорную
оценку

И Y ( t  +  т) || <  М 2 т а х ( (\\ q> (t') ||л -  + 1)Ф?(ОЦл- ) -  (39)

Из (39) и (28) следует (36).
Т е о р е м а  3. Пусть А =  А* ^  О, R  = R* ^  0 — постоянные 

неотрицательные операторы, а B = B ( t ) — переменный несамо­
сопряженный положительно определенный оператор

В ^ еЕ, г =  const >  0, (40)

где г не зависит от h и х, и выполнено условие

R > j A .  (41)

Тогда для  решения задачи  (16) справедлива априорная  
оценка

2 У Т
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| г/ (/Ч- т) || < - (42)
.*'= 1

Рассмотрим тождество (29). Из (40) и (30) при е0 =  е следует

те ||г/ |  + 1| Y (t +  т) |р <  || Y (t) IP +  f  Ц Ф (t) |f.

Суммируя по t = т, 2т, пт, получаем (так как | |У(т)| |  =  0) 
t t 

е 2  (П  f +  Ш *  +  * ) 1 Р < 7  2  *11 Ф (П  IP, (43)
X t'= X

И Л И
t t

2 тИ г ^ ) Г < ‘? ' 2 т11<р^)1Р* <44>
f -  X t т

так  как || Y {t +  т) IP ^  0.



Л е м м а  4. Если у{0) = у  (т) =  0, то

IIУ it) IF +  II у (t +  х) IF <  41Д  т I у о (П  f .  (45)

t
В самом деле у (t +  т) +  у {t) =  2 2  тг/° (О.
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Ы /  +  т) +  0 (О 1 Р < 4 *  2  тЦг/of.  (46)
i '=1 II * II

Далее, обозначив w n — y n — Уп-ь получим 
®n+i = 2-гг/о ^ -  wn, iw,=0,

откуда следует неравенство

I “ ' n'+iК 2 t | ^ . „ J + I " / =а1> 2> • • • > п -

Суммируя его по п от 1 до п +  1, получаем
П

II Wn+l I K  2 2  ТI г/о , ||,
п ' — \ II *» п  II

И Л И
t

II у {t +  т) -  у  (t) || <  2 Д  Т || у о (t') ||,

\ W{ t  + x ) - y  ( t )  |р <  41Д  т| уо (47)

Воспользуемся очевидным тождеством

\ ) y ( t  +  x) +  y ( t ) f  +  \ \ y { t  +  x ) - y ( t ) \ f  =  2 ( \ \ y { t )  IF +  \ \ y { t  +  x)  IF).

Отсюда и из (46), (47) следует (45).
Подставляя в (44) оценку (45), получаем (42).
Т е о р е м а  4. Пусть А =  А* >  О, R =  R* >  0 — постоянные 

операторы. Тогда при условиях  В ^ е Е ,  R p - A / 4 ,  е =  const >  О, 
для  решения задачи  (1) верна априорная оценка

! Г ^  + т)||<||Г(т)|| + — г

Г t

У  т | |ф (0 1 РАЛ
f  = Т

Vt
(48)

Достаточно оценить лишь решение задачи (16), так как гео- 
рема 1 при В ^ - г Е  сохраняет силу. Положим в (30) ео =  2е. 
Тогда из (29) следует

\ \Y{t + x ) \ ? ^ \ \ Y { t ) \ n ~ \ \ < p ( t ) t f .



Остается просуммировать это неравенство по переменному 
t  =  т, 2т, . . . ,  пт, учесть при этом, что IIУ (т) || =  0, и затем вос­
пользоваться теоремой 1.

5. Схемы с переменными операторами. Если Л и / ?  зависят 
от t, то вводится дополнительное требование липшиц-непрерыв- 
ности Л и R  по t\

| ( (Л (t) -  A (t -  т ) ) х, х) К  тс3 (Л (t -  т) х, х) (49)

при всех х ^ Н  и t = 2x, (п0— 1)т, где с3 =  const >  0 не
зависит от h и т, и аналогичное условие для R. В этом случае 
составная норма ||У(/ +  т) II =  IIY(t  +  т) ||<*) зависит от t:

II- Y (t +  т) =  - j  (Л (t) [y{t + x) + у (t) ), y{ t  + x) + y ( t ) )  +

+  т2 ( ( ж * ) - !  л  (о) ft  (0, yt (t)) ,  (50)

II у  (0 llj_ t) =  -J (Л (t -  т) (у (t) + y ( t -  т ) ), у (t) +  у (t -  т ) ) +

+  т2 ( ( / ? ( / - т )  —| л ( г - ф ?(0, f t ( 0 ) -  (51)

Преобразуем выражение, стоящее в квадратных скобках 
в правой части тождества (18). Замечая, что

( Л [у +  у), у + у) = {А{у + у), y + y) + r { A i { y  + y), у + у),

( ( /?  — -j  л )  ft, ft) =  ( (^? — "4 Щ Ур ft) +  т — 4" ^ ) f У? Vjj >

A — A ( t  — т), Л? =  ( Л - Л ) / т ,  

и вводя обозначения

/  =  / ( г  +  т) =  | |П * + т ) | | (20, J =  J ( t ) 4 \ Y ( t ) \ \ l _ x), (52)

перепишем тождество (18) в следующем виде

2т (Ву°, y°) + J = J +  2т (ф, yo^ + rF,  (53)

F = j ( A l {y + у), y + y) + x2 (^R -  j  л ) ?ft, y ) j . (54)

Если R  — Л/4 и Л удовлетворяют условию (49), то

I Л  <  - j -  (А (У + У)> У + У) +  т2с3 ( ( #  -  Л) ур ft) =  c3J,

и из тождества (53) при / ? > Л / 4  следует неравенство

2т ( В г/о г/о) -f /  <  (1 +  тс3) /  +  2т (ф, г/»). (55)
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В общем случае, когда условию (49) удовлетворяет каждый 
из операторов R ( t )  и A ( t )  в отдельности, имеем

I (А(у  + р), y + y) + t 2c3 [(Ryt, y t) + \ { A y v  * / ,) ]<

< c 3 ( l -Н-f-) /  (56)

1 "f 6при R  — А, где e =  const > 0  не зависит от ft и т, так как

/ >  y f) при / ? > 1 ± ± Л .
Тождество (53) дает

2т (By.,  у.) +  /  (t +  т) <  (1 +  -<2 +ее) Сз-  т ) /  (0 +  2т («р, у ^ .  (57)

После того, как написано энергетическое неравенство (57), 
вывод априорных оценок проходит так же, как и для постоян­
ных Л и / ? .  Так, например, при В >  0 из (57) для задачи (1а) 
следует оценка

II У (̂  +  т) ||(<) <  М, || F (т) ||(г), если R ^ 1 ± ± A ,  (58)

где Mi зависит только от е, с3 и t0.
Формулируем основные результаты в виде одной теоремы. 
Т е о р е м а  5. Пусть A ( t )  = А* (t ) ^  б Е, б >  0, R ( t ) =  R * ( t ) >  

> 0  — переменные операторы, липшиц-непрерывные по t, и

R  W ^  1 ^  -  А (t ) для  всех  0 <  t =  пх <  t0, (59)

где е =  const >  0 не зависит от х и h. Тогда для  схемы  (1) 
имеют место оценки

11П* +  т)11и)< М , | |Г ( т ) | | (г) +

+  М 2 г < г < Л ||ф(011л" , ( П  +  | | ф г ( Г ) ^ - 1( п ]  (60)

при B ( t ) ^  0, 0 < t  = пх < t 0,

||Г(* +  т)||и)< М ^ |Г ( т ) | | (г) +  М2 шах || Ф (О  II (61)

при В ( t ) ^ ёЕ, где ё =  const >  0 не зависит от х, h.
Во избежание ненужных повторений, доказательство теоремы 

опускаем.
З а м е ч а н и е .  Некоторые требования теоремы 5 могут быть 

ослаблены. Так, устойчивость по начальным данным имеет ме­
сто при условии Л*(^) =  Л ( ^ ) > 0  (вместо A* (t) =  A (t )^ -bE ,  
б > 0 ) .  Д ля  выполнения оценки (61) также достаточно потре­
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бовать положительности оператора А.  Условие О можно з а ­
менить условием

Я > - с 4тМ , (62)

где с4 =  const >  0 не зависит от т и h. Если выполнено (62), 
то оценка (60) имеет место при т < т о ,  то =  1/(4с4).

6. Схема с весами. Весьма часто встречаются на практике 
схемы с весами

H°t +  Ау(°" 0г) =  ф ( )̂, т < /  =  п т < / 0, у  (0) =  г/о, г/(т) =  г/„ (63)

где г / ((Т>’ =  ст,$ +  (1 — ст, — ст2) у  +  о2у; ст,, ст2— вещественные чис­
ла, от выбора которых зависит устойчивость и точность 
схемы.

В гл. V, § 2 схема (63) была приведена к каноническому 
виду (1) и были найдены операторы

£  =  £  +  т(ст ,-ст2М ,  R = ^ p - A .  (64)

Пусть существует оператор А~1. Действуя на (1) с операто­
рами (64) оператором А~1, получим

Ву° +  %2R y lt +  A y  =  ф, т <  t =  п% <  /0, у  (0) =  у0, у  (т) =  г/,, (65)

где

В  =  Л -1 +  (ст, — ст2) хЕ, R = * 2 i ± 2 l E ,  Л =  £ , ф  =  /Г 'ф .

Отсюда видно, что А и R  самосопряженные постоянные опера­
торы.

Применим к (65) теоремы 1 и 2. Справедливы операторные 
неравенства

£ - 1 /  = ( ^ + £ 1 _ 1 ) £ > о при ст, +  ст2 >  0,5, (66)

В = А ~ ! +  (ст, — ст2) т £  ^ 0  при ст, ̂с т 2 и любом Л (^ ) > 0 .  (67)

Т е о р е м а  6. Если A ( t )  — переменный положительно опре­
деленный оператор и выполнены условия

ст, ^ с т 2, CTt +CT2>0,5, (68)

то схема  (63) устойчива и для  нее верна оценка

ЦГ(* +  т) 1 К Ш т ) | | + / 2 (ст, +  <т2) S  т Ц Ф (/') ||, (69)
f ' - T

где

\\Y{t + r) ll2 =  - -̂ll y{ t  + %)+ y( t )  lP +  y  (oi +  o2— ^ \ \ y ( t  + x ) - y { t ) \ f .
(70)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Устойчивость по начальным дан­
ным. Так как условия R >  Л/4, В ^ О  теоремы 1 выполнены, то 
для решения задачи (65) при qp =  0 имеем

||Г(/ + т)||<||У(011, t ' < t ,
и, в частности,

| | П г  +  т ) | К | | Г ( т ) | | ,  ( 7 1 )

где ||F(^ +  t ) | |  определяется по формуле (70), являющейся част­
ным случаем формулы (24) при Л =  £ ,  R  =  0 ,5(<л +  ст2)£ .

2) Устойчивость по правой части. Рассмотрим задачу (63) 
при у { 0) =  у ( т) =  0. Будем искать ее решение в виде

? П
Уп+i ~  2  s, г/о =  0, (72)

s =  1

где g-n+i,a как функция п при фиксированном s =  1 , 2  
удовлетворяет уравнению (63) с ф =  0 при п >  s +  1 и началь­
ным данным

Ss+i> s “Ь 2o\xA gs+it s =  2ф5, g St 5 =  0. (73)

Подставляя (72) в (63) и учитывая (73), убеждаемся в том, 
что (72) есть решение задачи (63). Д ля g n, s, в силу устойчиво­
сти по начальным данным (71), имеем

II СЯ+1, Л < | |  Gs+1>g|| при фиксированном 5 = 1 , 2 , . . . ,  (74)

где l |G „+, , J  выраж ается через g n>s и g„+liS по формуле (70). 
И з  (73) находим g i+ll * =  2 (Е +  2сг1тЛ ) ~ 1 ф5 и, так  как Е  +  2atxA  ^  Е 
при <т, > 0 , то Ц ^  +  г ^ т Л Г ' Ц ^  1 и | |g s+i , s I K 2 ||q>s ||.

По условию g s , s  =  0- Поэтому

II G . + l ,  « IP =  x l i  £ * + Ь  *1Р +  у ( сг1 +  сг2 -  y )  II £ «  +  1.« IP =

=  Y  (CTi +  аг) te s+ 1,5 IP ^  2  (ff( +  cr2) ||ф5 IP,
т. e.

II G„+1, ,  || <  || Gs+U s I K  1 / 2 (0 , +  cr2) || ф 5 1|. (75)

Подставляя (75) в правую часть неравенства

IUV h I K  2 Т|| Gn+lf J ,

получаем для решения задачи (63) с ^ (0) =  ^ (т)  =  0 оценку

II г  ( t  +  Т) II <  V"2 (a , +  a2) 2  ТII ф ( t ' )  ||. (76)
t ' - x

Отсюда и из (71) следует (69).
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Т е о р е м а  7. Если A ( i )  = A*(t)  — положительно определен­
ный оператор и выполнены условия  (68), то для  решения за­
дачи  (63) выполняется неравенство

г L  п‘/>
1П* +  т ) | | < | | П т ) | |  +  - р ^
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j  т | | ф ( 0 |£ - > (77)

где ||У(< +  т) || дается формулой  (70).
Д ля  доказательства теоремы надо подставить оценки

-1
....... . <

1А~

2 т (ф ,  г/») =  2 т ( Л  'ф, У » ]<2т||уо||  ||фМл

< 2 т И С - ,  +  т И ч , 1й-*

2t (B yo ,  г/?) >  2 т ( Л -1 г/о, г/?) =  2т j г/? |^_ ,

в тождество (18) для схемы (65).
Применяя теорему 2 к схеме (65) с постоянным положи­

тельно определенным оператором Л, нетрудно получить при 
условиях (68) оценку

1|:П* +  т ) | | < | | П т ) 1 | + М 2 max ( II Л ~!ф (/ ')! +  ! Л - 'ф Д П Ц ). (78)

Отметим еще, что оценка (60) имеет место для схемы (63), 
если Л (t) =  А* (t ) >  ЬЕ, б >  0, Л (t ) липшиц-непрерывен по t и

^  1 
a i ^ a2~ T W

1 6а оценка вида (61) справедлива при , 0 < е < 1 .
7. Примеры. Рассмотрим несколько схем частного вида.
1. Явная схема (R =  0)

Ву° + А у  =  ф (79)

неустойчива при В >  0, А* =  Л >  0.
2. Схема (1) с оператором R = кЕ  н В = Е

г/о +  кт? у  £2 +  Ау  =  ф (80)

устойчива при х £  >  Л/4, т. е. при

* > | М 1 | .  (81)

Частным случаем схемы (80) является схема Дюфорта и 
Ф ранкела (схема «ромб») для уравнения теплопроводности

/ > 0 > “ (*. 0 ) “ “oW . 

и (0, * ) - и ( 1 ,  0 - 0 .



Она получается из явной неустойчивой схемы (вида (79)) 

д.  +  А у - О ,  А д - - у *<» + *■ О

в результате замены у ( х ,  t ) ~ y l  полусуммой 0,5 (y[+l + у (~ !) =  
=  0,5 (& +  &), что дает

t j - $ i  _  » l  +  l - W i + $ t )  +  » t - l  / Я 0 Ч
2 т  №■ '

Приведем (82) к каноническому виду. Так как # +  г/ =  2г/ +  
+  х2у п, то правая часть в (82) равна у ях — -^гуи , следовательно,

У° + ^ У „  + АУ = Ъ, А У = - У х х ’ M H  =  - ^ c o s 2^ < ^ - .

Сравнивая это уравнение с (80), видим, что к =  l /h 2 > | |Л | | /4 ,  
т. е. схема Дюфорта и Франкела устойчива при любых т и h. 
Нетрудно сразу написать аналог этой схемы для случая, когда 
L  — любой эллиптический оператор. При этом надо лишь вы­
брать к  из условия (81).

3. Несимметричная трехслойная схема
3 1 3</ — 4у + у , л *у ^ - - 2- ^ + ^  =  (Р  и л и  2Т  У + А у  =  Ф

применяется для решения уравнения теплопроводности. Поль­
зуясь формулами

У{ = У°( + ^ У п> Уг =  У \ ~ \ У п '  У ^ У  + ^  + ^ У и '  

приведем ее к каноническому виду 

{Е +  тА) уо +  х2 {£■ +  - j  Л) у н + Ау =  ф,

т. е. В — Е  + хА, R =  Е/х  +  0,5Л. Отсюда видно, что условия 
R  >  Л/4, В > £  выполняются при любом А >  0. Если А =  А*>0, 
то схема устойчива в норме
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II Y (t +  т) Ig, =  -1 (|| у  (t +  т) |£ +  II у  (*) ©  +  т|| y t fA.

8. Другие априорные оценки. Наряду со схемой (1) часто 
встречаются трехслойные схемы, записанные в виде

{Е +  т2/?) у и +  By* + А у =  ф, у{0) = у0, у(х)  =  у 1. (83)

Эта схема формально получается из (1) заменой R на 
R = R +  Е1х2. Имея в виду эту замену, нетрудно заключить, что 
схема (83) устойчива при R ^ A / 4, и написать соответствующие 
оценки,



Составные нормы ||У|| естественно появляются при написа­
нии уравнения энергетического баланса. Они весьма сложны по 
структуре. Ж елательно иметь априорные оценки для решения 
задач (1) и (83) в обычных энергетических нормах Н А и HR. 
Перейдем к выводу таких оценок.

Любую трехслойную схему будем записывать в форме
° У и + Ву° + А у  =  ф (t), 0 у { 0) =  у 0, y t (0) =  д0, (84)

где D — D ( t ) ,  A = A ( t )  и B — B ( t )  — линейные операторы. 
В частности, D =  1 2R  для схемы (1), D = E  + x2R  для схемы (83). 

Наряду с (84) будем рассматривать задачи
° У п  +  By* +  А у  =  0, у  (0) =  у0, У( {0) = у0, (84а)

D yn +  By,  +  A y  =  ф (t), у  (0) =  y t (0) =  0. (846)

Будем предполагать, что
Л ( 0  =  Л * ( 0 > 0 ,  D{t) = D ' { t ) >  0, В ( 0 >  0, (85)

A {t )  и D (t)  — липшиц-непрерывны по t с постоянной с3. (86)

Из теоремы 5 следует, что схема (84) при условиях (85), 
(86) и условии

£ > > - ^ р - т 2Л (87)

(где е > 0  — любое число, не зависящее от т и h) устойчива по 
начальным данным и для решения задачи (84а) имеет место 
оценка

II JV h II(„)< A W ,  11(0- (88)
где М, =  М х (с3, е, 0̂) > 0  не зависит от т , h, п и

II Y a+l11(п) = \ \ \У п  + y n+i ||2 ы  +  ( ((D (tn) —- j - Л (/„)) уи у и „ ) ,  (89)

II У .  Ilf,, =  т «  Уо +  У̂  Ил (т) +  ( ( я  w  -  т - А  w )  у*  ( 0 )- у*  ( 0 ))  • (9(У)

Постоянная М, =  1, если операторы Л и D не зависят от t. 
Д ля перехода от (88) к оценкам в Н А и HD нам понадо­

бятся двусторонние оценки функционала j| К„+1П2.
Л е м м а  5. Пусть выполнены условия  (85) и (87). Тогда

II IV h  Иы <  II Уп IU (*„) +  II yt (1in) lb (ta), (91)
\\Yn+l\ V n ) > Y  - Y ^ \ \ y n » \ U ( t n), (92)

II Y n +i Но.) >  {  (" ̂  (*.) + 11 y* ^  ^  ы У  (93)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим

/ = т У + ^ а , + ( ( д - т л ) ^ ) -

Д окаж ем  неравенство (91).

1=\ц\у\?А + ЧАу, д)+\\д\?А)-\$у\?А-2{Ад,у)+\\9\?А) +
+ (£>Уи Vt) = {Ау, у) + II yt lib-

Подставим сюда д =  у  +  тy t:

J =  IIУ 1Рд +  Т (Ay, y t) +  II y t III, <  II у  II* +  т|| у  IUII y t ||д +  II y t fD.

Используем условие (87): || y t \\А <  J i —  || y t ||д , так  что
т  у  1 +  е

/  <  II у  II* +  у = ~  II у  \\А II yt ||а  +  II yt fD <  (II У WA +  II yt У 2.

Отсюда следует первое неравенство леммы.
Заметим далее, что /  =  (Ад, у) +  || y t Ц̂ . Подставим сюда 

у  =  д -  тy t:
J =  (Ад, д ) -  г  (лд ,  y t) + ц y t и*.

Пользуясь снова обобщенным неравенством Коши — Буняков­
ского (Ад,  ^ X I | / J I U I I i / t IU и учитывая (87), получаем

J>\\gfA -x\\g||л IIy t Ид +  I Iy t щ > I Iд II® - yJ==\\д цл и y t \\D +  и y t \?D. 

Применим неравенство: ab <  ба2 +  62/(4б). Тогда

J > { \ - m g f A + [\ - ^ т п г т г ) [|̂ "Ь -  <94>

Полагая второй коэффициент равным нулю, найдем
б =  1/(1 +  е) и 7 ” е ' II9 Ид- Вторая оценка леммы доказана.

Чтобы получить третью оценку, потребуем равенства коэф­
фициентов при \\д\?А и \\yt \fD в (94); это дает

х 1 , , Vl + в—1 еО =  - . 1 — о =  — т — ==------------г ■ ■ ■ •
V 1 +  е К 1 + е  1 + е +  V 1 + е

Так как | / 1 +  е <  1 +  е при любом е >  0, то 1 — б >  -̂ -j-e+ еу и

1 >  г т г т г т  (»I В + » у< »о) >  4 т т г  Ф > h + *  М !-

Лемма полностью доказана.
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Подставляя (91) — (93) в (88), получаем оценки для зад а ­
чи (84а): _____

II Уп+ 1 IU (,„) <  ЛГ, У Ц 1  (II Уо Ил (t) +  II y t (0) llD (т)), (95)

II Уп+ 1 Нл ( tn) +  II У* (*«) «о ( /п) <  2Л14 (II yQ ||А(t) +  II y t (0) ||D (t)).

(96)

Д л я  доказательства устойчивости схемы (84) по правой ча­
сти воспользуемся принципом суперпозиции и будем искать ре­
шение задачи (846) в виде суммы

П

Уп  ^  2  s» / 1 = 1 , 2 , . , . ,  ?/о == 0 ,  ( 9 7 )
5=1

где g n,s , как функция п при любом фиксированном s =  1, 2 
удовлетворяет уравнению (84а) и начальным условиям

(0,5тВ (/,) +  D (ts) ) =  «р„ g ss =  0.

Предположим, что оператор D~l существует. Д л я  этого до­
статочно потребовать, чтобы D >  ЬЕ, б >  0 (см. теорему 4 из 
гл. I, § 3).

Так как 0, a D = D " ^ b E ,  то для  решения уравнения 
(0,5тВ +  D) w =  ф будем иметь оценку || w ||0 < | |  фН _ц так что

II (St)s, s H d (*s) < 1 1  Ф *  И д - 1  ( У  
В силу (95) получаем

8] $ 2. КЛАССЫ УСТОЙЧИВЫХ ТРЕХСЛОЙНЫХ СХЕМ 341

Пользуясь затем (97) и неравенством треугольника, получим 
для решения задачи (846) оценку

И^+. Иа^ М ,  1 ± ^ т ||ф5 ||д _ 1 ( у . (98)
5е» 1

Суммируем все результаты в виде следующей теоремы. 
Т е о р е м а  8. Пусть выполнены условия  (85) — (87) и, кро­

ме того, D — положительно определенный оператор. Тогда схема 
(84) устойчива по начальным данным и по правой части, а длч  
решения задачи  (84) имеет место априорная оценка

II Уп+i IU(<„) <



С л е д с т в и е .  Пусть D = E + x2R > E ,  D ~ l < E .  Тогда 
||ф,||д - , < | | ф | |  и для  (846) верна оценка

-------- п
II!h + i II,(,п)< М , у  - 4 ^ 2 т О Ф . | | .  (100)

S*»l

Более тонкие оценки, аналогичные оценкам для уравнения 
колебаний струны (гл. II) ,  можно получить для более узкого 
класса схем

D ylt + Ay  =  ф, 0 < t  = пт< t 0, у (0) =  г/0, y t (O) = y 0. (101)

Предположим, что 

А  и D — постоянные операторы,
А  и D — самосопряженные положительно определен­

ные операторы.
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( 102)

Тогда при условии (87) для  (101) верна оценка (99) с М { = \.
П олагая x  = D',2y, С = D~'l2AD~'h, преобразуем (101) к виду

хп + Сх =  ф, x(0) = x 0, x t ( 0 ) = x 0. (103)

Применяя к (103) оператор С-1, получим схему

C~lxit + x  = C ~ l ф, x(0) =  x0, x t (0) = x 0. (104)

Сравнивая ее со схемой (84), устанавливаем соответствие 

С~'  — D, Е ~ А ,  С -1ф ~ ф .

Условие (87) принимает вид

С~х> - ^ т ^ т 2Е  или Е  ^  х2С .
—  4 4

Воспользуемся теперь оценкой (99). Так как С — постоян­
ный оператор, то Mi =  1:

11*п- н И < ] / 1̂1 х  (0) || + 1| x t (0) l^—i +  т | | с -1ф]|с ^ . (105)

Учитывая, что x  — D'ky,  ф =  D~'/2q>,

|| (0) ||2 =  [ c r 'x t  (0), х, (0)) =  {D'l2A - ' D ' ,2D'l2y t (0), D'!%  (0)) =

=  l l ^ ( 0 ) l f A- , ,

Ц С - ' ф Ц ^ С - ’ф, ф) =  {D',2A - ' D ' l2D ~ \ ,  D - \ )  =  (A ~ lФ, ф ) - | | ф | £ - . ,



запишем (105) в исходных переменных

II *я+, 1Ь <  / - 4 ^  (и У (0) II. + II Dyt (0) IU-. + |  ТII <ps ||л- , )  . (106)

Тем самым доказана
Т е о р е м а  9. Если выполнены условия  (87) и (102), то для  

схемы  (101) имеет место априорная оценка  (106). В частности, 
для  схемы  (101) c D  = E u y 0 =  y o  = 0 имеем
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i ^ + . i k ] /  - Ч г ^ £ т и<рs мА ~

s = 1

(ср. с оценками гл. II, § 2, п. 2).
Рассмотрим в качестве примера схему с весами

уи +  А (ар +  (1 — 2а)у + ау) =  <р, А* = А ^ 6 Е ,  6 > 0 .

П одставляя сюда ар +  (1 — 2а) у +  ау =  у +  ах2уи, получим

(Е +  ах2 А) уи +  А у =  qp, (107)

т. е. D = E + ax2A.  Условие устойчивости D ^  1 ^ 8 Т2Л или 
£ ^ ( ( 1 +е) / 4 —ст)т2Л выполнено при

1 + е _____1 _
4 т 2 ||Л|| ’

Д л я  явной схемы (а =  0) отсюда следует

^  2 
У Т Г Т ёШ Г  '

Явная схема (уи = Ухх) Для уравнения колебаний струны, со­
гласно этому условию, устойчива при т / Л <  l / l^ O  + е )  (ср. гл.
II, § 2).

Рассмотрим вопрос об устойчивости схемы (107) с перемен­
ным оператором A ( t ) .  Будем считать по-прежнему, что А (/) — 
самосопряженный положительно определенный оператор, так 
что А~1 (t) существует.

Применим к обеим частям уравнения (107) оператор Л-1. 
Тогда получим схему



Чтобы воспользоваться теоремой 5, надо установить лип- 
шиц-непрерывность D (t )  по t. Будем предполагать, что опера­
тор A (t) липшиц-непрерывен по t :

(1 - с 3т ) Л < Л < ( 1 + с 3т) А, Л =  Л (0 ,  Л =  Л (/ — т).

В силу самосопряженности и положительной определенности 
оператора Л, получаем отсюда

(1 -  с3т) Л -1 <  Л -1 <  (1 +  с3т) Л -1.

Предполагая, что выполнено условие т < 1 / ( 2 с 3), получаем 

(1 -  2с3т) Л - 1 <  Л ' 1 <  Л " 1 <  - 1—  Л " 1 <  (1 +  2с3т) А ~ \

Следовательно

| ( ( Л -1 — А ~ 1) х ,  х) | < 2 с 3т ( Л -1х, х)•

Учитывая затем неравенство

Л -1 =  D — а х Е  <  D при ст^О,

заключаем, что D  удовлетворяет условию Липшица по t с по­
стоянной 2с3:

| ((D — D )x ,  х) К  2c3x(D x,  х) для всех х е Я ,  

если выполнены условия
<т> О, 1 — 2с3т >  0.

В силу теоремы 5, если

D >  т2Л,

то для схемы (107*) выполняется оценка

II J'n+i Н(») < AJ, II Kj ||(1) + Af2(m ax ft (|| ф* Ц.,, +1 ф»
Пользуясь (91) и (92) и учитывая, что Л  =  Е, получаем

II уп+1 II < Y (К Уо II + II yt (0) %(т)) +

+ l / " -^ i i ' A|20™a* ii[ ! ( ^ " I(p)‘ l + | U " V ) J | ] *  (ю з )

где M i > 0  и Л1г>  0 —  постоянные, не зависящие от т и h .  
Априорная оценка (108) имеет место при условиях:
1) Л (/) — самосопряженный, положительно определенный 

оператор,
2) Л ( / )  липшиц-непрерывен по t с постоянной с?.
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3) т <  1/(2с3),
А\ — i + в 1 -Sw Л
4 )  а  ^  4  Т 2 | | Л | |  И

9. О регуляризации разностных схем. Теорию устойчивости 
разностных схем, изложенную в этой главе, можно использо­
вать для формулировки общего принципа (принципа регуляри­
зации, А. А. Самарский [20]) для получения схем заданного 
качества, т. е. устойчивых, обладающих аппроксимацией и удов­
летворяющих дополнительному требованию экономичности (ми­
нимума арифметических действий, достаточных для решения на 
ЭВМ получающихся разностных уравнений).

Требование экономичности применительно к нестационарным 
задачам математической физики обычно означает, что число 
арифметических действий, затрачиваемых для решения разност­
ных уравнений при переходе со слоя на слой, пропорционально 
числу узлов сетки м/, (подробнее об экономичных схемах см. 
гл. VII ) .

При записи двухслойных и трехслойных схем в канонической 
форме

(Е +  xR) y t +  А у  =  ф, у(О) = у0, В = Е + xR,  (109) 
Вуо +  x2R y u +  Ау  =  ф, f/(O) =  f/0, у(х) =  у\, (110)

было обнаружено, что ответственным за устойчивость является 
оператор R (регуляризатор). Достаточные условия устойчиво­
сти имеют простой вид

R ^ O qA, р0 =  4- — для двухслойных схем,

I + !  1 < ш >R > - j A  или R ^ ^ — А для трехслойных схем.

Устойчивость или неустойчивость схемы (из исходного се­
мейства) зависит только от выбора оператора R.

С точки зрения теории устойчивости произвол в выборе опе­
ратора R  ограничен лишь двумя требованиями:

1) схема должна принадлежать исходному семейству, т. е.

B = E  + x R > 0  для (109), R =  R * > 0 для (110),

2) должны быть выполнены условия (111).
Д л я  получения устойчивой схемы заданного качества необхо­

димо добиться, чтобы она имела аппроксимацию заданного по­
рядка и была экономичной, т. е. для решения уравнений 
(E + x R ) y  = F (для (109)) или (B + 2xR)y  =  F (для (110)_) 
требовалось бы минимальное, в некотором смысле, число дей­
ствий.
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Заметим, прежде всего, что если схема (109) или (ПО) 
с некоторым оператором R  устойчива, то и схема с оператором 
R ^ - R  также устойчива.

Обычно при построении разностных схем поступают так: пи­
шется сначала схема, обладаю щ ая аппроксимацией нужного 
порядка и экономичная, после чего исследуется ее устойчивость.

Основная идея регуляризации разностных схем заключается 
в следующем: схемы заданного качества надо искать в классе 
устойчивых схем, отправляясь от некоторой исходной схемы и 
заменяя ее, путем изменения оператора R,  другой схемой нуж ­
ного качества, принадлежащей классу устойчивых схем.

Многие приемы построения схем частного вида можно трак­
товать как простейшие приемы регуляризации.

Запись схем в канонической форме удобна не только для 
проверки устойчивости, но и для оценки порядка аппроксима­
ции. При R в (109) стоит множитель т, а в (110)— множитель 
т2. Поэтому, если при изменении R в случае двухслойной схемы 
остается выполненным условие ||/?и<|| =  0 ( 1 )  (и — решение 
исходного дифференциального уравнения), то погрешность 
аппроксимации при изменении R  меняется на величину 0 ( т ) .  
В случае трехслойных схем условие ||/?ыя || =  0 (1 )  гарантирует, 
что при регуляризации будут получаться схемы, погрешность 
аппроксимации которых отличается на величину 0 ( т 2). П о­
этому трехслойными схемами удобно пользоваться для получе­
ния устойчивых схем второго порядка аппроксимации по т.

Основным является вопрос о выборе регуляризатора R. Так 
как  условия устойчивости имеют вид операторных неравенств, 
то в качестве R  естественно выбирать операторы возможно бо­
лее простой структуры, энергетически эквивалентные оператору 
Л. Пусть, например, А и Ао — энергетически эквивалентные 
операторы с постоянными yi и уг (см, гл. IV, § 2, п. 4), так что

у,Л0< Л < у 2 ^ о ,  Yi > О, Y2>0.

Полагая затем R — схЛ0, получим устойчивые схемы при 
cr>-(ToY2 (или а.-^О.буг) в случае (109), ст >  j  у2 в случае (110).

Простейшим видом R  является оператор 
R = oE  (Л„ =  Я).

Условия устойчивости выполнены, если ст> сто1|Л || для (109), 
a  > - j  Ц Л || для (110).

П р и м е р  1. Рассмотренная в § 2, п. 7 явная трехслойная 
схема Дюфорта и Франкела для уравнения теплопроводности 
принадлежит семейству схем

уо +  ах2уи +  Л у  =  0, < t > - j M | | ,  Л =  Л* > 0 .  (112)



В самом деле, А у = - А у ,  А у  = у Ях, \\ А  || =  cos2 Щ-  <  -р - ,

а  » т. е. условие с т > ^ - | |Л | |  выполнено. Эта схема обла­
дает условной аппроксимацией О (Л2) при т = 0 ( h 2).

Нетрудно написать явную устойчивую схему для уравнения 
теплопроводности с переменными коэффициентами

-W = ~ h ( k x̂ ’ ^ | j ) >  0 < с , < * ( х , / ) < с 2; *>0, 0 < лг<  1, I ^
ы(0, /) = м(1, /) =  0, и(х, 0) = ий(х). ]

В этом случае а = c^/h2, А у =  — Ау,  А у  =  (аух)х .
Д ля  многомерного уравнения теплопроводности

х = ( х >..........Xp)^ G’

91 - §  2. КЛАССЫ  УСТОЙЧ ИВЫ Х  Т РЕ Х С Л О Й Н Ы Х  СХЕМ 3 4 7

'г

t t=l

=  0, и (х , 0) =  и0 (х),

(114)

G — параллелепипед (0 -<Cxa ^ . l a , а =  1, 2, . . . ,  р),  0 < C i < <  
^ k a ^ c 2, следует положитьva

Р Р

а-1 “  а = 1 “

где ha — шаг сетки сод =  [х =  (хь . . . ,  i p) e G )  по *а .
Пусть Ао = А \ + А ъ где А\  и Л2 =  А\ — сопряженные или 

«треугольные» (с треугольной матрицей) операторы, так что 
Йог/,у) =  2 (А \у , у )  =  2 (Д2г/,у). П олагая /? =  стЛ! или R = о А 2, 
получим схему (109), устойчивую при ст>2у20Го-

П р и м е р  2. Асимметричная схема В. К. Саульева [1] для
ди дгиуравнения теплопроводности принадлежит семейству

«треугольных» схем. Она имеет вид:

У1 +  - ^ У х( = А у ,  А у  = у-х. (115)

Здесь А у =  — A y ,  R y  = -?-yx, А 0 = А, Yi =  Y2=1-  Схема (115) 
устойчива при

1 А*
а > 1 ~~¥Г

и условно аппроксимирует уравнение с 0 ( h )  при т =  0 ( h 2).
Д л я  уравнения (113) следует положить у2 =  с2,Ау  =  — (ау*)#

R y = j y *  и  э з я т ь  < T > c 2 ( l -  - ~ у



В случае задачи (114) имеем
р р

^ = <TS  / Ь ч  или V2=C2’
а-1 а=1

А = С22 ^ -
а =  1 а

Важно отметить, что при построении схемы Дюфорта и 
Франкела [1] в качестве исходной бралась явная неустойчивая 
схема

У* =  А У.

которая имеет аппроксимацию 0 ( x 2 + h2). Чтобы получить 
устойчивую схему, в выражении для А у  значение у[ зам еня­
лось полусуммой 0,5 (у{+1 +  у[~1), что приводило к явной схеме 
(112) с а =  l /h2. Это преобразование, таким образом, соответ­
ствует введению регуляризатора простейшего типа.

В дальнейшем, после введения в практику формул прогонки, 
стали широко рассматривать двухслойные неявные схемы (схе­
мы с весами), для которых R =  <тЛ. Очевидно, что эти схемы 
являются частным случаем схем с R =  стЛ0.

Укажем еще один способ выбора R.  Пусть А0 = A t + А2> 
Л 2 =  Л’ >  0. Выберем R так, чтобы двухслойная схема имела 
факторизованный оператор

В = (Е +  <ттЛ,) (Е  +  <ттЛ2) =  Е  +  т (<т Л0 +  <т2тЛ, Л2),
так что

R — о Л0 +  <т2тЛ, Л2.

Так как (А хА 2у, у) =  (Л2г/, А 2у)  =  ||Л2г/||2 >  0, то эта схема устой­
чива, если <т>у2<7о-

Перемежающиеся схемы В. К. Саульева [1] фактически экви­
валентны схеме с факторизованным оператором В указанного 
вида.

Схемы с факторизованным оператором

В =  (Е +  aRi)  (Е +  a R 2), R2 = R i

применяются в качестве итерационных схем для решения урав­
нений А у  =  ф (см. гл. V II I ) .

10. О работах по устойчивости разностных схем. Остановимся кратко на 
работах, в которых рассматриваются принципиальные вопросы теории устой­
чивости разностных схем и получены достаточно общие результаты. Отметим, 
что данный обзор никоим образом не претендует на полноту. Многочисленные 
литературные ссылки читатель может найти в книгах В. К. Саульева [1],
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С. К. Годунова и В. С. Рябенького [1], Рихтмайера и Мортона [1], В. Вазова 
н Д ж . Форсайта [1], Н. Н. Яненко [6], [7], Б. Л . Рождественского н Н. Н. Янен- 
ко [ 1].

Понятие устойчивости разностной схемы, по-видимому, впервые встре­
чается в статье Неймана и Рихтмайера [1] в 1950 г., где устойчивость опре­
деляется как ограниченность всех гармоник решения разностной задачи. Б о ­
лее подробно этот спектральный критерий изложен в обзоре О ’Брайена, Хай­
мана и Каплана [1].

Независимо от этих работ в 1952 г. была опубликована статья В. С. Р я ­
бенького [1] (см. также В. С. Рябенький и А. Ф. Филиппов [1]), где даны ма­
тематически строгие определения устойчивости для разностных схем, аппрок­
симирующих задачу Коши для системы уравнений с частными производными. 
Устойчивость определялась, по аналогии с понятием корректности для систе­
мы дифференциальных уравнений, как непрерывная зависимость в сеточной 
норме С или 12 решения разностной задачи от начальных данных, причем эта 

зависимость должна быть равномерной относительно шагов сетки. Было по­
казано, что из устойчивости и аппроксимации следует сходимость разностной 
схемы.

Различные определения и способы исследования устойчивости были пред­
ложены в работах Н. Н. Меймана [1], Л . А. Люстериика [1], Коллатца [2], 
Джона [1], Дюфорта и Франкела [1] и др.

Существенный таг был сделан в 1955 году А. Ф. Филипповым [1], кото­
рый ввел общее понятие устойчивости разностной схемы как непрерывной 
зависимости (в разных нормах), равномерной относительно шагов сетки, ре­
шения разностной задачи от начальных и граничных данных и от правой ча­
сти. Это определение включает в себя определения, предложенные ранее, и 
относится к схеме общего вида, не связанной с каким-либо конкретным урав­
нением. А. Ф . Филиппов вводит определение аппроксимации и показывает, что 
из устойчивости и аппроксимации следует сходимость схемы.

Работы В. С. Рябенького и А. Ф. Филиппова получила развитие в их 
книге (см. В. С. Рябенький и А. Ф. Филиппов [1]), где рассмотрены и неко­
торые способы исследования устойчивости, например, метод разделения пере­
менных, который иллюстрируется иа ряде конкретных примеров.

Другой подход к теории разностных схем дан в работе Лакса и Рихт­
майера [1] (см. также Р. Д. Рихтмайер [1]), которые рассматривали в бана­
ховом пространстве абстрактную задачу Коши

- ^ -  +  ̂ ц  = 0, 0 <  * <  /о, и (0) = «о,

где u ( t ) e H  для всех t е  [0, /о], &  —  постоянный линейный оператор со всюду 
плотной областью определения 3)(st) е Я ,  Задаче Коши ставится в соответ­
ствие двухслойная схема

Уп+\ — Sxyn, Уо^и0; Я =  0, 1.........

где yn=*y(tn) е й ,  tn =  пт, Sx — ограниченный линейный оператор, завися­

щий от параметра т, с областью определения, совпадающей со всем простран­
ством Н. Функция уп рассматривается как элемент того же пространства Н, 
которому принадлежит решение й{1) исходной задачи. (Предполагается, что 
шаги h по другим переменным являются функциями шага Т по времени, h =  
=А(т).)

Устойчивость схемы определяется как равномерная ограниченность степе­
ней оператора перехода S х '■



где М =  const >  0 не зависит от л и т. Отсюда сразу следует оценка

\\Уп\\<М\\уа\\,

выражающая устойчивость по начальным данным в Н.
В работе Лакса и Рихтмайера [1] было показано, что если исходная за­

дача корректна и схема аппроксимирует эту задачу, то устойчивость необхо­
дима и достаточна для сходимости схемы.

В книге Р. Д. Рихтмайера [1] для периодической задачи Коши получены 
некоторые необходимые и некоторые достаточные условия устойчивости. Эти 
условия сформулированы в виде ограничений на спектр преобразования Фурье 
(называемого также символом или матрицей перехода) оператора перехода S.

Работа Лакса и Рихтмайера [1] положила начало ряду исследований по 
спектральной теории устойчивости. Так, Крейс [2] получил необходимые и до­
статочные условия устойчивости (ограниченности спектра степеней матриц 
перехода) для широкого класса разностных схем. Эти же вопросы рассматри­
вали Буханан [1], Мортон и Шехтер [1], которые упростили некоторые доказа­
тельства Крейса [2]. Результаты работ Крейса [2], Буханан [1], Мортона и 

Шехтера [1] изложены в книге Рихтмайера и Мортона [1].
Ряд необходимых признаков устойчивости несамосопряженных краевых 

задач получен с помощью изучения спектра семейства разностных операторов 

в работах С. К. Годунова и В. С. Рябенького [1]— [3] и В. С. Рябенького [2], [3].
Устойчивость разностных схем для гиперболических систем первого по­

рядка изучалась в работах О. А. Ладыженской [1], С. К. Годунова [1], [2], 
Лакса [1], Лакса и Вендрофа [1]— [3], Лакса и Ниренберга [1], Крейса [5], 
Стренга [1], Келлера и Томэ [1], Томэ [1], Л . С. Франка [1].

Исследование устойчивости разностных схем в норме С было проведено 
в работах С. И. Сердюковой [1]— [3], И. В. Коновальцева [1], [2], М. В. Фе- 
дорюка [1], Томэ [4], Видланда [2].

Наряду со спектральными методами исследования устойчивости разви­
вался, применительно к конкретным схемам, энергетический метод, позволив­
ший освободиться от детального изучения спектральных свойств операторов 
разностных схем. Начало этому направлению фактически положила работа 
Р. Кураита, К. Фридрихса и Г. Леви [1].

Априорные оценки разностных схем простейшего вида, в связи с изуче­
нием вопроса о разрешимости смешанных задач для различных уравнений и 
систем уравнений в частных производных, были получены энергетическим ме­
тодом О. А. Ладыженской [2], В. И. Лебедевым [1] (см. также обзорную 
статью А. М. Ильина, А. С. Калашникова и О. А. Олейник [1]).

Усовершенствование аппарата энергетических оценок и применение его 
для широких классов разностных схем (для параболических и гиперболиче­
ских уравнений) было даио в работах Лиза [1]— [4] и А. А. Самарского [1], 
[2]. Примерно в это же время ряд априорных оценок для разностных краевых 
задач был получен Крейсом [4], Л. И. Камыиииым [1], Дугласом [3].

Позже энергетический метод нашел широкое применение при исследова­
нии разностных схем для многомерных задач математической физики. Укажем 
в связи с этим работы В. Б. Андреева [1]— [6], И. Г. Белухиной [1], [2], 
Е. Г. Дьяконова [3]—[5], [8], А. Н. Коновалова [4], А. А. Самарского [4]— 
[12], [16], [21], И. В. Фрязинова [2]— [6].

Двухслойные и трехслойные разностные схемы для эволюционной задачи 
Коши изучались с помощью метода энергетических неравенств в работе Равь- 

ярта [1].
Ряд новых результатов в теории устойчивости разностных схем получен 

в работах Видланда [1], Вендрова [1], Миллера и Стреига [1], Томэ [3], [5], 
Л . С. Франка [3].

Изложение теории устойчивости разностных схем, даииое в главах V— 
V I, основано иа работах А. А. Самарского [20], [21], [23], [24]. Развитию этого 
направления посвящены работы А. В. Гулииа [1], А. В. Гулина и А. А. С а ­

марского [1], А. А. Самарского [28], А. А. Самарского и А. В, Гулииа [1].
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Задачи к главе VI

Для иллюстрации общей теории устойчивости мы приведем ряд простей­
ших разностных схем для уравнений

0 ° < *  <  >: и (х, °) =  и0 (х),  (1)

ди д^и д̂ и
- =  — Т  + Т Т ’ 0s^ * a < l .  а  = 1 , 2 ;  и {хи хъ 0) =  щ (хь хг) (2)

dt дх\ дх2

С нулевыми граничными условиями.
Предварительно напомним правила, которыми следует руководствоваться 

при исследовании конкретных разностных схем.
1) Вводится пространство Нн сеточиых функций, заданных на сетке ojj,

и удовлетворяющих однородным граничным условиям (в случае первой крае­
вой задачи — обращающихся в нуль на границе ун сетки), определяется ска­
лярное произведение ( , ) .

2) Разностная схема приводится к каноническому виду. Двухслойная схе­
ма имеет канонический вид

(//+' _  ц!
В 3 — - Л -  + Ау> = 'р>. (3)

Трехслойная схема имеет канонический вид

D у^+Х — ч*~1 , , п y '+l — 2yl + у'~1 я j j , чВ —---^ 2 ---- (-т ------ф ---J--- + Ay1 =  ф'. (4)

При этом определяются операторы В, R и А схемы.
Каноническая форма записи схем удобна не только для проверки устой­

чивости, но и для оценки порядка аппроксимации.
3) После того, как операторы схемы найдены, исследуются их свойства

как линейных операторов в пространстве Яд (положительность, самосопря­
женность и т. д.).

4) Проверяется выполнение достаточных условий устойчивости для дан­
ной схемы. Эти условия имеют вид:

а) для двухслойных схем:

В >  0, А = А" >  0, В >  0,5тА (5)

(устойчивость в Н а ), либо

В =  В ’ >  0, Л =  Л *>  0, В > 0 ,5 т Л  (6)

(устойчивость в Нв и Н а ).
б) для трехслойных схем:

В >  0, R = R*>  0, Л =  Л *> 0 , (7)

(8)

1 4* 6
или R  ^  ^—  Л, где е >  0 — любое число.

5) Если достаточные условия устойчивости для данной схемы выполнены, 
то она устойчива и для нее можно пользоваться априорными оценками, по­
лученными в гл. V I.

Сделаем некоторые замечания. Следует обратить внимание на возмож­
ность использования другой формы записи двухслойных схем:

Byi+l =  Су' + тф/, где С =  В -  г А, А =  (В -  С)/х (9)
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и трехслойных схем:

Вау1+1 + В1у1 + В2у!'-1~2х<р1. (10)

Сравнивая (4) и (10), находим

Во = В + 2xR, B{ = 2x(A-2R), B2 = 2xR-B, (11)

R = - L (B 0 + B2), Л =  - ^ ( В 0 + В 1 + В 2), B = - [ ( B 0 - B 2). (12)

Достаточные условия устойчивости (5) эквивалентны условиям

( В - С ) - ( В - С ) * >  0, B + C ^ t  0. (13)

Для трехслойной схемы (4) или (10) условия (7), (8) эквивалентны усло­
виям:

В0 + В2 =  (В 0 + В 2) , В, =  В ,, В0 - В 2 > 0 ,  | ^

В2 — В , + В0> 0 ,  В 2 -Ь Bi -f- Во >  0. j

В ряде случаев удобно пользоваться записью схем (3) и (4) в виде (9) 
и (10), после чего проверять достаточные условия устойчивости (13) и (14) 
соответственно.

Напомним достаточные условия (вытекающие из условий (5) или (8)) 
устойчивости схем с весами.

Пусть дана двухслойная схема с весами

—— —̂  + A (ayl+l + (1 - а )  у1) = <р!, (15)

где А >  0 — несамосопряжениый оператор. Тогда схема устойчива при и ^ О Д  
Если, кроме того, дано, что

|| Ахр  ^  Д (Ах, х), (16)

то схема устойчива в Н при

" > т - т г -  (|7>
Наконец, если Л = Л * > 0  и А —  постоянный оператор, то Д =  ||Л|| и 

схема (15) устойчива в Н и Н А при

” > | - Т Т л Т -  <18>
Для трехслойной схемы с весами:

^ ---+ Л (а ,( /Ж  + (1 -  а, - а 2) у1 + e2y!~l) =  q>!, (19)

где Л > 0 —  иесамосопряжеииый оператор, (| Ах ||2 ^  &(Ах, х), достаточное 
условие устойчивости имеет вид

1 1 I + е
а ( > а 2 — а , + а 2 > - 2  или а , + а 2> — j - ,  е > 0 .  (20)

Обратимся теперь к схемам для уравнений (1) и (2). На отрезке 0 ^ д г ^ 1  
вводится равномерная сетка

®А { Xi =  ,Л ' , =  0, 1...........
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с шагом h =  1 IN. Пусть Ни— пространство сеточных функций, определенных 
на й л и равных нулю на границе (при х — 0, х=\),

ЛГ—I ______

(У, О) -  2  yi°ih' и» I “  V (у, у)i=a J
— скалярное произведение и норма в Ни.

В случае задачи (2) в квадрате вводим сетку

&h ~ {xt = (*Л hh)> 'V l2 = °- 1. . . .N’ h=*
и пространство Hh функций, заданных ка 5>н и равных нулю при i{ =  О, 
i'i =  ЛГ, is =  0, i2 — N со скалярным произведением

ЛГ— I

(y ,v )=  2  У 1^и и к2> \\у \ =  У (у> у)-
I „  <г=  1

В следующих задачах требуется привести к каноническому виду и ука­
зать условия устойчивости разностных схем.

1 ^t  + I У« + 1 ь Vi Vi 1 ^ ( -1  Уг-1 
' 1 2  т  + ' б т  +  1 2  т

~ М +{ +W t!)  + Ы - \  - М  +Vi+1)]
О т в е т .  yt ~ axKyt — Ау, или

(E + <зхА) yt + Ay -  0,

1 Л „  A
где ст =  g--- f2^ '  КУ~Ухх' A y ^ - A y .

Схема устойчива в H при любых h и т и имеет погрешность аппроксима­
ции О (ft4 + т2).

У к а з а н и е .  Следует преобразовать левую часть уравнения, для чего 
воспользоваться соотношениями

v i  + 1 +  1(Ч  +  ° t - i  -  ( U i + I  -  2 u ; +  y i - i )  +  1 2 y i -  h 2 l U i  +  12cV  

vl+l =  + xv\.

2. (1+8) 1  ̂ - 1- - 8  ---- - Л yl+l.

О т в е т .  (E — тA) у,■ +[(0,5 + 8) т Я - - ^ - л ]  yIt-\y.

„ „ 1 тб 4 . „ nh
Схема устойчива при 0 >  — — — о =  sin^ .

У к а з а н и е .  Сравнение с (4) дает

В-Е + хА, R -^ A + 1-^ -Е .
Отсюда следует:

s -  т  л - i  л + - т г - £ >  ( i 5+ - Ч ? - ) £ > 0

при 0 >  — lk ~  тб/4, так как А ^Ь Е .

1 2  А .  А .  С а м а р с к и й
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3. 2уу[+х =  (Y -  0,5) (y{t\ +y\Z\) + 0>5 (у(~, +у(+,)> V =  t/A2.

О т в е т .  (Е — итЛ) yt — Ay, и =  I — 1/(2-у).
Схема устойчива при v ^ 0 , 5  и имеет погрешность аппроксимация

0 (Л 2 +  т).

4- ^ +I=^ [ ( 3y" ° ’5) ( ^ iI+^+0+(5--6vM+(3Y+O,5)(^-,+^+i)]’
у =  т/Л2.

О т в е т .  Та же схема, что и в задаче 1.

5- ^ .+* "  ш + а  + р М + 1 .  к + Ы *1 + 1 + (1 -  «) yj+u к +

+ 0 ~ Р )И ,  *+1 — (4 — а» -  « — Р) 4+И~1, 4 + И, fc-i]>
ш =  /г2/т.

О т в е т .  y t - j  (ayx t +  §уы ) =  А у , где Аг, =  Условие устой­

чивости а +  Р ^ 2  — 0,5Л2/т. Если а =  0 ( 1 ) ,  ( 5 = 0 ( 1 ) ,  ПРИ т-> 0 , Л->-0,

то схема аппроксимирует уравнение (2) с погрешностью 0 ( т  +  Л2 +  т/Л).

6- W+I-(-g—^)И + у  (3Y~lg-)(H-i+H+i)-

~ т (Y"  i )  ~ 2̂ ~ 1+у‘+')* Y=т/л2*
О т в е т .  Вуа + x2Ry(t + Ау = О,

где

s - £ - t (w - ' ) t A  r - s - e + t ( w - 1) 4
Схема устойчива при v 1/3.
7. 10jif+I =  3 ( j i { _ , + y f +I ) +  2 ( ^  +  y{_1), т =  Л2/ 4.

О т в е т .  уа +  у„ = Ау. Схема устойчива. 
t  J

8- W+I -  N " 1+32^ + 3 + *&)]• т -  Л7 16-
О т в е т .  Схема приводится к виду (4) с

В =  Е  — тЛ, /? =  -g^- Е  +  0,5Л, Л(/ =  —

и устойчива.

9> У!ик ~ f  {у{-\. k + у{+\, ft) =  (У{, fe-I + Vi. ft+i)> т =  °>5^2>

О т в е т .  Схема имеет канонический вид (3), где А =  — ( A i + A 2), 
В = Е — тЛг АаУ = Ух х > а== *> устойчива и аппроксимирует уравнение (2)
с погрешностью О (г  +  Л2) =  О (Л2).

_  1 1,5у{+1-2у{+1+0,5у{-1 5 l,5y{+1 — 2у\ + 0,5(/{-1 _
10. _  -  + _  -  +
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О т в е т .  Схема имеет вид (4), где

8 - £ + ( ' - ж Н '  'г - т £ + ( т - т ! ' ) л ' л , —  , а

абсолютно устойчива, погрешность аппроксимации иа решении уравнения (1) 
равна О (т2 +  ft4).

У к а з а н и е .  Воспользоваться соотношением

JLtP/+I _ 2 o / -|--A-o'“ 1 =*tvI + t2v[(.
2 2 t

11. Рассмотрим задачу для системы уравнений параболического типа 

дищ

...........dt
/'=i

« (i) (0, / )  ■= 0, ы(£) (1, 0  =  0, иа ) (х, 0) =  utf](x).

Известно, что

i  * ,/&,!/< *2 2  &
i 1 i , Is* 1 i “  1

Пусть

К цУи) =  { a HVf )x > a i/ (x t’ () =  кц { х 1-1Ю О* 

W  = R ^ ~ ~ o A . Y \  о > % ,

V ' - S W ' l
/ “  I

Показать, что схема

г/(о° + + Л(/и' = 0
<

а) устойчива при любых h и т,
б) имеет точность О (h1 + т2).

12*
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ЭКОНОМИЧНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ 
ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ ЗАДАЧ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

Одним из важных достижений в вычислительной математике является раз ­

работка экономичных разностных методов для решения многомерных (с не­

сколькими пространственными переменными Х\, хг...........х р ) уравнений в ча­

стных производных. В настоящее время имеется большое число экономичных 

схем для многомерных уравнений параболического, гиперболического и глип­

тического типов.

Экономичным методам посвящены работы В. Б. Андреева [1]— [6], Бей­

кера н Олифанта [1]. К. А. Багрнновского и С. К. Годунова [1], Вашпресса [3], 

Гана [1], Е. Г. Дьяконова [1]— [8], Дугласа [1], [4], Дугласа н Гана [2], 

А. Н. Коновалова [2]— [5], Г. И. Марчука и Н. Н. Яненко [1], Писмена и Рэк- 

форда [1], А. А. Самарского [4]— [16], [19], В. К. Саульева [1], И. В. Фрязи- 

нова [2]— [6], Хаббарда [1], [2], Н. Н. Яненко [1]— [7] и др.

Мы суммируем результаты этих работ, проводя изложение с единой точки 

зрения и опираясь на общую теорию устойчивости, изложенную в гл. VI. 

Основное внимание будет уделено принципиальным вопросам теории эконо­

мичных разностных схем.

§ 1. Метод переменных направлений 
(продольно-поперечная схема) 

для уравнения теплопроводности

1. Об экономичных схемах. Выясним на простейших приме­
рах предпосылки к написанию экономичных разностных схем, 
Рассмотрим р-мерное уравнение теплопроводности:

д и  . I V  / г д *и—* L/tlj Lit ^  Lgtlf 2 9
0=1 "dt о,

U =  0, и  (х , 0) =  и 0 { х ) ,  t е  (0, г0].

(1)
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Пусть G =  G0p — р-мерный куб, (0< < ха -< 1, а  =  1, 2, . . . ,  р),  
=  {(t’lftb •••» i p h p ) ^ G )  — кубическая сетка с шагом h  по 

всем х„, а =  1 , р, — сетка с шагом x = to/na на отрезке 
0 < t < t 0.

г \  т  д 2иОператор L au =  — 5- аппроксимируем разностным операто­
р а

р
ром Л„г/ =  г/. , так  что Л = 2 Л а. Напишем двухслойную

хаха а—I
схему с весами

y t = A ( a y  + ( l - a ) y ) ,  x s = a h, 0 < ^  =  л т < / 0, |
у  \у^ =  0, у  (х, 0) =  и0 {х). j ^

Схема (2), как было показано в гл, VI, § 1, устойчива по на­
чальным данным при

\  1 ft2----- ----- =  CTft.
—  2 4р х и 

П олагая о =  0, получим явную схему

y t = A y  или у  = у  + хАу,  (3)

устойчивую при условии т ^ 0 , 5 h2/p.
Если (1) — уравнение с переменными коэффициентами, т. е.

1аЦ =  (ка 1 £ г )  * ° < ^ < с2,
ТО

р

^а.У аУх ^  ^  ^ йа ^  £2
'  О /  QCB J

и явная схема (3) устойчива при х 0,5/г2/ (рс2) .
Отсюда видно, что допустимый шаг х для явной схемы надо 

уменьшать с ростом числа измерений и ростом максимума коэф­
фициента теплопроводности. Последнее требование является осо­
бенно жестким в случае задач с сильно меняющимися коэффи­
циентами. По этой причине использование явных схем для реше­
ния не только многомерных, но и одномерных (р =  1 ) задач, ча­
сто оказывается нецелесообразным. С другой стороны, явная 
схема обладает тем достоинством, что решение у =  у п+\ на новом 
слое t n+ 1  =  tn + 1  находится по явной формуле (3) и при этом 
в каждом узле сетки со/, затрачивается конечное число действий, 
так что общее число арифметических операций при переходе со 
слоя на слой пропорционально числу узлов сетки со л (есть вели» 
чина 0(1//гР)) ,
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Рассмотрим теперь чисто неявную схему с о =  1. Она устой­
чива при любых т и h. Д л я  определения у  получаем задачу

д -  хАд  =  у, у \  = 0 ,  у (х ,  0) = и0(х).
п

Д л я  решения этой системы 1//г? уравнений, например, методом 
исключения Гаусса требуется затратить 0 { \ / h 3p~2) действий 
(если учесть при этом специальный вид матрицы Е  — тЛ).

Итак, явная схема требует небольшого числа действий, но ее 
устойчивость имеет место при достаточно малом т; неявная схема 
безусловно устойчива, но она требует большого числа арифмети­
ческих действий.

Возникает вопрос: можно ли построить схему, сочетающую 
лучшие качества явной и неявной схем, т. е.

1) безусловно устойчивую (как неявная схема), 2) требую­
щую для перехода со слоя на слой затраты (как и для явной 
схемы) числа арифметических действий Q,  пропорционального 
числу узлов сетки ©л, так что Q =  0 ( l / / i p).

Такие схемы принято называть экономичными.
Приведем один пример для системы обыкновенных дифферен­

циальных уравнений, показывающий, что существует неявная 
схема, требующая меньшего числа действий (более экономич­
ная) ,  чем явная схема.

П р и м е р  (А. А. Самарский [9]). Рассмотрим систему диф ­
ференциальных уравнений

- ^ -  +  А и  =  0, О  0, и (0) =  щ,

где и =  («(1)(0> •••> u(m)( 0 )  — вектор, А  =  (ai}) — матрица. Пред­
полагаем, что А  симметрична и положительно определена. Яв­
ная схема у п+\ =  у п — х А у п при переходе со слоя на слой тре­
бует 2т 2 + 2т  арифметических действий.

Пусть А~  =  (ац ) — нижняя, А + =  _  верхняя треуголь­
ные матрицы, причем a~t = а+ =  0,5аи . Обе эти матрицы (опе­
раторы) положительно определены в смысле скалярного произ­
ведения ( , )  в R m, так как Л ~  =  ( у 4 + ) *  и  (Ах, х ) =  {А+х, х)  +  
+  ((А+)*х, х) = 2(А+х, х) =  2(А~х,  х) .  Рассмотрим схему

+  А ~ у2п+1 + А +у2п =  0, (4)

y , n + , - y , n +i +  А ~ у2п+1 + А +у2п+2~  0, « =  0 , 1 , . . .  (5)

Д л я  определения у г п +\ и у 2п + г  надо обратить треугольные мат­
рицы (Е  +  хА~) и (Е +  тА+) .



Нетрудно показать, что написанная схема абсолютно (при 
любых х >  0) устойчива. Исключим из (4) и (5) у2п+1- Вычи­
тая (5) из (4), найдем

2*/2л + 1 =  УЪп +  #2я+2 +  (У2п+2 ~  У2п)‘
После подстановки этого выражения в (5), получим схему

В Угп+* ~ Угп+ А у 2п=  Q, А =  А '  +  А + , 6)

оператор которой
В =  (Е +  хА ~ ) ( Е  +  т А +)

есть произведение двух сопряженных друг другу «треугольных» 
операторов (В — факторизованный оператор), так как А+  =»
Н е ­

очевидно, что В — самосопряженный оператор. Остается 
проверить выполнение достаточного условия устойчивости:

В -  0 ,5 (2тА) =  Е +  хА +  х2А ~ А + -  т А > Е ,

так как  А~А+  >  0 ((А~А+х, х)  =  |И +*||2 >  0). Схема (6) абсо­
лютно устойчива. Она имеет, очевидно, второй порядок точ­
ности.

Пусть Жт — треугольные матрицы, отличающиеся от А*  
только тем, что элементы на главной диагонали заменены ну­
лями. Будем запоминать при решении уравнения (4) вектор 
А~У2п+\, а при решении уравнения (5)— вектор А +у 2п+2- Тогда 
для схемы (4), (5) число действий, затраченное при переходе 
от слоя <2п к слою <2п+ 2  равно Q i =  2m2 +  12т, в то время, как 
для явной схемы оно равно Qо =  4 т 2 +  4 т ,  т. е. Q i Qo при 
т  >  4.

2. Схема переменных направлений (продольно-поперечная 
схема). Рассмотрим двумерное уравнение теплопроводности

^ r  =  Lu +  f(x,  t), x ^ G v ,  t < = ( 0 , t 0},

u\r  =  n(x,  t), u(x,  0) =  Uo(x), (7)

Lu  =  Au =  (L, +  L2) u, L au — — Y , a =  1, 2.
o x a

Область G02 =  Go =  {0 <  x a <  la , a  =  1, 2} — прямоугольник со
сторонами /i и /2, Г — граница 8 0 — G0 +  Г.

В ' Go построим равномерную по х а сетку 5>h с шагами 
h i = h / N u h2 = I2W 2. Пусть уд — граница сеточной области й А, 
содерж ащ ая все узлы на сторонах прямоугольника, кроме его 
вершин, ©л =  ил + Yft- Оператор La заменим разностным опера­
тором А а :

А аУ =  Ухаха> Л =  Л, +  Л2.
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Напомним, что в случае одномерного уравнения теплопровод­
ности неявная схема на каждом слое приводит к разностной 
краевой задаче вида

которая решается стандартным методом прогонки с затратой 
числа 0 ( \ / h )  =  O(N)  действий, пропорционального числу N  уз­
лов сетки <bh = {Xi = ih, 0 ■< N}.

Обратимся к нашей двумерной задаче в прямоугольнике. 
Сетку <Ьи можно представит, как совокупность узлов, распо­
ложенных на строках г'г =  0, 1, . . . ,  N 2, или как совокупность 
узлов, расположенных на столбцах и =  0, 1, . . . ,  N\. Всего 
имеется Ni +  1 столбцов и N 2 +  1 строк. Число узлов в каждой 
строке равно N\ +  1, а в каждом столбце имеется N 2 +  1 узлов.

Если на каждой строке (или столбце) решать задачу ви­
да (8) методом прогонки при фиксированном i2 (или м), то для 
отыскания решения на всех строках (или столбцах), т. е. во 
всех узлах сетки, понадобится число 0 ( N i N 2) арифметических 
действий, пропорциональное числу узлов двумерной сетки. 
Основная идея большинства экономичных методов и состоит 
в сведении перехода со слоя на слой к последовательному ре­
шению одномерных задач вида (8) вдоль строк и вдоль 
столбцов.

Весьма четко эту алгоритмическую идею выражает неявная 
схема переменных направлений (продольно-поперечная схема), 
предложенная Писменом и Рекфордом [1] и Дугласом [1] в 
1955 году. Наряду с основными значениями искомой сеточной 
функции у{х ,  t ) , т. е. с у  =  у п и у  =  y n+i, вводится промежуточ­
ное значение у = уп+хп, которое можно формально рассматри­
вать как значение у  при t = tn+m =  tn +  т/2. Переход от слоя п 
к слою ti +  1 совершается в два этапа с шагами 0,5т:

Эти уравнения пишутся во всех внутренних узлах х  =  x t 
сетки сон и для всех t =  tn >  0. Первая схема неявна по на­
правлению х\ и явна по Хг, вторая схема явна по Х\ и неявна 
по Хг. К уравнениям (9), (10) надо добавить начальные условия

A iy i- i ~ C ly l + -  Fh i =  1, . . . ,  N  — I,

2/o =  Hi. Dn = V 2. A > 0 ,  £ г> 0 ,
Q  ^  A i +  в  i,

(8)

,re+l/2 _  ti
- fP -r =  Л 1 Уп + т  +  л 2Уп +  4>“ ’ (9)

y{x ,  0) = u0(x), х е в щ (П)
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и разностные краевые условия, например, в виде
yn+ \= v n+\ при /2 =  о и i2 = N 2, (12)
у п + т ^  ц При /j =  о и ii = N u (13)

где

(ц,1+1 +  И - ^ - л 2(ц'г+1- ц ' г). .(14)

Смысл краевого условия (12) ясен, а условие (13), опреде­
ляющее граничное значение у,  будет пояснено ниже. Отметим,
что это условие было указано в более поздних работах (см.,
например, С. А. Кряквина [1]).

Таким образом, разностная краевая задача (9)— (14), со­
ответствующая задаче (7), поставлена.

Остановимся на методе решения этой задачи. Перепишем 
(9) и (10) в виде

4  У ~  A iS =  F > F = ^ г у  + А 2у  + <р, I

2 -  -  2 <15>- ^ # - Л 2y = F, F = — y  + A iy +  ф. |

Условимся о следующих обозначениях:

xi =  ( г' А >  *2^ 2) > F =  Fi ti, у  =  у.^,
при этом, если в уравнении один из индексов фиксирован, то мы 
его не пишем. Тогда (15) можно записать в виде (8), т. е.:

^'■-1 _ 2 ( Af +  Т ) ^ '  +  л? Уг'+> =  ~ F V  

г, =  1, 2, . . yV, -  1, у  =  ц при г, =  0, N u

~ k  1 ~  2 ( " 4 '+ т ) ' ^  +  ~ k ' =  ^  |  ( !7)
г2 = 1 ,  2 .N2- l ,  д =  р, при г'2 =  0, N 2.

Пусть задано у  = у п. Тогда вычисляем F, затем методом про­
гонки вдоль строк i2 =  1, 2, . . . ,  N 2— 1 решаем задачу (16) и 
определим у во всех узлах сетки после чего вычисляем F  
и решаем задачу (17) вдоль столбцов м =  1,2, N\  — 1, опре­
деляя у  =  у п+х. При переходе от слоя п +  1 к слою п +  2 про­
цедура счета повторяется, т. е. происходит все время чередова­
ние направлений.

3. Устойчивость. Для исследования устойчивости схемы
(9) — (14) проведем исключение промежуточного значения у.
Вычитая из (9) уравнение (10), находим

Ц  =  У +  У -  0,5тЛ2 (у -  у), л : е ш д. (18)

(16)



Подставим (18) в (9):

1 Г Х - 1 Л 2(^ —г,) =  1 л 1( ^ + г /) - - 1 л 1Л 2( ^ - г / )  +  Л2г, +  <р. (19)

Учитывая, что у = у  + xyt, преобразуем (19) к каноническому 
виду

(Е — 0,5тЛ,) (Е  — 0,5тЛ2) y t =  А у  +  ф. (20)

Из предыдущих рассуждений ясно, что формула (18) дол­
жна выполняться и при х j =  0, Х\  =  1\ (иначе значение (Aiy ) i ,  
не определено при i\ =  1 и l\ — N\ — 1). Так как у  — ц, у  =  Д 
при Х\ =  0, лг 1 =  / ь то из (18) следует

1 X2
y  = Y (А +  ц ) ~  х Л 2 ^  =  ^ ПРИ х х= 0 ,  х х = 1и

что совпадает с краевым условием (13), (14). Тем самым дока­
зано, что решение задачи (9) — (14) удовлетворяет уравнению 
(20) при дополнительных условиях

П = £ >  У(х, 0) = ио(х). (21)л ft
С другой стороны, решение задачи (20), (21) является так ­

ж е решением задачи (9) — (14). В самом деле, введем у по фор­
муле (18), найдем из (18)

(Е — 0,5тЛ2) $ =  2у — (Е +  0,5тЛ2) у

и подставим это выражение в (20); после несложных преобра­
зований получим уравнение (9). Из него и из (18) следует
(10). Тем самым доказана эквивалентность задач (9)— (14) и 
(20), (21). Она имеет место при согласованном задании гранич­
ных значений у по формулам (13), (14), Исследование схемы 
(9) — (14) можно заменить исследованием схемы (20), (21) 
«в целых шагах».

Применим общую теорию устойчивости двухслойных схем. 
Краевые условия предполагаются однородными, т, е. рассмат­
ривается задача

(Е — 0,5тЛ,) (Е — 0,5тЛ2) y t = А у  +  ф, 0 ,1
у  (лг, 0) =  и0 (х), у  1уй =  0. J

Введем пространство Н  сеточных функций, заданных на ш/, 
и обращающихся в нуль на ул. со скалярным произведением

JV. — 1 JV2-1
(У, v ) =  2  У(х) v (х) Л , Л 2  =  2  2  У ( * Л >  W  v ( * Л .  h h )  h h

<l“ > 12~1

и нормой IIг/1|= V iy ,  У). Будем обозначать А =  — Л =  
=  — (Ai + Л 2). Оператор А самосопряжен и положителен е Н,
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Норма в энергетическом пространстве Н А имеет вид
N, JVj-1 N, - 1 N,

ИЛИ

(23)

Рассматривая y  = y ( t )  как абстрактную функцию со
значениями в Н, запишем схему (22) в виде

Операторы А\  и Л2— самосопряженные, положительные и 
перестановочные (в силу того, что исходная область — прямо­
угольник). Поэтому и А \А 2 >  0. Из (24) видно, что

Из условия (25) следует, что для схемы (24) верна теорема 8 
из гл. VI, § 1 при е =  1, в силу которой решение задачи (22) 
удовлетворяет неравенству

В самом деле, применим к обеим частям уравнения (24) 
оператор Л-1 >  0:

B y t + A y  = y,  А = Е, ф =  Л -1ф, В = А - ' + ^ - Е  + ^ - А ~ ' А 1А2. (28)

Так как Л ь  Л2, Л-1 >  0 — перестановочные и самосопряженные 
операторы, то Л - ’Л |Л2 > 0  и В  >  Л -1 +  0,5т£. Поэтому, в силу 
теоремы 10 из гл. VI, § 1 верна оценка (27).

Таким образом, справедлива

B y t + Лг/ =  ф(0, 0 < г  =  л т < г 0, у(0) = и0, (24)
где

В  = (Е + 0,5тА1)(Е + 0,5тА2), А а = — А а, Л =  Л1 +  Л2.

В  >  Е +  0,5тЛ,

т. е. схема (24) устойчива в Н А. 
Действительно

(25)

Нетрудно получить априорную оценку

II y ( t  + Т) II <  II у  ( 0 )  II +  ( Д т  IIФ (О  If-,-.) (27)
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Т е о р е м а  1. Схема (22) устойчива по начальным данным  
и по правой части. Д л я  решения задачи (22) верны априорные  
оценки  (26), (27).

4. Сходимость и точность. Изучение сходимости и точности 
схемы (9) — (14), в силу ее эквивалентности схеме (20), (21), 
будем проводить для задачи (20), (21). Пусть и = и(х ,  t ) —  ре­
шение задачи (7), у  =  у  (xit tn) —  решение задачи (9) — (14) и
(20), (21). Подставляя y  = z  + u в (20), получим для погреш­
ности схемы (20), (21) задачу

Bz, =  Az +  ib, х  е  (oh, 0 ^ t  = n x < t 0, ,
(29)z | Y = 0 ,  z ( x ,  0) =  0,

где
В = (Е — 0,5tAj) (Е — 0,5тЛ2)

и if — погрешность аппроксимации на решении, равная
■ф =  Ф +  Ли — B ut =  0,5Л (й + и) — щ — т2Л 1Л 2ы{ +  ф. (30)

Отсюда видно, что

■ф =  О ( | h |2 +  т2), | h f  =  h\ +  hi,

если u = u ( x , t )  имеет ограниченные в QT =  Go X [0, 0̂] произ­
водные

д3и 

dt3
д5и

дх2, dx'i dt
< М , д4и 

дх?
< м , д*и

дх?,
< М .  (31)

В самом деле, 0 ,5(й +  и) =  и +  0 ( т 2), где и =  и(х,  tn +  0,5т), 
AiA2Ы/ ограничено, u t =  й +  0 ( т 2),

1|) =  1й  -  й + } +  О (т2 +  | /г I2) =  О (т2 +  | h I2).

Так как для задачи (29) справедлива оценка (26) при z(0) =  
=  z 0 =  0, то имеет место

Т е о р е м а  2. Если выполнены условия  (31), то схема (20),
(21) сходится в сеточной норме (23) со скоростью О (х2 + \ h\ 2) .

5. Схема для уравнения с переменными коэффициентами. 
Напишем схему переменных направлений для уравнения тепло­
проводности с переменными коэффициентами

— ■ =  Lu + f, (x , t )< = Q T, ы |Г =  ц(х, 0, и(х,  0) =  и0(х), (32)

Lu — L {u +  L2u, L au =  - ^ [ k a ( x , t ) j ^ )) ,  k a ( x , t ) >  0.

Все уравнения (9) — (14) записываются без изменения, меняется 
лишь формула для Ла :

А аУ =  Л а  (?) у  = (аа (х > ?) У я > а  =  1 > 2> ? =  +  0,5т,
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л. ,(—0,5а)
где аа, например, определяется по формуле аа =  k a или 
«а =  °-5 ( Йа +  С 1а))> “ = 1 > 2 ’ что обеспечивает второй порядок 
аппроксимации для Л а:

=  О (На)•

Все рассуждения, показывающие эквивалентность схем
(9) — (14) и (20), (21), и в данном случае сохраняют силу. 
Схема (20) имеет на решении u = u ( x , t )  аппроксимацию 
0 ( \ h  | 2 +  т2), если, кроме условий (31), выполнены очевидные 
требования гладкости ka (x , t )  по х и х 2, t. Отличие от случая 
постоянных коэффициентов обнаруживается при изучении устой­
чивости схемы (20). Операторы —А ь —Аг положительные и са ­
мосопряженные, но не перестановочные. Поэтому положитель­
ность /ViA2 ниоткуда не следует. Вместо В ^  Е +  0,5тЛ удается 
доказать, что

В ~^ъЕ  +  0 ,5т (1 — Cjt) А,  0 < е ^ 1 ,  (33)

где с 1 зависит от максимума производных 4 ^ -  > %  >
О Х (х  иХ\ О Х 2

а =  1, 2. Д ля  решения задачи (20), (21) с однородными крае­
выми условиями при достаточно малом t -sC to(ci), где то <  
<  l / (4c i) ,  справедлива оценка

t
\ \y(t  + т) ||Л(<) ^  М\ || г/(0) ||Л(0) +  М2

.Г-0
(34)

где

II У V +  т) Ил ») =  (a i ( ?)- {Ух, V +  т))2], +  (а2 (х, I), (у .г (t +  т ) ) 2]2 , (35)
N, N , - l  N , - 1 N 2

(У, V]{ =  S  2  y h i v u l h xhv  (у, v]2 =  S  2  y i l tv tl ih xh r  (36) 
i t*“ l 2̂“ 1 t l “ l $2“ !

Оценки такого типа можно найти, например, в работе Е. Г. Д ь я ­
конова [4]. Из (34), очевидно, следует сходимость схемы со ско­
ростью О (т2 Ч-1 /г |2) . Заметим, что требование достаточной м а­
лости шага по времени t ^ t o ( c i ) ,  при котором верна оценка 
(34), является весьма жестким, так как в случае сильно меняю­
щихся по Xi и х 2 коэффициентов ka (x , t )  величина то может 
оказаться столь малой, что условие т ^ т о  не выполняется при 
практически допустимых значениях т, обеспечивающих требуе­
мую точность решения задачи. Оказывается, однако, что тре­
бование малости т связано с методом исследования устойчиво­
сти. Н иж е будет показано, что схема (9), (10) в случае не 
зависящих от t коэффициентов ka =  k a (x) абсолютно устойчива 
(при любых т >  0 и ha >  0) в другой норме. Если ka (x , t )  з а ­

висят от t, то этим свойством абсолютной устойчивости обладает
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несколько измененная схема

=  Л, (?) у  +  Л 2 (/) у  +  ф,

■ ^5~  =  -̂-1 (О  У +  Л 2 (t +  т) #  +  ф,

при однородных краевых условиях

#1уЛ =  °> у1ул =  °. У (х ,0 )  = и0(х). 

Рассмотрим операторно-разностный аналог задачи (37): 

JLllL = -  А гу -  А2у  +  ф1 , 0 ^ t  = n r < t 0, j

(37)

9 - 9
- А 1д - А 2у +  ф2, у (0 ) =  у0,

0,5т

где ^41 =  Л 1 ( i ), Л2 =  Лг(? +  т), Л 1 и Л 2 — л инейные операторы, 
заданные на И. Пусть ( , )  и | |г / | |=  V(y> У) ~  скалярное произ­
ведение и норма в Н. Будем предполагать, что А\  и Л2 неотри­
цательные (несамосопряженные, вообще говоря) операторы. 

Л е м м а  1. Если А >  0 — линейный оператор в Н, то

| | ( Е ' - ( 1 - ( т ) т Л ) у | | < | | ( Е , +  (гтЛ)у|| при (у > 0 , 5 .  (39)
Действительно,

|| (Е +  сттЛ) г/1|2 — || (£  — (1 — а) тЛ)г/|р =
=  2т (Лу, г/) +  2 (сг — 0,5) т2|| Л г/|р > 0  при с г > 0 ,5 ,

откуда и следует (39).
Перепишем (38) в виде

(Е + 0,5тЛ]) у  — (Е — 0,5тЛ2) у  +  0,5тф!,

(Е  +  0,5тЛ2) $ =  {Е — О.бтЛ]) у  +  0,5тф2. 
Воспользуемся неравенством треугольника и леммой 1:

|| (Е +  0,5тЛ,) у  || <  || (Е +  0,5тЛ2) у  || +  0,5т || ф ,  II,
II (Е +  0,5тЛ2) 9 1| <  || (Е +  0,5тЛ,) у  || +  0,5т || ф21|.

Отсюда находим

I IУ (* +  т) lip, ,+т) <  II у  ( 0 11(2, () +  0,5т ( II ф, ( 0 II+ II ф2 ( 0 II),

где

11̂ /(011(2, t) =  11 (£  +  ° .5тЛ2 (t ))y( t)  || > | |  г/(ОН при Л2> 0 .  (40) 
Суммирование по t =  0, 1, . . . ,  (п — 1)т = tn — т дает

IIУ (011(2, tl < IIУ (°) lift о, +  °>5 Д т  ( II ф, (П  II +  II ф2 ( П  II). (41)



Нетрудно убедиться в том, что априорная оценка (41) со­
храняет силу, если норму || • ||(2) заменить нормой || • l^.j, где

1 ^ | . ) =  1|г/1|2+ ^ - | | Л 2г/|р. (42)

Тем самым доказана
Т е о р е м а  3. Схема (37) абсолютно устойчива (при любых  

т >  0, h\ >  0, /г2 >  0) и для  нее верна оценка  (41) с (pi =  ф2 =  ф, 
в которой норма || • ||(2) дается формулой  (40) и А 2 =  —Л 2.

Однако априорная оценка (41) сама по себе не позволяет 
доказать сходимость схемы (37) со скоростью 0 ( т 2 +  | / г |2). 
Этот вопрос будет рассмотрен в̂  § 3. Отметим, что оценка (41) 
верна и в том случае, когда G есть ступенчатая область (со 
сторонами, параллельными осям координат).

§ 2. Экономичные факторизованные схемы

1. Схемы с факторизованным оператором. Рассмотрим двух­
слойную разностную схему

B y t + A y  =  ф, 0 ^ t  = j x < i 0, /  =  0, 1.......... у  (0) =  г/0- (1)

Пусть известно значение у  =  у 1 на /-м слое, требуется найти 
у 1+К Д л я  него получаем уравнение

Вг//+1 =  Я ,  F1 = (В — хА) у! +  тф/, / =  0 , 1 , . . . ,  (2)

где F> известная правая часть. Пусть для вычисления F* з атр а ­
чивается число O(N)  действий, пропорциональное числу N  узлов 
сетки m  (это имеет место для всех разностных схем с шабло­
ном, не зависящим от сетки шь). Из (2) видно, что устойчивая 
схема (1) экономична, если для решения уравнения (2) з атр а ­
чивается число действий O (N ) .

Пусть Ва , а  =  1, 2, . . . ,  р — «экономичные» операторы, т. е. 
такие операторы, что длй вычисления решения уравнения

B av = F  (3)
требуется O (N )  действий. Тогда схема (1) с факторизованным 
оператором В  вида

В =  В, В2 . . . В Р (4)

будет также экономичной, так как для решения уравнения (2) 
с оператором (4) потребуется O (N )  действий. В самом деле, 
решение уравнения

В, В2 . . . В рг / / + > = ^  (5)
может быть найдено в результате последовательного решения р  

уравнений вида (3), точнее
В,г/и) =  Я ,  В ау{а) =  г/(в_ п, а  =  2, 3 ..........р, (6)

11 § 2. Э КО НОМ ИЧНЫ Е Ф А К Т О Р И ЗО В А Н Н Ы Е  СХЕМЫ 3 6 7
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так  что y t+l =  у (р). Здесь y (l) =  y i+ ' lp ............y {ai^ y l+alP, . . . , y (p_ 1) =
=  y ! + ( p - w p  — промежуточные значения.

Из предыдущего следует, что устойчивая схема (1) с ф ак ­
торизованным оператором В, являющимся произведением конеч­
ного числа «экономичных» операторов В и . . . ,  В р, является эко­
номичной. Схемы с факторизованным оператором В будем на­
зывать факторизованными схемами.

В § 1 было показано, что неявная экономичная схема пере­
менных направлений( продольно-поперечная схема) эквивалент­
на факторизованной схеме с оператором

Рассматривались (см. В. К. Саульев [1]) также факторизо­
ванные схемы с

где R\  и / ? 2  — «треугольные» операторы (соответствующие им 
матрицы являются треугольными, так называемая, «явная схема 
переменных направлений»). Д л я  решения уравнения (3) в этом 
случае получаются формулы явного («бегущего») счета. З а м е ­
тим, что R 1 и R 2 не являются самосопряженными, а сопряжены 
друг другу.

Часто используются «одномерные» разностные операторы В а 
вида В а — Е  — сгтЛа , где Л а — разностная аппроксимация диф ­
ференциального оператора La , содержащего производные только

по одному аргументу х а. Так, например, если L au = ^ - ^ r ,  то
д х а

^-аУ — Ухаха есть трехточечный оператор и уравнение (3) ре­
шается методом прогонки.

Отметим, что для факторизованных схем (с одномерными 
в некотором специальном смысле операторами В а) используется 
также название «схемы с расщепляющимся оператором» (см. 
Е. Г. Дьяконов [3]).

Одну и ту ж е факторизованную схему можно свести к после­
довательности простых схем несколькими способами. Укажем 
еще один способ. Из (1) найдем

y i + 1 =  y i  +  % w 1,

где w s есть решение уравнения

В хВг . . .  Врш = ф / ,  Ф ' =  ф ’ - А у * . ( 9 )
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Д ля  определения wi можно воспользоваться системой р урав 
нений

Интересно отметить, что первые экономичные схемы (см. 
Писмен, Рэкфорд [1], Дуглас [1], Дуглас, Рэкфорд [1]) составля­
лись так, чтобы можно было легко исключить промежуточные 
значения; это приводило к факторизованной схеме «в целых 
шагах», связывающей значения yi  и у ^ х.

2. Краевые условия. Требования устойчивости и аппрокси­
мации предъявляются к факторизованной схеме (1). Уравнения 
(6) или (10), (11) можно трактовать как вычислительный алго­
ритм для факторизованной схемы (1). Такая эквивалентность, 
как было отмечено в работе Е. Г. Дьяконова [3], имеет место 
лишь при согласованном задании краевых условий.

Поясним это на примере. Пусть требуется решить первую 
краевую задачу для уравнения теплопроводности в прямоуголь­
нике Go =  (0 <  x t <  lu 0 <  х2 к )  с границей Г:

Пусть =  {(i\h\% i2h2) } — прямоугольная сетка в По с шагами

где Ва =  £  — <ттЛа, Л =  Ai +  Лг, уь,—  граница сетки Д ля ре­
шения задачи (13) при переходе со слоя на слой воспользуемся 
алгоритмом (6):

с краевыми условиями y l +x |У/, =  ц /+1.
Так как оператор В 1 В2 определен на йд (включая границу 

лгI =  0 и Х\ =  /]), то уравнение В 2у*+Х = У(\) должно удовлетво­
ряться не только при 0 <  Х\ <  1\, но и на границе при х\ =  0, 1\. 
Поскольку у 1+х |уй =  Ц/+1 известно, то отсюда следует, что

г/(1) =  (£  — атЛ 2) — а т Л з ^ ^ 1 при =  0, /j. (15)

В 1ш0 ) = Ф /, B aw ia) = w ia- 1)t а  =  2, 3, . . . ,  р, (10)

полагая затем
(И)

JY  ==(/•! +  L2)u  + f ( x ,  t), u \ F = n ( x , t ) ,  u ( x , 0 )  = u0(x), (12)

Г  и  и  1 ОL au = ~ T t  « =  1, 2. охп

Напишем факторизованную схему (1)

B lB 2y t = A y  +  ф, г//|Ул =  ц/, у° = и0{х), (13)

B \y t t ) = F ' ,  F J = (B lB 2+ x A ) y l + ту1, 

В 2У1+1 = У( о,
(14)



Если г/(I) при х\ =  0, 1\ определяется по этой формуле, то за ­
дачи (13) и (14), (15) эквивалентны, в чем легко убедиться 
исключением У(и из (14). Д л я  второго алгоритма
В ,ш (1) =  Ф /'> Ф< = A y i  +  <pi, B2W(2) = W(l), y i+1 = у !' +  тш (2) (16)

краевые условия задаются так
„ Ж  _  ц/

ш(1) =  (Е — атЛ 2)-^------- £ -  при * 1  =  0, 1и

Т ° 7) И>(2) = - ~ -  т ' ПрИ *2 =  0, /2

(т. е. ш(1) =  0, ю(2) =  0 на ул, если ц не зависит от /) .
Отметим, что при записи схемы (1) в матричной (оператор­

ной) форме краевые условия можно считать однородными, из­
меняя соответствующим образом правую часть ф в приграничных 
узлах. Д ля  факторизованной схемы получим также однородные 
краевые условия (г/(i> =  у > =  0, ау(1) =  ш(2) =  0 при *<= ул)> однако 
для сохранения порядка аппроксимации в правую часть факто­
ризованной схемы в приграничных узлах при i\ =  1 и i\ = N\  — 1 
надо внести поправки — а 2т 2/гГ2А2̂ .

3. Построение экономичных факторизованных схем. В лите­
ратуре описан ряд способов получения экономичных фактори­
зованных схем.

1) М е т о д  р а с щ е п л я ю щ е г о с я  о п е р а т о р а  (см. 
Е. Г. Дьяконов [3]).

Строится факторизованный оператор В = В \  . . .  В р, напри­
мер, Ва = Е  — 0 тЛа , где Л а одномерные операторы, и рассмат­
ривается факторизованная схема

B y i+1 =  Cyl +  тф;. (18)

Оператор С выбирается так, чтобы схема (18) была устой­
чивой и обладала аппроксимацией.

2) М е т о д  п р и б л и ж е н н о й  ф а к т о р и з а ц и и  (см. 
Н. Н. Яненко [6], Г. И. Марчук и Н. Н. Яненко [1]).

Пусть дана схема с весами
р  р

B y i + ' = C y l , где В =  £ - с т т 2 Л а, С =  Е +  (1 — а ) т  2  Л в. (19)
а=1 а~1

Заменяя В и С факторизованными операторами

В = В Х . . .  В р, С =  С, . . .  Ср, Ва = Е  — схтЛа,
Са =  Е  +  (1 — а) тЛа, 

перейдем от схемы (19) к факторизованной схеме

370 гл. VII. ЭКОНОМИЧНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ [3

Byl+i =  Су1, (20)
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Эта схема аппроксимирует исходное дифференциальное урав­
нение, если схема (19) обладала этим свойством (порядок ап­
проксимации при переходе от (19) к (20) может измениться).

Оба предыдущих подхода характеризуются тем, что сначала 
пишется схема сложной структуры, а затем устанавливается ее 
устойчивость.

Наличие теорем гл. VI об устойчивости двухслойных схем 
позволяет формулировать общий метод построения устойчивых 
экономичных факторизованных схем (метод регуляризации, 
А. А. Самарский [8], [16], [20], [26], [27]).

Пусть дана схема (1) с оператором
В =  Е + х R.

Достаточное условие устойчивости для нее имеет вид
А > 0 , 5 т Л .  (21)

Пусть схема (1) устойчива (т. е. выполнено условие (21)) и В — 
некоторый оператор, такой, что

В.

Тогда и схема (1) с оператором В  устойчива.
Пусть R  есть сумма конечного числа «экономичных» опера 

торов
R = R, + . . .  + R P.

Факторизуем оператор В  =  Е +  x(Ri  + . . .  +  R P) , т. е. заменим 
его факторизованным оператором

В = В х . . .  Вр, Ba = E +  x R a

и перейдем от исходной схемы (1) к факторизованной схеме
В х . . .  Bpyt + Ау  =  ф (22)

(при этом может оказаться необходимым для сохранения ап­
проксимации заменить ф на ф вблизи границы сеточной обла­
сти).

Если схема (1) устойчива и R u . . .  , R p являются самосопря­
женными (R a =  Ra), неотрицательными (Ra > 0 )  и попарно  
перестановочными (RaR& =  R&Ra’ а, р =  1, 2 , . . . ,  р) операто­
рами, то факторизованная схема (22) также устойчива.

Д ля  простоты положим р — 2. Тогда В  =  B\Bi  = Е + rR  +  
- f  x2R iR 2 =  В  - f  x2R iR 2, т . е. В~> В  >  0,5тЛ, так как R \R 2 >  0 (это 
следует из сделанных выше предположений относительно /?а ).

Таким образом, Л > 0 ,5 т Л ,  т. е. факторизованная схема (22) 
устойчива.

Операторы Ra следует выбирать так, чтобы выполнялось и 
условие аппроксимации.



П р и м е р  1. Пусть требуется решить задачу (12) для урав­
нения теплопроводности с переменными коэффициентами так, 
что

Lau = -^r a [ka { x , t ) j ~ ] > 0 < c i < * e < c 2. (23)

Соответствующий разностный оператор Ла имеет вид

К У  =  (а а ^ а)*а’ ° < С1 < а а < С2- 

Обозначим А 0 11 = и .
а х а  а

В пространстве Qh (см. гл. V, § 1) сеточных функций, задан­
ных на соя, имеем

А а <  с2Ла, где А а =  -  Л а, Айа =  -  Л°. (24)

В качестве R a возьмем операторы

Ra =  ОС2А°а, (25)

так что R ay  =  -  ос2уя , У е  Qh-

Условие устойчивости (21) будет выполнено, если взять 
сг!> 0,5 (и даж е а ^ - 0 , 5 — 1/(т||Л|[)).  Таким образом, В а =  
=  Е + хRa — трехточечные разностные операторы с постоянны­
ми коэффициентами. Факторизованная схема имеет, по крайней 
мере, первый порядок точности по т.

П р и м е р  2. Пусть требуется решить первую краевую з а ­
дачу для параболического уравнения со смешанными производ­
ными в параллелепипеде So =  (0 ^  х а ^  1а, а  =  1,2, . . . ,  р ) :

qi — Lu f  (ху t ), и |р =  [1 (х, /), и (х , 0 ) =  (х),

372 ГЛ. VII. ЭКОНОМИЧНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ [3

0 < C , 2 ^ <  S  ^ ( х , 0 ? а 1 Э< С 2 2 | 2а.
a = l  a, 0=1 к 1 a = l

В качестве R a снова выбираем операторы (25). Эти операторы 
в Qh являются самосопряженными, положительными (при а > 0 )  
и попарно-перестановочными (так как область По— параллеле­
пипед). Полученная схема устойчива при условии а > 0 , 5 .  Так 
как В а =  Е + xR a, а  =  1, 2, . . . , р  — трехточечные разностные 
операторы с постоянными коэффициентами, то .алгоритм опре­
деления yi+x при заданном yi  тот же, что и в предыдущем при­
мере.



П р и м е р  3. С х е м а  п о в ы ш е н н о г о  п о р я д к а  т о ч ­
н о с т и  д л я  д в у м е р н о г о  у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д ­
н о с т и .  Рассмотрим задачу (12). Нетрудно убедиться в том, 
что схема

( Е - a lx A l - a 2xA 2) y t = A ' y  + cp, у \ у = ц ,  у ( х ,  0) =  и0(х),
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h\ + h\
где Л '  =  Л, +  Л 2 +  - у -  Л ,Л 2, А ау  =  у ^ ,

оа = ~ 2 ~  ~Ш ’ а  =  1 > 2, ф =  ф/ =  //+'/» +  L j i +'Ь +  L2//+‘A
или

ф/ =  //+-/, +  ̂  Л,//+*Л +  Л2//+>/2| (27)

имеет в классе решений уравнения (12) погрешность аппрокси­
мации О (т2 + 1 h |4), | h |2 =  Л2 +  Л2.

Факторизованная схема, очевидно, имеет вид
(Е — o ix A i) ( E — о 2хА 2) y t = А ' у  + (р. (28)

Покажем, что она абсолютно устойчива по начальным данным
и по правой части и, следовательно, экономична.

При изучении устойчивости предполагаем, что у  |Yft =  0. Вво­
дя как обычно операторы А а =  —А а, а =  1, 2, перепишем (28) 
в виде

B y t + А ' у  =  ф, у  (0) =  г/0, (29)
где

А'  =  А ] +  Л2 — (к, +  %2) Л,Л2, Ka =  h 2/ 12, Л, +  Л2 =  Л,

а„ =  0,5 — ха/т, В = (Е + а^хА{) (Е +  сг2тЛ2) =
=  Е +  0,5тЛ — щ Л, — к2Л2 +  (0,5т — (0,5т — к2) А ХА2.

Так как область Ga — прямоугольник, то А^ и Л2 перестано­
вочны. Кроме того, А а =  Аа >  0. Проверим условие В ^ 0 , 5 т Л ' .  
Сначала заметим, что || Ла II <  4//г| и  Иа||Ла ||<7з* Учитывая не­
равенство Ла ^ | | Л а ||£', получим

В 0,5т Л =  Е Л j — к2 Л2 -I- 0,5т (К| к2) Л | Л2 -|-
+  (0,5т — К]) (0,5т — %2) Л ^ 2  =  Е — >Cj Л 1 — к2Л2 +

+  (-^- +  Я1Х2) Л,Л2> £ ■ - « , || Л, ||Я — к21| Л2 | | £ > 1 £ ,
т. е.

В > 0 , 5 х А '  + у Е .  (30)

Тем самым доказана устойчивость (29) в Н д .



В частности, в силу теоремы 8 из гл. VI, § 1 имеет место 
априорная оценка

II у/+1 и* <н уо \\л.+ ] / 4  ( Е  ти ^  if2) • (зи
'/ '-О /

Д ля  погрешности г* =  у* — и} (и — решение задачи (12)) верна 
оценка

, (32)
' / ' - О  '

где ф-'— погрешность аппроксимации на решении для фактори­
зованной схемы (28). При переходе от (31) к (32) мы восполь­
зовались тем, что г° =  0 и

А'  — А  — (>С| +  к2) А 1А2 >  А  — х, [| Л, || А2 — щ  II Ао IIА 1 >  -д- А,

так что
\ l z \ \ A , > V W \ \ z \ \ A .

Из (32) следует, что схема (28) сходится в Н А со скоростью
О  ( х 2 +  \ h \ 4 ) .

4. Схемы расщепления как факторизованные схемы. Р а с ­
смотрим схему с весами для однородного уравнения теплопро­
водности

yt = A.(og + { \ - o ) y ) ,  Л =  Л , +  . . .  + Л р, А ау  =  Ухаха- (33)

Н. Н. Яненко [1] предложил аппроксимировать ее системой 
р одномерных схем с весами

.У(а>, ^ - 1]- =  А а (оу(а) +  (1 - р ) у (а_,)), о = 1 ,  I (3^

У(о) = У1, У(Р) = У!+\  >

где У(а) — У*+<Х1Р> У(о, У(2), • • • ,  У(р-1)—  промежуточные значения. 
Систему уравнений (34) можно записать в виде

ВаУ(а) — СаУ(а-\),  - (35)

где В а — Е  — атЛя, Са =  Е +  (1 — а )тЛ а , а  =  1,2, . . . ,  р. П ола­
гая а  =  1, решаем уравнение В {ут =  С\у} и находим ут. П ола­
гая затем а  =  2, 3, . . . ,  определим Уф, . . . ,  г/(р_i> и, наконец, 
У(р) =  yj+1-

Д ля выяснения вопроса об устойчивости и аппроксимации 
был предложен переход от (35) к схеме «в целых шагах», свя-

3 7 4  ГЛ. VII . ЭКОНОМИЧНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ [4



зывающей у> и ?/j+1. Исключая ут , у(2), г/№_ч из (35), полу­
чим факторизованную схему

В, . . .  В рУ1+' = Сх . . .  CpyL (36)

Она не совпадает с исходной схемой (33). Заметим, что исклю­
чение У(и,  . . . ,  У(Р-\) в о зм ож н о  тол ьк о  при  попарной перестан о­

вочности  оп е р ат ор ов  Ль А р. В самом деле, пусть р  =  2 и

B i y M = CxyK B2y ,+1 =  С2У(\). (37)

Действуя на первое уравнение оператором С2, а на второе — опе­
ратором В и получим

B\B 2y ' +l =  (ВХС2 — С2В Х) У( о +  С2С{УК (38)

Отсюда видно, что член с ут равен нулю, если В ХС2 =  С2В и 
т. е. Л 1Л 2 =  Л2Л 1 . Тогда получим

B \B 2y i+l =  СхС2уК (39)

Однако эквивалентность (35) и (36) имеет место не всегда. Это 
связано с тем, что для у ^  надо для эквивалентности ставить 
граничное условие специального типа.

Поясним это на примере. Рассмотрим задачу (12) с /  =  0. 
Напомним, что область (20 =  (0 х а la, а  =  1, 2 ) — прямо­
угольник. Схемы (35) и (36) эквивалентны, если уравнение

B2y t+' =  C2y (j, или ( Е -с ттЛ 2) yi+l = ( £  -f (1 - с т ) т Л 2) у ’+Ч> (40)

выполняется не только при 0 <  х\  <  / ь но и на границе, при 
х { =  0, Х\ = 1\. Определить у 1+'!г |Y/[ из (40) можно только при 
достаточно малом т. Кроме того, существует вторая трудность: 
как определить правые части в уравнениях

M n  =  Ci ^  +  T(Pp B 2yi+'  =  С2г/(1, +  тф|, (41)

чтобы эти уравнения были эквивалентны уравнению
В хВ2у1+' =  С1С2̂ / -Ь т<р', у>=>^ при xs=Ya, (42)

которое аппроксимирует исходное дифференциальное уравнение. 
Исключая из (41) у ^ ,  получим

B lB2yi+l =  C f 2yi  +  т (С2ф( +  В х ф|). (43)

Требование ф* =  С2ф( +  В^<2 будет выполнено, если ф( =  0, а ф| 
удовлетворяет уравнению В,ф2 =  (Е — атЛ ,)ф 2 =  ф. При х ^ О ,  
х х =  /j вместо (40) должно выполняться условие В2у 1+1 = С2у0) +  
+  тф|, а при х2 =  0, х2 — 12 — условие В ху х) =  С{у ’ +  тф(. П олагая 
У(п =  У1+1 ПРИ =  х \ К ’ получаем краевые условия для  
ф ' =  — Л^ц'-*-1 при *j =  0, =  V
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В результате мы получаем эквивалентную (42) систему одно­
мерных схем:

г//+1 = ф / + 1  при * 2  =  0, х2 = 12,
(£  -  a r A J  ф/ =  ф/, х  <= сод,

ф | =  — Л 2ц/+1 при * != ( ) ,  * , = / , .

Обращаясь к факторизованной схеме (39) и приводя ее 
к каноническому виду, замечаем, что при а — 0,5 она совпадает 
с факторизованной схемой для продольно-поперечной схемы, 
рассмотренной в § 1, и потому имеет точность 0 ( х 2 + \ h \ 2). 
Если В а и Са вычислять по формулам В а ~ Е  — оатЛа, Са —

1 h2a
=  £' +  (1 — оа ) тЛа , то при сга =  у  — ^ 7 , а = 1 ,  2 получаем
схему 0 (t2 +  |/i | 4) при условии, что ф определяется по форму­
ле (27).

Подводя итоги, следует отметить, что факторизованные схе­
мы применимы лишь для областей специального типа, точнее, 
для прямоугольников и для параллелепипедов. Исключение 
представляет лишь случай В  =  В ХВ 2, В а = Е +  тR a, где R i и 
R 2 — треугольные операторы. Однако, при этом понижается по­
рядок аппроксимации (которая имеет место лишь при условии

5. Трехслойные факторизованные схемы. Рассмотрим эконо­
мичные трехслойные схемы. Пусть дана схема
By* -f x2R yu +  Ау  =  ф, 0 < t  = j x < t 0, у  (0) =  г/0. у{х) =  у х. (46)

Р азреш ая  ее относительно у }+1, находим
(В +  2тR) у!+1 =  2т (2R -  А) у ’ +  (В -  2тR) y t - '  +  2т<р',

В 1г/(1) =  С 1г//, В 2г//+1 =  С2г/(1) +  тф/,

У( 1) =  й/+1 при х, =  0, х х = 1х,
В,ф/ =  ф' при 0 < * , < / , ,  0 < х 2< 1 2,

ф / = - Л 2ц/+1 при х, =  0, xt=lv

У1+1 1уа =  й /+1.

(44)

Её можно записать такж е  в виде

у/ + ‘/, =  ц/+1 ПрИ Хх = о ,  * , = / „

т =  0 ( h 2)) .



Отсюда видно, что для экономичности трехслойной схемы надо, 
чтобы оператор В  +  2тR  на верхнем слое был факторизован. 

Рассмотрим в качестве исходной схемы схему с весами
уо +  А { а 1$ + { \ - а 1- о 2) у  + о2$) = ц, у{0) = у0, */(т) =  г/,. (47)

Запишем ее в каноническом виде (см. гл. VI, § 2):

(Е +  т (aj — сг2) А)  г/о +  0,5 (crj +  a 2) x2A y ft + Ay  =  ф (48)

и найдем оператор В + 2xR = Е + 2а\хА.  Пусть Л = Л ]  +  Лг. 
Заменим В +  2тR факторизованным оператором

В + 2xR  =  (Е +  2сг|тЛ1) (Е + 2а tx Л2) =  Е + 2а tx А +  4сг jV2 Л, Аг

Поскольку имеется одно условие для двух операторов В и R,  то 
можно построить ряд факторизованных схем.

Перепишем (48) в виде
(В +  2тR) y t + (B — 2тR) у г +  2 Ау  =  2ф.

Заменим В  +  2т^  факторизованным оператором Б  +  2тR  и при­
ведем полученную схему к каноническому виду, учитывая при 
этом, что

y t = y°t +  °>5 т y w  У х =  y°t ~  ° > 5 т ^ г
В результате получим

Е +  — сг2) А +2ст2т2Л 1Л2)г/о +  т2 А + а \хА хА ^  у и +

+  Лг/ =  Ф, у  (0) =  г/0, г/(т) =  г/„ (49)
так что

В = В + 2 а у - А хА2, R = R +  a \ xA xA2

(ср. с (48)).
Д л я  определения yi+1 при заданных г/-* и г/-*-1 можно восполь­

зоваться следующим алгоритмом
B {W({) =  F>, F< -  (2т R  -  В ) у \ -  2 Ау! +  2ф?,

B2W(2) = W(U, У1 + ' = у 1+ XW (2),

В { — Е +  2ст1тЛ], В2 =  Е  +  2ст,тЛ2.

Вопрос о краевых условиях для i> решается так же, как и в 
случае двухслойной факторизованной схемы.

Д л я  исследования устойчивости факторизованной схемы (49) 
надо воспользоваться общими теоремами из гл. VI, § 2. Д оста­
точными условиями устойчивости являются условия

crj +  <т2> 0 ,5 ;  Ла =  Л’ > 0 ,  A ^  = А2А Г
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Если 0 1 ^ - 0 2 , 0 1  +  0 2  >  0,5, Ла =  Л * > 0 ,  то исходная схема ус­
тойчива, так как

4 R > A .

В силу перестановочности А х и Л 2, Л И 2 > 0 ,  т. е. Б > В ,  R > R .  
Отсюда и из устойчивости исходной схемы следует устойчивость 
факторизованной схемы (49).

Мы рассмотрели частный случай, когда R =  стЛ, а =  
=  0,5(0! +  0 2). Укажем общий метод построения трехслойных 
экономичных факторизованных схем, основанный на принципе 
регуляризации разностных схем (см. гл. VI, § 2, п. 9). Рассмо­
трим некоторую исходную разностную схему

ус +  x2R y n +  Л у  =  <р, 0 < t  = j x < t 0, у  (0) =  и0, у  (т) =  ы0 (50)

(значение у ( т) =  щ  при i =  т выбирается так, чтобы обеспечить 
второй по т порядок аппроксимации). Оператор R выбирается 
так, чтобы схема (50) была устойчивой.

Запишем исходную схему в виде
(E + 2 x R ) y t =  -  F, F = (2xR — Е) у г ~  2А у +  2ф. (51)

Пусть R  есть сумма экономичных операторов, R = Ri  +  /?2 + ' . . .
р

. . . + R P. Заменим в (51) Е + 2xR  =  Е +  2т 2  R a факторизован-
а =1

ным оператором

Е + 2xR  =  П  (Е + 2xRa) =  Е  +  2тR  +  4т2QP, R  =  R + 2xQp,
а=1

где Qp = R iR2 при р =  2, Qp = R ^ 2 + R XR 3 + R2R 3 + 2 xR lR2R 3 
при р =  3 и т. д., и вместо (51) рассмотрим факторизованную 
схему

В х . . .  B py t =  -  F, В а = Е + 2xRa. (52)

Приведем (52) к каноническому виду

Вуо + х2R y ft + А у  =  ф, (53)

где В = Е +  2т2QP, R  =  R + xQp.
Пусть г]5о(м)— погрешность аппроксимации (в классе реше­

ний u = u ( x , t )  непрерывной задачи) для исходной схемы (50), 
i|>i(m)— для факторизованной схемы (53). Нетрудно заметить, 
что

Ь  (и) =  to  (и) +  Ф* =  2%2Qput.

Если || Qput ||(2»> =  О (1), где II * 11(2»> — некоторая сеточная 
норма (фигурирующая в теоремах об устойчивости), то
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II ‘Ф* 11(2») =  О (т2) и при переходе от исходной схемы к экономич­
ной факторизованной схеме (52) погрешность аппроксимации 
меняется на величину О (г2). Таким образом, указанный процесс 
позволяет получать экономичные факторизованные схемы с со­
хранением второго порядка точности по т (за счет, вообще го­
воря, некоторого повышения требования гладкости решения и).

Чтобы исследовать устойчивость (50) и (53), нужно рассмат­
ривать операторы R  и А как линейные операторы из Н  = Qh 
в Н (это значит, например, для (26), что краевые условия на 
Y/i однородны).

Пусть выполнены условия

Л =  Л * > 0, Ra = R a > 0 ,  а  =  1, 2, . .  ., р. (54)

Тогда исходная схема (50) устойчива при

R > ^ -  А,  е > 0 .  (55)

В случае переменного A = A ( i )  требуется, кроме того, что­
бы Л (/) был липшиц-непрерывен по t. Оператор R  мы будем 
выбирать постоянным.

Если операторы R a попарно перестановочны, то из устойчи­
вости исходной схемы следует устойчивость факторизованной 
схемы (53), так как Qp >  0, В =  Е +  2т2QP >  Е, R —R +  тQP> R ,  
т. е. R  >  1 ^  8 Л.

Выбор регуляризатора R  как для двухслойных, так и для 
трехслойных схем проводится по одному и тому ж е принципу. 
Важно отметить, что одним и тем ж е регуляризатором R  можно 
пользоваться для различных операторов Л.

Рассмотрим задачу (12) с операторами (23) (пример 1). 
В этом случае

R ay ~  ~~ ас2А оУ' А аУ = Ухаха' 4 с т > 1  +  е, е > 0 ,
2

А У = ’£ ( а ауя ) , А у ~  — Ау.
(1=1 '

Оператор A = * A ( t )  липшиц-непрерывен, если | (ka ) 11 •< c2k a.
При решении системы разностных уравнений (52) можно вос­

пользоваться алгоритмом
£,©(,) =  — F, x<=<i>h, =  B2[it при x, =  0,

B2W{2 ) =  W(l), tW(2) = ‘ H< при *2 =  0, /2,
y / + i  =  y / + T W ( 2 ) ,

где
Ва = Е +  2т R a =  Е — 2тас^А“.
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Д ля задачи (26) оператор L  аппроксимируем разностным 
оператором (см. гл. IV, § 2):

A ( t ) y =  0,5 (дс, t) у . ^  +  (kafi (х, t) ух^ _  j  ,

А у =  -  A  (t) у.

Операторы R a — те же, что и для предыдущей задачи,

Я =  2 Я а, R ay =  -  ос2А.1у, А°ау  =  Уя х •
а =  1 ct а

Липшиц-непрерывность оператора А в Н =  Qh обеспечивается 
требованиями

1 ( ^ 1 < сз> с . 2 ^ „ <  2  *ap(xf 0 U p < c 2 S ^ .
р a = I  a ,  p = I  р р a - I

где Сг> С\>  0, с3 >  0.
Аналогично проводится построение факторизованной схемы 

для исходной схемы вида

3 8 0  гл- VII. ЭКОНОМИЧНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ [5

(Е +  x2R) y lt + A y  =  ср, R  =  2  R a-
a = l

Рассмотрим конкретный пример.
Д л я  уравнения гиперболического типа в прямоугольнике 

<? =  ( 0 < * a < Z a, a =  1, 2):
■̂ ■ =  (Ll +  L 2)u + f(x), £„и = -|т» (̂О.Г],Ot сиа

ы|г =  ц, ы (*, 0) =  ы0 (*), =  «о (дс), X€=G,
(-0

выберем исходную схему с весами

У f t =  А  (стр +  ( 1 — 2а) у  +  ay) +  <p, t = jx, / = 1 , 2 ..........

A = A, + A2, А  аУ = Ухаха> 4ст>1+е,

г/ lY = Ц. «/(*, 0) = Мо(дс), y t (x, 0) = й0(х) = й0 + 0,5x(Lu0 + f(x, 0)).
Записываем эту схему в каноническом виде

(Е -  ах2А )  у п =  А у  +  ср (56)

и переходим от нее к экономичной факторизованной схеме, на­
пример,

(Е  -  а г 2А ^  ( Е  -  a t 2A 2j y ff =  Аг/ +  ф. (57)



Если исходную схему записать иначе
(Е -  <тг2Л) y t =  F, F = (Е — ах2А) у г +  % (Ау  +  ф),

то после факторизации получим экономичную факторизованную 
схему

(Е — ат2Л,) (Е — <тт2Л 2) yt = F
или

(£  -  ах2А  +  Л,Л2] y {t +  ст2т3Л ,Л 2г/о =  А у  +  ф. (58)

Обе полученные факторизованные схемы (57) и (58) имеют 
второй порядок точности по т при любом ст и устойчивы при 
4 а  >  1 +  б .

Нетрудно построить экономичные факторизованные схемы 
для случая, когда L a определяется формулой (23).

В этом случае в качестве исходной выбираем схему
(Е +  %2R) y lt =  A y  +  ф,

где 2
о о

Лг/ =  2 j  ( а аУх ) , R y = -  о А у , А у  =  у  + у Х х .
а / у  Л1Х 1 Х2Х 21 ла

Параметр ст выберем так, чтобы выполнялось условие устой-
J О О

чивости (Ry, у ) ^  - j ( — Ay,  у) при любом у  е  Й, где £2 — мно­
жество функций, заданных на и равных нулю на границе сет­
ки у л- Д ля этого, очевидно, достаточно положить ст =  с2/4.

Зам еняя  оператор Е +  т2 (/?! +  R 2) факторизованным опера­
тором (Е  +  x2R i)(E  +  x2R 2), где R ay  =  — о ух х , а  =  1, 2, получаем
экономичную схему

(E + x2R l)(E + x2R 2) y fi = A y  +  Ф,

У lv =  У (х , ° )  =  «о (х),  y t (х,  0) =  щ  (х),

где н0 =  «о +  0 ,5т (Lu +  /) |,_0-
Эта схема абсолютно устойчива и имеет второй порядок точ­

ности по т и \h\ .
6. Схема повышенного порядка точности для уравнения па­

раболического типа с эллиптическим оператором, содержащим 
смешанные производные. Пусть G — { О ^ . х ^ ^ . 1 ^ ,  а  =  1, 2} — 
прямоугольник с границей Г. Рассмотрим в цилиндре 
£ Х [ 0 - < . / ^ 7 ’] первую краевую задачу для параболического 
уравнения

~ ~  =  Lu + f ( x ,  t), t e G ,  0 < t ^ . T ,
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где

3 8 2

Lu = L xu +  2 a I2LI2« +  L2u,
j . 0 . дгиLa и ■ 2 > ̂  м 2 ,  L\2t l— .

dxa dxl dx2

Условие параболичности имеет вид

I а 12 К  1.

Напишем для задачи (59) экономичную факторизованную 
схему, имеющую точность 0 ( - г  +  /г4), где т — шаг сетки

®т =  {*/ =  /*. /  =  0, 1, . .  .}

и h — шаг квадратной сетки

г'2/z), /а О, I , . .  . ,  Na, h,Nа — (а, (х =  1, 2}.

Пусть у — граница сетки юл, =  сол +  у-
В гл. IV, § 2, п. 5 для стационарной задачи

L u = — f(x) ,  л е С ,  ы|г =  ц(л;)

была построена схема, имеющая точность О (/г4). Эта схема 
имеет вид

Л ' г / = - ф М ,  *е=сол, г/|у =  ц(л;), (60)

ГЛ. V II .  Э К О Н О М И Ч Н Ы Е  РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ (6

где

Л 12У =
(61)

Л'г/ =  Л г /+  —  Л ,Л 2г/, Лг/ =  Л,г/ +  2 а 12Л 12г/ +  Л 2г/,

Л аг/ =  Ухаха’ ®= 1>2,  6 =  1 +  2aj2 3 | й |2 j ,

Л “ г/ =  0 , 5 ^  при а ^ < 0 ,

Л^г/ =  0,5(г/Мг +  г / ^ 2) при а ,2> 0 ,

ф —/ +  "У2

Было показано, что оператор А'  =  —Л ' энергетически эквива-
о

лентен оператору А =  — (Ai +  Л 2):

Ci {Ау, у) <  (А ' у , у) <  с2 (Ау, у), у  е= Q, с2 >  с, >  0. (62)

Д ля  получения схемы повышенного порядка точности, 
аппроксимирующей нестационарную задачу (59), применим 
следующий формальный прием. Заменим в уравнении (60)
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функцию ц>(х) выражением

Подставим сюда Lu =  — /:

ди . № . ди   ди . А2 <32и Л2 3/

" а Г '“72 “аГ “  "аГ +  Т2-"аТ2 Гг "аГ

и заменим производные по t разностными отношениями:

Произведем, наконец, замену и на г/=г/3 и подставим функ­
цию ф в правую часть уравнения (60). Тогда получим трехслой­
ную схему

Из построения следует, что погрешность аппроксимации равна

Схема (63), как следует из общей теории устойчивости трех­
слойных схем (см. гл. VI, § 2) устойчива при условии

Т  < ------ 7 = г  .
2 Y 6С2

Напишем безусловно устойчивую схему с тем же порядком 
аппроксимации. Д ля  этого выберем регуляризатор

где R ay = — я А ау, у е  Q и с2 — постоянная из (62). Отсюда и 
из (62) видно, что

Отбрасывая слагаемые 0 { т2 +  /г4), получим

Ф  —  Ф  ~  +  -JJ Ult)  » —  f 1 2  ̂ ) ‘

(63)

А2
я|5 =  Л'ы +  ф  -  U= — - J J  Ыи =  О  (т2 +  /г4). (64)

# 0  =  ( # i  +  # 2 )У  =  кАу ,  *  =  - Ц р -  с2, е > 0 ,
о



Отправляясь от (63), напишем схему

y t +  ('Т2 Е  +  т2^ )  =  А ' у  +  ф-

Безусловная устойчивость этой схемы следует из того, что 
для нее при любых т и h выполнено достаточное условие устой­
чивости

J ? - E  +  R > ± ^ A ' ,  А ' у - - А ' у ,  y s Q .

В самом деле,

р _  ,1+ ! д>  ;>  ...1- р __ сл  а  >  р >  о
12т2 +/<  4 Л  ^  12т2 £  +  К 4 12т2 £  ^ и -

Погрешность аппроксимации схемы (65)

ф =  [Л'ы +  ср -  («о +  ^  ult) ] -  x2R u lt. (66)

Из (64) следует, что ф =  0 ( т 2 +  /г4).
Перейдем теперь к построению факторизованной схемы. П е­

репишем исходную схему (65) в виде:

[ ( l  +  £ ) я  +  2 т ф ,  +  [(1 - ^ ) E - 2 x R \ y l = 2 { A ' y  + ^)  (67) 

и заменим оператор при yt

( *  + ^ ) Е +  2xR =  - ^ ( E +  a x { R i  +  R2)) ,  or =  I + A f /(6t) 

факторизованным оператором

J- (Е +  axR,)  (Е  +  oxR 2) =  |  (Е  +  cn t f)  +  2ax2R tR 2.

Тогда вместо (67) получим
(Е  +  oxR i )  (Е  +  oxR2) y t =  F,  )

/=, =  ст(Л'г/ + ф )-- | - (1  ~ ^ ) y f +  o x R y {. j ^

Это уравнение выполняется во всех внутренних узлах лгесо/, 
и всех / =  / т > 0 .  К нему надо присоединить граничное условие

У 1у ”  ^  ̂^

и начальные условия

у  (х, 0) — г*о (лг), i e f i „  
y t (x, 0) = йо(х),

йо (*) -  L«0 (х) +  f  (х, 0) +  j  (L2u0 (x) +  Lf  (x, 0) +  .
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Первое начальное условие является естественным, второе ус­
ловие строится по правилу, указанному в гл. I, § 1, п. 6.

Задача  (68) может быть решена при помощи следующего 
алгоритма переменных направлений

(Е +  axR t) w (l) =  F,  * е с о Л,
а>(1) = (Е + oxR2)y,t, Х\ ~  0, х г = 1 и

(Е +  OxR2) W{2) =  КУ(!), х <=

®(2)= Mti *2 =  0, x2 ~  lit
y = y + xw{2).

Функции ZW(1) И 2) находятся по формулам прогонки вдоль строк 
и столбцов соответственно.

Запишем задачу (68) в каноническом виде

('E +  ox>RxR 2) y l + { ^ E  + xiR +  ^ R lR 2) y n = A 'y+ < f , I

y\y = V.{x,f), у ( х , Щ  = и0{х), yt (x, 0) = йа(х). )

Пусть у  =  у> — решение задачи (69), а и =  и (х, t)  — решение 
исходной задачи (59), z> =  y i — ui — погрешность схемы. Под­
ставляя у  =  z  +  и в (69), получаем для 2  следующую задачу:

+  D z n +  A ' z  =  'F, 

z (x, 0) =  0, z t (x, 0) =  v (x), z  |Y =  0,
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(70)

где
A ' z =  — Az,  B = E  + ox2R tR 2,

n  Г  I J n l  ° т3 p  D f f  ~  _____ ?______f 0
l 2 h + x R  +  2 1 +  Л2/(6 т) j

Очевидно, что В, D и А'  можно рассматривать как линейные
о

операторы, определенные в пространстве Н  = Q сеточных функ­
ций, заданных на сетке ш/г и обращающихся в нуль на ее гра­
нице. П равая  часть Т  уравнения (70) есть погрешность аппрок­
симации уравнения (1) факторизованной схемой (69):

W = ' t y - o x 2R lR2ui, (72)

где г): — погрешность аппроксимации схемы (65).
Из (66) и (72) следует, что

ур = О (Л4 +  х2) (73)

в классе функций u ( x , t ) ,  имеющих непрерывные в QT —
— G X [0 <  t <  Т] производные по Х \ ,  Х 2 до шестого порядка,
по t до третьего порядка включительно, а также смешанные
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производные— f  Из выражения для Ut(x, 0) следует, что
dx^dx^dt

в этом же классе функций 
v = Lu0 + f (х, 0) +

+ 0,bx(L2uQ(x) + L f{ x ,  0 ) +  0) =  О (т2). (74)

3 8 6  ГЛ. VII. ЭКОНОМИЧНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ [8

\ и ' 1 ' v '  1 д t 

Регуляризатор R выбран так, что

е >  0.

Самосопряженные операторы R\  и R 2 положительны и пере­
становочны, поэтому их произведение R i R2 есть самосопряжен­
ный положительный оператор, R tR2 >  0. Отсюда следуют нера­
венства

D > ^ - A '  +  ^ E + ^ R 1R2> ^ - A ' ,

В  =  Е  +  OT2R tR 2 >  Е,
доказывающие устойчивость схемы (70). В силу теоремы 4 из 
гл. VI, § 2 для задачи (70) справедлива оценка

\\Z(t +  т) I K  |[ Z (т) || +  у = -
X

(75)

где
\\Z(t + T ) f = } ( A ' ( z  + z), z  + z ) + ( ( D - ^ A ' ) z t, z t) .

Так как 2  (0) =  0, то оценку (75) можно переписать в виде

\\Z(t +  т) || <  (Dzt (0), г, (0) f  +  j / Ч  max || ¥  (t') | | . (76)
'  г T<f < r

Оценим величину (D z t {0), z t (0)) = {Dv, v). Подставляя выра­
жение (71) для оператора D, получим

( D v ,  v )  =  -y2  | | v | P  +  t 2 ( / ? v ,  v ) 4 - - ^ - ( / ? i / ? 2v ,  v )  =

h2 т2с с2т4
=  -J2 I I v I P --------- ( ( A i +  Л г )  v ,  v) +  1 6 ( т  +  Л 2/ 6 )  ( A i A 2V ,  v )  =

=  II v IP +  - ^  ( || v*, IP + 1| v*  IP) +  v** IP- (77)

Слагаемое h 2 \| v | P  является величиной 0 ( ^ 4 - /г4)2, если ограни­
л и  п „чена производная ■ Действительно,

h  || v ||= О { h r 2)  =  О (т • т/г) =  О (т2 +  т2/г2) =  О (т2+ т Ч  /г4) =  0 (т 2 +  /г4) .



Покажем, что и остальные слагаемые в (77) есть вели­
чины 0 ( т 2 +  Л4)2, если существуют ограниченные в цилиндре QT 
производные

дъи дъи . 0 д*и
а =  1, 2 ,
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дt3 ’ дха dt2 ’ ’ ’ дх\ дх2 дt2

Подставляя в формулу

» -  (£u ,  (*) + 1 (х, 0)) +  0,5т ( £ 4  ( х )  +  У  ( х ,  0) +  Щ г 1) ~  “< “

=  2 i g J ! L  +  0 , 5 t ^ J I _ „ , (X i0)

разложение
, п. ди (х, 0) , п г д2и (х, 8т) п . п . ,Ut(x, 0) = - - - ^ — +  0 ,5 т - - - - 0 < 0  <  1,

получаем
/ \ п к ( д2‘1 <52“ (*• 6Т) \ п  I \v (дс) =  0,5т -------- =  О (т).

Отсюда следует

X2 ( II Vjc, IF +  II Vx3 If) =  О  (т4),

"7+^/6" II v*i* II2 =  О (т5) =  О (т4),

что и требовалось.
Итак, (£>z,(0), z t (0) )'k =  О (т2 +  h4). Отсюда, а также из (73) 

и (76) следует, что

II Z (f +  т) I K  М (х2 +  /г4). (78)

Чтобы получить оценку z в Н А’, воспользуемся леммой 5 из 
гл. VI, § 2. Так как R =  1 с3А >  Л', то

l |Z (^  +  x ) | | > ] / | | z ( /  +  t ) I U ' > ] / ^ | | 2(^ +  г ) | | л„.

Учитывая оценку (78), убеждаемся в том, что схема (69) 
сходится со скоростью 0 ( г 2 +  /г4) в норме пространства Я л

т. е. в сеточной норме W l2:

|| z ( t  + x) ||д =  О (г2 +  /г4).

7. Экономичные схемы для систем уравнений параболиче­
ского и гиперболического типов. Пусть

G =  {0 < x a < / a, a = l ,  2 , р]

13*
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— ^-мерный параллелепипед,

д г = б Х [ 0 < К Л ,  Qr =  G x ( 0 < K ^

Пусть k  =  (ka°,) =  (ka$), s, m =  1, 2, . . . , n — клеточная
матрица p X p с клетками я X га, удовлетворяющая условию
симметрии

(х, t) = kffa (x, t) для всех (x, t) <= QT (79)

и условию положительной определенности

с  %  2  &  <  ±  | i ;  (*, о  | ? й  < 2  2  Ю !. (80)
s==I a = l  s, т  =  1 а, 3 =  1 5 =  1 а=1

где Cj и с2 положительные постоянные, £а =  ( ^ ,  . . ., £*, . . ., |£) 
произвольный вещественный вектор. Положительная определен­
ность матрицы k  является условием сильной эллиптичности опе­
ратора

р

=  S  ^ aPW’ =  (^“Р (Х’ 0  ! ц г )  ' (81)
a, р =  1 р

где и =  (и1, . . . ,  И'5, . . . ,  ип) — вектор размерности га, т. е. усло­
вием выполнения неравенства

с , ( -  L mu, « ) < ( -  Lu, и), (82)
где

П
(и, и) =  J  г/ (л;) us (*) £/лг, dx =  dx{ . .. dxp,

s= l  a

p

L {0)u =  А» =  ^  , « — произвольная достаточно гладкая Функ­
ам

ция, равная нулю на границе Г.
Рассмотрим следующую задачу. Требуется найти непрерыв­

ное в QT решение системы уравнений параболического типа

Lu + f ( x ,  t), ( x , t )< = Q T, (83)

и = ц(х ,  t) при л г е Г ,  ^ е [ 0 ,  Г], |

и (х, 0) =  и0 (*), ди{£  0) =  йп(х), x e = G .  j ^

Пусть a h={X{ — (i ihu iph p)} — сетка в &, 0 < г  a  < W a,
ha = l J N a, a = l , 2 ,  . . р и <c>x = {tl = jT, /  =  0, 1, — сетка на
отрезке



Оператор Lae аппроксимируем разностным оператором 
(см. гл. IV)

AagH =  0,5 раЦЫ*з)*ц +  (бсфЫлгД. j (85)

и обозначим
п

Л и =  2  (86)а, 3=1 р
При р =  а  получаем

Л ааИ =  ( а о . \ ) х  - а а =  °’5 ( k aa +  С а) )-4 а/ха
о

Введем пространство Q — множество сеточных вектор-функ­
ций, заданных на он и равных нулю на границе ул- Скалярное

о
произведение в Q определяется так:

(У, v ) = ±  (У, vs), (ys, Vs) =  2  ys ( x ) v s (x )h l . . .  hp.
5=1 хе(йЙ

В силу (79) оператор Л является самосопряженным операто­
ром, так что (Ay, v) = (у, Ли).

Из (80) следуют неравенства

Ci ( -  Л<\  у) <  ( -  А У, У ) < с 2( ~  Л (0|г/, у), у  е й ,  (87)
где

А ф)у = 2  Ух х , ( -  A <0V,  у )=  2  2  (1, (у% ) 2]0=1 о о a=l S=1 V '  Я/ !

В качестве регуляризатора выберем оператор
Г)

tf =  2 t f a> КаУ = - аУ*Х ’ « = 1 , 2 ( 8 8 )
а = 1  а а

где a  — числовой параметр, который будет выбран из сообра­
жений устойчивости.

Напишем сначала двухслойную экономичную схему. Исход­
ная схема имеет вид

(Е + %R) y t = A y  +  ф, 

где ф =  У +  О ( | h |2 +  г2).
Р

Зам еняя E + x R ^ E  + x ^ j R a  факторизованным оператором
а=1

Р  ~
П  (Е I- xRa) =  Е  +  xR,  R = R + xQp,
а=1

Q/>= 2  RaRfi +  • • •»
a<P
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получаем экономичную факторизованную схему
р 1

J [ ( E  + x R a) y t =  A y  + y,  %енсол, ,

у( х ,  t) = \i(x,  t), x< =yh, / е й т, \  ̂
у (х ,  0) = u0(x), x<=<bh. ]

Д л я  отыскания вектор-функции у !+1 = у  можно, например, 
воспользоваться таким алгоритмом:

(Е + x R l) w il) = A y  + y,
Г)

w ({) =  ТТ (E + x R d i i t  при х { =  0, 1и
Р = 2 1

(Е +  тR a) w,a) =  w ( « _ ! > ,  а =  2, 3, . .  . ,  р ,

Г)
w (a)=  П  (£Ч -т/?в)[х; при л:а =  0, /а, а =  2, 3, . . . , р -  1.

Р = а + 1

Схема (89) абсолютно устойчива при сг^ 0 ,5 с2 и сходится 
со скоростью О (т + 1 h  |2).

Второй порядок точности по т имеет трехслойная схема

Уо +  x2R y ft =  А у  +  Ф. (90)

Перепишем ее в виде

{Е +  2xR) y t = F,  где F =  2 (Ay  +  ф) -  (E -  2тR) yp

T>
и заменим оператор E +  2xR ~  E  +  2x 2  Ra факторизованным

a =l
оператором

ggQ  ГЛ. VII .  Э К О Н О М И Ч Н Ы Е  РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ [7

П  (E +  2xRa) = E +  2xR + 4x2QP.
a=l

Тогда получим факторизованную экономичную схему

f l ( E  + 2xRa) y t = F. (91)
a = l

Запишем ее в каноническом виде
(Е +  2 t2Qp) уо +  х2 (R  +  tQ p) у п = А у  +  ф, (92)

г/ =  [х при x< = yh,
у(х ,  0) = u0(x), y t (х, 0) =  й0(х ) при Х(=Щ,

где й0(х) = Luo + f ( x ,  0).
J (93)



Д л я  определения # =  г//+1 из (92) воспользуемся алгоритмом 

(Е + x R l) w sw = Fs, s =  l, 2, п, 
р

w s{l) =  П (Е +  хЯр) [х* при x t =  0,
Р —2

(Е +  т/?а)ау(5а) =  ш*а_ 1), s =  l, 2, п, а =  2, 3..........р,
Р

wfa)=  П  (Е +  xR„) [xf х а = 0, 1а, а =  2 , 3 ..........р - 1 .
Р = а + 1

Компоненты ay(sa) находятся независимо.
Исходная схема (90) устойчива, если положить 

or =  с2(1 +  е)/4, е =  const > 0 .
Операторы R a попарно перестановочны и положительны, по­

этому Qp >  0 и регуляризатор Я схемы (92), равный
о

R  =  R  +  tQ p  >  R. Отсюда следует, что схема (92) в Й абсо­
лютно устойчива.

Пусть у — решение задачи (92), (93), и — решение исходной 
задачи (83), (84). Подставляя в (92), (93) у  = г  +  и, получим 
для погрешности г  условия

(£  +  2x2Qp) Zo +  т2 (R +  xQp) z u =  A z  +  -ф,

2  =  0 при x<=yh, f e  й т, 2  (л;, 0) =  0 при х е  мд, (94) 
г, (л;, 0) =  v (л:) при л: е  coft,

где
1]) =  Аи  +  ф — и» — x2R u u — 2x2Qput =  i])0 — 2 x2Qput, (95)

ifo — погрешность аппроксимации исходной схемы (90), v =  
=  мо — ut =  0{%).

Так как В — Е -f 2x2Qp >  Е,  то для схемы (94) верны теоре­
мы 5 и 8 из гл. VI, § 2. Погрешность аппроксимации v второго 
начального условия оценивается в норме llvlb, где

II v | |  =  (Dv, v) =  x2 (Rv,  v) +  т3 (Qpv, v) =  О (x4),
II v ||D =  О (x2), так как v =  О (x).

Из (95) видно, что ip =  0 ( x 2 +  h \ 2). Требования гладкости, 
при которых =  0 ( х 2 + \ h \ 2) и ||v \D =  0 ( х 2), возрастают с ро­
стом числа измерений р. Эти требования можно ослабить, ис­
пользуя, например, при выводе априорных оценок для уравне-

р
ния (94) с правой частью =  x2Qpv =  х2 2  xs-2QJj,s)i>, v — ut,
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следующие неравенства:

2т (ф, z ?) =  2т3 (Qpv, 2 ?) =

=  2т3(Q^v,  2 ;) + 2 т 3 2 t s- 2( Q > ,  2 * ^

<  т j z f f  +  т51 f  +  2  t 5 (Q^Zo,  z?) +  2  т*+2 (<#>», v) <

x(Bzo ,  Zo) +  T5||Q®t> ||2 +  2  'cs+2(Q^)y,

Д ва  последних слагаемых в этом неравенстве есть величины 
0 ( т 5); они дают вклад в оценку погрешности г.

О 1
Таким образом, схема (92), (93) сходится в W 2 со скоро­

стью 0 ( т 2 +  |Л |2).
Перейдем теперь к системе уравнений гиперболического ти­

па. Требуется найти непрерывное в цилиндре QT решение си­
стемы уравнений

р

~  =  Lu + f ( x ,  t), ( x , t ) < = Q T, L = Y i L 4 , (96)
a, fi=I

удовлетворяющее дополнительным условиям

гг =  [х(*, t) при х е Г ,  t е  [О, Г],

и {х, 0) =  и0(х), ди °* =  и0 (х) при * e G .
(97)

р
Оператор i = 2  L as, определяется формулой (81).

а, В=| р
Система уравнений теории упругости

=  [хД« +  (Я +  [х) g rad  div u + f, Ам =  ^ ] — (98)
а=1 ° Ха

где X =  const >  0 и ц =  const >  0 — коэффициенты Ламэ, 
и =  (и1, . . . ,  и?) — вектор-функция размерности р , очевидно, яв­
ляется частным случаем системы (96) при п = р  и

ka$ — [хбарб^т +  (Я +  (l) 6 а$6|3т, 6// — | q

Условие (79) выполняется автоматически. Условие (80) так­
ж е выполнено при

c i =  Ш с% = X +  2|х.



Покажем, что =  [х:

2 ,  S & T  +  w  +  i*) 2  I X -~. =  ! г, So |  '  Qt S =  I

=  Н 2  ( la )2 +  (Я +  [X) [ S  | “) 2  (|ц)2.1-» о—1 ' \ , I / /Т Г-_ I '
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s, т  = 1 а, f )=I

а, s - 1  \ а = !

Нетрудно показать также, что с2 = Х +.2[х:

a, s= ! а, s=!

S  t o ) ’ + ^  s w  + s w
а**!
р

s —I

“  Iх 2  (^«)2 +  (^ +  Iх) ( | “)2 <  (*- +  21х) (^а)2.
а, 5=1 а=! а, s= !

В качестве регуляризатора R выберем тот же оператор 
что и ранее:

Я = 2 . Я а> R ay = - < y y ? x -а-!

Исходная схема
уи +  x2R y it = А у  +  Ф (99)

устойчива, если

а =  Сг , е =  const >  0.

Зам еняя Е +  x2R  =  £  -f- г2 2  Ra факторизованным операто-
G = I

Р

ром D =  П  (Е +  x2R a), получим экономичную факторизованную

схему
р

П  (Е +  x2R a) y ft =  A y  +  Ф при л:<= а А, i s  a t ,

г / = ц  при лге=уА, < е а „  
у(х ,  0) =  и0(х), tjt {х, 0) =  щ ( х )  при i s f f l j ,

ilg (х) =  й0 +  0,5г (Lu0 +  f  (х, 0)).
Г д е

(100)



Можно показать, что эта схема абсолютно устойчива и 
имеет второй порядок аппроксимации, =  О (х2 + 1 h  |2) и v =  О (х2). 
Отсюда следует ее сходимость со скоростью О (х2 + 1 h  |2).

Отыскание вектор-функции y l+l сводится к последователь­
ному от а к а +  1 решению методом прогонки трехточечных 
уравнений вида (Е +  x2R a) w =  Fa.

Воспользуемся, например, следующим алгоритмом

(Е + x2R l) w (l) = F, F =  Д  (Е +  х2Яа) у{ +  х ( А у  +  ф),

(E + T2R a) w (a) = w ia- l), а = 2, . . . ,  р, y 1+l =  у> +  ха>,р).

Д л я  функций гг»(а), а = 1 ,  р — 1 ставятся при л:а =  0, 1а
следующие краевые условия:

w (l) = {Е +  x2R 2) • • • (Е + х*2R р)[х,, Xi =  О, 1и

Р

® ( а ) =  П  ( £  +  Х2^ц)[Хг П ри  Ха =  0, 1а .
Р~а+1 р

Так как операторы £>а =  Е +  x2R a имеют диагональную ма­
трицу коэффициентов с диагональными клетками, то компо­
ненты вектора W(0), а = 1 ,  2, р  определяются независимо.

3 9 4  ГЛ. VII . Э К О Н О М И Ч Н Ы Е  РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ [1

§ 3. Метод суммарной аппроксимации

1. Составные схемы. Суммарная аппроксимация. Экономич­
ные методы, рассмотренные в § 1 и § 2, характеризуются тем, 
что исходное многомерное дифференциальное уравнение аппрок­
симируется факторизованной разностной схемой. Решение р аз­
ностной задачи для факторизованной схемы сводится к последо­
вательному решению разностных задач более простой струк­
туры. Так, в случае двух переменных применяются экономичные 
схемы вида

В хУ1+т = С ху1 + х ф[, |

B 2y i ^ = C 2y ^ l2 +  xФ/, j (1)

где Si и В 2 — экономичные операторы (обычно это — одномер­
ные операторы). Д ля продольно-поперечной схемы

В 1= Е  — 0,5хЛ[, В2 =  Е — 0,5тЛ2,

Cj =  Е  +  0 , 5 т Л 2, С2 = Е  +  0 ,5 t A j ,
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для схемы расщепления
В а = Е — о%Аа, Са = Е + {1 - о ) % А а, а = 1 ,  2.

Принципиальным является требование эквивалентности за ­
дачи (1) факторизованной схеме

B lB2y !+l = С у1 +  тф;. (2)

Эта эквивалентность имеет место не всегда, а лишь при согласо­
ванном задании правых частей и краевых значений для у^'<к 
Кроме того, иногда требуется попарная перестановочность В а, 
Са (см. § 2).  Устойчивость факторизованной схемы имеет место, 
если S[ и В2 перестановочны. Это выполняется только для об­
ластей специального типа.

Схемы, рассматриваемые в § 1 и § 2, применялись только 
для прямоугольных областей.

М ежду тем, очевидно, что схема расщепления и продольно­
поперечная схема могут быть формально написаны для непря­
моугольных областей сложной формы. Однако при этом возни­
кают трудности с определением аппроксимации, заданием крае­
вых условий и доказательством устойчивости. Чтобы преодолеть 
эти трудности (они, впрочем, как мы видели в § 2, имеются 
д аж е  в случае прямоугольной области), оказалось необходимым 
провести пересмотр понятия разностной схемы и, прежде всего, 
отказаться от сведения системы уравнений (1) к факторизован­
ной схеме (2) и от требования их эквивалентности. Это привело 
к новому понятию разностной схемы, к понятию аддитивной 
схемы (см. А. А. Самарский [4], [5], [7], [12], [19]).

Систему двух разностных уравнений (1), осуществляющих 
переход со слоя j к слою j +  1, будем называть составной схе­
мой. Д ля  составной схемы следует прежде всего дать определе­
ние аппроксимации, выяснить, в каком смысле она аппроксими­
рует исходное дифференциальное уравнение.

Пусть и — решение многомерного дифференциального урав­
нения. Вычислим погрешность аппроксимации i]?i и -фг на реше­
нии и для каждой из схем (1) соответственно. Назовем погреш­
ностью аппроксимации составной схемы (1) сумму -ф =  i]?i +  "фг- 
Требование аппроксимации для составной схемы (1) означает, 
что ||tJ)|| —*• 0 при А—>• 0, т - * 0 ,  где || • II — некоторая норма. При 
этом может оказаться, что tyi =  0 ( 1 ) ,  -ф2 =  0 ( 1 ) .

Составные схемы, погрешность аппроксимации для которых 
понимается как сумма погрешностей аппроксимации для про­
межуточных схем, будем называть аддитивными схемами.

Д адим  общее определение аддитивной схемы (А. А. С ам ар­
ский [19], И. В. Фрязинов [4]).

В гл. V было введено понятие n -слойной разностной схемы 
как разностного (по переменному t) уравнения (п — 1)-го



порядка с операторными коэффициентами:

Е С р р / Ж ' ж - Р * ) - ^ / ) ,  (я -  1)т < / / < / , ) >0=о
где Cg — линейные операторы, заданные на линейном нормиро­
ванном пространстве Ни. Д ля  определения решения надо задать 
п — 1 начальных векторов г/ (0) = уо, у (г) — у\, . . . ,  у ( ( п  — 2)г) =
=  Уп— 2-

Назовем п-слойной составной схемой с периодом m  (поряд­
ка пг) систему разностных уравнений с операторными коэффи­
циентами

m  п  — 2

2  Сад(г'у) (̂г'/ + ртт) = 2  Da&{ t j ) y ( t i - ^ )  + fa(tj), (*)
0=1 0 = 0

где а = 1 ,  2, . .  . ,  m, ( п — 1) т <  ^  с заданными началь­
ными значениями y ( k t ) ,  £ =  0 , 1 ,  п — 2 (число слоев опре­
деляется числом начальных условий), причем tj принимает зна­
чения, равные

tj — (п — 1) т +  kmx,  k — Q, 1, 2, . . .
Чтобы найти y( t j  +  пгт) =  у,+т по известным г/3-_р, (3 =  А,  1, . . .  

. . . ,  п — 2, где tj = (т + п — 1)г, надо решить систему уравне­
ний с операторной матрицей С = (Са р) размером т  X т .

При т  =  1 составная схема (*) переходит в написанную 
выше обычную n-слойную схему. При п =  2 получаем дв ухслой­
ную составную схему с периодом m :

m
2  CGf) ( t j )  у  (*/ +  рг) =  D a0y{t j)  + f a (tj), l < a y(0) = y0.
0 = 1  M

Если для составной схемы (*) погрешность аппроксимации 
определяется как сумма погрешностей аппроксимации отдель­
ных уравнений, =  \f>i +  . . .  +  ipm, то составная схема (*) на­
зывается аддитивной схемой.

Двухслойная аддитивная схема может быть записана в ка ­
ноническом виде:
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,,1+и/т _  /+ (а-1)/т

В У---------- 1----------- +  2 j A afiy l ^ m = ^ a, а  =  1, 2, . . ., т,  (3)
0 = 0

где В,  — некоторые линейные операторы.
Экономичные аддитивные схемы характеризуются тем, что 

для них операторная матрица перехода S =  (Sa p) является тре­
угольной, так что систему уравнений (3) можно записать в виде:

a —1

yi+ajm = 2 + Тф/, а = 1, 2, .... m. (4)
0=0
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Схема (1) соответствует частному случаю, когда т  =  2 и S  = 
=  (SeP) — диагональная матрица.

Пусть \f>a — погрешность аппроксимации на решении и исход­
ного уравнения для одного уравнения (3) номера а. Погреш­
ность аппроксимации для аддитивной схемы (3) определяется 
как сумма

t  =  t i  +  %  +  ••• +  i | v  (5)
Нетрудно убедиться в том, что все экономичные методы, запи­
санные в виде (3) и трактуемые как аддитивные схемы, обла­
дают суммарной аппроксимацией.

Мы рассмотрим лишь простейшие примеры аддитивных схем 
вида

B ayi+alP =  Caz/,'+(ct~1)/p +  тф£, a =  1, 2 p. (6)

2. Методы построения аддитивных схем. Пусть дано много­
мерное уравнение

=  Lu + f (x ,  t), u{x,  0) = u0{x), (7)

где L — линейный дифференциальный оператор, действующий 
на и(х,  t) как функцию х  =  {х\, . . . , х р) — точки р-мерной обла­
сти G с границей Г, на которой заданы некоторые граничные 
условия.

Д ля  построения экономичных методов основную роль играет 
возможность представления оператора L в виде суммы опера­
торов более простой структуры,

L =  i  L a. (8)
a=l

Естественно возникают вопросы:
1) Как построить экономичную аддитивную схему для урав­

нения (7)?
2) Как оценить порядок точности этой схемы?
Попытаемся ответить сначала на первый вопрос (А. А. С а­

марский [16]).
Укажем общий подход, позволяющий получать схемы, обла­

дающие суммарной аппроксимацией.
Уравнение (7) или

$>u = ~ - L u - f { x ,  0  =  0

перепишем в виде 
р

Е ^ ам =  0, 0>au = j - ^ j - - L au - f a (x , t ) ,
а~1



где fa (x, t), а = 1 ,  2, р, — произвольные функции (из того же 
класса гладкости, что и f ( x ,  t)),  удовлетворяющие условию

± L  = f.а=1
Введем на отрезке 0 t <  t0 сетку

=  { * i  =  f r .  j  =  0.  1. • • • ,  /о)

с шагом х. Каждый полуинтервал (th  / /+1] разобьем на р  частей, 
введя точки

t l+aip = tj + a x / p ,  <х= 1, 2, . . р -  1.

Обозначим Аа полуинтервал *f/+(a_i)/p <  t < ^ + a / P и будем последо­
вательно, начиная с а = 1 ,  решать уравнения

&>aV(a) =  0 ,  X ( = G ,  t ( = k a ,  a = l ,  2 , . . . , p ,  (9)

полагая

O(i) («» °) = “o(4 «о ) {x, tt) = vw {x, t,), /=1,2,..., I
0(a) { x ,  / / + ( a - i ) / p )  =  ^ ( a - ! )  ( X ,  t j  + (a~ l)/p),  a =  2, 3 ,  . . . ,  p ,  | (10)

/ =  0, 1 , . . .  J

Каждое из уравнений (9) номера а  заменим разностной схе­
мой

^аУ(а) ( 1 = 1 , 2 , . . ., р  (11)

(аппроксимируя и La « соответствующими разностными вы­
ражениями). В простейшем случае (11) есть двухслойная схе­
ма, связывающая значения у {а) =  у]+а/р и yia- 1( =  г/Ж“-0/р.

Схема (11) аппроксимирует уравнение (9) номера а  в обыч­
ном смысле, так что, например,

’Г„ - П . « 4 " " - ( ^ » ) Г ”" ’ (12)

стремится к нулю (в некоторой норме) при стремлении к нулю 
шагов х и ha сетки со hi- Здесь Uh — «проекция» и на сетку; для 
упрощения записи индекс h в дальнейшем опускаем.

Система разностных уравнений (11) является аддитивной 
схемой для задачи (7). В самом деле, пусть \f>a — погрешность 
аппроксимации на решении уравнения &и = 0 для одной схемы 
(11) номера а. Величина определяется как невязка

Фа =  П а«/+а/р.
П редставляя г|)а в виде суммы

> ^  =  (^a«)/+a/P +  ^ a
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и учитывая, что ( ^ ам)/+а/р =  (£Раи)1+'1г +  О (г), получим

4>а =  +  Ф а »  Ф а  =  i f aU),+4\
а ||ф’ [|-*-0 при г - > 0  и | Л | —► 0, где || • II — некоторая норма в
пространстве сеточных функций, заданных на со*. Отсюда сле­
дует, что

Р о р

Х ф а =  0 ,  ф = 2 ф „  И  | | ф | | - > 0 при х - > 0 ,  | Л  I —> О ,  (13)
а=1 а=1

т. е. аддитивная схема (11) обладает суммарной аппроксима­
цией, если каждая из схем (11) номера а  аппроксимирует в 
обычном смысле соответствующее уравнение (9).

Этот факт объясняется тем, что система дифференциальных
уравнений (9) аппроксимирует многомерное уравнение (7), (8)
или 9>и =  0 в суммарном (интегральном) смысле.

В самом деле, погрешность аппроксимации для уравнения
!Pavia) =  0 номера а  на решении и =  и(х,  t) уравнения $Ри =  О
есть невязка фа (0  =  ^ а м(0> >'Де t е  Л<г

Так как ^ ам =  ( ^ ам),+'/г +  О (г) при t <= [*,, f /+ |], то фа =  фа +  ф;, 

где фа =  ( ^ ам)/+1/2, ф * = 0 ( г ) .  Отсюда следует, что

2  Фа =  0, ф =  2  Фа =  S  ф* =  о  (г),
а=! а=! а=1

т. е. аддитивная система дифференциальных уравнений (9) ап­
проксимирует уравнение Л  =  0 с первым порядком по х.

Суммарная погрешность аппроксимации для системы диффе­
ренциальных уравнений (9), (10) может быть определена также 
следующим образом:

р

ф=2 т' J ^adt‘
0 = 1  < / + ( 0 - 1 )  /р

Нетрудно заметить, что при таком определении ф в приве­
денных выше рассуждениях изменится лишь последняя фор­
мула:

р Ч+а/р

ф =  2 т  J  ty'a dt  = 0{%).
a = l  </+(a-l)/p

Из устойчивости системы (9) и суммарной аппроксимации 
следует сходимость решения задачи (9), (10) к u ( x , t ) .

2) § 3. МЕТОД СУММАРНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 399
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Важно подчеркнуть, что суммарная аппроксимация для (9) 
и ( И )  на достаточно гладких решениях задачи (7), (8) гаран­
тируется выполнением двух условий:

1) оператор L  есть сумма L =  L\ +  . . .  +  L p,
2) правая часть f  есть сумма f  = f  ] + . . .  + f p.
Эти условия, очевидно, можно ослабить, потребовав, чтобы

i « - 2 U a« - 0 ( T ) ,  / - 2 / „  =  о ( т ) .
a = l  a = l

Условие (8) используется при построении экономичных мето­
дов всеми авторами.

Вопрос о близости решений задач (9), (10) и (7), (8) изу­
чался Н. Н. Яненко [5]. Рассматривалась задача Коши в полу­
пространстве |* |  <  оо , / > 0  для системы уравнений

^ A  =  l {x , t, D )u  + f (x ,  t),

где u ( x , t ) ,  f ( x , t )  — векторные функции векторного аргумента, 
L ( x , t , D )  — линейный дифференциальный оператор, коэффи­
циенты которого зависят от х, t.

Предполагалось, что оператор L представим в виде (8). З а ­
дача Коши заменялась составной задачей Коши (9), (10) в пред­
положении, что fa = f/p. Используя свойство суммарной аппрок­
симации (вытекающее из условия (8)) ,  которое интерпретиро­
валось как некоторое свойство слабой аппроксимации коэффи­
циентов дифференциального уравнения, Н. Н. Яненко [5] дока­
зал, что

II V (х, t ) - u ( x ,  t)\\ = 0  (т)

(при условии достаточной гладкости u ( x , t ) ) .
Мы показали здесь один из простых способов получения ад ­

дитивных схем. Его удобство в том, что сначала многомерная 
задача заменяется цепочкой более простых задач для диффе­
ренциальных уравнений; при этом легко выясняется характер 
краевых условий для v{a), вид правой части / я и т. д. Если L a  

содержит лишь производные по переменному х а, то такой опе­
ратор L a называют одномерным, а соответствующие уравнения 
^ a v(a) =  0 — одномерными уравнениями. В этом случае говорят, 
что решение многомерной задачи (7) сводится к решению по­
следовательности одномерных задач (9).

Прежде чем переходить к изучению сходимости и точности 
аддитивных схем, остановимся на вопросе о близости решений 
задач (7) и (9).

3. Аппроксимация «многомерной» задачи Коши системой 
«одномерных» задач Коши. Обратимся к задаче (7). Пусть 
на Г заданы однородные граничные условия. Будем рассматри­
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вать функцию u ( x , t )  как функцию х  в качестве элемента неко­
торого линейного нормированного пространства Я 0. Тогда L бу­
дет линейным оператором в этом пространстве, a u = u( t )  — 
абстрактной функцией t со значениями в H0( u ( t ) e  Н0 для всех 
/ е  [0, ^о])- Вместо частной производной в (7) можно писать 
обыкновенную производную по t.

В результате мы приходим к абстрактной задаче Коши:

4 p  +  s t u  = f(t),  0 «(0) =  «0е Я 0, (14)

где si* — линейный оператор в банаховом пространстве Н0. О б­
ласть определения £D(s£)czHo  оператора s4- является всюду 
плотной в Н 0 и состоит из функций, удовлетворяющих однород­
ным граничным условиям на Г. Область значений опе­
ратора si* принадлежит Я 0.

Пусть М  представлен в виде суммы

(15)
a-1

линейных операторов s4-a, пересечение областей определения ко­
торых есть Ф  (s&).

В этом случае решение задачи Коши (14) можно свести 
к последовательному решению задач Коши того же типа, но 
с операторами s4-a вместо $&.

Остановимся на двух способах такого сведения.
Пусть на отрезке 0-*CtK. t0 введена сетка

©т =  {0  =  /т> / =  0 > ! . • • • >  /о)

с шагом т. По аналогии с п. 2, представим f в виде суммы
Р

f  =  2  fa и перепишем (14) в виде
a =J

a-1

На отрезке [th tj+]] введем промежуточные значения t(a) = 
=  tj+aip, а  =  1, 2, . . . ,  р — \л и рассмотрим систему задач Коши

~  ^  Ь S&aP (a) =  /а, а  1> р ,  ^/+(а— l)/p ^  t  ^  ^/+а/р (16)

с начальными условиями

0(1) (0) =  «О. о ( | ) (^) =  и(р)(^), / = 1 , 2 , . . . ,  1
У(о)(^/+(а-0,'р) =  И(а-1) (^/+(a-i)/p), / =  0, 1, а  =  2 , 3, . . ., р, (

(17)
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полагая v(tj ) = v p (tj).  Будем называть решением этой задачи 
при t =  t j + 1 функцию v ( t j+ 1 ) =  v p (tj+1 ).

Эта конструкция (совпадающая с конструкцией из п. 2) 
была использована (см. А. А. Самарский [4]—[16], [19]) при по­
строении экономичных аддитивных схем для многих многомер­
ных задач математической физики и, в частности, для парабо­
лического уравнения (см. п. 5). Исследование связи задач (14) 
и (16), (17) показало, что решение задачи (16), (17) v( tj )  = 
=  v(P)(tj) сходится при т —>0 к решению задачи (14), причем
v (tj) = u ( t j ) +  О (т), точнее | | у ( ^ ) — и( ^)  | | - ^  Мт, где М = 
=  const >  0 не зависит от т, I! • II — норма в Н0 (см. Н. Н. Янен- 
ко [5], Н. Н. Яненко, Г. В. Демидов [1]).

Если оператор s4- = s4-(t) зависит от t (является перемен­
ным),  то более точным оказывается второй способ аппрокси­
мации задачи (14) системой задач Коши (А. А. Самарский [15]).

На всем промежутке tj t tj+ 1 последовательно решаются 
р  задач Коши

dvw
dt

dv,„,

dt

dv,

-s4-i (t) fl(1) (/) — fi (t),

■&a( t )V w(t )  = fa(t), * / < * < * /  +1.

(El.

(18)

(19)

dt

с начальными данными

0(D (0) =  «о, 0 (1  )(t;) = v (p)(tj), / = 1 , 2 ..........
O(a)(0) =  y (a-l)(0+l). a  =  2, 3, . . . ,  p, / =  0, 1, 2, . . .

Решением задачи (18) при t — tj+\ является, по определению, 
элемент

v U/+i) =  V(P) ( /̂+i)> j = 0, 1, 2, . .
При t =  0 полагаем

O(i) (0) =  и(0) =  и0. (20)

Пусть известно v( t j ) .  Из первого уравнения при v(\){tj) =
— v( tj )  определяем u(i)(^-+i), которое затем используем в каче­
стве начального значения при t = tj для v(2){t), решаем второе 
уравнение (при а  =  2) и т. д. После решения всех р задач най­
дем v(p)(tj+i) = v (tj+\ ) . Это и есть решение системы уравнений 
(18) — (20) при t =  tj+1.

Если J&a не зависят от / и /  =  0, то обе задачи (16), (17) и 
(18)— (20) эквивалентны.



П окаж ем , что задача (18), (19) аппроксимирует задачу (14) 
в суммарном смысле. Пусть u ( t ) — решение задачи Коши (14), 
v (a)(/), а =  1, 2, р — решение задачи (18), (19). Рассмотрим 
их разность

z<a)(0 =  »<a)(0-«(*/+i) при а =  2, 3, t <=[th tl+l],
Z(i)(0 =  f ( i ) ( 0 - « ( 0  при t<=[th tl+l].

Подставляя v (a) (t) =  z ia) (t) +  u<+', u>+l = u ( t I+l), a  =  2, . . . ,  p 
и y (1) (/) =  г, (/) +  и (t) в (18), (19), получаем

dz
- j f L +  ^ a ( t ) v (a)(t)==%(t),  l < a  < /> ,

2 (i)  (* /)  =  Z (P) (* ; ) .  i =  l - 2 ............. Zi  ( 0 )  =  0 ,

^(a) (^/) Z(a— 1) (t/ + l)i I — 0> 1, • • •, И 2, 3, . . ., p,
z { t i+i) = z ip) ( t j+l),

ГДе
Фа O') =  -  (0  « / + 1 +  fa (0 ,  «  =  2 > 3 . • • • » P-

Ф , ( 0 = - ^ 1 ( 0 и ( 0 - - 5 Г  +  / 1(0, t<=\th t i+l].

Отсюда видно, что
p

яр =  4»1 ( 0  +  . . .  +  фр (0  =  f  (t) -  ~ - -  S&x (t) U (/) -  2  ^ a  (0  « /+ l .
a = 2

Учитывая, что «■’+' =  ы(/) +  О(т) для любого а  =  2, р, 
t е  получаем

Ф« =  Ф« +  Фа> Фа =  0  М ,

Фа =  / а ( 0 - ^ а ( 0 м ( 0 - 6 а, , ^ - ,

где ба , 1 — символ Кроиекера. Таким образом,
р р р

2 ^ a  =  S / a ( 0 - 2 ^ a ( 0 « ( 0 - - g -  =  0
a = I  a = l  a=>l

и, следовательно,

Ф =  2  Ф„ =  0
а=1

т. е. система дифференциальных уравнений (18), (19) аппрок­
симирует задачу Коши (14) в суммарном смысле с первым
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порядком ^при этом требуется существование и ограниченность

(в некоторой норме) s4a {t) -^Уг) •
Представляет интерес сравнение решения v( t j )  задачи 

(18) — (20) с решением u{tj)  исходной задачи.
Приведем без доказательства некоторые результаты.
А. Пусть f  =  0 и все / а =  0.
Если постоянные операторы s4-a попарно перестановочны, 

.s^a^p =  a , Э =  1, 2, . . ., р, то при любых т имеет место
равенство

v (t j) = и (t j) для всех /  =  0, 1, . . /о, (21)

где v -  решение задачи (18) —(20), а и — решение задачи (14).
Если же s4a = s4a (t) зависят от /, то (21) имеет место при 

перестановочности операторов s4-a (t ) и а Ф  р, взятых
в разные моменты времени, / '  Ф  t",  так что

(П  ^ р  ( П  =  ^ р  ( П  ( П  a, Р =  1, 2 , р,

для любых t"  е  [0, /„].
Приведем несколько примеров.
П р и м е р  1. Рассмотрим задачу Коши

■^j--{-au(t) = 0, 0, u (0) = Uq,

где a > 0  —число. Очевидно, что u(t)  =  u0e~ai.
Представим а в виде суммы а = а 1+а<> и напишем задачу 

18)-(20)

- ^ р -  +  а 1У(1) (0 =  0, У(1) (0) =  м0, 0 < / < Г ,

- % -  + 0 2 0 (2» (0 =  0, v i2)(0) = v (l)( n ,  0

где / * > 0  —любое число. Реш ая эти уравнения, находим 
V(\) (t) =  Ще~а'К v (2) (t) =  y (I) (/*) е~ы  = ийе~ы ~аи\  Отсюда видно, 
что

v2 (Г) =  и (Г).

П р и м е р  2 (В. Я.  Г о л ь д и н ,  Г. В. Д а н и л о в а ,
Н. Н. К а л и т  к и н  [1]). Рассмотрим задачу Коши для уравне­
ния переноса

^ -  +  L iu + L 2u = 0,  L au = - j^ ,  a = l ,  2,

— оо <  х а <  о о , / ^  0, и (х, 0) =  ц (х).
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Решение этой задачи есть бегущая волна 
и(х,  t) = [i(x1 - t ,  х2 — t),

если |д,(х) дваж ды  дифференцируемая функция. 
Так как операторы L t и L, перестановочны, то

и (х , f )  = v,2) (х, Г), 

где v (2)(x, i*) — решение системы уравнений

В самом деле, решение первого из этих уравнений имеет вид

т. е. v (2) (х, f )  = и{х,  Г).
П р и м е р  3. Рассмотрим задачу Коши для уравнения тепло­

проводности

где G ( x u х 2; h ,  | 2> 0  — функция источника, равная

Напишем систему уравнений, соответствующую (18) —(20). Не­
трудно заметить, что

у <1>(*> t) = n ( x , - t ,  х2). 

Из второго уравнения находим
У ( 2 ) (х, t) = ll (х, -  Г, х2 - 1),

— оо <  х„ <  оо, t ^ O ,  и (х, 0) =  и0 (х). 

Ее решение дается формулой

— оо —оо

0 =  J (М * , ,  h ,  t ) u 0( lu x2) d l x, (22)

V(2){x, t) — J  G2(x2, \ 2, t) V(i){xi, ^2> t)d£,2. (23)



Подставляя f )  из (22) в (23), получим
-f оо Г +оо

U (2){Х,  0 =  J G2(A'2, 2̂> О  J Gi ( * i ,  |i, 0 Mo ( i l >  >̂2)

— ОО  ОО
=  гг (.v, f )
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^ 2  =

при любом Г > 0 .
Б. Пусть операторы s4-a (t) и s£${t)  неперестановочны. Тогда 

справедлива оценка
II v( t/ )  — u(t j)  | |=  О (т), / = 1 , 2 , . . .  (24)

при дополнительном условии «гладкости»

II I K  М, а, р =  1, 2, . . . ,  р.

Возникает вопрос, нельзя ли повысить точность по т без су­
щественного усложнения составной задачи Коши?

Составную задачу Коши (18) схематически запишем сле­
дующим образом

Рассмотрим симметризованную составную задачу Коши, 
представляющую собой цепочку 2р задач Коши

0 , 5 ^ ! - > 0 , 5 ^ 2 -*■ -*-0 ,5s^p^>0,5s^p->0,5s^p- l -> . . .  - > 0 , 5 ^ ,

что соответствует представлению оператора зФ в виде суммы

^  v  л  л  /  ° ’5^ а приS& =  2j st-a, где s£a =  i ^ ^  n
a = l  I  0 , 5 ^ 2p - a  + i п р и  P < a . < 2 p .

Эта задача имеет второй порядок точности по т:

|| V1 — и11| =  О (т2)

при некотором дополнительном требовании гладкости началь­
ного вектора иа вида | 1| М,  a, р =  1, 2, . . . ,  р и усло­
виях гладкости s£a {t) по t.

Идея симметризации была развита И. В. Фрязиновым [4]— 
[6], который построил и исследовал ряд аддитивных схем повы­
шенного порядка точности для уравнений параболического типа 
в ступенчатых областях, составленных из р-мерных параллеле­
пипедов. При этом оказалось, что для выполнения требования 
суммарной аппроксимации 0 ( т2) требуется вводить поправки 
к естественным краевым значениям.

Итак, решение задачи (14) сводится к решению последова­
тельности более простых задач (18) — (20). Д ля  их решения
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можно использовать как аналитические, так и приближенные 
методы, в частности, метод конечных разностей.

В случае, когда зФа попарно перестановочны, точность при­
ближенного метода решения задачи (14) целиком зависит от 
того, с какой точностью мы решаем каждую из промежуточных 
задач (18) номера а. Следует подчеркнуть, что проведенное выше 
изложение справедливо для случая однородных краевых усло­
вий. Если краевые условия неоднородны, то точность составной 
задачи Коши (18) — (20) существенно зависит от способа з а д а ­
ния краевых условий для V(a ) . Это же замечание относится и к 
разностным аналогам задачи (18)— (20).

Разностная аппроксимация каждой из задач (18), например, 
простейшей двухслойной схемой с весами приводит к аддитив­
ной разностной схеме. Она является экономичной, если эконо­
мична каж дая из промежуточных схем номера а. Таким спосо­
бом можно, в частности, получить схему, формально совпадаю­
щую при f a =  0 со схемой расщепления Н. Н. Яненко [1] (схема 
(34) из § 2), но трактуемую как аддитивная схема. При этом 
не возникает никаких трудностей ни с постановкой краевых 
условий для у}+а>Р, ни с заданием правых частей

Фа =  ф; + а/р.

Если ^ „  — одномерные дифференциальные операторы, то 
соответствующую аддитивную схему мы называем локально-од­
номерной схемой. Локально-одномерная схема для уравнения 
теплопроводности исследуется ниже.

4. Методы оценки сходимости аддитивной схемы. Напомним 
второй вопрос, который был поставлен в п. 2.

Как доказать сходимость аддитивной схемы?
Мы неоднократно убеждались в том, что из аппроксимации 

и устойчивости схемы следует ее сходимость.
Д ля  аддитивных схем устойчивость по правой части должна 

быть такой, чтобы из условия суммарной аппроксимации 
р

2  Фа " ^ 0  следовало стремление к нулю решения разностной
а=1

задачи (с нулевым начальным условием). Такие априорные 
оценки, ориентированные на использование свойства суммарной 
аппроксимации, имеют место для аддитивных схем в случае си­
стем параболических и гиперболических уравнений.

Рассмотрим аддитивную схему общего вида в гильбертовом 
пространстве H h\

/+а/р _  /+(а-1)/р ^  ]
В - ---------1-----------+  5 ]Л а р г /+Р/р =  <  I (25)

« = 1 , 2 ..........р, / =  0, 1, . . z° =  0. j



Т е о р е м а  1. Если В =  В'  — положительно определенный  
постоянный оператор и матрица-оператор А =  (Лор) ^  0 неотри­
цательна, т. е. для  любых векторов 1а, е  И

2  (Ла^ а , у > 0 ,  (26)
а, 3=1

то для решения задачи  (25) справедлива априорная оценка

2 ф а | |  + p V T̂ / 2  I! фа II „ - l l -  (27)
а=1 Ив _ 1  а- I  в  )
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I z 1 !|я <  шах V  e t j  
0<fc< j 1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Перепишем уравнение (25) в виде

B z f +  2  Aa„z„ =  г|>„, a =  1, 2 ..........р,
u 1

z a  =  z l  + a /p ,  2fa  =  (Z a _ 2 a _ 1) /T( z p  =  z l +  \ f Z q =  Z I.

Умножим обе части уравнения (25) скалярно на z a и просум­
мируем по а. Учитывая, что

(Bzta, z a) =  0,5 (B za, z a) ^  +  0,5т (flzfa, z f J ,

получаем энергетическое тождество

p p l p

( Bz1*1, +  2 ( B z v  г ?а) +  2т 2 ( ^ 2  A af a ,  z aj =

=  2t  2  (Фа. 2a) +  (B z1, z 1). (28)
a=l 

v
Преобразуем сумму /  =  2т 2  (Фа. z a)- Д ля  этого предста-

а -1

вим z a в виде
а

z a =  z 1 +  2 T2 f .
В-1 Р

Тогда

/ =  2т (  2  Фа. г 7') +  2т2 2  (ф а ,  2  Z f  )  . 
\а=( /  a- iV р- l  3/
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Воспользуемся обобщенным неравенством Коши — Буняковского 
и е-неравенством

Р а

!  < 2 т  ( 5 ]  Фа. z 1 +  е т 2 а|| ф а | ||- i  +  ^  J ]  S  И р Е  ^
' а=1 а - I  0 = 1

Е ф «  + ^ | | * ; | £ + ^ - 2 к Г в  +
1

Р

+  ет2р 2  На11®_,.

а =  1

Положим е =  р:

/ <  е0т|| г ’ ||в +I II2 -L  J L
8о S  Ф а  + *2 S  II г ?а Ив + Р2%2 S  II Ф а  I

а=I B-i  «“ 1

Подставим эту оценку в правую часть тождества (28) и уч­
тем (26):

2

г /+ 1 |Гв < ( 1 + е 0т ) | | г / | + -8о
a = I  B _ i  a = l

где фа =  ф/+а/р. В силу замечания к лемме 5 из § 1 гл. VI 
имеем

2/ Р

I I z /+1 ||в
80 ^ 2 ф «

k = 0 а =  I

! Р

-1  k=0 а=1
“ Ив-1

Из условия минимума первого слагаемого выбираем е0= 1  Jtj. 
В результате получаем оценку

1 р

II Z t + ' f B < e ч ' \ л ’х ^ Ф а

k = 0 а = 1

+ А  2  * 5 ]  I
-1 к = 0 а = 1

или

2/+1 Ив <  V e  U max У  фа + р  V i t j  max У | | ф Ц
П <r-fc I Л и << ,•0<Л</

1а=1 ||д 1
0<А</ а =1



Отсюда видно, что из суммарной аппроксимации в Н в - 1 сле­
дует сходимость в Н в , т. е. из условий

2  Фа =  II Ф llf i- l - *  0, II Фа Ид-1  =  О  0 )>  т —> 0 ,  | А | —> 0 ,
а - 1  ||в - 1

следует, что | |z ; ||B- > 0  для  всех / =  1, 2, . . .
Отметим, что оценка (27) получена при весьма слабых огра­

ничениях: оператор В положительно определен и самосопряжен, 
матрица-оператор А =  (Ла ц)— неотрицательна.

Если схема (25) рассматривается в банаховом пространстве 
Ни, то применяется другой метод построения априорных оценок. 

Пусть схема (25) устойчива, так что
р

|[z '|l(1)< A f  m ax S l N ’a lL ,  (29)
0<*</a=l  {l

где || • ||(1) и || • 11(2) — некоторые нормы на H h.
Предположим, что фа можно представить в виде суммы

р

Фа =  Фа +  Фа, ТЭК ЧТО 2  Фа =  0- (30)
а = 1

Положим z l+a/p =  x]i+a,p +  у/+“/р, где т];Ча/р определяется из 
условий

/ + а /р _  / + (а-1)/р о
В —----- ;------=Ф^, а =  1, 2 .......... р, л° =  0 .

Отсюда следует:
a

Br[i+alp = Bx\i +  т 2  ф|4, В т], + 1 =  Вт/ = . . .  = Вг\ =  0,
3=1

Т. е. т/ — 0, z 1 =  V1 для всех / =  1, 2, . . .,

V +e/p= = T 2 f i ~ 4 J “ - T  2  В ~ % а = 1 ,  2 ..........р ~  1.
3=1 3 = а + 1

Д л я  v ' +a/p, очевидно, получим уравнение (25) с правой частью
* Р Р О

Фа =  фаУ +  Т S  ^ая 2  В ~‘фз'
3=1  1 3 '= Р  + 1

и начальным условием и° =  0. Из (29) следует

ll(i) =  II v< ll(i)

4 1 0  ГЛ. VII . Э К О Н О М И Ч Н Ы Е  Р А ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ (4

z ' I L H I u' I L ŝ M  max S  II “Фа К(2) .
0 < / ' <  / а =1

Условие суммарной аппроксимации означает, что 1) ф„ можно 
представить в виде (30), 2) || ф£ ||(2)-> 0 при т - * 0 ,  | / г | -» 0 .  Второе



требование будет выполнено, если||фа|(2) ->  0 и || =  О (1)
при т —*• 0, |/г| —►О. 1

Проиллюстрируем второй метод исследования сходимости 
аддитивной схемы (мы будем им пользоваться в п.п. 7, 8) на 
простом примере.

П р и м е р  1. Пусть дана задача Коши

^  +  (а[ +  а2) и =  f (if), 0 <  t <  t0, и (0) =  и0, (31)

г д е а 1 > 0 , а2>  0 — числа.
Напишем простейшую аддитивную схему, соответствующую 

задаче (31). Д ля  этого заменим (31) системой уравнений

dvn\
+ a lv{i )= f i ( t ) ,  O(i) (t /) — v (tj),
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dt
dv,

( 2 )

(32)

dt + « 20(2) = f2 (0, h  + 0(2) (tj) =  0(1) (*/ + 1), 

f\ +  /2 — f•
Аддитивная схема имеет вид

т ~  +  a i^ ( l t ' =  ^ 1 У(П =

- (- ~ 7 У(-  +  « 2 4 ) 1 =  ^2 ( ^ /+ ' /2) ’ у(2) =  •

Подставляя сюда у(1) = у 1, У(2)= У '^ 1 = У{+>1‘> получим

-#/~Ь !/а — /// .
£-  +  а 1у'+‘/г = f i (* ;+ v2),

.,/+1_,л+7з
J ----- -------- +  a2y l+i =  /о(tj+'h), У° = и0.

Найдем погрешность аппроксимации для каждой из схем. 
Представим y l+sl2 = ul+s/2 +  z /+s/z, s =  0, 1, 2, тогда для z ,+s/2 
получим условия

—  2̂  * , j/_ *
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где фа — погрешность аппроксимации (на решении и) уравне­
нием номера а  исходного уравнения (31):

,1 t l + Чг U, + 'h -  U1 / + '/» ?/ , ,*/m  = f { --------------------- а хи1+ =  ф( +  ф / ,

,1 ri+'A Ul+i - u l +'h /+ i ° i  , , */
Ф2 =  П --------- — ----------- а 2и  =  4)2 +  -ф2 ,

ф! =  О (т), фг =  О (т).

4>i “  (f, — 0,5 — £1,и)‘ ' ,

« = ( ? , -  0,5 4

Здесь

dt

Отсюда видно, что

ф, +  ф2 =  0, ф, +  ф2 =  ф* +  Ь  =  О (т).

Положим z i+sl2 = x\i+s/2 +  v<+sl2, s =  0, 1, 2, где
„i+'U _ . , /  о ,  т./+1_ Г|/+1/2 О,

— — —Д- =  -ф{, ^ ^ ------=  ф1, /  =  0, 1, 2, . . . .  Г1° =  0,

так что т]̂  — 0 для всех / =  0, 1, 2, . . . .  а 

т]/+'/2 =  тф| =  — тф^- 

Д л я  v получаем условия

v' 1 ~~v'■ + a {v i+'12 =  ф{, ф' =  ф? +  ^ т ф . ,т

+ = М - Ь 1, « " - О .т
Так как а , > 0, а 2^ 0 ,  то

| у /+1/г | =  t-+ 'a [-  I V 1 +  тф( I <  I V 11 +  т  | ф11,

I v l+1\ =  т з —  I v i+'u +  | <  | о /+1/21 +  X1ф£|.1 1 1 +  а2т

| у ,+1| < | у , | +  'г ( |ф ( |  +  | ф 2 | ) ^ т 2 о(1ф ( 1 +  1фН ) -

Замечая, что z ?W ,  | $ |  =  0 (т ) ,  получаем \ г * \ = 0 ( х ) ,  т. е. 
аддитивная схема (32) имеет первый порядок точности при
любых fi и f2 = f  — f\-

Подчеркнем, что при изучении сходимости аддитивных схем
мы предполагаем (как и всюду в теории разностных схем)
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единственность, существование и достаточную гладкость реше­
ния исходной многомерной задачи.

Пусть, например, и — решение задачи Коши (14), у  = Ун — 
решение аддитивной схемы, где Н н — пространство се­
точных функций. Следуя § 1 гл. I и § 1 гл. V, мы должны оце­
нить разность z'h =  у[ — u'-h, где uh = £Phu, £Ph — линейный опера­
тор из Я  о в Hh (и е  Н 0, uh ^ H h), точнее, величину ||«/£ — ,

где || • ||(|  ̂ — некоторая норма на H h. Эта оценка производится 
непосредственно: пишется задача для z h, вычисляются погрешно-

о *
сти аппроксимации Фа =  Фа +  Фа и используется один из указан­
ных в этом пункте методов оценки z h.

Возможен другой способ оценки z h. Пусть v е  Н 0 — решение 
составной задачи Коши (18) (или (16)), =  Л о  е  Я/,. В силу
неравенства треугольника

IIz  i l l  — \\ui — « i l l  <| | у£  — will  +\\vt — и[\\II h\\Vh) II-h h h\ l h)

Оценка близости г/л и uh сводится к оценке близости yh и vh, v 
и и. При оценке || vh — uh требуется информация о гладко­
сти и, при оценке [| yh — v h It, \ о гладкости V. Таким обра-\ ю
зом, при этом способе оценки порядка точности аддитивной 
схемы надо сначала установить (либо предположить) гладкость 
нужного порядка функции V. Это требует дополнительного ис­
следования дифференциальных свойств решения составной з а ­
дачи Коши и является, вообще говоря, трудной задачей.

В случае А из п. 3, когда s4-a попарно перестановочны,
vi =  ui и поэтому

т. е. сходимость аддитивной схемы следует из устойчивости и 
аппроксимации для каждой из промежуточных схем.

В п. 3 было показано, что составная задача Коши также обла­
дает свойством суммарной аппроксимации. Поэтому при оценке 
|| v — и ||(1о) работают те же методы, что и при оценке || yh — uh ||  ̂ ^

5. Локально-одномерная схема для уравнения теплопровод­
ности в произвольной области. Пользуясь методом суммарной 
аппроксимации, нетрудно построить экономичные аддитивные 
схемы для параболических уравнений в области сложной фор­
мы. Мы проведем детальное исследование локально-одномерной 
схемы для уравнения теплопроводности в р-мерной области 
G =  G +  T сложной формы. Пусть х  = (х\, х2, . . . , х р) —  точка 
р-мерного евклидова пространства R p.
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Рассмотрим в цилиндре Qti =  G X [ 0 4 / 4 to] следующую 
задачу для уравнения теплопроводности

р
ди

~дГ

и

■ =  Lu  +  f  (х , t \  L  =  L a , (x , t) e= Qtt,
a = l

Ы |r  =  fX (лг, t), u(x ,  0) = u0(x).

(33)

Здесь Г — граница области G, L  — эллиптический оператор вто­
рого порядка. Для упрощения изложения считаем, что L =  А —

д2иоператор Лапласа, т. e . L au =  — ? , a = 1 , 2 ,  р. Предполо-
дха

жим, что задача (33) имеет единственное достаточно гладкое 
решение.

Относительно области G конструктивно используются два 
предположения: 1) пересечение области G любой прямой Са , 
параллельной оси координат О х а , может состоять лишь из ко­
нечного числа интервалов, 2) возможно построение в области U 
связной сетки описанной в гл. IV, § 1, с шагами ha, 
а  =  1, 2, р. Напомним обозначения:

to* а — множество приграничных по направлению О х а узлов; 
Yft,a — множество граничных по направлению О х а (по х а ) 

узлов;
р

(О ( J  о»* a -  множество всех приграничных узлов;

Yft — множество всех граничных узлов;

®й, а Д ° п о л н е н и е  d>l_a ДО «»А> e , ®A, e = ® h I e +  ®A1e;
0  *  °  «(Oft — дополнение юл до юл, юл =  wh +  сол; 

to”  a — множество приграничных узлов, нерегулярных по х а. 
Д ля  разностной аппроксимации оператора L a в узле х  вы­

бираем трехточечный шаблон, состоящийиз точек лг,
Разностный оператор Л а ~  L a имеет вид:

а) В регулярных узлах

Л«г/ =  У х а Х а  =  4 "  ( у { + ' а )  - 2 У  +  У { ~ ' а ) )  ■
11 а

б) В нерегулярных узлах

+ — и  и — г/ \ / - 1  ^
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где й а  =  0 , 5 ( й а  +  й а ) ,  h a —  расстояние от нерегулярного узла *  

до граничного узла или Если ^ е ш ^ и  ^ -1<,^ Y a , а»
* (+ ‘ а ) е у Л, а .  ТО

A u - u - t  -  1 ( У(+1а)~У У~У(~1а)У — У х*  -
Йа V Ла+ Ла_

где ha+ — расстояние между * и h a — расстояние между *
И h a ±  ^  Ла-

В регулярных узлах Л а имеет второй порядок аппроксима­
ции Л аы — L au  =  О (Ла), в нерегулярных узлах — первый порядок: 
Agll 1~<оЦ О (h a)•

Перейдем к написанию локально-одномерной схемы. При­
ведем сначала наводящие соображения, в основном повторяю­
щие рассуждения п. 3. На отрезке введем сетку

©t = {ti = fr,  / =  0, 1, . . /о)

с шагом x = to/j0. Пусть /„ — произвольные функции, такие, что

2  fa =  f.
а =  1

В слое (tj, ij+j) вместо (33) будем решать последовательно 
уравнения

^ f -  =  LaV (a) +  f a ( x ,  t), а =  1, 2, . . . ,  р, X t = G ,  + (34)

с начальными условиями

V i ( x ,  Q) =  u0 (x),  v w (x,  t j )  =  v {p)(x,  t j) ,  / = 1 , 2 , . . . ,  

v(a)(x, t i )  =  V(o.-\)(x, t j+l), /  =  0,  1...........a  =  2, 3, . . . ,  p,

полагая
V ( X ,  t j  + i) =  V(p) (x,  t j + l).

Краевые условия для v(a), очевидно, достаточно задавать не 
на всей границе Г, а на ее части Га , состоящей из точек пере­
сечения Г со всевозможными прямыми Са, параллельными Оха 
и проходящими через любую внутреннюю точку и е С  (см. 
гл. IV , § 1). Узлы х щ у н_а лежат на Га .

Если, например, G =  {0 ха 1а) — параллелепипед, то Га 
состоит из граней х а =  0 и х а =  1а. Пусть Ла — пересечение Са 
с U. По предположению 1) относительно области G множе­
ство Да состоит из конечного числа отрезков, параллельных Оха, 
с концами на Гя .
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(35)

(36)

Заменим каждое из одномерных уравнений теплопроводно­
сти (34) двухслойной чисто неявной схемой

и!*1- » 1
—^ =  А ///+1 -+- т/+1 у f=z ауТ 1ХаУ{а) а > * t= шл ,

а  =  1, 2, . . ., р, / =  О, 1........../0-  1,

с начальными данными

у°{1)=  “oW* у(i) =  (̂р)> i ~  • • •»
У(0) =  У 'а-1)’ а  =  2, 3, . . . , / ? , /  =  О, 1, 2,  . . .

Граничное значение «// I и правую часть ф£+| можно
' 1 iyh, a u

выражать через ц и /а, взятые в произвольные моменты 
и t** на отрезке [tj, t j+{\.

У т \ ч , а =  » { х > Q ’ < + ' =  H x ’ Q -

Из пп. 7 и 8 следует, что схемы, получающиеся при раз­
личных /* и t” , имеют один и тог же порядок точности. Д ля  
определенности полагаем

y w\ ' iH ,a = ^ X , t i + ^  < +i==f(x ’ 1 < < * < ? •  (360

Значение yi+l и будем называть решением разностной з а ­
дачи при t = t j+{ и обозначать у' + [ =  (/'+'. Учитывая начальные 
условия (36), перепишем (35) в виде

+  „ - ' . г ..........

У $ 1 = У1+1, y(oV = y''-

Введем безындексные обозначения у =  у[+1, фа =  ф£+!. Тогда 
локально-одномерная схема может быть записана в виде

———т (а — Л ау(а) +  фа, х  е  со,п 0 <  i =  /т ^  0̂, (37)

г/(а) =  ц, x ^ y h, a, у ( х ,  0) =  и0(х), У(0) =  у',  а = 1.. р. (38)
Д л я  каждого уравнения номера а  мы получаем одномерную 

первую краевую задачу. Решаются эти задачи последовательно 
в порядке возрастания а.  Д ля  решения каждой из задач

г/(а)/т — АаУ(О) =  У(а—1)/х +  фа, */(а) I Yft, а =  ^

вдоль отрезков, параллельных Оха с концами на yh, а, приме­
няется алгоритм прогонки. Алгоритм решения задачи (37), (38) 
похож на все остальные экономичные методы — последователь-
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но меняются направления прогонки (а =  1, 2, р).  Чтобы
найти значения у на шаге tj+\ по данным на шаге tj, надо по­
этапно решить р одномерных задач по всем координатным на­
правлениям.

6 . Погрешность аппроксимации локально-одномерной схемы.
д 2иПусть и — и (х, I) — решение задачи (33) с L au =  —5- и у(а)—
ск­

рещение разностной задачи (37), (38). Характеристикой точно­
сти локально-одномерной схемы является разность у* — =  zK

Промежуточные значения у>( + \ а=1,2, . . . ,  р — 1 будем
сравнивать с и ( х ,  ta), где ta — любое значение на отрезке 
[tj, ifj+i]. В выборе ta есть большой произвол. Д ля  определенно­
сти будем полагать

так, что 2^1' =  г' = у< — и1', z[+' =  г/,’+1 — «/+ | . Подставим Ущ =

Здесь i|)a — погрешность, с которой аппроксимирует уравнение
(37) номера а  многомерное уравнение (33) на его решении и:

2 (a) +  й в (37), (38):

— т— =  A a Z (a) +  ф а ,  X 6= (0А, 0  <  t =  / Т  <  t0, ( 3 9 )

Z(а) | Y =  0, 2 (х, 0) =  0, а  =  1, 2..........р.h, а

Вводя обозначения

Фа L a ll +  f a 6 а, 1 ^

(
° ди ° '

ТЭК ЧТО Ф1= ^ 1 «  +  / 1 - - ^ - , Ф а =  ^ а «  +  / а ,  0 =  2 ,3 ,  . . . ,  р
пишем фа в виде
(■

, пере*

Фа =  Фа +  Фа- (40)

Нетрудно заметить, что



418 ГЛ. VII . э к о н о м и ч н ы е  р а з н о с т н ы е  с х е м ы р

р
если 2  f a ~ f -  Оценим величину фа:

а=1

■фа =  Фа -  Фа =  (Л аЙ +  фа) -  (L aU +  fa) ~  ( (Й ~  н)/т -  б а , , .

Из п. 5 следует, что

■фа =  О (hi + т) в регулярном узле,

Фа =  О (йа +  т) в нерегулярном узле.
о

Так как фа =  0 ( 1 ) ,  то каждое из уравнений номера а  не 
аппроксимирует многомерное уравнение (33). Однако, в силу 
(40) — (42), аддитивная схема (37), (38) аппроксимирует урав­
нение в суммарном смысле, так как

Ф =  2  Фа =  2  Фа =  О ( | h I2 +  t)а«*1 а= I

в регулярных узлах, ф =  О ( | /г | +  т) — в нерегулярных узлах.
Таким образом, локально-одномерная схема (37), (38) обла­

дает свойством суммарной аппроксимации уравнения (33).
Н аш а задача — показать, что из суммарной аппроксимации 

следует равномерная сходимость локально-одномерной схемы со 
скоростью О ( | /г | 2 +  т).

Необходимо сначала доказать принцип максимума для ло­
кально-одномерной схемы и получить априорные оценки в рав ­
номерной метрике для решения задачи (37), (38), выражающие 
устойчивость локально-одномерной схемы по начальным дан­
ным, по правой части и по граничным данным.

7. Устойчивость локально-одномерной схемы. В гл. IV § 1, 
п. 5 был доказан принцип максимума для уравнения, которое 
мы запишем в виде

А ( Р ) у ( Р )  =  2  В{ Р,  Q)y(Q)  + F(P) ,  P s Q ,  Q e Q ,  (43)
Qeffl' (P)

где P, Q —  узлы связной сетки Q =  Q +  S, y ( Q )  задана на Q, 
уравнение пишется в £2, А ( Р ) ,  B ( P , Q )  и F ( P ) — заданные чис­
ловые функции точек Р, Q; S — граница сетки, Ш ' ( Р ) — окрест­
ность узла Р.

В главе IV рассматривался случай, когда P  =  j : g % ,  где 
й /i — сетка в области G р-мерного пространства. Установленный 
там принцип максимума и вытекающие из него следствия со­
храняют, очевидно, силу для уравнения (43).

Будем предполагать, что
Л ( Р ) > 0 ,  В ( Р ,  Q ) >  0. (44)

(42)



Обозначим
D ( P )  = A ( P ) -  2  B ( P , Q ) .

Q ^U ]'(P )

Принцип максимума для (43) имеет место при
£ > (Р )>  0, P s Q .  (45)

В этом случае для решения однородного уравнения L[y(P)] =  О, 
где

L[y(P)]  = A ( P ) y ( P ) ~  2  В (Р ,  Q)y(Q),  P G f i ,
Qeffl' (Р)

справедлива оценка
шах | г/ (Р) К  шах | у  (Q) |. (46)
PeQ QsS

Если выполнено условие
D (Р) >  0 для P e Q ,  (47)

то для решения уравнения (43) с однородным условием г/1 s- =  О 
имеет место оценка

| F{P)
PsQ PeQ

Л § 3. М ЕТО Д  с у м м а р н о й  а п п р о к с и м а ц и и  4 1 9

m a x | г/(Р) | < m a x | 1. (48)

Если хотя бы один узел Q e Z Z / ' ( P )  является граничным, 
Q g S ,  т о  узел P e Q  назовем приграничным. Обозначим Q*

о

множество приграничных узлов, a Q — дополнение Q* до Q, так
о

что Q +  Q* =  Q. Предположим, что

£ » ( Р ) >  0 при Р е й ,  D ( P ) ^ - ~ - >  0 при P e Q * ,  1

F  (Р) =  0 при P e Q .  1

Тогда для решения уравнения (43) верна оценка

m a x | у (Р) | < max <  т а х |  6 ( P )F (P )  |. (50)
P e Q  PeQ’ psQ*

Применим неравенства (46) и (50) для оценки решения на­
шей задачи (37), (38). Для этого запишем разностное уравне­
ние (37) в канонической форме (43).

Д л я  удобства изложения введем сетку

йх =  {0, tj+a/p = ( j  + a/p)x,  j  =  0, 1, . . /0- 1, а =  1, 2, . . р},

содержащую не только узлы t ,  =  jx  сетки й г, но и фиктивные 
узлы tj+a/p, а = 1 ,  2, р — 1. Отнесем формально у(+! к мо- 
МентУ /̂+а/р» полагая y\+){= y i+alP, <$l + l = 4 i+* P- П УСТЬ < = { * /  + а/р}>

14*
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coft — множество внутренних узлов сетки <bh(G). Обозначим через 
P ( x , t ) ,  где х  £= юл, t ^  а'х, узел (р+1)-мерной  сетки

й  =  сол X ю'т =  {Р (х, t), х  е  шл, * е  ю '} 

в цилиндре Qh,
Sa =  {Р (х , t j +aiP), х  е  yAj а , а  =  1, 2, . . . ,  р},

S 0 =  {Р (*, 0), х  s  й /J,
S =  S0 +  S [ +  . . .  +  S p

— граница области й, так что Q =  Q +  S. Пусть

=  ( Х > t j+a /p ) ’ Х  е  “ А, а}

множество узлов, для которых л: е  ю* а есть приграничный
р

по х а узел сетки й а — дополнение й ’ до Q, Q* =  ( J  Q* ,
а«1

о о

Q — дополнение Q* до Q, Q =  Q +  й*.
Обозначим Ра = Р(х ,  t l+alp), p(i±1a) =  p ( x(±Ia)) t f+a/p) и запи- 

шем уравнение (37) в виде

Л (Р .)  У ( Р „ )  =  7 г ( Р „ _ , )  +  в  ( / > „ ,  Р < + ' . ) )  у  +

+  в ( р „  р Г ' “,) И р Г !“1) " < м / ’, )1 Р . е а ,

У ( Р а )  =  И (Рр). Р а  S  S a; у  (Р) =  щ  (х), Р  <= S0.

Окрестность III'  (Ра) узла Р а состоит из трех точек Р а_,, Р£+1<̂  и
Р^_1а\  Если д; — регулярный узел сетки соЛ> то

- 4 W  =  7 + | r .  №
т  я а /га

Если л: — нерегулярный узел, то

л ( р “> - т + ^ .  <53)

где ha+ — расстояние между узлами лг(±1(1) и х, Ьа =  0,5 (ha+ +  /га_). 
Из (52), (53) и (51) видно, что (при у  |s ф  0)

D ( P a) =  0 при P „ e Q ,  Л > 0 ,  В > 0 .  (54)

Пусть у  |Yft =  0 или у  (Ра) — 0 при P „ e S 0, Если 
a P^+la  ̂e S „ -  граничный узел, Р*-1^  е  Qa — внутренний узел.

(51)



то г / (р (+1“)) =  0 и (51) принимает вид

^ ( Р а ) г / ( / }а) =  7 г / ( Р а _ 1) + й ( ^ .  ^ М ^ О  +  Ф ^ а ) .  Р а ^ К ‘

Отсюда и из (53) следует, что (при у  |s ф  0)

D { P a) — ^> Р а ^ ® а >  D {Ра)  =  й /! , >ц апа+

Если оба узла  P ^ la\  S a являются граничными, то

Л  {Ра)  У { Ра)  =  ~  У { Р a—l) +  ф (Р а ) ,  Ра е=

и D {Р а) =  й Д  при Р а г  Q;, у  |л  Ф  0. Если х  -  регулярный
приграничный узел, то ha+ =  ha-  — ha =  h a. Таким образом, 
если у{Р)  обращается в нуль на границе
у{Ра) =  0, P a ^ S a ,  T O  D (Pa) >  1/(6 (Pa)) П р и  Pa £= Qa, (55) 

где 6 (Pa) =  6a — одно из чисел

t*aha±, 0,5 ha+ha—t hat 0,5 ha- (56)

Решение уравнения (51) представим в виде суммы

У =  У +  У,

где у  — решение однородного уравнения (51) при ф(Р) =  0 и 
£ ( Р а) =  ц ( Р Д  P « G S a, у{Р)  = щ{Р) ,  Р е  S 0, а у — решение не­
однородного уравнения (51) при условии у{Р)  =  0, P g S .  Так 
как условия (44) и (45) выполнены, то

т а х |  г / ( Р ) | < т а х |  г / (Р) | .
р ей  р е J

Д л я  дальнейшего нам понадобятся обозначения
IIУ lie =  ш ах | у{х)  |, || у  Ik =  m ax | у { х ) \ ,

| |г/||с, =  т а х |  у { х ) \ ,  | |ц | |с =  m ax  | |г (л:) 1.
v

Имея в виду, что г/(Ра) =  ц ( Р Р) при Р а е= S a, у(Р)  = и0(Р) при 
Р е  S0,
m ax  I # (Р) I =  m ax ( || u0 ||c , max || yfi' ||c ) <  || w0 ||c +  max ||p.fc'llcv»

< * - • ;  v
получаем

II Ис <11 «о He +  m ax || ц (jc, t') ||c , / = 1 , 2 ........... /g.
9 < / ' < / o T  “
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Рассматривая вместо Q (/0) =  сол X й '  сетку

^ (/) =  (х, t')> О< t'  =  (/' +  а / p ) т < /т},

будем иметь

II У1 lie <  II щ  lie +  max || ц (лг, /') ||с . (57)0</'</Т v
Перейдем теперь к оценке у.  Представим сначала ф в виде 

Ф (Ра) =  Ф (Ра) +  Ф* (Ра), где

(J(Pa) = J  <Р(Ра), Р а ^ & а ,  ф* (р а) = (  °> Ра^&а>
1 0, Р а е=йа. °  I  ф (Р а ) ,  Ра £= Sa­

fi соответствии с этим положим

y ( P )  = v(P)  + w(P),

где v (Р) — решение уравнения (51) с правой частью ф’ (Р) и 
^ ( ^ I s  —0> а w (Р) ~  решение той же задачи с правой частью
о

Ф  (Р). Принимая во внимание (55) и (50), сразу получаем оценку 
для  v(P):

ша х |  у (Р) | <  ш ах |  6 (Р )ф (Р )  |
Р е й  ре 2*

или
||у/ | |с <  m ax ||баФа+а/Р|и> (58)

I <  а <  Р, "с

где ба —одно из чисел (56).
Д л я  оценки w (х , ti+a/p) запишем разностную схему (37)

о

W(a)H =  Л а®(а) +  ^а  М ,  ^ а  =  ®(а-1)/* +  Фа,
®(а) IУд =  ° .  W (X, 0 ) =  0,

где W(a) = w {х, t !+aiP), W(a-i) =  щ (х, t !+(a-\)ip), в канонической 
форме (43) с Р = х  е  оал.

о

В строго внутреннем узле х ^ щ  имеем

( t + ж ) W(a) =  Ж ^ ' а) + W& a)')+Fa’

т. е. D ( x ) =  1/т. В приграничных узлах, очевидно, D ( x ) >  1/т. 
Поэтому, в силу (48), верна оценка

Fa

4 2 2  гл. VII. Э К О Н О М И Ч Н Ы Е  РА ЗН О С Т Н Ы Е  СХЕМЫ У
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или
II wl+^P Не < | |  го/+<“-«>Л> 11с +  т|| ф/+а/р ||о.

После суммирования по а  и /  получаем
i - i  р

Ц ю ' 1 1 с <  2  2  т11<Р/,+а/р[|°. (59)/ ' - 1 а - i  с
Пользуясь неравенством треугольника

IIУ Не =  IIУ +  v + w Не <  IIУ Не +  II v lie +  II w 11с

и оценками (57) — (59), убеждаемся в том, что верна
Т е о р е м а  2. Локально-одномерная схема  (37), (38) равно­

мерно  (е метрике С) устойчива по начальным и граничным  
данным и по правой части, так что для решения задачи  (37),
(38) при л ю бы х  х и h справедлива оценка

/ - 1 р
II У1 Не <1 1 «о Не +  2  Т 2  II фг+а/р 11° +

/ ' = 1  а- i  с
+  шах || ц (х, t') Не +  шах || ba(pi'+aJp ||с„  

У 1 < а < р  
0 < Г < 1

где  6а — одно из чисел (56).
8 . Равномерная сходимость локально-одномерной схемы.

Д окаж ем  следующую теорему.
Т е о р е м а  3. Пусть задача  (33) имеет единственное непре» 

рывное в Qt„ решение и = и (х, t) и существуют непрерывные  
в Qtt производные

д2и д4и дги дЦ „ -

dt2 ’ дх2а дхр ’ dt дх2а ’ дх\ ’

Тогда схема  (37), (38) равномерно сходится со скоростью
О (h2 +  т) (имеет первый порядок точности по т и второй по­
рядок точности по h), так что

II У1 — и1 Не <  М (Л2 +  т), / = 1 , 2 , . . . »

еде h =  m ax h a, M =  c o n s t > 0  не зависит от т  и h a.
I < а <  р

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим решение z<a) =  z/(a> ~ w 
задачи (39) в виде суммы z (a) =  v (a) +  rj(a>, где r)(a) определяется 
условиями

^ ( а )  ~  ^ ( а - l )  °
---------------- ==0|5а, x< =ah, 11(a) = 0  при X S  Yft,a»

ti(*, 0) =  0.



о о

Отсюда находим V + 1 =  ti(p) =  V +  т (г|), +  . . .  +  г|зр) =  =  0 для
всех / =  0, 1 , . . . ,  так как г)0 =  0. Д л я  ti[+' =  ту+а/р получаем

“ о Р о
ц ! + а / Р  =  т  ^  ф  ц =  -  Т  2  1 .

0=1 Р Р - а + 1  Р

Д л я  t)(a) получаем задачу

-Р(П) г ' —  =  A a ^ (a )  +  t a ,  X  S  С0Л, 0 = 1 ,  2 ,  . . . ,  р ,

4 2 4  1"Л. v i i .  э к о н о м и ч н ы е  р а з н о с т н ы е  с х е м ы  |&

0 ( a )  L  = 0 ,  V ( X , 0 )  =  0 ,
■Л. a

(60)

ГДе t a =  < + Aa V
Воспользуемся теперь теоремой 2 для оценки решения за­

дачи (60). Так как v =  0 при / =  0 и при то
/ - 1  р

|| V' ||с <  шах || 6а'ф/,+а/р ||с, +  2  т 2  II t /,+a/p lls •
1 <  a <  р, /'=1 a = l  С

О < / ' < / - !
О

Рассмотрим AaTi(a). В строго внутренних узлах ( л г е ю Л, а)
Р

Ац'П(а) =  Т' 2  -̂ -ц'Фр ® (̂ )>
|3=а+1

<?4«если существуют непрерывные производные — 2 , а =т̂  р.

В приграничных узлах  л г е ю ’ а имеем (для определенности 

считаем, что лг^~!«) е  у ь  а, а д;(+|«) е  оаЛ) а):

.  _  J _  f Л((аУа)-  V )  _

аЧ<а) Йа V Ла *„_/•

В п. 7 было показано, что в таком узле ба =  Лайа_ и, следо­
вательно,

I 6аЛД а )  I =  I haha~A a^a) | <  | Tl((aV“) | +  2 I 4(a) | > 

т. е. II 6a V̂aT)(a) llj,» =  О (т),

I! 5 а  11с ,  <  I м > ;  цс , + II в . л вПм, ||с, <  М ( h i + 1 ).

Учитывая затем, что



и г 1 =  v 1, получаем [| г 1 ||с =  || у 1 — и1 ||с <  М  (h2 +  т), h =  шах hat
К а  < р

что и требовалось доказать. Из устойчивости по краевым дан­
ным и по правой части следует произвол в выборе t*a и /** (см. 
стр. 416).

Таким образом, мы провели исчерпывающее исследование 
локально-одномерной схемы.

З а м е ч а н и е .  Схема (37), (38) была исследована в работе 
автора [7]. В приграничных узлах са’ а значение у(а) можно 
определять при помощи интерполяции по направлению х а (ср. 
А. А. Самарский [4]), что соответствует требованию

Л Л х )  =  °  ПР И #(a) =  0 ПР И X ^ V h , a -

Принцип максимума верен и в этом случае; имеет место тео­
рема 2.

При оценке скорости сходимости локально-одномерной схе­
мы функцию т](а) определяем так же, как и выше, полагая 
2(а) =  ^а )  +  у(а) во всех внутренних узлах х  е  т ,  где

а о р

Т1(о) = т 2  %  =  -  т S  фо,
0 = 1 р Р=а+1 р

? / f , ди s \/+i

%  ~  (/р +  ^ р и gt Р’ >)

Тогда для  v {a) получаем задачу
Via) ®(П— П а ~ °

^ ~ ' ^ a y (a) + ■Ф(а)» *  S  ЮЛ, а ,

0 =  V ( a ,  +
где

t a  =  < - A a1l(a)’ *  G  ®Л. а»

$ а  =  “  Л ам/+‘ -  Л а11(а)> *  €=

Дальнейшие рассуждения практически совпадают с рассужде­
ниями, проведенными выше. В результате убеждаемся, что и 
в этом случае верна теорема 3, т. е. локально-одномерная схема 
равномерно сходится со скоростью 0 ( т  +  /г2), где h =  т а x h a.

а
9. Локально-одномерная схема для уравнений с перемен­

ными коэффициентами. Укажем, как применяется локально-од­
номерная схема для уравнений с переменными коэффициентами. 
При этом достаточно указать лишь изменения в формулах для 
операторов L a и А а, считая, что рассматривается задача (33). 
Локально-одномерная схема всегда записывается в виде 
(37), (38).

9J § 3. М ЕТО Д  СУММАРНОЙ А П П Р О К С И М А Ц И И  4 2 5



1 ) Л и н е й н о е у р а в н е н и е п а р а б о л и ч е с к о г о т и п а .  
Пусть в задаче (33)

=  Их,а а ^  'die,7 )  ’ 0 < c i ^ k a ^ . c 2.

В задаче (37), (38) меняется лишь формула для Л а :

^а^(а) =  (а а (Х> ^*а)*а’ * = h  + 4i

Коэффициент а а выбирается так, чтобы Л а имел второй поря­
док аппроксимации на регулярном шаблоне,

ЛаИ — LaU — О {ha)’ 

например, можно взять

аа =  0 ,5 (/еа (х, i) + ka { x ( ~ ^ \  ?)).

Теоремы 2 и 3 сохраняют силу.
2) К в а з и л и н е й н о е  у р а в н е н и е  п а р а б о л и ч е с к о ­

г о  т и п а .  Пусть в задаче (33)

==' ^ г ( ^ а (Л:’ - ^ - ^ С 0> 0 .

Возможны два способа аппроксимации оператора L a:

а) Л аг/(а) =  (аа {х, t, 0,5 (у{а) +  t f c 1*)) ) у  ) , I =  t i+%.
u О

Д л я  определения г/(сс) получается нелинейное уравнение, ко­
торое решается тем или иным итерационным методом; каж дая  
итерация находится при помощи прогонки.

б) Л аг/(а) =  ( а Д х ,  t ,  0 , 5 ( у ^ _ и +  у £ 1 ° ) ) ) у я^ .

Д л я  У(а) получаем линейные уравнения, решаемые методом 
прогонки. Что касается устойчивости и сходимости, то при до­
полнительных предположениях относительно ограниченности

дгка дЧа д2ка производных — тг, ------ — , — имеет место равномерная
ди дха ди дха 

сходимость со скоростью 0 ( т  Н- /г2).
Локально-одномерные схемы можно применять и в случае 

третьей краевой задачи. Если, например, область G есть прямо­
угольник со сторонами 1\ и 12 (или ступенчатая область), то 
уравнения (37) пишутся не только во внутренних узлах сетки, 
но и на соответствующих границах. Так, например, если на 
стороне х,  =  0 прямоугольника (0 < л г а < / а , а  =  1,2) задано
краевое условие =  о[~>и +  v(}- \  то при а  =  1 уравнение (37)

426 г л .  VII. ЭКОНОМИЧНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ [9
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пишется и при х х =  0, причем в узле Х\ =  0 полагаем

А \У{ i) =
У(D х, a i о 

0,5 /г, <Pi =
v j ' 

0,5 hi

Этот алгоритм предложен И. В. Фрязиновым [2], который пока­
зал, что полученная локально-одномерная схема сходится равно­
мерно со скоростью 0 ( т  +  |Л |2).

10. Продольно-поперечная схема как аддитивная схема. М е­
тод суммарной аппроксимации позволяет формулировать крае­
вые условия для схемы переменных направлений в случае сту­
пенчатой области, эти условия обеспечивают точность 0 (  т2+  \ h \ 2). 
Итак, пусть G составлена из прямоугольников со сторонами, 
параллельными осям координат. Если отрезки, из которых со­
ставлена граница Г области G, параллельные оси Оха, а  =  1, 2, 
соизмеримы, то можно ввести равномерную по х а сетку с ш а­
гами ha. Будем считать, что сетка <bh(G) равномерна по х\ 
и х 2- Рассмотрим задачу (32) из § 1. Схему переменных на­
правлений, следуя § 1, возьмем в виде

у ' +'/2- у '  
0,5т 

y' + l -  у!+'1г

=  Л 1 {tj+'k) У’+'/2 +  л 2 -b ф',

=  Л 1 (tl + 'h)yl + 42 +  л 2 ( /̂ + l) y i+l  +  Ф; ,0,5т

yi+l L =  ц '+ ‘, y i+'k L  = Д /+'/2, у (х ,  0) = и0(х),

(61)

где Д — выражение, определяемое по формуле

д/+'/2 = о,5 (ц; -1- ц/+|) -  \  [(̂ 2М-)/+1 ~ (̂ нУ]-

Таким образом, и в этом случае вводится поправка в краевое
условие при * е у А>1. Здесь \ ( t l+4t) y l+'h = (al (x, t,+,,,) y lif h)Xl,

Л2 ( ^ ) ^  =  (а 2 (^  Ф/ =  ^ +7г-

Пусть и = и(х ,  ^  — решение исходной задачи (32) из § 1,
У1, У1+'1г — решение задачи (61). П олагая  z ^ y ’ — u1, г ' +',г =
= yi+'h _ о,5 (и1 +  и/+ |), получим для z  задачу

0,5т (^y+V*) г1+ Л "*■ ^ 2  (*/) г> +

z/+! ~ г1+'1г
0,5т 

z /+1
^1 {*1 + Чг)г , + h "*■ \  (*t+l)zt+i +  2̂> 

^h, 2 =  °» Zl+'h к ,  1 =  V/+VS' 2 =  °»

(62)



где t|>i и t|>2 — погрешности аппроксимации для промежуточных
схем:

= Л. ( W  l l ± f L + л * f t ) - !!̂ г £  + ^

^  ( w  ^  f t +.) “ /+i -

v/+V2 =  - | ( ( L 2̂ + ‘ _ ( L # )/).

Так  как Аам =  L au +  О (А2), то ф/ =  +  г|)*', $!2 =  ф/ +  ф*/, где

*( -  - 1  [ ( М '+1 -  М 1] -  -  i  ( V ) J . is  -  i  ( V ) !  •

о о

Отсюда видно, что +  г|з2 =  0 и

■ф, +  г|з2 =  О (т2 + 1 /г |2),

т. е. схема обладает суммарной аппроксимацией второго по­
рядка по т.

Положим z ! = v !, z l+i = v i+l, z i+'!l — +  г|/+1/2, где =
^2 1

= ~ - ^ { L 2uyt при 0 ^ * , ^ / , ,  0 < х 2< 1 2. Тогда для v получим
задачу (62) с однородными граничными и начальными значе­
ниями v 1 L  = 0 ,  и 1+'1г | = 0 ,  d ( i ,  0) =  0 и правыми частями

Y/b 2 'kt 1

ij>( = +  Л, (*/+Vl) г|,+1/2, Ц  = г|)2; +  Л, (t1+./,) V+,/2-

Так как 1^ + ’/* определена и при *i =  0, лг, =  /ь то [| Ai (^ + ‘/2)ri/+l/i ||=  
=  О (т2 +  /г2), если существует непрерывная в Qt„ производная

J & ^ ( k2i t ) )  =  LlL2U- Д л я  y/+1 воспользуемся полу­
ченной в § 1 априорной оценкой (41) и учтем, что z i+, = v i+1:

1г|+ |- т Л г(«,+ |)г'+ | | < 2  т ( | | Г |  +  |* П ) .
Г-о

Отсюда и следует сходимость со скоростью О (т2 -I-1 /г)2), в част­
ности, в сеточной норме Ь2, т. е. | | г /+| || ^  М (т? + 1 h  |2) (так как 
|| z  — тА 22  || > | |  z  ||). Если ka — const =  1, то при этом достаточно,

гг X  d3Uчтобы существовали непрерывные в Qtl производные -g j r ,  
д*и а 5»

дХц ’ дх2 dt

4 2 8  г л .  V II ,  Э К О Н О М И Ч Н Ы Е  РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ [10
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11. Локально-одномерные схемы для многомерного гипербо­
лического уравнения второго порядка. Метод суммарной аппрок­
симации позволяет получить абсолютно устойчивые сходящиеся 
локально-одномерные схемы для уравнений гиперболического 
типа (см. А. А. Самарский [10], [12]).

Рассмотрим уравнение

k a (х , t ) ^  С] >  0, с, =  const,

где х = (х\, х р) — точка р-мерного пространства с коорди­
натами Х\, . . . ^ Х р .  Пусть G — произвольная р-мерная область 
с границей Г, G =  G +  Г,

Требуется найти непрерывное в цилиндре QT решение урав­
нения (63), удовлетворяющее краевому условию

Как обычно, предполагается, что эта задача имеет един­
ственное решение и — u(x,  t ) , обладающее всеми требуемыми по 
ходу изложения производными.

Относительно G остаются в силе те же конструктивные пред­
положения, что и в случае параболического уравнения (см. п. 5). 

Н а  отрезке 0 < J 4 ^ r  построим _  равномерную сетку 
=  {tj =  j т, j =  0, 1, ...} с шагом т. В G выбирается такая же 

сетка юл, что и в п. 5.
Если G — р-мерный параллелепипед, то для численного ре­

шения задачи (63) — (65) можно построить экономичную ф акто­
ризованную схему, имеющую точность 0 ( x 2 + \ h \ 2). Такая схе­
ма была исследована в § 2.

При построении локально-одномерной схемы поступаем по 
аналогии с п. 5: аппроксимируем с шагом т/р последовательно 
операторы

р

(63)

QT =  G X [ 0 < ^ < Г ] ,  Qr = G X  (0 <  / <  Г].

и = ц(х ,  t) при л : е Г ,  О ^ ^ ^ Г , (64)

и начальным условиям

и [х, 0) =  и0 (*), д_“ (3 °) =  Uq ПрИ х е б ,  (65)

^ a «  =  y - f j r ~ ( L aU +  fa), 0 = 1 , 2  (66)

где f удовлетворяют условию



тт » д2и ,Д л я  аппроксимации производной с шагом т/р исполь­
зуются выражения

„ “( а ) -2“(а-1) + й(а) J_ / \ / +t«-lV2
а^а т2 ~  4 [ d t 2 ) ’ (67)

а  =  1, 2 при р =  2,

где Ща) =  и1+а12, й(а) =  W/ - 1  +  a/2, И(0) =  «  =  « / _ 1 , «(2) =  w / ,

» ( a ) - » ( a - l ) - » ( a —2) +  »(а) 2  ]
V a  Т2 ~  9 | (68 )
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а  =  1, 2, 3 при р  =  3,

где W(_1) =  Й,2) =  «</_1) + Ч  «(-2) =  й(1) =
Д ля  аппроксимации Law +  / а на пространственной сетке о>л 

воспользуемся однородным разностным оператором второго по­
рядка аппроксимации А ау  +  Фа.

Коэффициент оператора Л а и правая часть фа берутся в мо­
мент

~  ®’5 (^ /+a/p +  ^/-1 + а/р) =  * j+ a/p-0,5 =  ^ (а 1Р ~  Т >

так что Л а =  Л а (Q ,  Фа =  Фа (х, Q .
Напишем теперь локально-одномерные схемы для гипербо­

лических уравнений:

У ^ а  =  ° Р Л а {У(а) +  0(a)) +  2 ° р % >  СС =  1, . . . ,  р, р =  2, 3, (69)
где

%  ПРИ Р  =  2.

° р [ Vs при р =  3,

а у; f дается формулой (67) при р = 2 и формулой (68) при 
р =  3. При р =  2 получаем трехслойную аддитивную схему, при 
р =  3 — четырехслойную схему. В этом отличие от параболиче­
ских уравнений, для которых вид локально-одномерных схем не 
зависит от числа измерений р.

Уравнение (69) можно записать в виде

2 v J 2г/(а_ ]) +  2<х2т2фа при р =  2,
( Е - а рх Л а)(г/(а) +  #(а)) -  j  +  у<а_2) +  2а3т2фа при р =  3.

(70)

Определение у<а) сводится к решению трехточечного урав­
нения ( £ —арт2Аа)г/(а) = Fa вдоль отрезков, параллельных оси Оха,
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что можно сделать методом прогонки, пользуясь краевым усло­
вием

</(„)=(*(*> t ,+a,p) ПРИ Х (= Г Н- (71)

Первое из начальных условий и(х ,  0) = и0(х) аппроксими­
руется точно:

у{х ,  0) = и0{х). (72)

Д л я  вычисления промежуточных значений y'h = y{x ,  т/2) 
при р — 2 и у'1г = у{х ,  т/3), t / ,s = y ( x ,  2т/3) при р =  3 применим 
следующие уравнения:

[f  T"Ai) у'1‘ = F
т _ Т 2 . / 1 \ (73)

F 1 — Wo +  -^ й° +  —  AjW0 +  т2 /̂[ — g- (Aw +  /)J^  ̂>

если р — 2 ;

(e - ^ j - л , )  уЧ. =  F u (е - ^ -  Л 2) ( ^  +  и0) =  2г/'/з +  р 2,

F\ =  и0 +  -д й0+  т2 •̂3 - / 1  — -g" (Aw +  /)j^ , (7 4 )

^ = t2( 4 / 2- | ( Aw+ / ) L '

если р =  3.
Остановимся более подробно на локально-одномерной схеме 

для  случая двух измерений (р =  2 ):

у  (х, 0) =  «о (*), (f  -  \  A i) Уъ  =  при t  =  0,5т, (75)

у 1+'1г - 2у 1 +  y i - ' h  1
иг 1 " -Г </' ’V T - o f i ,

(76)
Т2 -  4 Л 1 (У1+'1г + У1~'к) +  \  ч>{,

Т2 ~ - j A2(y/+t + y f) +  j  <р1, / = 1 ,  2,

Краевые условия имеют вид
у/+'/г =  ц */+yj  п р и  др g=

y / + 1  =  n(x , t /+I) при х  е  у2.

Функция *//+’/« находится из уравнения

(7 7 )



где ф{ —известная правая  часть, с краевыми условиями (77), 
a y i+l — из уравнения

Л 2г//+> =<£/+'/*,

где ф | +'/2 известна, с краевыми условиями (77). К аж дое из у р ав ­
нений решается методом одномерной прогонки.

Рассмотрим погрешность 2(a) = z !+a/2 =  у/+а/2 — и(х ,  t j+a/2) 
схемы (75) —(77), где и — решение задачи (63) —(65), у  — решение 
задачи (75) — (77). П одставляя у(а) = z {a) +  и!+а'2 в уравнение (76), 
получим

+  ^  +  при / > Т ,

( £ - ^ - Л , ) ^ 5- =  11з1 при t =  0,5т,

z ( x ,  0) =  0, l E B j ,  z {a) = z l+ai2 =  О при л г е у “ а = 1 ,  2,
(78)

где

t  =  T A « K  +  « « ) - Ky t  +  ° . 4  (79)

— погрешность аппроксимации для одного уравнения (66) но­
мера а  =  1, 2.

Погрешность аппроксимации для локально-одномерной схемы 
(75) — (77) определяется как сумма

•ф =  -ф, +  -ф2. (80)
Покажем, что схема (76) аппроксимирует задачу (63) — (65) 

в суммарном смысле, ^  =  0 ( т  +  \ h \ 2).
В самом деле, учитывая, что

0,5Ла («а +  иа) =  (LaU-У  ̂ ^ "Ь О (Л а )  при ЛТё=(0h, а,

0,5Ла (ц а  -j" Н а) —  ( Ь а Ч ) ^   ̂  ̂ "Ь О  ( ^ а )  П р и  X  Е  (0h, а ,

I / Л2»\ /  + («-1)/2
v „ = t (4 £ )

получаем

^a =  4  +  C .
где

с / rfiii \/ + {a"”l)/2
"Фа =  0 , 5 — 0 , 5 +  / aj , а = 1 ,  2,

€  = 0 ( Ч  + г2) при *6= ® A.„,

% = 0 {ha + *2)  ПРИ X S ( V -

432 гл. VII. ЭКОНОМИЧНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ [II



Отсюда следует:

М  +  Ц +'и =  °>5 iL iu ~~ 0>5“ +  f i)1 +  °>5 (L2U ~  °>5й +  / 2) ;+1/2 -

=  0,5 ( ( i ]  +  ^ 2) ̂  — u +  /j +  /2У "Ь 0 ,5xi|32f.

Первое слагаемое, в силу уравнения (63), равно нулю:
(L, +  Ь2) и — ti + f — 0, /  =  fi +  /2.

Поэтому
^  +  ф1 =  0. (81)

т. е. схема (75) —(77) обладает суммарной аппроксимацией. 
Рассмотрим теперь сумму

г|)2 +■ 2i|3] + Ф2 = [(-̂2и — й + /гУ+ ̂ Н" (̂2ы — й + /2У ,2] +
+  (L,m — й + f{)* =  ( (Z.| +  L2) ы — м +  /] +  /2/  +

+  ('ф'+'/г -  2%' +  Ц-Ч>) =  т2 (■ф,)
т. е.

■ф2 + 2-ф, + ф2 = т2 (ij32)fifi = О (т2). (82)
Дальнейшие рассуждения, для упрощения изложения, прове­

дем в предположении, что область G — прямоугольник,

G = (0<xa</a, a=l,2)
и сетка соь равномерна по каждому направлению:

(x i ■ 0*i î> '̂2^2)» О, 1, . . . ,  Л̂ а, h a  /а/А̂ а}.
о

В пространстве Q сеточных функций, заданных на сетке ю/г 
и равных нулю на ее границе ул, введем скалярные произве­
дения

JVi-l № -1 JV, JV2-1

(г/, v) =  2  2  thv ih\h2, {у, v]{ =  2  2  У ^ А к ъ
i i  =  l г2=1 ii =  l i2= l

TV, —1 N,

(у. » Ь =  2  2  yiVih{h2.
i j — I /2e  1

Покажем, что схема (75) — (77) абсолютно устойчива и схо­
дится, по крайней мере, со скоростью 0(т +  | / j | 2).

Решение задачи (78) представим в виде 2  =  |  +  v, где |  —
о

решение задачи (78) с правой частью =  г|)а , а v — решение
задачи (78) с правой частью =

11) § 3. МЕТОД с у м м а р н о й  а п п р о к с и м а ц и и  4 3 3



Найдем априорную оценку для £, учитывающую свойство 
суммарной аппроксимации (81).

Умножим уравнение (78) для 1а скалярно н а |а — | а =  т (£а)г. 
Учтем, что

£l “  1̂ =  (5l “  ^2) ■*" (^2 — ^l) 53 Х (£f, +  г̂г)>

2̂ — 2̂ =  Х 0>f2 %,)’ (Аа (^а о̂)* 5а ~  ^а) ~

й . ] « '

Предположим далее, что а(х ,  Q  удовлетворяет условию 
Липшица по t, т. е. аа ^  (1 +  с3х) аа. Тогда можно написать

К ’ Щ а  ^  +  (a“’ ^Ja*
В результате получаем энергетические неравенства

11М |2 —  1̂ | 2”^ т ( а 1’ Ш 1 ^ т О  +  с зт ) ( ^ 1> ^ , ] i  +  т  (Ф|> h, + ^ г)>

II h, IP ~ II Ч  ||2 +  Т  (°2> Иг]2 ^  4" 0  +  С 3Т)  (̂ 2> Йг]г +  Т (Фг’ >̂h +  £fi) '

Складывая эти неравенства, найдем

/  ^ ( 1  +  с3т ) / +  t ^ j, gfi +  gfJ +  т (ty2, £f) +  £fj)i (83)

где

^ =  1|£ь|2“^ т ( а 1’ ^i,] i“^ T ( a2’ 2 • (®^)

Используем теперь свойство (81) и преобразуем слагаемые
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о о ,/+'/*
содержащие ф, и %  =  f 2 :

А  =  т h  +  h d  +  т О Ь  h ,  +  h )  *= т (Фи & ),)  +  т (Ф'+1/2 * &),)•

Подставляя сюда

ф { =  -  f e  ф  ̂=  й +1/г -  тф2Е1» ф2?1= Й +,/’ “  Ф!)/т »

получим

Л  =  т 2 ( Ф 2 , 1ы) +  Г2 ( ф 2?1, ( Щ -

~  г ~ (ф2> £f,)j— %2 (Фгг> if,) +  (Фгг,» ^^""^(Фг^Г’ î)*



Применим неравенство Коши — Буняковского, е-неравенство 
и учтем, что

ltj § з- м е т о д  С у м м а р н о й  а п п р о к с и м а ц и й  4 3 5

Тогда получим следующую оценку:

t r J + A , , .  г , ) ] , + « ( И * Р + ( а ,. ё| Ц +

где е > 0 — произвольное число.
Подставим оценку для А в энергетическое неравенство:

+ ( е  +  Сз)т)/г  +  т2( ^ ' + ^  Б£+|)г +

Суммирование по / ' = 1 ,  2, . . . ,  /  дает

л +. < ( е + с») 2  + 4  £  ( i f e +’4r + 4 i « ' ' ' f ) , +
/ ' = 1  г - i

+  т ( ^ + Ч  U +1) ~ T( f e t v,> 5{+1/2) - т Л Л> +  l'l1) + J r

Напишем отдельно тождества для первого слоя, учитывая 
что 1(х, 0 ) =  0 :

РгД*1 т ) »  4  =

= т (a i (*> у )»  Ш,(х > у ) ] , + | | ^ f , (*> т ) | |  +(^2> £ (* > т))>

Ы * ’ т ) | 2 + т Ы * ’ i )>  *!,(*• т ) ] ,  =  (*»* 6 (*> т ) ) ’

С клады вая эти тождества, найдем

Л = II h, (х< т) f  + т  (а2 (А'> ~2 ) ’ т ]̂г +
+  -^ (а , (х ,  0), | | , ( х ,  - J )], = ( 4 ,  О  +  f t »  О "

=  (ф/*» %t ~~ £ 1 )  ~  T('l,2f,’ l i )  =  т (фг1» “  т  (‘ФгК» £/’)•



Подставим теперь выражение для J { в формулу для J l+l 
и учтем неравенство

« т ш г г + w .  ( е , у +,' ' ] )+

+ ^ ( № +,/1 2 + ^ И Ш /1 ;
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Тогда получим
/

^ /+i ^  2 (е +  с3) т/у, +  F /t / = 1 , 2 ,  . . . ,  (85)

где

f , - £  S ( l f e +,,- P + 4 l « ,'-l2) t  +
/'= 1

+ - r ( l ^ +'/,F + ^ r l W

Д л я  решения неравенства (85) применим лем му 6 из гл. VI, 
§  1, согласно которой из (85) сл едует  оценка

/
/ ж  <  F ,  +  2е- (S+CJ  tJ (е +  сз) S  x F v . (86)

/'=i

Если сущ ествует вторая п рои зводн ая  по t  функции  

■ф2 =  0 ,5  (Ь2и  — 0 ,5 ii +  f2), то F 1 =  0  (т2).

Таким обр азом , для  g спр аведл ива  априорная оценка (86). 
Обратимся теперь к з а д а ч е  для  функции v.  В м есто  (83) 

получим неравенство

/ C < ( 1  +  c3t)/C +  t (i|>;, (У,)г) +  т ( ^ ,  (o2)f), (87)

где

к - к г + т к  » а + 4 к  <88>

Д л я  выражения

В =  т ф ,  ( o , ) f)  +  T ( i &  ( и 2) г)  =

-  т [(♦;, v {) +  (-Ф*. V2%  -  Т »i) -  Т (1&, 02)
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имеет место оценка

В  <  т[(Ч»Т, и,) +  (ф ;  v2) l  +  (av 6 Ц  +  (й3, SfJ2) +

+ - \ ъ Ш + ъ г Ш
где е >  0 — любое число. Подставим эту оценку в неравенство (87):

О +(Сз +  е)т)/С/, +  т(ф;/'| v{'+'h)l +

+ * < # * * -  ^ 0 . + - т ( - ж ; И ; Г Г  +  ж 7 № г ' +''-||‘) -  <#*>
На первом слое имеем тождества

II « t  II2+7 (а> (*. °)> v l  { * ’ т)], =  К  у (х > т ) ) -

II (*• т) f  + т  («2 (*> т ) > v l  <х ’ т)]2 =  I v h (*’ т

+  (^2. ° ( х » т))>
/ с, =  ^ ( т) =  (ф;, ^ )  +  (ф;  ^ ) .

Просуммируем (89) по j ' — 1 ,2 ,  /  и учтем (90):

к ш < { с 3 + е) Д т К г  + W ,  ^ + ,/*) +  (ф;'+1> »/+>) +

(90)

+ т Е т ( ^ 7 1 ^ П 2 + ^ 7
Р*Г +  '/г ||2

/'-1
Учитывая затем неравенство

№> » . ) + №  “!) < т ^ +. +  - ® г ( ' ! И ' ; Р + ' 1 К В ’
применяя лемму 6 из гл. VI, § 1 и полагая е =  1/(27’), получаем 

/ f ,+, < M m a X (( | ^ f  +  | | # ' +v.r  +  j ^ r r + ||+ ; p v . | !), (91)

где М  — положительная постоянная, зависящая только от сь 
Сз И Г.

Объединяя оценки (86) и (91) для ^ и о, приходим к сле­
дующей оценке для z  = у — и\

<  М Т о < / | /  0̂ +,А i +  1 Vl I +1 *  I ) +

+  "  ( 1 ( « ,+ в - ,,/!|  +  [ М ' +," - " 1 ) | .  (92)

где М  =  const >  0 — зависит только от с\, Сз и Т.



Из этой оценки следует, что локально-одномерная схема 
(75) — (77) сходится со скоростью О(т +  \ h \ 2), если решение 
и =  и(х,  t) имеет непрерывные в QT производные по х а до чет-

д4ивертого порядка включительно и производные — г удовлетво-
дха

ряют условию Липшица по t\ правая часть /  должна быть 
дважды дифференцируемой по t.

12. Аддитивные схемы для систем уравнений. Рассмотрим 
задачу (83), (84) § 2 для системы уравнений параболического 
типа. Прежде чем переходить к написанию аддитивной схемы 
для решения задачи (83), (84) § 2 представим оператор L  
в виде суммы двух треугольных операторов, L  =  L r  + L+.

Д л я  этого представим матрицы kaa в виде суммы kaa =
=  kaa + kaa, ГДе kaa =  (kaa"О, kaa =  (fcckf”) ~  ТреугОЛЬНЫе МЭТрИЦЫ
с элементами

u - sm  u sm r+ sm  А м  ^  п u+ sm usmkaa — kaat &аа —U ПрИ fTK^S, kaa — kaa *

kaa = 0 При tn>S, kaa — kaa — 0,5&aa*

Матрицы kaa И kaa СОПрЯЖеНЫ друг Другу, так как kaa"1 — k£aS. 
Отсюда следует, что

г _г — _i_ /  + 7 т  _  d / i t  ди I
■baa —  - b a a  т  l^aa>  l ^ a a  —  q x  ^ « - a a  q x  J  •

Введем операторы
a —1 a

La U =  Z-aaU +  2  La$U =  2  L a$U,
P - I  P = I

La$U = L a$U при P <  a,
P P

L a tl =  LaaU -j” 2  L afiU =  2  LapU,
P = a + 1  P = a

L(Jpu =  Lap« при p > a ,  

и представим L  в виде

L = L~ + L +, L ~ u = i t i L a U ,  L +« = i ] U « .  (93)
a=l a=I

Решение системы уравнений (83) § 2 или

1u + ~  (fa~ + f ^ = ° ’ (94>
a = l

*»
где 2  (/a + / « )  =  /» сведем к  последовательному решению

a-1
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системы 2р  уравнений

ТТГ "7ГГ =  L a V + f a ,  t j +(a-l)/{2p) <  t  <  t]+a/(2p)>

P (95)
2p  ~ d f  =  L a V  +  f a ,  t i + i - a l ( 2 P) <  t  < / / + 1 —(a-I)/(2p)»

a =  1, 2 p .

Аппроксимируем La операторами A j  вида
a p

A a =  2  A-aP; -̂ -a =  2  Л ар,
P=1 P = a

л5“ ■ °'5 [(*5%)^ + (**>%)< J  ■
Очевидно, что Л„ аппроксимирует L« со вторым порядком. 

Коэффициенты £«р будем брать в один и тот же для всех a  
и Р момент t  = tj+,j или в какой-либо другой момент / /+1].

Напишем теперь аддитивную схему

a

^/+a/- p) - y/+(a- 1)/(2p) =  j  A av * > + (Фа- ) /+“лад, 
р- i

-  S  л зь«/'+в'д ая+ (ф^),+“',кя .

т
р-1 

ру1 + щ1(2р) __ ^/ + (ai-l)/(2p)
Т

сс =  1, 2, . . . ,  р,

(96)

где а! =  2р  + 1 — а, р, = 2р + 1 — р и а! меняется от р +  1 до 2р, 
при этом а меняется от р  до 1.

При х е  у* задаются обычные краевые условия:
yi+a/{2p) _  ц /+а/ (2р) При а =  1, 2, . . ., р, |

y l+ a j(2 p ) _  {1/+а,/(2р) При ^ 6 ^  а , = р + 1, 2р. }

Начальное условие удовлетворяется точно:
у  (х, 0) =  w0 (дс). (98)

Д л я  определения у 1+а/{2р) =  У{а) и у 1+а,1(2р) = у {щ) получаем си­
стемы уравнений

(-£" т Л аа) г/(а) =  Fa , {Е тАаа) у(а1) =  Z’’а1,
а—1

Е а  =  Т 2  Л арг/(р) +  Тфа +  У(а-1)>
&=■!
Р

F a ,  =  Т S  - -̂ap (̂Pi) +  Тфа +  « (а ,-1). р-а+1
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Так как  kaa — диагональная матрица р  X р  с клетками, 
являющимися нижними треугольными матрицами, то из системы 
уравнений

{.Е тЛ аа) у{а) = Fa

последовательно от s к s +  1 методом прогонки находятся ком­
поненты у*а), s == 1, 2, . . . ,  п, вектора у {а). Двигаясь от а  к а  +  1 
и от s к s - f  1, мы при помощи формул прогонки для трехто­
чечного уравнения последовательно определим векторы у а), а = 
=  1 ,2 ,  . . . ,  р. Аналогично от а  +  1 к а и о т  s +  1 к s из си­
стемы

(Е — тЛ аа) у(а[) =  Fa,

определяются векторы у(р+i)t . . . ,  у (2Р). Последний вектор у (2Р) 
и есть решение г//+1 =  у^р) на слое t =  tj+

Так как система дифференциальных уравнений (95) аппро­
ксимирует уравнение (83) § 2 в суммарном смысле, а каждое из 
уравнений (96) номера а  аппроксимирует уравнение (95) того 
ж е номера в обычном смысле, то аддитивная схема (96) — (98) 
аппроксимирует исходную задачу с порядком т +  | / г |2:

■ф =  2  ('I’a +  'фа ) =  О (т +  | h | ) .
а=1

в
Рассмотрим пространство Q сеточных вектор-функций, з а ­

данных на сетке юЛ и равных нулю на границе у/, сетки. Вве-
о

дем в £2 =  Н  скалярное произведение:

{у, v) =  S  {у8, и-5), { у \  o'5) =  2  ys (x) vs {x)h{hi . . .  h„.
s=1 1 еиЛ

Рассмотрим операторы

A ~ =  21 А а ,  Л + =  S  AS,
a=l a=l

a P
Aa У =  —  2  A a$y, ЛаУ =  ~  2  Ag^y, у  S  Q .

P=1 P=a

Покажем, что операторы Л "  и Л + сопряжены:
о

(А~у,  v ) — (y, Л + о) д л я  любых у, s e Q ,  

если матрица k = {ks<$) симметрична, т. е. выполнено уело-
_  ~ i jn sвие ka$ =  kfa*
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В самом деле, так как k$a =  6ар> то
р а

(А~у,  v ) =  0,5 S  2  \(Ь#Уя , vxa) +  (b£»yx , о*в)] =
а=1 Э-1 '

р  Р

- ° ' 5 ^ , . ? , l ( * 5 » v  4 )  +  < V y  4 ) 1 "

- 0'6 | , Д 1 № Ч '  % ) + № * „ ■  % ) ] =

" О + (* * % •  ч ) ! - ^ л+0)’

что и требовалось доказать.
Отсюда следует, что

(А~у,  у) =  ( А +у, у) =  0,5 (Ау, у) >  0,5(7! (А у ,  у), 

где А у  =  — 2  Ух х ’ т а к  чт0а= 1  а а

U » ,  ^ ) = S ( 1- ^ у а > 8 2 т г №
а-1 а=1 а

Таким образом А~  и Л + положительно определенные one-
Р

раторы: А ~ ^ 6 Е ,  А + ^ Ь Е ,  6 =  4 c i 2 ^ a 2.
a => i

Чтобы доказать устойчивость схемы (96)—(98), воспользуемся 
теоремой 1 из п. 4, согласно которой для задачи

a р

Zja =  p?i Л “Рг<Р) +  Фа ’ 2?а, =  Л а32(3|' +  Фа >

2 <а) =  ° >  г (а,) =  0  П Р И  X  € =  Y “ , 2  ( * ,  0 )  =  0

имеет место априорная оценка

|| z i+[ II <  Ml  шах I 2 (("фа )/ +a/<2p) +  ( ^ ) /,+," (в- ,у(ад) +
0< /' < / II а«=1

+ М 2 V r  max 2  ( I I ( ф Г ) /,+а/(2р)II + 1|(ф+),'+ ,- (а- 1,Л2р) I I).
0 < / '< / а - |

Отсюда следует, что аддитивная схема (96)—(98) сходится 
со скоростью 0 ( / т + | / г  |2) в сеточной норме La.



1
Op

Перейдем теперь к задаче (96), (97) § 2 для системы урав­
нений гиперболического типа (см. А. А. Самарский [12]):

S t j l F  +  tea + ^ ) “ + / « Ь  °* S /«=*/• ( " )
(Х=> 1 С1=>1

Решение этой системы сведем к последовательному от а  к 
а + 1 решению (с шагом т/р) более простых уравнений

~ ^ r  =  L Z u  +  L t u  +  f a , а = 1 , 2 ,  . . . ,  р. (100)

Аппроксимируя каж дое из этих уравнений в обычном смысле, 
получим аддитивную схему

а  р

■ Hfa  1а  —  2  Л арг/(р) +  ^  А сф ^ (Р )  +  Ф а , 

р=>1 р=>а
а = 1 ,  2, р, ( д с , / ) е © й Х о т, ( 101)
У(а) =  ^ (х > а̂)> Ха~®> а̂> а  =  1» 2, . . . ,  р ,

У (Х , 0) =  Mq (х ),

Где Фа “ /«(«• Q> ?а =  ?/+(а/р-о.5)т; коэффициенты ka  ̂ берутся 
в момент t '  у , , определяется одной из формул (67) или (68),

ста
сгр =  0,5 при р =  2, сгр =  1,5 при р =  3.

Второе начальное условие аппроксимируем, полагая

у ф  =  и0(х) + — ■ a0(x) + - ~ ( L u 0 + f ( x ,  0)), а =  1, 2, . . . .  р -  1.

Полученная аддитивная схема, очевидно, обладает суммар­
ной аппроксимацией

'Фа =  0 ( т  +  |Л |2).
а  => j

Д л я  определения вектора y i+i = у(Р) получаем систему урав­
нений

(£  -  V 2A-uH o ,  =  Fu,
где Fa выражается через векторы г/(р), р <  а .  Эта система ре­
шается последовательно от а  к а  +  1 и от s к  s +  1 при помощи
обычных формул прогонки.

Меняя ролями Л„ и Л „ ,  получим вторую схему

*57 Уla1 а ~  S  Л аР%) +  +  Фа * (102)
Р р-1 р - а
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В этом случае счет идет от а  +  1 к о и от s к s +  1, Чередова­
ние схем (101) и (102) дает третью схему.

Пользуясь энергетическим методом, по аналогии с преды­
дущим пунктом, можно получить априорную оценку для по­
грешности z  = у  — и, использующую свойство суммарной аппро­
ксимации. Из этой оценки следует сходимость аддитивной схемы.

З а д а ч и  к г л а в е  V II

Здесь будут рассмотрены экономичные методы для решения уравнения 
теплопроводности

р

"~7" =  X  Т Т  ’ “ (*’ °) = “° W ’ Р = 2>3'
dt о

в цилиндре G X  [0 ^  t ^  /о], где С? — прямоугольник

( Q ^ x a ^ l a, а =  1, 2) 

прн р =  2 илн параллелепипед

( 0 ^ * а < / а, а =  1, 2, 3) 

при р =  3. На границе Г области G задано краевое условие первого рода 

u\F =  \i{x), х = ( х и  хр).

В G вводится сетка йь, равномерная по каждому направлению х а 
(а =  1, . . . .  р) с шагом ha \ пусть yh,a —  множество граничных узлов при 
х а = 0 ,  х а — 1а . Как обычно обозначаем Л а(/ =  Ух х ■

Пусть Hh —  пространство сеточных функций, определенных на йЛ и рав­
ных нулю на границе ул сетки,

(У, о) =  2  У М  v М  • • • Vл;ешй

где суммирование проводится по внутренним узлам x e G  сетки. На отрезке
0  ^  t ̂ введена равномерная сетка с шагом т.

Будем рассматривать здесь только те экономичные схемы, которые экви­
валентны факторизованной схеме.

Требование эквивалентности, как мы отмечали, означает, что для проме­
жуточных значений yi+alv краевые условия на yh, a должны быть заданы 
специальным образом.

Следует иметь в виду, что прн изучении устойчивости мы предполагаем, 
что у | =  0. Только прн этом условии можно рассматривать у(х) как эле­

мент пространства Нь-
Если дан какой-либо экономичный метод, то надо: а) исключить промежу­

точные значения и написать факторизованную схему, б) сформулировать крае­
вые условия для yi+alP, прн которых имеет место эквивалентность этой схемы 
соответствующей факторизованной схеме, в) оценить порядок аппроксимации, 
г) исследовать устойчивость факторизованной схемы (пользуясь общей тер* 

рией).
В  каждой задаче требуется выполнить все четыре пункта,
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При изучении устойчивости факторизованной схемы

Byt + Ау =  ф,

где В =  В\ . . . В р, B a = E  + xRa, рекомендуется использовать следующий
р

критерий. Если схема с В =  Е +  Ra устойчива и операторы R a положи-

О. 1
тельные, самосопряженные и попарно перестановочные, то факторизованная 
схема с В =  В\ . . .  В р также устойчива.

у/Н-’/г  jji . . ,,/ +1 jr. / + Va . . .
1. 1 ---— J L - A , y /+ /* + А 2у ‘ , У-----^ ----=  Л 2 (у1+[- у !).

(Схема Дугласа — Рекфорда [1].)

О т в е т ,  а) (Е — т Л ^  (Е  — тЛ2) yt =  Лг/, Л =  Л ,+ Л 2. б) =  j j /+i —

— тЛ 2 (jx/ + 1  — jx;) при x t =  О, /ь yl+l =  ц / + 1  при * 2 =  0 , /2. в) Схема имеет
аппроксимацию 0 ( | / г | 2 + т). г) Схема устойчива.

У к а з а н и е .  Приведем схему к виду

«./+'/* _  .,/
( £  — тЛО —--- -— —  =  tvyJ, Л  =  Л ! + Л2,

( £  -  тЛ2) —  ‘ ~ У' =  у/+/^ ~ у / ..

Отсюда сразу  исключаем и получаем факторизованную схему.

Краевое условие для следует из второго уравнения.

2.  -----  — —  =  <jlA ly!+'h + ( l - o l) A lyl + A2yl,

а>Л2(у/+‘ - У0.

О т в е т ,  а) ( £  — ( £  — ст2 тЛ2) yt =  Л«/,

б) ( / /' + 1''2 =  ц / + 1  — тст2 Л 2  ([г/’ + 1  — цО при Л?! =  0, /!•

в) Схема имеет аппроксимацию

О ( t 2 + | h |2) + О ( | Ст! — 0,5 | т) + О ( I ст2 -  0,5 | т),

т. е. О ( | /г | 2 + т2) при а ! =  а 2 =  0,5.
г )  Схема устойчива при

а,<г2 > 0  и о а > ± - ¥ ^ _ ,  а - 1 , 2 .

Схема абсолютно устойчива при а а ^  0,5.
У к а з а н и е ,  г) Пусть у L  = 0 .  Тогда Ла =  — Л а, Л =  + Л2, и Л 2 —

уй
положительно определенные, самосопряженные и перестановочные опера­

торы, так что A tA2>  0. В данном случае

В  =  (Е +  <J\xA\) (Е  +  <т2т Л 2) -  Е  +  а ^ Л  i +  а 2т Л 2 +  а 1а 2т М , Л г,

В -  0,5т А =  Е  +  (а, — 0,5) г А, +  (ст2 — 0,5) тЛ 2 +  a t0iX2At Аг 

^ Е  + (а , — 0,5) тЛ, + (аа -  0,5) тЛ2,
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так как o r ^ ^ O .  Учитывая затем, что Я ^ Л а /IM a ll и требуя

0.5Е + (ста — 0,5) тАа ^  ( 2 1| Д jj- + (°а  — 0.5) t j  Ла О,

получаем а „ >  0 , 5 - ^ ^ .

f + */з /
3. - ---^ =  сг,Л1(//+'/з + ( 1  - о , )  А 1У! + (А2 + А 3) у !,

у /+ 2/ з _  y l+ 'h  , , , г ,  ,,
i ^ ----=  ст2Л 2 (у!+ Ь -  уО,

/у/+*__/ ■ I f -v
-2-------^ ------= а 3Л 3(г//+1- г / /)

(при Oj =  о 2 =  0з =  0,5 — схема Дугласа [4]).
з

О т в е т .  а) (Е-<т,тЛ ,) ( £ -<т2 тЛ2) (Е-<г 3 тЛ3) ^ - Л у ,  Л =  2

a== 1
б) y!+ 'ls=  ц/ + т (Е  — о 2 тЛ2) (Е  — о 3 тЛ3) |Х̂ при =  0, / р i/ + ! ' '3 =  ц;+| —

— т2 (Т3 Л 3 |г{ при л: 2  =  0, /2. в) Схема имеет аппроксимацию 0 (|  h |2  + т2) при 

о , =  о 2 =  =  0,5, О ( | А | 2 + т) при <Уа Ф  0,5, a  =  1, 2, 3. г) Схема устой­
чива при ста ^ 0 ,5 ,  а  =  1 , 2 , 3.

У к а з а н и е ,  а) Обозначим

wa =  (y l+a/3- y ’)/t .

Тогда уравнения запишутся в виде

(Е — стiTrA,) w, =  Ау}\ (Е — ст2тЛ2) ш>2 =  w u (Е — ог3 тЛ3) wt =» ш».

Последовательно исключая отсюда w2 и te>t и заменяя а>г — (у^+1— у^)/х, 
получим искомую факторизованную схему.

4. У----— У = о 1А ]у!+ '1г+ ( \ - в 2) А 2у>,

~ у-  * =*о2А 2у!+[ + (1 -  а ,)  А 1У!+\

1 Ац
Показать, что при ста =  —--- a = l ,  2, эта схема имеет аппроксимацию

О ( I h | 4 + т2).

О т в е т ,  а) (Е-<т,тЛ 1)(Е-<т 2 тЛ2) {/<=Л{/ + (1-(т 1 -<т2 ) т Л 1Л2{/, б) у1+'1г =  

=  <т! 7 + 1 — (Т,<т2 тЛ 2 (г^ + 1  + ( 1  — а  у) |л; + ( 1  — стО ( 1  — ст2) тЛ2цУ при « i = 0 , l t.

Если о 1 =  о 2  =  0,5, т о  1 / / + 1 / 2  =  0,5 (ц? + ц/ + |) — Л 2 |х̂  при Art =  0 ,1{. в) Схема

1 h2a
при о , =  о 2 =  0,5 имеет точность О ( | /г | 2 + т2), а при 0 а =  -̂ --- — точность

1
О ( | h [ 4 + т2). г )  Схема устойчива прн о а ^  0,5 н сга =  —--------

У к а з а н и е ,  а) Перепишем уравнения в виде

(Е -  ог,тЛ,) i//+1/s =  (Е  + (1 -  ог2) тЛ2) «Л 

(Е  + (1 -  cri) тЛ ,) у!+Ч* -  (Е  -  ог2тЛ2) г*/+1.
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Умножая второе уравнение на а х, первое —  на (1 —  а х) и складывая их, 
получим

yi+'U =  tTj (£■ — <т2 тЛ2) y l+l + ( 1  -  а , ) ( £  + (1 -  ст2) тЛ2) у1.

Подставим это выражение в первое уравнение и после очевидных преобразо­
ваний получим

( E - O i тЛ,) (£ —ст2тЛ2) yl+i = (£ + (1 -  а,) тЛ,) (£ + (1 -  ст2) тЛ2) у1

(при этом перестановочность Л] и Л 2 не используется), б) Краевое условие 
при х х =  О, Х\ =  U следует из полученной выше формулы для yi+il2. в) По-

1 h\
грешность аппроксимации схемы при о а =  --- исследована И. В. Фря-

зиновым [6 ].
З а м е ч а н и е .  И. В. Фрязинов [6 ] показал, что эта схема имеет точность 

0(|/г | 4 + т2) в случае, когда область G — ступенчатая, т. е. составлена из 
прямоугольников со сторонами, параллельными координатным осям, причем 
не только для первой краевой задачи, но и для третьей краевой задачи.

5 . У1+ L -  У1 =  1  [ Л , ; Л  V» + (Л 2 + Л3) у Ч  

УМ > -У1+Л  = ^  [ л ^ + 7 ,  + А2у М .  + А#у/+■/.],

у/+1 _ у + / ,  _  ^  ^  + ^  + A^ /+Ij_

О т в е т .  Схема не является безусловно устойчивой (см. Н. Н. Яиеико [6 ]). 
Факторизованная схема имеет вид

(£ - Т Л|) (£ - т  As) (£ ~ т Лз) !/,+| ”

= \ р  "з ТГ 1Г

6 . (E - a x X i )  у 1+'1г =  (Е  + (1 -  о) тЛО ( £ +  (1 -  ст) тЛ2) у 1,

( Е - а тЛ2) y t+l =  y l+'l>.

О т в е т ,  а) ( £  -  ат Л ;) ( £  — атЛ2) yt =  Ау — (2 ст — 1) гА - ^у . б) у1+'1г =  

=  ( Е — сттЛ2) при Хх =  0, х х =  1Х. в) О ( | А | 2  + т2) при ст =  0,5. г) Схема 

1 h\h\
устойчива при ------- 7— 5--- 5~-

2 Ax(h] + h\

У к а з а н и е ,  г) Пусть у =  0, Аа =  — Л а, А =  Ах + Аг. Запишем схему 

в виде

Ву}+ 1=Су>,
где

В  = (E +  cnAi) (Е  + сттЛ2), С =  (Е  — ( 1 — а) тАх) (Е — (1 — а) тАг),

И воспользуемся достаточными условиями устойчивости
е - с > о ,  в + с р о.



Эти усл ови й  выполнены, если

А + ( 2 а — 1) т Л И 2 >0»

2 £  +  ( 2 а  -  1) тА +  ( а 2 +  (1 -  а ) 2) t 2 АХА2 >  0.
Так как Л!Л 2 > 0  и

Е > Ш Т Ш А'
то

0,5 (В + С) >  £  +  (а  -  0,5) tA  ^  + { а ~ ° ,5) Т) Л >  °*

если

1

З а д а ч и  К  г Л а в ё  vit 4 4 7

(Т > 0 , 5  — г ( |Mi II -Ь || Л21|) •

1 А2А2 
а > --------- '

П ри этом  н ер авен ство  В  — С  >  0  вы полняется автоматически. Д ействительно,  
учиты вая, что

А > { ш  + ш \ ) А'А2'
п олучаем

2 4т (А? + А22) ‘

вы полняется а

(та г+таг)

В  -  С =  А +  (2 а  — 1) rA tA2 >  " |л Г Г  — *) Tj  AiA2.

Д а л е е ,

{ 2 а ~ 1 ) Х + Т Ж 1  +  Т М > ~  l\Ad + \A2\\ + J a J  + I a J > 0 ' 

что и требовалось .
4 .  1 .1+'1>=±и1__- и /-13 У 3 У ’7. ( г - Х л «)»

( г - у Л 2) у1+1= у 1+'1г.

(Ь хем а  Б е й к е р а — О ли ф ан та f 1 ].)

О т в е т ,  а) -  т Л  +  Щ -  у» +  т 2 ^  Е -  ~  Л  +  - | -  Л,Л.2)  уи

=  Л х /- - у - Л , Л 2«/, Л  =  Л , +  Л 2. б) у1+,,г =■ ц / + | - - у - Л 2ц /+1 при * 1  =  0,

в) О ( | А |2 +  г ) ,  г) С хем а устойчива при лю бы х Аа и т.
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О т в е т ,  а) [е  -  Л 2) уи =Л«/ -  ~  Л ;Л 2у.

б) yi+'li =  -£---------- i _  Ц/+1) при Х\ — 0 ,

Q2U
в) Аппроксимирует уравнение —̂ -  =  (L t + L 2) u  с погрешностью

0 (  |Л|2 +  т2).
г) Схема абсолютно устойчива.
У к а з а н и е .  При приведении к каноническому виду учесть, что 

у1+1 =2у! + %2y[t.



Глава VIII

И Т Е РА Ц И О Н Н Ы Е  М ЕТО Д Ы  РЕШ ЕН ИЯ 
РА ЗНО СТНЫ Х  Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Х  УРАВНЕНИЙ

При помощи метода конечных разностей задача Дирихле для уравнения 

Пуассона Л и  =  — f ( x )  в гл. IV была сведена к системе линейных алгебраиче­

ских уравнений. Порядок системы равен числу внутренних узлов сетки, т. е. 

0(h~p), где h —  шаг сетки, р — число измерений, и возрастает с уменьшением 

шага. Применение прямых методов линейной алгебры (например, метода иск­

лючения Гаусса) для решения этой системы нецелесообразно, так как при 

этом требуется большое число арифметических действий.

Для решения разностных эллиптических уравнений обычно применяются 

итерационные методы (или методы последовательных приближений).

В § 1 этой главы мы рассматриваем современные экономичные итерацион­

ные схемы, применяемые для решения разностной задачи Дирихле в прямо­

угольнике.

В §§ 2— 4 дано изложение итерационных методов как части общей тео­

рии устойчивости разностных схем (см. гл. V I) . Новым вопросом, возникаю­

щим здесь, является выбор итерационных параметров. В §§ 2, 3 рассматри­

ваются одношаговые итерационные методы для уравнения Аи =  /, где А — ли­

нейный оператор, действующий в гильбертовом пространстве Я , u e f f ,  / s f f .  

В § 4 изучается сходимость некоторых двухшаговых (трехслойных) итера­

ционных схем.

§ 1. Двухслойные итерационные схемы 
для разностной задачи Дирихле

1. Итерационные схемы. Все итерационные схемы можно 
трактовать как методы установления для соответствующего не­
стационарного уравнения. Поясним это на примере уравнения 
Пуассона. Решение уравнения теплопроводности со стационар­
ными (т. е. не зависящими от времени) граничными данными и 
правой частью

- |~  =  A« +  f(x), l e G ,  / > 0 ,  u | r  =  n(x), и{х,  0) = и0{х), (1)



при t -+  оо стремится к решению стационарной задачи
Д ц =  — f(x), x e G ,  ц | г =  ц.(л;), (2)

т. е. к решению задачи Дирихле для уравнения Пуассона. 
Чтобы убедиться в этом, достаточно показать, что решение одно­
родного уравнения теплопроводности с однородным граничным 
условием

- ^ -  =  Ди, и|г  =  0, v (х, 0) =  v0 =  и0 (х) -  й (х), (3)

где v{x,  t) =  и(х,  t ) — й ( х ) — отклонение от стационарного реше­
ния, стремится к нулю при / —> оо и любой функции Vo(x).

В самом деле, пусть и {wh (x)}  — системы собственных 
значений и ортонормированных собственных функций задачи

k w  +  Xw =  0, i e  G, и>|г  =  0,

так что (wu, wm) =  8km, где 6km — символ Кронекера, а

(ау, и) =  J  ay (х) и (х) dx ,  || ay || =  Y (w ,  w).

о
Тогда решение задачи (3) имеет вид (см. А. Н. Тихонов и 
А. А. Самарский [6], гл. VI):

оо

V {х, 0 = 2  Ckw k (х) e~Kk\ ck =  (v0, Wk).

В силу условия (wk, w m) = 6hm имеем
оо оо

II О (0  II2 =  2  <  в - ^ . ‘ 2  с\ =  е ~ ^ \  v0 f ,

так как 0 <  Я, ^  Х2 ^  . . .  ^  К  ^  . . .  Отсюда следует, что

II о ( O IK e - ^  || о011-

Требование ||и(0И =  II «С*. 0 — й{х)\\ е||«о —  «II, где 0 <  е <  1 —
любое число, будет, очевидно, выполнено при

— А.1 8

Поэтому, решая уравнение теплопроводности со стационарными 
граничными данными и правой частью и любыми начальными 
данными, мы при достаточно большом значении t > t * { z )  полу­
чим приближенное решение стационарной задачи с любой з а ­
данной точностью е >  0. Такой метод получения стационарного 
решения называют методом установления. Аналогичным свой­
ством затухания начальных данных обладают многие устойчи­
вые разностные аналоги уравнения теплопроводности. Более
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того, можно утверждать, что итерационные методы решения р а з ­
ностных эллиптических уравнений являются методами установ­
ления.

Остановимся сначала на общей характеристике понятия ите­
рационной схемы. Пусть требуется решить разностное уравне­
ние (линейную алгебраическую систему)

Au = f. (4)

Будем рассматривать А как линейный оператор, заданный на 
некотором линейном нормированном пространстве Я, / е Я  — 
заданный произвольный вектор из Я.

Метод итераций позволяет, отправляясь от некоторого на­
чального приближения уо е  Я, последовательно определять при­
ближенные решения уравнения (4) г/ь г/2 , . . . ,  Ук, Уи+ь •••» 
где k — номер итерации. Значение уи+\ выражается через из­
вестные предыдущие итерации г/*, г/^-ь . . .  Если при вычисле­
нии yh+ 1 используется только предыдущая итерация y h, то гово­
рят, что итерационный метод (схема) является одношаговым.  
Если же для нахождения уи+\ используются две предыдущие 
итерации yh и Уи- ь  то говорят, что метод итераций является 
двухшаговым.  Лю бая одношаговая итерационная схема, в со­
ответствии с определением, может быть записана в виде

ВкУк+l =  СкУк +  r k+if> (5)
где Bh, Си — линейные операторы на Я, зависящие от номера 
итерации, %п+\ ■— некоторые числовые параметры.

Обычно к итерационным схемам предъявляется естественное 
требование: решение к е Я  уравнения (4) при произвольном 
f е Я  должно удовлетворять уравнению (5), т. е.

B ku =  Cku +  xk+i f.

Так как и не зависит от k, то это уравнение и уравнение (4) 
будут выполнены, если потребовать

B k - C k = tk+\A-
В ы раж ая Ch через А и Bh, перепишем (5) в канонической форме

В к Ук+' ~ Н  + A y k = f, £ =  0 , 1 , 2 , . . .  (6)
Tfc+i

Чтобы определить отсюда последовательно у и у2, Ук, 
надо задать  начальное приближение г/о- Итак, получаем задачу

Я* ^*±1— УЛ- + A yk = f, 6 =  0 , 1 ..........у 0 задано. (7)
хк+1

Итерационная схема (6) при любых Вк и ть-н точно аппрокси­
мирует уравнение (4) на его решении и. Это значит, что
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разность z h = yh — и, где и — точное решение уравнения (4), 
Ук — решение задачи (7), удовлетворяет однородному уравнению

Bk + A z k =  О, Л«=0, 1, . . . .  г0 =  й , - и -  (8)
Tfc+i

Говорят, что итерационный процесс (схема) (7) сходится, 
если

\ \Ук~ и\\ =  II Zfe I! —> 0 при ft-»  сю,

где || • II •— некоторая норма.
Сравнивая (6) с двухслойной схемой, рассмотренной в гл.У, 

мы видим, что одношаговая итерационная схема по форме сов­
падает с двухслойной схемой для нестационарных уравнений 
вида

Поэтому вместо слов «одношаговая итерационная схема» мож­
но говорить «двухслойная итерационная схема».

Таким образом, любой итерационный процесс вида (6) сво­
дится к решению нестационарной задачи.

Различие между итерационными схемами и схемами для 
нестационарных задач заключается в следующем:

1) при любых В к и Тй+| решение и исходной задачи (4) удов­
летворяет уравнению (6),

2) выбор параметров тй+ i и операторов В* следует подчи­
нить лишь требованиям сходимости итераций и минимума ариф ­
метических действий (экономичности), необходимых для нахо­
ждения приближенного решения с заданной точностью (в случае 
нестационарных задач выбор шага подчинен прежде всего тре­
бованию аппроксимации).

Параметр т&+[ можно рассматривать как шаг (переменный
fc+i

в общем случае) по фиктивному времени t k+l =  2  t s .
5= 1

Обычно задается некоторая точность е >  0, с которой надо 
найти приближенное решение задачи (4). Если ||и||*= I, то тре­
буется, чтобы выполнялось условие

IIi / f t - и 1 Ю  при ft> и(е). (9)

Здесь п(е) — минимальное число итераций, гарантирующих з а ­
данную точность е. (Условие | |и | |=  1 может быть выполнено по­
сле перенормировки м и /  путем введения масштабного множи­
теля. Пусть, например, Н  — гильбертово пространство, А = А * > 0, 
тогда ||и ||д =  | |/Ид-ь Если | | / | |д - 1  =  ЛГ0, то, полагая и  =  М 0й, 
/  =  Mof,  получим д ля  й  уравнение А й  =  /  с ||й||д =  1.)
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Так как точное решение и неизвестно, то условие (9) не­
удобно для практической проверки. Его можно заменить одним 
из условий

II Ук+i — Ук II < е ,  (10)
\ \Ayk - f \ \ < B  ( || Л (г/6 — «) || <  е), (11)

где (A yk — f )— невязка в уравнении (4) при подстановке г/ь 
вместо и. Если при некотором k  выполнено одно из условий (10) 
или (11), то считается, что требуемая точность достигнута, и 
вычисление последующих приближений прекращается. В (9) — 
(11) могут фигурировать, вообще говоря, разные е.

В общем случае в качестве меры сходимости итераций при­
нимается отношение \\уи — и\\/\\у0 — «II и т. д., так что например,
требования (9) и (11) заменяются требованием

II */* — « II <  е || «/о — «II или II Лг/6 - / | |  < е  || Лг/о-/11-

Уравнению (4) можно поставить в соответствие большое 
число итерационных схем (6) с любыми В к и т&. Как следует 
выбирать В к и tfe?

Качество итерационной схемы характеризуется, прежде все­
го, числом Q ( е) действий, которые надо произвести, чтобы по­
лучить решение задачи (4) с заданной точностью е >  0 при лю­
бом выборе начального приближения у 0. Оператор В к и п ара­
метры хи надо выбирать так, чтобы число действий Q было 
минимальным (в некотором смысле).

п  (е)

Общий объем вычислений Q(e) равен Q(e) = 2  <7fc> где —
fc=i

число действий для вычисления итерации номера k, или Q ( e )  =  
= q n (e ), где q — среднее число действий для одной итерации. 
Если q удовлетворяет требованию экономичности (например, 
q = 0 ( N ) ,  где N — число узлов сетки еол в случае разностного 
эллиптического уравнения), то задача о минимуме Q(e)  сво­
дится к задаче о минимуме числа итераций п(е ).

Запишем (6) в виде

ВкУк+i =  ВкУъ. +  Tft+i (/ ~  A y k). (12)

Отсюда видно, что qh зависит только от вида B k. Укажем ти­
пичные формы экономичных операторов:

1) B h =  £  — единичный оператор (явная схема (6)),
2) B h — треугольный оператор (с треугольной матрицей),
3) Bh — факторизованный оператор вида Вк *= В $  . .  • B t \

где В £ \  <х=1, 2..........р — экономичные операторы.
Вообще Bk следует выбирать так, чтобы соответствующая 

схема для уравнения ларабоди^ескогр ТШ1Д ЯРДОШФ ЭЯРЯР' 
м т н  ой,



Мы остановимся подробно на итерационных схемах для раз­
ностной задачи Дирихле.

2. Схема простой итерации (шзная схема). Рассмотрим з а ­
дачу Дирихле в прямоугольнике Go — {0^С ха ^С 1а , а  =  1, 2}:

Д и = - f ( x ) ,  х  =  (*,, х 2) е  G, и |г =  ц.(х). (13)

Соответствующая разностная задача Дирихле имеет вид 

A v  = -  f  {х), х е ^ щ ,  v |Yft =  ц {х),

Л =  Л +  Л А  у  = у  0 = 1 ,  2,
I а Лсга

где
~  {x i ~  (А̂ 1> 2̂^2)» *"а =  1, • * • > N а, (X =  1, 2}

— сетка с шагами 1г{ и h2, yh — граница сетки. Задача  (14) по­
дробно исследована в гл. IV, § 1.

Простейшей двухслойной итерационной схемой является яв­
ная схема (метод Якоби) с постоянным параметром:

~ +\  "* =  А Ук +  /(*),  х < = щ ,  ук \ч  = \х(х), Уо = Уо(х), (15)

fe =  0, 1, . . .

Так как ук+i определяется по явной формуле уи+\ = уь +  
+  т (Л Ун + f) и q k = 0 ( N ) ,  то число итераций зависит только 
от параметра т, который выбирается из условия минимума чис­
ла итераций (такая задача решается точио). Чтобы иайти т, 
рассмотрим устойчивость по начальным данным однородного 
уравнения с однородными граничными условиями и произволь­
ными начальными данными

- к±'~ ~к- ■ =  A z k, k = 0, 1 , . . . ,т 1̂6) 
гк 1Ул = 0, Z0 = Z0 {x) = y0{x )-u (x ).

Пусть Н  — пространство сеточных функций, заданных на й л 
и обращающихся в нуль на границе ул, (,) — скалярное произ­
ведение:

JV,— I N,~\

(v , w ) =  2  2 и ( * Л »  i2h2) w { i lh ], i2h2) h xh2, 
ii"l ii—i

A  = —Л — линейный оператор, заданный на Н.
В гл. IV, § 2 было показано, что А является линейным само­

сопряженным оператором, А =  А*, и
6 1 | г Г < ( Л г ,  г | < Д « г Е  (17)
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где

(18)

Здесь б — наименьшее, Д — наибольшее собственные значения 
оператора А,  так что k =  1, 2, . . . ,  {Ы\ — 1) X {N2— 1),
Xh — собственное значение номера k оператора А. Оценка (17) 
является точной.

Задача  (16) эквивалентна операторному уравнению

так как | |5А[| =  | |S | | \  поскольку S  = S* (см. гл. I, § 3). Итерации 
сходятся, если ||5|| <  1. Требование ||zft|| < e | | z 0|| будет, как вид­
но из (22), выполнено, если | |5 | |ft <  е, т. е.

Величина ln ( l / | |S | | )  обычно называется скоростью сходимо­
сти итераций.

Чем меньше ||5Ц, тем меньше и(е) (тем больше скорость 
сходимости). ||S|| зависит от т. Выберем т из условия минимума 
||5| |. Так как 5  =  S*, то ||5|| равна модулю наибольшего соб­
ственного значения ць =  ць(5) оператора 5:

Из определения 5  (20) следует, что =  1 — тЯь, где ^ = Я ь ( Л ) — 
собственное значение оператора А.  В результате мы приходим 
к следующей задаче минимакса: найти то значение параметра т, 
при котором достигается

f Л г fe =  0, k = 0, 1.......... z0 — любой вектор из Н.  (19)

Решая (19) относительно Zfc+i, получим 

z k+f = S z k, S  = Е  — тЛ, 

где 5  — оператор перехода. Из (20) находим

z k — TkZ0, Tk = S k, 

где Th — разрешающий оператор. Оценим ||Zfc||.

(2 1 )

(20)

I I Z f e l K I I  Tk l l l l  z 0 1| =  || 5  | f  || z 0 II, (22)

(23)

|| 5 1| =  max | |ife |. ' (24)k

min max | 1 — тЛ,* |, где 0 <  d . <  %k <  A. (25)



Функция f(A,) =  | l  — тХ | , очевидно, достигает максимума 
либо при X =  6, либо при X =  А:

max | 1 — хХ | =  m ax{ | 1 — тб |, | 1 — тД |}. (26)
6<А ,< д

Л е м м а  1. Если  0 <  б X ^  Д, т >  0, то 

min max | 1 -  хХ | =  =  Ро при т =  т0 =  -т4 тг -  (27)
Т >  О А. е  [6, Д1 Л  +  0  0  +  Л

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим функции ф( (т) =  11— т6|  
и фг(т) =  11 — тД| .  Они изображены на рис. 20, ф 1 (т) убывает

при 0 <  т <  1/6 и возрастает 
при т >  1/6; Фг(т) убывает при
0 <  т <  1/Д и возрастает при 
х >  1/Д. Так как Д >  б, то кри­
вые Ф[(т) и Фг(т) пересекаются 
в точке х =  то е  (1/Д, 1/6), при­
чем ф1 (т0) =  1 — т0б, фг(т0) =  
=  тоД— 1. Приравнивая эти 
выражения: 1 — тоб =  ТоД— 1,
находим

То =  2/(6 +  Д),
Ро =  1 -  т0б =  Т0Д -  1 =

=  (Д -6 ) / (Д  +  6).

Из рисунка 20 видно, что в точке то достигается минимум 
функции Ф( т ) = т а х { | 1 — т8| ,  | 1 — тД|}.  Тем самым найдено 
оптимальное значение т =  то, при котором р(т) =  IIS (т) II имеет 
минимум, так что

1 Ы 1 < Р о |Ы 1  ПРИ Т =  т0 =  2/(Д +  б). (28)

Подставляя сюда вместо 6 и Д их значения (18), находим

h\h\
4  2(*? +  * Э ‘

В случае квадратной сетки, т. е. при h\ = h<i = h, имеем 
то =  Щ \ .  Схема (15) принимает вид

г/Н1 =  т ( |/1 1" ' ) +  1 |,) +  й + |' , +  г4+,,,) +  т / -  Ук+1 |Ул =  И * ) .  (29)

Подсчитаем число итераций, достаточное для достижения 
точности е. Д ля простоты предположим, что l\ =  h =  1, тогда
6 =  sin2 , Д =  cos2 — . Формула (27) дает 

1 ~  tg2 (яА/2) „ 1П (1/8)
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Оценим асимптотический порядок для числа итераций при 
/1 —  0:

Ро »  1 — 2 tg2 (я h/2)  «  1 — 0,5л2к 2, In  (1/р0) 0 ,5я2А2,

т. е. число итераций пропорционально числу узлов сетки и яв­
ляется величиной О (ft-2 In (1/е)). Так как q = О (N) = О (h~2), 
то общее число действий Q =  О (/г- 4 1п (1/е)).

Погрешность в определении решения задачи Дирихле (13) 
есть сумма погрешности 0(1г2) самой разностной схемы (14) и 
погрешности е итерационной схемы. Естественно требовать, что­
бы эти погрешности были величинами одного порядка, т. е. 
е = 0 ( h 2). Тогда In (1/е) =  О (in /г-1) и Q = О (ft-4 In h ~ ]).

В настоящее время имеются методы, которые обеспечивают 
точность е:

а) для прямоугольника с числом итераций и(е) =  
=  О ( in /г- 1 1п (1/е))(пропорционально логарифму числа узлов сет­
ки со и) и общим числом действий Q = О {h~2 In h~* In (1/е)) (про­
дольно-поперечная схема или неявный метод переменных на­
правлений),

б) для областей более сложной формы и уравнений с пере­
менными коэффициентами

п  (е) =  О (A-1 In ( 1/е)), Q =  О (Ы 3 In (1/е)).
Сравнение с такими методами показывает, что метод простой 
итерации является слишком трудоемким (неэкономичным).

В основе построения схем а) и б) лежит следующий прин­
цип: итерационная схема, трактуемая как разностная схема для 
уравнения теплопроводности (1),  должна быть экономичной. 
Тогда задача теории сводится к выбору итерационных парамет­
ров из условия минимума числа итераций (минимума нормы 
разрешающего оператора Тп).

3. Неявный метод переменных направлений (продольно-по­
перечная схема). Рассмотрим задачу (14). В качестве итера­
ционной схемы возьмем продольно-поперечную схему с перемен­
ным шагом по времени для уравнения теплопроводности (1):

- — ( ! ) - ^  =  А, г/'+‘Л +  Л 2г//+  /(*),  х < = щ ,  y t +Ч» | =  ц (х), (31) 
T/+i л

#./+1 _*./ + 1/2
у-----_*!----- = А 1У1+Ч> + А 2у1+' + !(х),  х  <=ah, y l + ' \ = i i ( x ) ,  (32)

T/+i -л
где / =  0, 1, . . . ,  уо = и0(х) и y i+l/2 — промежуточное значение 
(подитерация), а щ{х)  — произвольное начальное приближение,



T/ + i > 0 i  T/ + i > 0  — числа. Эта схема с =  т(Д ,  =  0,5т =  const
была рассмотрена для уравнения теплопроводности в гл. VII,
§ 1. Так как в данном случае граничное значение « | г =  ц(л;)
не зависит о т /, то для вычисления у 1+,/г | поправка не вво-

*h
дится, и yi+'k | = ( i (x ) .  В гл. VII был описан алгоритм реше- 

^h
ния методом прогонки системы алгебраических уравнений (31), 
(32). Он сводится к последовательному решению по строкам 

уравнений вида
y l + V г  _  Т ^ Л =  F t

и по столбцам уравнений вида

у ш  -  т?1Л2У1+' =  F i+V\

Таким образом, вычислительный алгоритм тот же, что и в слу­
чае уравнения теплопроводности.

Д л я  вычисления одной итерации требуется q = 0 ( N )  = 
=  О (1/Л2) арифметических действий. Ускорение сходимости ите­
раций, по сравнению с явной схемой, достигается за счет соот­
ветствующего выбора параметров {т^} и {т(2)}. К аждое из урав­
нений (31) и (32) аппроксимирует задачу (14) точно. Поэтому 
для погрешности 2 J+1'2 =  yi+ll2 — и , z i+i = y1+i — и получим од­
нородную задачу

5-/ +  Чг__7 \

z  z  . =  A | Z / + V .  +  A 2z l ,  z i + i * | = 0 ,
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( , )  - Г  ^ 2 *  , <■ lY

T/+l "
Л-И _  ?!+'/>

■ = A lz'+'h +  A 2zl+i, г ' + ' L  = 0 ,  Z 0 = u0- u .
(33)

Рассмотрим сеточное пространство H, введенное в предыду­
щем пункте, и обозначим A xz  — —A\z ,  A 2z  =  —A 2z, где z  — лю­
бой вектор из Н.  Операторы А,  и А 2 обладают, как показано 
в гл. IV, § 2, следующими свойствами:

1) А\  и А 2 самосопряженные операторы,
2) Ai  и А 2 положительно определенные и ограниченные опе­

раторы: даЕ ^ А а ^ А аЕ  или

S J  2  |р <  (Aaz, z) <  Да II2  |р для всех г е Я ,  (34)
где

4 • о лАп » 4 о nha ( Л /п-.
71  sin —— , д а =  TF cos — - ,  а = 1 ,  2, (35)
" а  " а  " а  •“ а

3) операторы и Л2 перестановочны.
Последнее свойство выполняется только для прямоуголь­

ника.



Перепишем задачу (33) в виде

(E + x ^ A J z l + ' ^ i E - T ^ A J z l ,
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(£  +  т ? > Л ) * /+, =  ( Я - ^ +Л ) * /+,А-
(36)

Задан  произвольный вектор 2 ° из Н.
Исключая, как было показано в гл. VII, г ^ 2, получим ф ак ­

торизованную схему

(Е +  т й ,л , ) ( Е  +  , й  Л ) 2Ж  _  (£  _  ,Л ,)(Е -  А ) * / .  (37)

В силу перестановочности А { и А 2 отсюда следует:

zl+' =  S /+lzl, (38)

где S ; — оператор перехода, равный S/ =  S (/ )S </ ),

S\l) =  (Е +  T/1)i4i)- ' (Е -  x f A {), S f  = {Е + x f A 2)~X (Е -  т'/'Л2). (39)

Применяя формулу (38), найдем
z n =  Tnz \  (40)

где Тп — разрешающий оператор, равный

Tn = f l S , .  (41)
/= i

Оператор Тп представляет собой произведение перестановочных 
самосопряженных операторов и, следовательно, является само­
сопряженным оператором.

Из самосопряженности Тп следует, что

II Тп || =  т а х |  Хь(Тп) |, (42)
к

где Хк(Тп) — собственные значения оператора Т„. Найдем вы­
ражение для Xk(Tn)- Д ля этого нам понадобится тот факт, что
перестановочные самосопряженные операторы А и В имеют об­
щую систему собственных функций, а также легко проверяемые 
свойства:

1) если А =  А*, В =  В*, А В  = ВА,  то

М  АВ) = Х(А)Х(В),  Ц А  + В) = к(А)  + к(В),

2)

где А, (Л) и X (В) — собственные числа, соответствующие одному 
и тому ж е  собственному вектору.
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Пусть Я*а) — собственное значение номера k a = \ , 2 ,  . . . ,  N a — 1
а

оператора Л0. Тогда будем иметь (номера k a опускаем) 

,  1 - t W "  1 - т й й
я. ( S / ) — ! +  Ty)jL(I) , I  {Si ) -  i + ^ (2) ,

и, следовательно,

1 + т(Д(» ‘ 1 + т<;>*<2>’ (43)

Т Т  1 - tW "  1 - tW 2>
% {Тп) ~  П  1 +  т<»*<» ' 1 + x f №  ’ (44)

причем
б, <  4 ?  <  А,, 6 2 <  ?£! <  Да, (45)

где б], бг и А1( Д2 определяются по формулам (35).
Из (40) получим оценку

II Zn II <11 Tn \\\\z°\\.

Норма оператора Тп, согласно (42) и (44), равна

Т Т  1 -  xy>xg
н  1+ту>4» • 1 + т<2)4 2>

Г „ | |=  max (46)

Так же, как и в п. 2, мы приходим к следующей задаче ми- 
нимакса: найти такой набор параметров {х*/*}, {т /2)}> чтобы нор­
ма оператора Тп была минимальна при заданном п.

Заменим в (46) й.*1,* и непрерывными аргументами
АЯ е  [бь Ai], АЯ е  [6 2 , Лг]. При этом правая часть в (46), во­
обще говоря, увеличится и знак равенства в (46) следует заме­
нить знаком -С. В результате мы приходим к следующей задаче 
минимакса: найти такие положительные числа т<!), . . . ,  т(,)

I 7 7 tl 9

тр*, . . . ,  т®, п = п(ъ) ( 0  <  е <  1 — любое заданное число), при 
которых достигается

l - T f P l " *  1 -  т (/ > ^ 2>
min m ax I I

m m  и
Я(2> e  [82, Д2]

l + x y ^ 1» 1+Т(/'Л(2>
(47)

Точное решение этой задачи найдено Ж орданом (см. Ваш- 
пресс [3]). Мы изложим основные этапы его рассуждений (без 
обоснования заключительного этапа).  Кроме того, мы дадим 
приближенное решение задачи минимакса; это решение может



быть использовано и в других случаях (например, для схем
О (/г2) и О (/г4) при /7 =  2, 3).

4. Выбор итерационных параметров. Две системы парамет­
ров {ту*} и {т<2>} выбираются в (31), (32) потому, что собствен­
ные значения операторов А\  =  —Л] и Л2 =  —Лг расположены 
на разных отрезках. Если 6 i =  62 =  6 и А, =  Д2 =  А, то выби­
рается одна система параметров {т;}, т. е. т*.1' =  т<2) =  т;..

Если же 61  ф  &2 и А] ф  Д2, то с помощью дробно-линейного 
преобразования переменных ?Jt> и А<2> задачу (47) можно свести 
к задаче минимакса для случая, когда спектры операторов А\ 
и Л 2 леж ат  на отрезке [rj, 1], где г] >  0. Тогда вместо двух п ара­
метров ту* и т(?> можно взять один параметр.

Итак, рассмотрим функцию

f = f(T(!) т (2) дП) ^(2))=  1 - Т (2)Я,(1) 1 - Т (1)Я,(2)
1 ’ ’ 1 + J + т(2)̂ (2) >

где Я.<!> а  [б,, Ai], А,<2> т  [6 2, А2].
Вместо и Я<2> введем новые переменные а  и р, меняю­

щиеся на отрезке [т̂ , 1], где ri >  0. Д ля  этого положим

a,<i)=JLz£- я.<2 ) =  4 г 4 - |  (48)
q — rа  ’ Я + r$  v ’

где р, q, г — постоянные, подлежащие определению. Требуя, 
чтобы а  =  Р =  г] при А,*'* =* 6 ], Я.*2) =  62 и а  =  р =  1 при =  Ai,
Я.*2) =  Д2, получим четыре уравнения для р, q, г, rj:

b i ( q - w )  = 4 ~  Р< 62(q +  Tjr) =  г] +  р, 1
Aj (£7 — г) =  1 — р, А2(9 +  г ) =  1 + р .  .)

Прежде, чем решать эти уравнения, преобразуем функцию f:

( 1 — csco(2) 1 — 6 с о <,) ^  0 ^ - 1  / е л \
f  =  1------Т Т Г 'Т Г Г ^ Г ’ 11 < а ,  Р < 1 , (50Ц-асо'1' H-fSco '̂

где
т ( 0 _ г т(2) ,

“ (,)= - I - o f ’ (51)q — Х' ’р  q +  X' p

Вернемся к системе уравнений (49). Выразим q и г через р: 
2Д] Д2г =  Д( — А2 +  (At +  Д2) р, q = г +  (1 — р)/А,. (52)

Подставив (52) в (49), получим два уравнения:
[6] (А, +  Ag) (1 -  л) +  2Л2 (А, -  6,)] р  =

=  -  6,(1 - л )  (А, -  A2) +  2A2 (AiT)-6,),
[62 (Ai +  А2) (1 +  rj) — 2 А2 (А, +  62)] р  =

=  -  ва (1 +  Л) (Aj -  Ag) +  2Д2 (Д1Л -  й*).
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Введем вместо ц новую постоянную |  =  (1 — ri)/( 1 +  ц), так что 
Т1 =  (1 — £)/(1 + 1). Тогда уравнения (53) преобразуются к виду

[ (A i  — 6 j)  Л 2 +  £А, (6 i  +  Л 2)] р  =  (A i  — 6 i ) A 2 — (Лз +  б[) A jg ,  1

[(А* ~  б2) 1̂ +  1^2 Ф г +  ^ i ) l  Р — ~  (Аг ~  вг) +  ( ^ i +  ^г) J
Перемножая эти равенства, исключим р  и найдем

t  _  - i f  (Д| ~~ 6 i) (Д2 ~  62) _  1 ~  I /ес\
ь V  ( A , + 6 2) (A2 +  6,) ’ 11 1 + 1  • \ЬЬ>

Зн ая  определим р  из (54) и q, г  из (52):

_  к  — |  (А, — б , )  А2 _  Ai — Д2 +  (А! +  Д2) р  1 —  р
Р  х  +  6 *  *  (А2 +  6 , )  Д, ’ Г 2А,А2 ’ Ч - Г -f Д( .

(56)
Нетрудно убедиться в том, что х > £  и р  >  0. Таким образом, 
f  преобразована к виду (50). Так как cot1) и со<2> входят в (50) 
симметрично, а а  и р меняются на одном и том ж е отрезке, то 
полагаем

©О) =  ©(2) =  щ, а  =  р.

Тогда вместо (47) получаем задачу о нахождении минимакса

~«"■ / 1  — to а  Y2 
р =  m m  m ax I I -г- — — . (57)

{а>;} а в |Ч. и АА V ! + “>;■«/ v ’

1) В ы б о р  п а р а м е т р о в  « п о  Ж о р д а н у » .  Решение з а ­
дачи (57) найдено Ж орданом и приводится в статье Вашпрес- 
са [3]. Оно довольно громоздко и мы не будем его излагать. 
Приведем здесь лишь формулы для вычисления оптимальных 
параметров и т (?>. Пусть задана точность е итерационного 
процесса и пусть известны границы операторов A h А г:

6а£ < Л а < А а£ ,  Аа >  6а >  0,

или 6а ^ %(Ла )^САа , а  =  1, 2. Зная 6а и Аа , по формуле (55) 
находим tj =  (-1 — | ) / ( 1  +  | )  и по формуле (56)— коэффициен­
ты р, q, г. После этого вычисляем число итераций ге(е), обеспе­
чивающих заданную точность е, по приближенной формуле

И (в) »  In (4/е) In (4/тт). (58)

Вводя обозначения

е =  -1̂ т12( 1 +  у 1!2)- с т = ^ - ^ »  / = 1 , 2 , . . . ,  п,
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получим для вычисления aj  формулу
(1 + 20) (l + 0а) . . 0

И/ 20<J/2(i+e1“<T + e,+<T) ’ 1 ........
Теперь остается определить, согласно (51), искомые параметры

=  Т(2)=  q a L Z r  ,59)
/ 1+со;р ’ / 1-соур ‘

При этих значениях параметров для задачи (31), (32) справед­
лива оценка

| |zn | | < e | | z 0||.
После этого можно приступать к решению задачи (31), (32). 
Рассмотрим частный случай: 6 ] =  62 =  6  и А] =  Д2 =  А. Фор­
мула (55) дает:

£ =  (Д -6 ) / (Д  +  6), л =  6/Л.

При этом х =  I, р =  г =  О, q =  1/Д и преобразование (48) при­
мет вид Л(,) =  аД, йЯ =  рд и (о<'> =  ДтО, (о<2> =  Дт(2). Условие 
(оО =  ш<2) дает т*1* =  т<2) =  т.

2) Ц и к л и ч е с к и й  н а б о р  п а р а м е т р о в .  Другой, бо­
лее грубый, способ выбора параметров {шД для разностной за- 
зачи Дирихле в квадрате на квадратной сетке был предложен 
в 1955 году Писменом и Рэкфордом [1] (см. также А. А. С ам ар­
ский, В. Б. Андреев [ 1 ]). Преобразование, проведенное в начале 
этого пункта, сводит задачу для прямоугольника с h\ Ф h2 к з а ­
даче для квадрата с квадратной сеткой. Поэтому, достаточно 
рассмотреть задачу о минимаксе функции (заменим в (57) aj  
на tj)

1=\ ' '
Набор параметров {т;} представляет собою k0 циклов пара­
метров т р т2, т„о, так что т ^ +й =  тй, т2щ+к = хк.......... где
k = l , 2, . . . ,  п0.

Параметры т,, т2, . . . ,  выберем так, чтобы

(6 1 )
где р  не зависит от t j .

Л е м м а  2. Пусть даны функция

и два числа  m >  0 и М >  0, m <  1 <  М. Тогда

„ ? / г » , м - т а х { ( т т £ ) 2'  (в2)

4] § 1. РАЗНОСТНАЯ ЗАДАЧА Д И Р И Х Л Е  4 6 3



Найдем f ' ( x ) = 4 ( x — l ) ( l + x ) - 3. Так как f ' ( x ) < 0 при х < 1 ,  
f ' ( x ) > 0  при х >  1, то f ( x )  принимает наибольшее значение либо 
при х  — т,  либо при х = М.

Из леммы 2 следует, что, если условие
т ^ т / а ^ М  (63)

выполнено хотя бы для одного j  =  1,2, . . . ,  п  при любых ae[ifi, 1], 
то

max Fn ^ p .  (64)
a s h ,  1]

Последовательность {tj} выберем так, чтобы для каждого 
a e [ r ] ,  1] нашлось хотя бы одно значение Tj, / =  1, . . . ,  п0, та ­
кое, что выполняется (63) и, следовательно, (64).

Построим последовательность интервалов ( |j ,  | j+ i) ,  покры­
вающих отрезок [т], 1], полагая

?о=  т1> ^ /^ ^ /+ 1 ’ / =  •••> по> гДе а ^п0+1 ^  ^
(числа | р | 2, . . . ,  | по+1 и п0 подлежат определению). Тогда лю­
бое значение а е [ т ] ,  1] будет принадлежать некоторому отрезку 
[I j-b  У ,  т. е.

и, следовательно,
т /| / - 1< т /а < т Д /.

Потребуем, чтобы выполнялись условия
t i l i - \  = m <  1, Tjl j — М >  1, g0 =  л, (65)

где т  и М  — положительные числа, не зависящие от т]. Отсюда 
находим

h  = ~  ? =  (66) 
т  q qJ М

Требования £ ^ 1 ,  | п + | > 1  будут выполнены, если

Отсюда следует, что

М '/п )  _  1 <  » <  1п О/л) /87ч
1п(1/9) 1 < /1 ° ^  1п(1/</) • (67)

Из (65) определим последовательность {т/}. Так как т /+1| /  =  т  
тД /  =  М, то

x 1+l=-qxh  / '=  1, 2, . .  ., п0-  1, q =  т/М,  т, =  m/rj. (68)

Таким образом, т,, т2, . . . ,  тПо образуют убывающую геометри­
ческую прогрессию. Из (67) видно, что число параметров {т/}
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равно п0>  ~  1- В частности, для  задачи Дирихле в ква­
драте на квадратной сетке с шагом h имеем т) =  6 /А =  tg2 (я/г/2)
«  я 2/г2/4 и, следовательно, ге0=  О (1п(1//г)). После ге0 итераций 
с параметрами т р т2, . . . ,  т в силу (64) справедлива оценка

II г»* || ^  р || z° II, (69)
где

р = тах{ ( т т ^ Г ’ (ттж)2}' (7°)
т  и М  — любые числа, удовлетворяющие условию 0 <  т  <  1 <  М.

Проведем теперь k0 циклов с набором параметров 
т2, определенных выше, полагая

Хкпл + / ~  ^ =  Ь 2, . . . , — 1, 1 ^  j ^  tlQ.

В силу (69) имеем || z kna || р|| z<ft-l)n»|l, k = \ ,  2 , . . . ,  k0.
Отсюда следует, что

| | z ^ | | < p b IU°||. (71)
Условие

| | z ^ » | | < e | | z ° | |  (72)

будет выполнено при pftn̂ e .  Отсюда находим

ьп > -М 1М .
05^ l n ( l / p ) -

Таким образом для решения задачи (31), (32) после ko цик­
лов с набором параметров тр т 2, . . . ,  т (по ним из формул 
(59) находятся и т (2)), где п0 и k 0 определяются согласно 
(67) и (73), для общего числа итераций верна оценка

ге(е) =  x0ln (1 / t j )  In ( 1 /е ) ,  (74)

где х 0 =  ( In ( 1 /р )I n ( 1  / 9 )) —1 — постоянная, зависящая от парамет­
ров т и М.  Так как q <  1, р <  1, то « 0 убывает с убыванием q 
и р. Поэтому при фиксированном q число х0 минимально, если 
минимально р. Минимум р, очевидно, достигается при
(1 — t n ) l  ( 1 +  т) = (М — 1 ) / ( М  +  1). Отсюда находим М = \ ! т  и

4] §  1. РА ЗН ОС ТНА Я  З А Д А Ч А  Д И Р И Х Л Е  4 6 5

щ-- . ,  1 + т . 1
4 In ---- In —

1 — т  т

Минимум хо(т)  находится численно: т  кз 0,4 и хо 0,32.
Сравнение (74) с (58) показывает, что циклический набор 

параметров не является оптимальным. Однако асимптотические
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порядки формул (74) и (58) совпадают (с точностью до множи­
теля): п =  0(1п(1//г)1п(1/е)).

5. Итерационная схема для разностной задачи Дирихле по­
вышенного порядка точности*). Д л я  задачи (13) рассмотрим 
схему повышенного порядка точности на прямоугольной сетке 
с шагами hi и h2:

(
h2 + h<l \

Л, +  Л2 +  —l 12 - AjAgj t>» -ф ( х ) ,  х<=сол, v \ Ya= h (x ) ,  (75)

где A av = Vxaxa, a =  1, 2. Эта схема была получена в гл. IV, § 1. 
Здесь

ной сетке (hi =  h2 =  /г) при соответствующем выборе <р — точ­
ность О (/г6).

Рассмотрим соответствующее операторное уравнение (неод­
нородные краевые значения учитываем изменением правой ча­
сти в приграничных у з л а х ) :

A 'v  =  ф, А'  = Ai 4- А 2 — (xj 4- х2) Ai А2, щ >  О, х2 >  0, (76)

где Ai  и А 2— линейные операторы, заданные на Н. Предполо­
жим, что

1) А[ и А 2 самосопряженные операторы и

2) и А2 перестановочны, А^А2 = А2А Х.
3) xa < l / A a, так что существуют положительные операторы

Л е м м а  3. Если выполнены условия  1) и 3), то операторы

Схема (75) имеет точность О ( I h |4), | h |2 =  h\ +  h2> а на квадрат-

6аЕ  <  А а <  АаЕ,  6a > 0 ,  а  =  1, 2. (77)

( Е - к аА а)

А а (Е хаАд) А а, а  1, 2 (78)

имеют границы 6а и Аа, т. е.

6аЕ <  Аа <  АаЕ,

где  6а и Аа определяются формулами

1 — и а Д а (79)

*) См. А. А. Самарский [22].



Представим Л0 в виде Л0 =  ( Л а 1 — ХаЯ) Из условия (77), 
в силу самосопряженности Ла, Л « ' и Л й 1 — х аЕ > 0  следует, 
что

(1/Д0 — Ха) Е  ^  Ла 1 — ХаЕ ^  (1/6а — Ха) Е.

Так как ха <  1/Аа, то 6аЕ ^  Ла =  (Л« 1 — х0е ) ^ А 0Е.
Л емма доказана.
Л е м м а  4. Если выполнены условия  1) — 3),. го уравнение  (76) 

эквивалентно уравнению

(Л1 +  Л2)у  =  ф, ф =  (Е — щ А х)~1(Е — Х2Л2)- 'ф , (80)

где Л~ и Л2 определяются согласно  (78) и являются самосо­
пряженными положительными операторами с границами  61( А[ 
и 62, А2.

В самом деле, перепишем (76) в виде
А х (Е — х2Л2) v 4- (Е — ^ Л , )  Л2у =  ф. (81)

Применяя к (81) оператор (Е — у. \А\)~х(Е — И2Л2 ) - 1  и учи­
тывая перестановочность всех операторов, получим (80). О брат­
ный ход рассуждений очевиден.

Итак, решение уравнения (76) сведено к решению уравне­
ния (80) с самосопряженными перестановочными операторами 
&\ и Лг, границы которых определяются по формулам (79).

Д л я  уравнения (80) можно воспользоваться продольно-по­
перечной схемой. Однако, имея в виду переход от А а к А а, бу­
дем исходить из факторизованной схемы

(Е + * » Д ) ( £ + * ? 1 А » ж “  
-  (£ -  » Й Д )  (Е  ~ *11 А )  И, + № ,  + *В ,)  »• (82)

Применим к обеим частям этого уравнения оператор 
(Е — k{A x)(E — х2Л2) 

и учтем, что все операторы перестановочны и

(Е -  х, Л.) ( £  +  т</> ,Л.) =  Е — х, Л. +  т</>, (Е -  х, Л,) Л, =

=  £  +  ( х ( / ) , - х , ) Л „

(Е -  х,Л,) (Е -  т(Д ,Л~) =  Е -  (т</>, +  х,) А у

В результате получим схему
(£ +  (,!'>, -и ,)Л ,)(£  +  ( , « , -

-  (Е -  ( t g ,  +  и,) Л,)(Е -  (-су;, +  Лг) у, +  (,£>, +  тЯ,)<р. (83)
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Записывая эту схему в каноническом виде

(Е +  M l ,  -  *,) л , ) ( £  +  № ,  -  и,) / Ц -  %±LJ - +  А 'у ,  =  ф, (84)
Т/+1 + Т/+1

убеждаемся в том, что она точно аппроксимирует уравнение (76) 
на решении v. Итерационная схема (83) эквивалентна продоль­
но-поперечной схеме
(Е +  (т<Д, -  х,) Л,) г//+,А =  (£  -  (т<'}, +  х2) Л2) ^  +  (т<Д, -  к,) ф, (85)

(Е +  (xf{, -  и2) Л2) г/.+1 =  (£  -  (т(Д , +  к,) Л,) г//+1/г +  (т<2>, +  к,) ф. (86)

Эквивалентность (83) и (85), (86) доказывается по анало­
гии с гл. VII, § 1. Из (85) и (86) находим (умножая ($5) на
Tjf + i+ x i> (86) на — (т(Д ,  — х,) и складывая результаты):

(т</+! +  T/2+i) Hj+'k =  (Т/ + 1 +  Ki) {Е ~  (Т/+1 +  к2) А2) У/ +
+ { ^ U - ^ W  + {xf+x- K 2) A 2) y l+y (87)

Подставляя (87) в (85), получим (83). Обратный ход рассу­
ждений очевиден.

Д ля  погрешности Zj+i =  y i+\ — v, очевидно, получим одно­
родное (с ф =  0) уравнение (83), которое эквивалентно одно­
родному (с ф =  0) уравнению (82). Поэтому разрешающий опе­
ратор схемы (83) равен разрешающему оператору схемы (82), 
который был рассмотрен выше (в п. 3 и п. 4). Тем самым з а ­
дача о выборе итерационных параметров для схемы (85), (86) 
или (83) свелась к уже решенной задаче о выборе итерацион­
ных параметров для схемы (82). Нужно лишь всюду в форму­
лах п.п. 4 и 5 заменить 6а, Да величинами 6а , Да .

Общие рассуждения для операторного уравнения (76) з а ­
кончены. Обратимся теперь к схеме повышенного порядка точ­
ности.

Сначала опишем вычислительный алгоритм. Подставляя 
в (85), (86) вместо А а оператор —Л а, получаем

Е  ~ (т</+1 — Ki) ̂ 0 УI+'k = + (т/+1 + 2̂) У1 + (Т<Д 1 — Ki) Ф> 1
(Е — (тД , — и2) Л 2)г//+, =  (£' +  (т<2|1 +  х1)А^г//+1/2 +  (т(Д ,  +  х,)ф. J

Как ставить граничные условия?
1) Если правые части ф учитывают в приграничных узлах 

неоднородные краевые условия, то положим
У 1+1 = У 1+у2 =  0 при x<=yh.

2) Если же мы хотим поставить граничные условия на уи, не 
меняя ф в приграничных узлах, то следует учесть, что уравнение
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(87) должно выполняться не только при 0 <  Х\ <  / ь но и на 
границе при Х\ =  О, Х\ =  П олагая в (87) г/, =  y i+\ =  |а, полу­
чаем

У /.и =  Й> Й М' “Ь ( ^ i  “Ь ■^'2^’ ^i> ! -
} (89)

У,+1 хе= Yft. j

Следует иметь в виду, что иа =  /г2/12 ,  а = 1 ,  2.
Порядок счета: 1) вычисляются 6а и Аа по формулам (79),

2) зная 6а , Аа и пользуясь результатами п. 4, находим п ар а­
метры {ту>} и {т̂ 2*}, соответствующие схеме (88), 3) после этого
методом прогонки по строкам и столбцам решаем систему урав­
нений (88) с краевыми условиями (89).

В п. 4 была получена приближенная формула для числа 
итераций п(е), обеспечивающих точность е >  0. Д ля задачи
(88), (89) она имеет вид

п ( г ) ^ ~ - \ п ( Щ ) 1 п ( 41ъ), (90)

где

=  ± = 1
1 + 1  V (Ai  +  б2) (Лг +  fli) /

Пользуясь этой формулой, нетрудно сравнить число итера­
ций для схемы второго порядка точности (п ( е )) и для схемы 
повышенного порядка точности (Я(е)) .  Из (90) видно, что

п  ( е )  _  1п (4 /т р  
п  (е)  In (4/т)) *

где rj определяется по тем же формулам, что и rj, если зам е­
нить в них 1 на |  и Ъ а  на 6а , Аа на Да . Приведем результаты 
сравнения для случая квадрата со стороной l\ = l2 = I и квад­
ратной сетки с hi =  h2 =  h. При этом т) =  6/А, т) =  6 /А, 61 =  62  =  6 , 
Ai =  А2 =  А,

{ 1,10 при /г =  0,100,
Я /ге= | 1,05 при h =  0,025,

I 1,04 при h =  0,010.

Объем вычислений на каждую итерацию для обеих схем
практически одинаков, а различие в числе итераций незначи­
тельно. Так как схема повышенного порядка точности позволяет 
пользоваться более грубой сеткой для достижения заданной 
точности, то ее применение особенно выгодно в тех случаях,
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когда решение и =  и(х)  задачи (13) обладает достаточной глад­
костью.

6. Метод переменных направлений для трехмерной задачи 
Дирихле*). Рассмотрим в параллелепипеде

G =  (0 а =  1, 2, 3)
задачу Дирихле для уравнения Пуассона
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(91)
А и = ^ L au = -  f  (х), L au =  ,

а=1 а
ы|г =  ц(*)> х =  (хи Х2, Х3),

где Г —граница параллелепипеда G.
Введем в G сетку

®й =  {(̂ 1̂ 1> 2̂̂ 2> "̂з̂ з), А* =  0» 1» •••> ^а> ~  ^а/^а» 0 = 1 ,  2, 3}
и исходной задаче поставим в соответствие разностную задачу 

А ' у  =  -  ф (дг), х  е= (оА, у  |Y =  ц (дг), (92)

где у — граница сетки, со/, — множество внутренних узлов и
3 3

А'У  =  A y  -  2  А* 2  Л а Л е У .  Л =  2  Л“’ Aai/ =  ^ V « '  (93)
а=1 $ ф а  а =1

Ф (*)=■/ W  +  ̂  (Л?Л,/ +  h l A J  +  h l A 3f). (94)

Если 0 =  0, то это схема второго порядка точности; при 0 = 1  — 
схема четвертого порядка точности.

Доказательство равномерной сходимости решения задачи (92) 
к решению задачи (91) можно найти в работе В. Б. Андреева [2].

В качестве итерационной схемы возьмем факторизованную 
двухслойную схему с двумя параметрами а и т;-:

в 1 У‘+1 У~  =  А ' у ,  +  ф(х), *е=сой, у  |Y =  n, (95)
V

где г/0 =  г/0 (х) — любая функция и
B s =  (Е — а т /Л , ) (£  — а т /Л 2) ( £  — а т / А 3) ,  а > 0 .  (96)

Укажем алгоритм для решения уравнения (95) с операто­
ром (96). Последовательно решаются следующие три задачи.

1) Вдоль прямых, параллельных оси Ох\ (при фиксирован­
ных t2, г'з) решается уравнение

(Е -  отт/Л,) г/<» -=Fh F,  =  B y ,  +  т/ (А 'у /  +  ф)

° )  См. А.. А. Самарский, В. Б. А ндреев [1].
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с краевыми условиями

г/(1) = (Е — ат/А 2) (Е — от/А 3) ц, * i = 0 ,

2) Вдоль прямых, параллельных оси Ох2 (при фиксирован­
ных г'ь г3) решается уравнение

(Е -а  Т / А г )  г/<2> =  г/<»

с краевым условием
г/(2> =  (£  —ат/А 3)ц  при *2 =  0, 12.

3) Вдоль прямых, параллельных оси Охъ (при фиксирован­
ных /„  г2) решается уравнение

(Е -ах ; А з )г / / + ' =  г/<2>
с краевым условием

г/,+1 =  ц при *3 =  0, /3.

Можно воспользоваться и другим алгоритмом:
1) (Е — a t / А , )  оу(1) =  К'у) +  <р,

оу(1) =  0, *] =  0,

2) (£  — ат /Л 2) оу<2) =  оу(1), 
ву(2) =  0 при х 2 =  0, /2,

3) (£  — ат/Лз) до<3> =  до<2>,
щ><3> =  0 при *з =  0, /3, г/ / + 1  =г / /  +  т/ ш)(3).

При этом требуется помнить два  вектора г/у, ay(s), s =  1 ,2 ,3 .  
Д ля  погрешности 2 / =  г// —г/ получаем однородное уравне­

ние

д  .f Z ± i _ _ f L  =  Л ' г / , *  s  ШД( г  | =  о ,  г 0 =  г/о -  У• (9 7 )
/

Операторы Л,, Л 2 и А3 попарно перестановочны и имеют 

общую систему собственных функций

» .  м  -  w  -  / З Г si" sln П Г sl" Т Г
и собственные значения

4  =  4 s i n 2 i ^ ,  2 ........... i V a - 1 ,
па

так что A at>ft +  KkaVk =■ 0, w* |Y =  0. Напишем выражения для
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собственных значений оператора Л ':
з з

Xk X ( А  ) =  A/ft j2" ha ^  ~  ^ a "
a= l p=p!=a a=l

Выразим из (97) z /+I через z s:

z/+i =  * V / ,  z 0 = y0- y ,  

где S j  =  £  +  t /.B J1A/ — оператор перехода. Отсюда следует, что

2п = ( П  S;)Z0 = T„Z0,
J-1

II г„ | | < | |  Г „ | | | |г0||,
II П

где | |Г„|| =  Ц  S у , Тп — разрешающий оператор.
II /=1

Так как все операторы, написанные выше, являются само­
сопряженными и попарно перестановочными, то

|| S n II =  ш ах | %k (S„) | =  шах | рЛ, „ |, 
k k

где
/ 3  v 3

р*, п — Xk (S n) = 1  %п I Xk h a | И  "Ь
V a= l P=p!=a /  a=l

Пользуясь выражениями для Xka, получим Ь2аХкаХк^ <  4Я^,

3 3

12 ]L  /za < l l ] 4 = : 3 ^ k•
a= l P=pi=a a=l

Н а основании теоремы о среднем- арифметическом и среднем 
геометрическом (Г. Г. Харди, Д . Е. Литтльвуд, Г. Полиа [1]) 
имеем

р
\-рП  (1 +  OXtiXk )̂ +  oxnXk/p)

а-1

Найдем оценки снизу и сверху для рк, п'

Р*. я <  I -  (1 -  20/3) хпХк (1 +  <тт„ V 3 ) " 3, (98)

9k, п >  1 -  (1 +  ахпХк)~ ' • (99)

Отсюда видно, что - 1 < р ^ , „ < 1 ,  т. е. | p fe, „ | < l  при а > 0 , 5 -



Действительно,
Pft. п +  1 >  2  — t „ A fe (1 +  сгт„Ай) 1 =

=  (2 +  (2а — 1) rnkk) (1 +  crt„Afe) ' > 0 .

Неравенство pk, п < 1  очевидно.
Теперь нетрудно показать, что при

о ^ о в, 0 =  0 или 0 = 1 ,  а0 =  13/18, сг, =  0,5 (100)

справедлива оценка

I Pft, п I <  Р (а).
где

0 < p ( « ) - l - i ( l - f ) TT W ,  ( 1 0 1 )

Неравенство рА, п<  р (а) следует из (98). У читывая (99), получим
, -/ w  о За 1 /, 20\ За

P k , n + P ( a ) > 2  0 (j -f. зд) а ! , 1 3 J (1 + а)3 '

Рассмотрим функцию
or о 1 . 1 /, 20\ За

9 2<У 1 + 1 + 3а I 3 ) (I +а)3

и потребуем, чтобы она была неотрицательна. Это имеет место 
при условии (100). В самом деле,

от _  Олт _  1 _l *__________а — 2rr — 1 4- I + 2а + а3 ^  „
1 + З’а (1 + а)3 ~ ЛТ 1 + (1+За)(1+а)3 > U

при с г ^ 0 , б  =  сг1.
Оценка для 0 более грубая:

^  =  2 a - l + T ^ - Trf 5 F > 2 a - l - Trf ^ >

> 2 а — 1 — 4 / 9 ^ 0  при а ^  13/18 =  а0.
Тем самым доказано, что Ip*,„ | < р ( а ) .

Л е м м а  5. Пусть даны два числа m и М, причем  0 < т <  
<  0,5 <  М. Тогда наибольшее значение функции  р (а) на отрезке 
[m, М ] равно

р* =  max р(а) =  max{p (т.), р(М)}.
/п<а<М

В самом деле, из выражения
3 /. 2 2а — 1

6] § 1. РАЗН ОС ТНА Я  З А Д А Ч А  Д И Р И Х Л Е  4 7 3

3 1(1 +  а ) 4

видно, что при а =  0,5 функция р(а) имеет минимум, а макси­
мум ее достигается либо на левом, либо на правом конце от­
резка [пг, М].



Наш а задача состоит в минимизации нормы разрешающего 
оператора. Д ля этого используем циклический набор парамет­
ров (см. п. 4):

T j ,  Т 2 , . .  . , ХПй, Xfc, X'k М T* Д ч  k  1» • • • > « 0 -

Параметры x h x2, . . . ,  хПа выбираем так, чтобы

< р ‘ < 1 ,

4 7 4  ГЛ. V III .  И Т Е РА Ц И О Н Н Ы Е  МЕТОДЫ р

II

где р* не зависит от границ операторов Аь Л2, Лз.
Из леммы 5 следует, что, если условие

3 m ^ o X j X k ^ 3 M  или m ^ a j k ^ M ,  a jk = aXjXk/3

выполнено хотя бы для одного /  =  jo при любых Хи е  [бо, До], где
бо и До — наименьшее и наибольшее собственные значения опе­
ратора Л, то УТ’я Л ^ р ’, так как для всех остальных j  Ф jo бу­
дет, по крайней мере, выполнено неравенство | | S / | | < 1 ,  а
I I S J K p * .

Отрезок [б0, До] покроем последовательностью интервалов 
(E(/-i)> Е(/))> / = 1> 2, п0, полагая Е(0) =  ^о’ £(«0) ^  ^о-
Любое собственное значение Хк принадлежит некоторому от­
резку [ | (/_ 1), £(/)], так что

E(/_i) < ^ (/)

и <тт^(/_ ,} <  сттД <  ox feuy Д л я  определения | (/) потребуем, 
чтобы выполнялись условия

3 fn  =  <TT/l w_ l), З М  =  <ттД(/).

Отсюда следует

?(/) Я ^( 0) = ^oQ q = tn/M,
x !+l =  qxh  т, =  ЗтДсгбо).

Число итераций в одном цикле п0 определяется из условий 
(см. п. 4):

In (До/бо) ^  1п(Д0/б0) , ,
- ^  По <. |п П1п\ ‘ 1 •1п(1/<?) In (]/q)

При таком наборе параметров т,, т2, . . . ,  хт

II 7 \ Л < Р * < 1 ,  

где р* зависит только от т, М, а.



Проводя fto циклов итераций с набором параметров т1( т2, . . .
. .  ., т„„ получаем

II г п^  | | <  || 71 ||*° || z° | | <  (р*)k> || z° ||.

Требование (р*)**<е будет выполнено, если
. In (1/е)

R° ^ I n ( l / p * )  •

Д ля  общего числа итераций получаем оценку

n(e) = nQkQ «  x0(lne)ln (60/A0), к0 =  (In <?1п р*Г

Постоянные т, М, а следует выбрать из условия минимума коэф­
фициента к0- Нетрудно показать, что для минимизации х0 п ара­
метры М и т  надо выбрать из условия

т ( \  + т у ъ =  М(1 +  М ) ~ \

т. е.

М =  0 ,5 (] / (3  +  т)2 +  4 / т  — (3 +  т )) ,

а величину о взять возможно меньшей, т. е. а =  0,5 при 0 =  1 
и а =  13/18 при 0 =  0. Минимум хо как функции m находится 
численно. При 0 = 1  и а — 0,5 минимум хо достигается при 
m ж 0,135 и равен хо ~  2,272. Если 0 =  0 и а =  13/18, то 
т ~  0,153 и хо ~  0,820. Так как 1п(Ло/6о) =  О (In (1/ |й  | ) ) ,  то чис­
ло итераций п ( ъ ) ~  О (In ( l / \ h \ ) In (1 /е)).

§ 2. Теория итерационных двухслойных схем общего вида

1. Итерационная схема с чебышевским набором парамет­
ров*). Пусть дано операторное уравнение

Au =  f, (1)

где Л — линейный оператор, заданный в гильбертовом простран­
стве Н, f  и и — заданный и искомый векторы из Н.

Д л я  приближенного решения уравнения (1) применяется 
двухслойная итерационная схема

В + A y k = f, Л - 0 , 1 , . . .  (2)
Tfc+i

с произвольным начальным вектором у 0 е  Н. Предполагается, 
что операторы А и В удовлетворяют требованиям

Л  =  Л * > 0 ,  В  =  р > 0 ,  ( 3 )

y lB ^ A ^ y 2B,  Y2 > Y i > 0 ,  (4 )

*) В  написании этого пункта принимал участие Е. С. Николаев.
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где Yi и у2 — постоянные энергетической эквивалентности опе­
раторов А и В.

Из (3) и (4) следует положительная определенность опера­
тора А.

Всюду в этом параграфе будем считать, что оператор В не 
зависит от номера итерации k.

Изучение сходимости итераций по схеме (2) сводится 
к оценке при k - * o o  решения Zk = Уп — и однородного уравнения

В - ~ г — “  +  A z k =  0, k = 0, 1, 2, z 0 — yQ— u. (5)
%k+\

Неявная схема (2) эквивалентна явной схеме (см. гл. VI) 
x k+i ~  S k +ix k, S k+] — Е  — Tfc+iC, k  =  0, 1, . . . ,  х0 Н,  (6) 

где С — один из операторов

С = С{ = А'ЬВ~ 'А ' /2 при x k = A Vlz k (7)
или

С = С2 = B~ 'hAB~'h при x k = B'hz k. (8)

Из (6) находим
П

Хп =  @п ( С )  х 0, где &п ( С )  =  П  (Е -  TftC), (9)
k=* I

IU» I K  11^» (С) II 11*0 II, (10)
где разрешающий оператор ^ „ ( С )  есть операторный полином 
степени п.

В силу условий (3) и (4) оператор С — самосопряженный, 
с границами yi и у2:

С =  С \  Y i £ < C < Y 2£ .  (И )

Поэтому норма операторного полинома & п (С) оценивается 
по формуле (см. Л. В. Канторович и Г. П. Акилов [1]):

| | ^ ( С ) Н <  max \0>n (t)\. (12)
t<^\ Y., У г]

Параметры ть тг, . . . ,  тп находятся из условия минимума 
\\&п{С)\\ или min m ax \2Pn {t)\ и, как будет показано ниже,

{ту} tefv,. V2]
выражаются через нули полиномов первого рода П. Л. Чебы­
шева Тп (х).

Нам понадобятся некоторые свойства полиномов П. Л. Че­
бышева (см. В. Л. Гончаров f 1J)

7^ (х) =  cos (n arccos х), — и =  0, 1, 2,
Т&{х) =  1, T i{x)=x,

4 7 6  ГЛ. V III .  И Т Е Р А Ц И О Н Н Ы Е  МЕТОДЫ  [1
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Д ля вычисления полиномов высоких степеней можно исполь­
зовать рекуррентное соотношение

Tn+i(x ) ‘=2xTn ( x ) - T n- l (х).

Справедлива формула

2Тп {х) = { х + У х г ^ \ ) п + { х -  У х ^ Х У ,  (13)

которая доопределяет Тп {х) при | * | >  1.
Корнями полинома Тп (х),  очевидно, являются числа

9 k  — 1
Хк =  cos — - я, k = l ,  2 ..........п. (14)

Рассмотрим теперь полином £Pn {t), заданный на промежутке 
Y i 4 ^ 4 y 2  и нормированный так, что 5ЭП( 0 ) =  1.

Такими свойствами обладает, например, полином

Л ( 0  =  П  (1- t f cO.  f e f Y i ,  Y2]- (15)ft=i
Ставится задача — среди таких полиномов найти полином, 

наименее отклоняющийся от нуля на отрезке [уьуг] (т. е. имею­
щий наименьший ш а х ^ п  (/) | , / е [ у ь у г ] )  и нормированный 
к 1 при t =  0. Линейная замена

/ =  0 , 5( ( y2- Y i) *  +  Y2 +  Yi)
позволяет свести эту задачу к построению полинома, наименее 
отклоняющегося от нуля в промежутке — 1 4 x 4 1  и принимаю­
щего значение 1 в точке х 0 =  — (Y2 +  Yi)/(Y2 — Yi) =  — Vpo. где 
Ро =  (1 — ! ) / ( !  +  l)> i  =  Yl/Y2-

Решением последней задачи (см. В. Л. Гончаров [1]) яв­
ляется полином

\ х \ < 1 ,

где Тп (х) — полином П. Л. Чебышева первого рода. Максимум 
отклонения Т п (х) от нуля равен

шах | Тп (х) | = 1
I Тп (х0) |

Подставляя сюда выражение (13) для Тп (хо), получаем
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Введем обозначения 

и преобразуем

^  0  _ J j l i  0  Д -  V T  / l f i v
’  Р°  1 , t  * Pi — , . 1 гтV2 1 + 1 1 + У I

г

1/
_  + S  I 2 / |  i + / i  _  l

2 1 i - t  l - g  l —V T  - ’-Цг — I =Po V Po 1 “  s i -  § i -  V i  P!

______ I - V TI / 9 1
Po

В результате получим

I T / м  2pilшах (*)! =  -, „n = qn. 
- k k i  l + p]

Потребуем, чтобы полиномы (15) и ?„ совпадали:

(*)

(17)
Полином Тп {х) обращается в нуль при x  — Xk, где Хк опреде­
ляется по формуле (14). Из (17) следует

2 1 ,  т0 2Xk> т. е. хк . , , То •
(V2- V , ) T *  Р0 1 + P o V  0 Y, +  V2

Тем самым доказана 
Т е о р е м а  1. Пусть дан полином

&пУ) = П  (1
k=t

где t е  [уь Ya], Yi >  0 ы ть та, . . . ,  хп — произвольные параметры.
Тогда  min max \&n (t)\ достигается при следующих значе- 

{4} <e[v,.v2i 
ниях  параметров:

т ‘ “ Т + р Д Г ’ ^  =  c o s я,  k = l ,  2, . . . ,  п. (18)

При таком выборе хи справедлива оценка
2 р ?

max \&n {t)\ = qn, qn =  (19)
<e [v,.v2J l + Pi

П
Таким образом задача об отыскании min m ax П  (1 -  Xkt)

Ы  VJ *-J
(задача о минимаксе) полностью решена.



Вернемся к схеме (2). Из теоремы 1 следует, что для нормы 
разрешающего оператора £Р„(С),  определяемого формулой (9), 
имеет место неравенство

Н Л ( С ) 1 К ? » .
если параметры {т&} выбраны согласно (18).

При этом справедлива оценка решения задачи (6)

I! хп II ^  qn || II,

которой соответствует следующая априорная оценка для реше­
ния задачи (5):

II Ид <  Яп II z o llo. гДе D = А или D =  В.

Отсюда видно, что через п итераций начальная погрешность 
II^oIId уменьшится в \ / q n раз. Требование qn <  е будет выпол­
нено, если число итераций п ^ - п ( е ) ,  где

п(е)= и з д ..
п ( )  1 п ( 1 / р , ) -

При £ —>-0 получаем следующую оценку для числа итераций 
п (е) ,  при котором q„ <  е:
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п (е) =  0 ^ - (2/еЛ
2 F T  г

Так, например, если рассматривается разностная аппрокси­
мация задачи Дирихле для уравнения Л апласа в квадрате
0 4^*1, х 2 1 на квадратной сетке, h\ = h2 — h (см. гл. IV, § 2), 
то

. , 2 jtA лг-г я/г я h , ч „  / 2 In (2/е) \
g =  t g2— , n = t g ^ - — , t i (е) — о ^  я/г )

Схему (2) с указанной в (18) последовательностью парамет­
ров ть, k  =  1, 2, . . . ,  п, часто называют схемой Ричардсона.

При исследовании сходимости итераций вместо неявной схе­
мы (2) достаточно рассматривать явную схему

- k+J ~ X- + C x k =  Ф, k — 0, 1..........л - 1 ,  (20)

или
х0— произвольный вектор,

x k+\ — Sk+ix h "Ь Т*+1Ф> S k + \ ~ E  тк+\С, (20л)

которая соответствует уравнению Си =  ф.
При изучении сходимости этой схемы с параметрами (18) 

мы предполагали, что вычислительный процесс является идеаль­
ным, т. е. вычисления ведутся с бесконечным числом знаков.
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Однако на самом деле вычисления ведутся с конечным числом 
знаков и на каждом этапе вычислений появляются ошибки 
округления, которые приводят к неустойчивости при достаточно 
больших п — п(е,  pi) итерационной схемы с параметрами (18).

Неустойчивость схемы (2) с параметрами (18) можно про­
иллюстрировать на следующем простом примере, сосчитанном 
на машине БЭСМ-4 (расчеты проведены Д. А. Гольдиной).

П р и м е р .  Требуется решить систему разностных уравнений

v (х;_!) — 2v (Xi) +  v (xi+l) =  0, Xi = ih, l ^ . i ^ . N — 1, 

d ( 0 ) = I ,  и (1) =  0, h = l/N.
4 • 9  — n 4 p TtftВ этом случае C y = - y - x, у^ =  -р- sin^ —  >  8, Y2 =  -p-cos^ — .

£ =  tg 2- ^ - .  Возьмем 20 уравнений (N  =  20) и положим е =  10~4.
Теоретическая оценка показывает, что для получения решения 
задачи с точностью е достаточно взять п ^ - п ( е ) ,  где п(е) = 
=  (In (2/s))/(In рр1) ^  63. Параметры тьТг, . . . ,  т„ выбираем по 
формуле (18) при п =  64.

Результаты вычислений на БЭСМ-4 даны в таблице 1. В пер­
вой строке указан номер итерации к, во второй строке — вели­
чина

Ьк = \ \ У к ~ У к - А с =  max \yk ( X i ) - y k - i { X i ) l

Итерационный процесс расходится, и при k — 64 наступает 
аварийный останов машины.

Т а б л и ц а  1

k 53 54 55 56 57 58

As 0,12 1,5 27 6,3 • 102 1,9- 104 7,2 • 105

k 59 60 61 62 63

Aft 3,7- 107 2,6- 109 2,5-10“ 3,3- 1013 5 • 1015

Если брать параметры т& в обратном порядке, т. е. поло-
2k — 1жить в формуле ( 18) Xk =  — cos —^ — л, k =  1, 2, . .  . ,  п, то не­

устойчивость итерационной схемы выражена более сильно и ава­
рийный останов наступает при k  =  12 (см. таблицу 2).



Т а б л и ц а  2
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k I 2 3 4 5 6

ДА 39,6 2,6- 103 1,6- 105 8,2- 10s 3,7- 108 1,2-Ю10

k 7 8 9 10 И

Aft со со 
1

о 7- 1012 1,2- Ю14 1,7- Ю15 1,9- 101S

Ошибки округления можно трактовать как возмущение пра­
вой части уравнения Cv =  ср на каждом шаге. Итерационная 
схема (2) с параметрами (18) неустойчива по правой части. 
Причиной неустойчивости является тот факт, что норма опера­
тора S h =  Е  — тhC — оператора перехода от (k — 1)-й итерации 
к k -й итерации, при отрицательных А* может быть больше еди­
ницы, так как

при я * < 0и
I! 5 * И>  1, если ро(1 +  2| Xk | ) >  1.

В то же время

“ Р" А* > 0 -
Установим эти формулы. Так как S* =  S*, то ! |Sft|| =  

=  sup | ( S kx, лг) |. Учитывая, что YiE ^ . C  ^ y 2E,  найдем 
11*0-1

(T*Yi -  1) E <  xkC -  E  <  {xky2 -  1) E.

Подставим сюда xk =  т0/( 1 +  p0Aft) и #учтем, что - t 0Y i =  1 — Р о ,  

ToY2=1 +  Po- Тогда получим xky x -  1 =  -  р0 (1 +  Я*)/( 1 +  р0Яй), 
TftV2 -  1 =  ро (1 -  Яk)J( 1 +  р0Я&). Отсюда видно, что || S k || =  тйу2 ~  1 
при Я*<  0, || S k || =  1 — t &Yi при к к > 0 .  Если ЯА< 0  и k ^ k 0,
где k0 — наименьшее число, для которого Я ь < 0 ,  и выполняется
условие ро (1 +  2 | Я Ь | ) >  1, то || S k+11| >  || S ft || >  1. Поэтому

П
П И  S / l l > I I S * j r ft,>  1 и погрешность округления, появившаяся

/—А*
при определении у кй, будет увеличиваться с ростом k  от k0 
до п. Пусть £ =  Y i/Y 2<1, так что р0 =  1 -  2% +  О (£2) и А*, =

2Й1 ~  1 п
^ с о з ~ 1 ^ ~ л < 0 ’

Р о О + 1 4 , 1 )  >+1

1 - р01Ч.1

>/2 1 6  А. А. С а м а р с к и е



Предположим, что | l kl | >  0,5, а £ < 0 , 0 1 .  Тогда ||Sfc,|| =

=  3(1 — 6£) +  О (£2) >  3 • 0,9 =  2,7 и П  II S / II >2,7"-**.
i-k.

Теорема 1 фактически выражает устойчивость схемы (2) по 
начальным данным. В случае реального вычислительного про­
цесса, как показывают приведенные выше примеры, необходимо 
исследовать устойчивость итерационной схемы по правой части, 
а также устойчивость по начальным данным при переходе от 
х 0 к x h для любого k — 1,2,  . . . ,  п. Как было показано в гл. V, 
§ 2, устойчивость по правой части есть следствие равномерной 
устойчивости по начальным данным, т. е. устойчивости при пере­
ходе от любого Xj к любому Xh, где k >  / >  0.

Требование равномерной устойчивости по начальным данным 
гарантирует вычислительную устойчивость итерационной схемы. 
Поясним это утверждение. В результате ошибок округления на­
ходится не решение задачи (20'), а решение х к задачи Xh+i =  
=  S fc+i;cft +  ть-нфь +  k ^ - Q .  Чтобы оценить величину погреш­
ности вычислений x h — х к, надо найти оценку решения задачи

z k + \ ‘̂ й + 1 '̂£-Ь ,1̂£ + 1,Фй~Ь^й, Zq Xq Xq (21)

через z0, tk- Из (21) следует (см. гл. V, § 2)

k k
z k =  тк, о̂ о +  2  VjTk, /Ч’/ —i +  S  /£/-i>/=i i - i

k k
II Zft II < || T k, 0 llll z0 II +  S  T, II T k, ,  IIИ II +  2  II т к, ,  || II £ ||, (22)

/=*1 / - 1
k

Tk, i=.  П  Si>Tk,k = II t  II =  max || II.(e / +1 % 0</<n

где
IIS 11 =  max»?/II.

к
Достаточно убедиться в том, что величины || Тк, 0 ||, 2 T/II Тк, Д

k
2  II Тк, , || ограничены для всех Заметим, что уравнение
i-i .
Cv =  ф устойчиво по правой части с константой 1/vil II & I K  
<11 фЦ/Yi- Предполагая, что =  0, получим
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где
п

Qn — 2 * /  II Тп, ] ||= t j  || S 2. . .  S n ||+т2|| S 3. . .  S „  ||+ . . .  + t „ _ 1|| Sn ||+тя. 

Потребуем, чтобы Q „< 1 /y i ,  t .  e.

II z n I l < 9 „ l | z 0 ll +  I l t l l / Y i .

и покажем, что это требование позволяет упорядочить множе­
ство параметров {т&} таким образом, что полученный итерацион­
ный процесс будет устойчив по отношению к ошибкам округле­
ния. Опишем сначала «устойчивый набор» параметров {тй}, а з а ­
тем покажем, что для него Qn <  l/yi.

Параметры т/; будем определять по формуле

Ч =  1+РоИ* ’ А = 1 , 2 ..........П’

где Цй выбирается из множества нулей полинома Чебышева:

=  j c o s - ^ p - я ,  i =  1, 2, . .

Рассмотрим сначала случай, когда п есть степень числа 2: 

п = 2р, р >  0.

Основной принцип построения «устойчивой» последователь­
ности параметров ць ц2, . .  . ,  в случае, когда п кратно 4, 
п =  4m, т =  1, 2, состоит в выделении групп по 4 п ар а ­
метра (—cos р, cos р, —sin р, sin р). Этой четверке параметров 
соответствует произведение (блок)

S4(P) = S (- |i)S (n )S (-T ])S (r i) ,  n =  cosp, т] — sin р,
где

5  (ц) =  £  — т (р.) С, т(р.) =  т0/ ( 1 + р 0[х).

Будем определять n4/ +s, s =  1, 2, 3, 4 по формулам 

М-4/ + 1 =  —  COS Р/ +  1, М-4/ +  2 =  C O S p y  +  1,

М-4/ + 3  = — sin Р/ + 1, Й4/ + 4 =  sin p/ + 1,
где / =  0, 1, 2, . . , ,  л /4 — 1. Последовательность {p.ft} задана, 
если указаны п/4 параметра р,, Р2, .. рп/4.

При построении устойчивой последовательности {ц*} будем 
исходить из минимального

Pi -  я/(2я)

V* 16*
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и рассмотрим последовательно множества из 4 =  22, 8 =  23, 
16 =  24, . . . ,  2* и т. д. параметров {ц^}- Эти множества строятся 
по рекуррентным формулам

^ 4  (Pi) =  { -  cos р,, cosp,, — sin р,, sinp,},

M8(P,) = M4(p1)UM4(n/4-p1).
M 16(p,) =  M8(p1) U M 8( n / 8 - p 1),

M 2k (p,) =  M 2k-i (P.) U M 2k_, (л /24" 1 -  p,), k  =  3, 4, . . . ,  p -  1.

Множество М2ь(р,), очевидно, содержит все множества мень­
шего индекса. П олагая п =  2Р, получаем

М2Р (р,) =  Шп {|хА}, р, = я/(2п) = я/2р+1.

Из формул Д Л Я  M2ft(p,) видно, что

р2(—1 + Ргг = л/4, 1=1, 2, . . . ,  /г/8.
Поэтому для задания последовательности М2р(р,) достаточ­

но указать лишь параметры pj нечетного номера / =  2 / — 1, все­
го п/8 чисел.

Формулируем правило для вычисления p2ft+i- При определе­
нии p2fc + | для

2г_1< £ < 2 г 

следует найти р2,+1 по формуле

р2(-+1 =  я/2(+2-р , ,

после чего воспользоваться формулами для ргь-н при 
предварительно увеличив в этих формулах все индексы на одно 
и то же число, равное 2i_1 (сдвиг индексов вправо на 2i_1).

Таким образом, надо находить лишь рь при k  =  2* +  1 и 
пользоваться указанным только что правилом при переходе 
от i к i +  1.

Проиллюстрируем это правило. Итак, задано рь Полагая 
i = l ,  i =  2, найдем

Р3 =  Р2,+ 1 =  л /23 -  Р, =  Ф  ~  Р„ Р5 =  Р2 Ч 1 =  л /24 ~  Pi -  «/16 -  Рг

Чтобы найти р7 =  р2,+3, возьмем формулу для рз и увеличим 
входящие в нее индексы 3 и 1 на 22 =  4:

Р7 =  п/8 -  р5.
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Далее, положим i =  3 и определим

р9 = Р2*+1 = л/25 -  Р. = Л/32 -  Р.*
Применяя затем правило сдвига на 23 =  8, Сразу напишем

Ри = зх/8 Pg, Р13 = ?t/16 Pg, Р15 — л /8 — Pj3
и т. д. Если, например, л =  64, то остается лишь найти четные 
fei =  л/4 — Р2 i—1 -

Если п =  128 =  27, то нужно вычислить еще 8 параметров 
p2i+1 нечетных номеров.

Имеем

Pi7 =  Р2^+1 =  л / 2 6 -  Р. =  л / 6 4  -  Р.- 

Правило сдвига индексов вправо на 24= 1 6  дает:

Р19 =  л/8 — P i7, Р 2 1 == зх/16 — Р17, Р23 =  л/8 Р21» Р25 =  зх/32 Р17»
Р27 =  л/8 — Рг5> Р 29== л / 16 Р25, Р 3 1 == л/8 Ргэ-

Перейдем теперь к доказательству устойчивости схемы (2) 
с последовательностью М2р(р,) параметров

Множеству M2k(Р) соответствует произведение операторов

S 2k (Р) -  s 2*-, (Р) S 2ft_ ,  (я/2*"1 -  Р), к =  2, 3, . . . ,  р,

S i  (Р) =  S 2 (Р) S 2 (л/2 — р),

где S 2 (Р) =  S ( — cos Р) S  (cos р).
Нам понадобится норма произведения S 2k (р), k = l ,  2, . . .  

Так как S 2k (Р) есть полином F2k(C,  р) степени 2к относительно 
самосопряженного оператора С =  С’, то вычисление нормы

р2ПР) =  | |5 2ПР)||

сводится к нахождению максимума полинома F0k (s, Р), s e  [у,, у2].
Найдем выражение для р2ь (Р)- Начнем с k = l.  Вводя обо­

значения ц =  co sр, а (ц )= 1 /(1  +  р0ц), Ь(ц) =  1 -р 2 р 2 =  1/(а(-м ,)а(р)) ,  
получаем

F2 (s, P) =  ( l - т ( - p )s ) ( l  - r ( p , ) s )  =
=  а ( ц ) а ( - ц )(1 + p 0(j , - T 0s ) ( l  - p o H - T 0s) =

=  ( ( !  “  V ) 2 “  Р У ) / ( Ь (l1) ) =  / 2 (*i> P)>

где

f 2 (/„ P) -  a2 (p) (/, -  (j,2), a2 (p) =  pЦ(Ь (ц )), /, =  (1 -  v ) 2/Po-

16 A. As Самарский



Так к а к О < |  1 - t0s | < |  1 - t0Yi 1 =  1 1 - т 0у2 | =  Ро, то / , е [ 0 ,  1].
Аналогично находим F2(s, я/2 — р ) = /2(<,, я /2 —р )= р 2(/, —rf)/(b (rj)), 
т] =  sin р, т. е. f2 (tu я/2 -  Р) =  а 2 (я/2 -  Р) (/, -  rf).

Рассмотрим теперь f 2k( tk, Р) при k  =  2, 3,

h f e  Р) =  h (*>, Р) h «и л / 4  -  р) =  а 2 (Р) а2 ( я / 2  -  р) (*, -  ц 2) ( / ,  -  л 2) =
=  а 2 (Р) а 2 (я / 2  -  Р) (t\ -  f, +  n 2i f )  =  -  а 4 (р) (t2 -  s i n 2 2р),

где
t2 =  4 / ,  ( 1  -  / , ) < =  [ 0 ,  1 ] ,  а 4 (р) =  а 2 (Р) Ог ( я / 2  -  р ) /4 .  

П родолжая рассуждения, найдем

Р) =  М ^  P ) f* ( ^ 2 .  Я / 4 - Р )  -  - a 8 ( p ) ( f 3 - s i n * 4 p ) ,

3̂ =  4^2 ( I - f 2) < = [ 0 ,  l ] ,  а 8 (р) =  а 4 ( р ) а 4 ( я / 4 - р ) / 4 ,

f2k(tk, P) = f2k-l{tk_l, P ) ^ - i  « / 2 ‘ _ 1 - p )  =

=  - a 2* (P) ( ^ - s i n 2 2 ft_1p) ,

где
a2k (P) =  ci.2k-\{$)a2k-\ ( л / 2 *  1 — P )/4 ,  tk — 4 ^ _ j  ( 1  — ^ _ i ) ^  [О, 1 ] .  

Покажем, что верна формула

2<?г* 2р5"
a2ft (Р) — . 9k о ’ где — 1 I „2т •

1 -  я2к cos 2 Р 1 +  Pi

При f e = l  имеем a 2(p) =  pg/( 1 — рдЦ2)- Подставим сюда р0 —
=  2P1/ ( 1 + P 2):

4р2 4р2 2q2
02 ^  (1 + р2)2 — 4р2ц2 1 + Р] — 2р2 cos 2Р 1 — q2 cos2()

Пусть формула д ля  a2k верна при k = k'.  П окажем, что
она верна и для k = k ' + \ .  Обозначая т  = 2к, получим

а2т (Р) =  ~7 ат (Р) ат (  “ р! =  2 Гг ^  =
4 \т /  1 — qm cos'1 т р

4Р ?т 4 p f »  2q2m
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( l  + р2"1)2- 4p2m cos2 mp 1 + p*m — 2p2m (2 cos2 m §  -  l) 1 -  <?2mcos 2m$ ’

что и требовалось доказать.



Учитывая затем, что
■ „ 2 при а2 > 0 , 5 ,

max / — аг \
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шал (- — и — 1 ,  о п г
t е  (о, 1] 1 1 — <г при а2 < 0 , 5 ,

находим искомую норму

Р2* ( Р Х  «2* (Р) max I — sin2 2 * -‘р | =  а2& (Р) (Р),
*k 65 1°' Ч

где
cos22ft-1p при 2*-1P < jt/4,

1 sin2 2*~‘Р при 2ft-1p >  зт/4.

Перейдем к оценке Q„, предполагая, что п =  2Р. Нам пона­
добится величина а 2ь(Р)> определяемая по формулам

сг2 (Р) =  а 2 (Р) sin2p, а2(Р) =  р2/(1 — PoP-i). ^ 2 =  cosp,

^ 4  (Р) =  Ог (Р) Ъ  (л/2 -  Р), а 8 (р) =  а 4 (Р) а 4 (я/4 -  р), . . .
. . . ,  a 2ft(p) =  a 2ft-i(p)a2ft_i {n/2k~ l - р ) ,  k = 2, 3, . . .

Отсюда и из формулы для a2k(р) видно, что

a 2%(Р) =  a2k (Р)sin22ft_1p <  1, k = \ ,  2, . . . ,  p.

С равнивая формулы для р2ь(Р) и а 2*(р), видим, что р2ь(р) =  
=  а 2*(р), если 2ft_1p > n / 4 .

Рассмотрим сначала выражение

М  (Pi) =  Tj || S 21| +  т2 =  -j- —— —  =
1 — РоИ-2 1 +  Р0̂ 2

=  Т0 (1 +  р0)/&2 =  (1 -  a 2 (Pi) )/Yi,

так как т0 =  (1 — p0)/Yi - 
Аналог-ично найдем

Л2( я / 2 - р , )  =  ^ - ( 1  — <т2 (я/2 — р,)).

Учитывая, что 2А-1р , < я / 4  при Ц р  и

получим

1в*



Поэтому для А,(р,), Л4 (Р,), Ajfc(Pj), . . .  последовательно 
получим

■^4 ( P i )  ^  А 2 ( P i )  II 5 з5 4 || +  т 3 1| S 4 1| +  т 4 ^  А-2 ( p t )  р 2 ( у  —  P i )  “ Ь  

+  ^ 2 ( у -  P i ) < ^ - ( !  - ^ ( P i ) ) ^  ( j  -  P i )  +  ^ _ ( 1 _ а 2 ( у  ~ P i ) )  =

=  ^ Г ( 1 - с т 4(Р1)),

^ 8  ( P i )  ^  ( P i )  II SaSeS7Ss || +  t 5 || S 6S 7S 8 1| +  

+  т6|| S7S 8| |+  т7|| S8 | |+ T 8< A , ( p I)p4( j t / 4 - p I) +
+  A 4 (л/4  -  pt) <  (1 -  a 4 (Pj) ) a 4 (л/4 -  р,)/у1 +

+  (1 -  a 4 (л/4 -  PO )/yj =  (1 -  a 8 (P,) )/yi

и, наконец,

Л 2* (Р , ) <  Ajft-i (Pi)p2f t - i ( ' ^ T _ Pi) +  ^ - i ( ^ T “ Pi) < ------~ ------•

П олагая k =  p, получаем

r\ . _ __ II T* II ^  I "  (Pi)   1 — <7n ^  1
Qn -  2 d xi II i II <  — yt-------------- <  ^7  ■

/=1
Полагая теперь в (21) z 0 =  0, ^  =  0, получим | | 2 „ | | ^
П

^  2  II /ИИ? II- Применяя развитые выше методы, можно по- 
/ = i

казать, что

S l I ^ / I K - r — < W - .  £ =  — .1 — Pi к I  V2
Таким образом, для решения задачи (21) верна оценка

II п < Чп II z o II +  - 7  H W  +  Y f - H  II, и *  е  A V ( P J .

Приведем некоторые результаты расчета по явной схеме 
с параметрами %к =  т0/ ( 1  +  р0Щ.), где {ц^} — «устойчивый» набор. 
Рассматривается тот ж е пример:

v ( x i- l) - 2 v { x i) + v ( x i+l) =  0, x t = ih f i =  1 , 2 ..........N -  1,
h = l /N,  o(0) =»l ,  o( l )  =  0.

Число уравнений N  =  20, e = 1 0 -4, я  =  64 =  26. В этом случае 
Pi =  я/128, p3= 1 5 p I, Р5 =  7Pj, Р7 =  9pt,

Рэ =  ЗР1, Р ц = 1 3 р 1( Pi3 =  5Pi, P i5=H Pi,  
fc i=  64Pi -- p2i—1> i — U 2, . . . ,  8.
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Т а б л и ц а  3

k 1 4 5 6 8 9 10 16 17 18 24

Aft 39,6 4,7 7,4 3,2 1,1 6.7 3,2 0,2 3,1 1,5 0,1

k 25 26 32 33 34 48 49 50 56

Aft 0,8 0,1 0,04 0,3 0,14 1,5 - 10~3 1,3. 10-2 6,7- 10~3

Tо

k 57 58 59 60 61 62

A ft 1,5 • 10~3

7О

6,5 • 10~4 2,1 • 10-4 1,1 • 10~4 8,7- 10~5

Из этой таблицы виден немонотонный характер сходимости 
итераций. При переходе от итерации номера k  =  4/ к итерации 
номера k  +  1 =  4/ +  1 погрешность Д* =  ||yft — г/ft-illc возрастает, 
а затем, при переходе к k — 4/ +  2, 4/ +  3, 4/ +  4 величина Ла 
падает.

Д о  сих пор мы рассматривали случай, когда п  есть степень 2, 
п — 2р. Однако можно указать устойчивые последовательности 
параметров {^}  и в случае, когда п — /2**, где / — нечетное 
число. При этом выбор параметров проводится из условия
Qn i/yi* „

Укажем без доказательства устойчивые наборы m j2n Для
j  =  3, 5, 7, 9, 11:

a « 3m =  M 2 m ( p 1) U M m ( 3 p 1) ,  т  =  2 Р, р ,  =  ~ г ,

Ш5т =  M2m(p1) U М2т(Зр,)U М т (5р,).
Ш7т =  М2т (р,) U М2т (5р.) U М 2т (Зр,) U Мт (7р,).

=  М 2т (р.) и М 2т (7Р,) и м 2т (5р,) и м 2т (Зр,) и м т (эр,),

Stum =  М2т(р,) и М2т(эр,) и М2т(7р,) и М2гп(3р,) и Л М 5 Р 0  и м т{\ 1Р,)

При больших п ^ - п ( е )  пользоваться только набором ^ 2р(Р),<
где й =  2р >  п, Pi =  я /(2й ) ,  не всегда удобно, так как это может 
приводить к значительному увеличению объема работы. Пусть, 
например, оценка дает, что 140 <  п(е)*С  141. Тогда т  =  27 =  128 
мало, а п2 — 28 =  256 велико. Найдем ближайшее к п  число 
вида }2h >  п. При / =  9 и k  =  4 имеем j2k =  144 >  п. Набор 
9^9.2*(Pi), где Pi =  я/288, устойчив и обеспечивает сходимость 
итераций с заданной точностью.



При выборе различных комбинаций параметров следует про­
верять устойчивость получающихся схем путем оценки Q„ ука­
занным выше методом*).

2. Основная теорема для стационарных схем. Схемы с по­
стоянными В и х

в  + A y k==f> k = 0, 1, . . . .  У о ^ Н  (23)

обычно называют стационарными.  Д ля Zu — уи-— и получаем од­
нородное уравнение (5 )с xh+\ =  т  и операторами А, В,  для ко­

торых выполнены условия (3), (4). Оно эквивалентно явной 
схеме

x k + l — S x k, S  — E  — xC, k = 0, 1 , . . . ,  лг0 е / /  (24)

с оператором С — А'1гВ ~ 1 А'12, х к = А'1гу к, или С = В~'1гАВ~ '1г,
Ч  =  В'1гу к.

В этом случае Тп =  S n, где 5  — постоянный самосопряжен­
ный (так как С =  С*) оператор и, следовательно,

II Тп || =  || || =  || 5  Г

Задача об отыскании inf \\Тп \\ сводится к задаче об отыска­
нии нижней грани нормы оператора перехода 5. Эта задача хо­
рошо известна и для конечномерного случая решена в § 1 (лем­
ма 1). В произвольном гильбертовом пространстве имеет место 
аналогичная

Т е о р е м а  2. Пусть S  =  Е — хС и выполнены условия  

С  =  С \  Y i £ < C < Y 2 £ ,  Y i  > 0 .

Тогда  | | 5 | | < 1  при  0 < т < 2 Д > 2, a, inf j[ S '|| достигается при  т =  т0:
Т

inf Н £■ — тС || =  | | £ - т 0С|| =  р0,
Т

где
т 2 n t = Yi_

0  Y 1 + Y 2 ’  Р о  1 + 1  ’  &  Y 2  ■

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как 5  самосопряженный оператор,
то

|| 5 1| =  sup | (Sx, х) | ,
IU IM
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*) Вопрос о вычислительной устойчивости схемы (20) исследован такж е  
в работе В. И. Л еб е д е в а  и С. А. Финогенова [1], где  п р едл ож ен  устойчивый 
набор М р (|5i) параметров {ц*} и дано  его обоснование методам и, отличными

от изложенны х выше. (Д о б а в л ен о  при корректуре.)
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где
(Sx, х) =  || дс |р — т (С х , х) =  1 — т (С х, х).

Учитывая, что ViЕ ^ С ^ . у 2Е,  получаем:
1 ~  ху2 ^  (5ж, х) ^  i — tVi

и, следовательно,

|| 5 1| =  шах ( | 1 — tyi I» 1 1 — ty2 I )-

Функция / (т )  =  ша х ( |  1 — tyi I, I 1 — TY2 1)» как было пока­
зано в § 1, достигает минимума при т =  т0 =  2/(yi +  Y2) и равна
/('Го) =  Ро. т. е.

inf || 5  || =  || 5  (to) II =  р0,
Т

что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е .  Д л я  схемы (23) при оптимальном значении  

параметра t  =  to верны оценки

K ~ “ 1 d ^ p ? K “ 4Id’ d  =  a  или D==B-
З а м е ч а н и е  1. Теорема 2 следует из теоремы 1, если по­

ложить п =  1. При этом t  =  to и

а -  2р1 -  р - I n i  S- - VLЯ1 . .  2 — Ро — , , » S -
1  +  Р Г  1  +  &  У ‘2

З а м е ч а н и е  2. Теорема 2 следует из необходимого и до­
статочного условия p-устойчивости схемы (24) (см. гл. VI, § 1):

т ^  т

и условия ограниченности С,
Yi Е  ^  С ^  у2Е.

В самом деле, из равенств 1 х р =  Yi> •1 ^  р =  Y2 сразу по­
лучаем t  =  to и р =  ро.

Д ля  выбора оптимального итерационного параметра t  =  to 
и вычисления m in | |S | |  =  p0 достаточно знать постоянные yi> У2

X
эквивалентности операторов А  и В  (т. е. границы оператора С).  
Поэтому отыскание yi и Y2 при заданных А  и В  является основ­
ной задачей теории. В следующих двух пунктах приведены при­
меры нахождения inf | | 5 | |— нижней грани нормы оператора пе­
рехода для операторов специального вида.

3. Вычисление нормы оператора перехода Двухслойной 
схемы с весами. Рассмотрим оператор

S  =  (£  +  соЛ)- 1 (£ - с о Л ) ,  Л  =  Л * > 0 ,  (25)



где ю =  const >  0. Это оператор перехода схемы (Е  +'соA)Zk+i =  
=  ( Е — (oA)Zh. Требуется найти оптимальное значение со =  соо 
из условия inf ||S||. Представим S в виде 

<0
S =  Е  -  2а>А (Е +  шА )- '  =  Е  — тС,

где т =  2со, С =  (А ~ 1 +  соЕ ) ~ 1.
Найдем границы yi и уг оператора С или границы 1/у2 и I/yi 

оператора С-1. Будем предполагать, что
А =  А \  6£’< Л < А £ ’( 6 >  0. (26)

Так как Ь г 1Е ^ А ~ 1 ^ Ь ~ 1Е,  то

(А-1 +  © ) £ < С -1 -  А ~ '  +  с о £ < ( б -1 +  со )Е ,
так что

Ъ Е  <  С <  ъ Е ,  у, =  6 / (1 +  шб), у2 =  Д/( 1 +  соД). (27) 

Воспользуемся теперь формулой т0 =  2/(у[ +  у2) или

2co0(Y, +  Y2)«2, « 0 (п А _ + т :А - 5) = 1 ) « 2 б Д = 1 ,

т. е. (о0 — I /  \ /  6Л, т0 =  2 / | /б Д .  Подставляя это значение сов (27), 
находим

б A Л б
Y =  V2 — , , Л -  — .

1 + V Л 1 +  F Я к
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Yj_ =  6 =  т /й  о =  1 - 1  =  1
у2 bV  Л ° 1 + 1  I +  Л

Ро
У2 a f  л

Таким образом

inf || 5  || =  i n f j ( £  +  шЛ) - 1  (Е — <вЛ)|| =  — 7 7 ^ 7  ю =  Шо = т 7 ==-- (28)to со I + У  Т| У 6Д
Тот же результат можно получить, если записать схему 
z k+ 1 =  S z k с оператором перехода (25) в канонической форме

В  — +^ — ■ +  A z k =  0, В =  £  +  соЛ.

Отсюда и из (26) сразу находим

(Д-1 +  со) А <  В  <  (б-1 +  со) А,

т. е. Yi =  6/(1 + '® б) ,  Y2 — А/(1 +!соД). Дальнейшие рассужде­
ния, приводящие к (28), остаются без изменения.

4. Неявный метод переменных направлений для случая не* 
перестановочных операторов. Перейдем ко второму, более слож­
ному примеру применения теоремы 2. Пусть

A  — Ai + А2,



где At  и Л2— самосопряженные и неперестановочные операторы 
с границами fii, Ai и 6 2) А2:

Аа =  Аа, д а Е ^ А а ^ & а Е ,  0 “ 1, 2. (29)

Д ля  решения уравнения (I) в этом случае применяют двух­
параметрическую схему переменных направлений

(Е +  Ю1Л 1) yk+ч, =  (Е — Ю1Л2) yk +  ®if, 6 =  0, 1, 1
{ Е +  щ А 2) у к+\ = { Е - щ А 1) у к+Чг +  щ!,  у0е=Н. \

Д л я  погрешности z k =  у к — и получим однородные уравне­
ния

(Е  Л- щ А \ ) г к+Чг*={Е -  щ А 2) z k, k  = 0, 1.......... 1
{Е +  (И2А 2) z k+\ = {Е  —  а>чА\) г к + ч г , Z o ^ H .  }

Обозначая v h =  (Е +  со2Л2) г А, после исключения получим
уравнение

vk+\ ~  S v k, 5  =  5 i5 2, k = 0, 1, t > o H  (31)

с оператором перехода

S =  S i S 2 ,

S, =  (£ +  со,Л,)~‘ (Е — со2Л,), • (32)

S 2 =  (Е +  со2Л2)~‘ (Е -  0 !А2).

Введем обозначения

61 =  61 +  Со, Ai =  Ai +  Со, Ь2 =  62 — Со, Д2 =  Д2 — Со, 1 ,п~\

Со —  (й2 А2 — 6| Ai)/(5i +  62 +  +  Д2). •>
Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия  (29), где

А, > 0 ,  Д2 > 0 ,  6 , > 0 ,  62 > 0 .  (34)

Тогда для  оператора перехода (32) при значениях параметров

®о ®о 1 1 /ОС\0 , = — ------ , 02 =  ----------, (Oq=  ^  (35)
I + cDqCq 1 -  шосо 1 / 6 Х  1/б 'Д '

верна оценка
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т. е. для  итерационной схемы  (30) имеет место оценка

|| (Е  +  щ А 2) 2 „ || ̂  рп || (Е  +  щ А 2) г01|.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что из условий (34) 
следует положительность величин Да, 6а, а = 1 ,  2. Произведем 
преобразование

Ai = A i +  cqE, A 2 = A2 — coE, (37)

так что А\ +  А2 =  А'  +  А'2 =  А, б'аЕ  Л а <  ЬаЕ.
Постоянная с0 выбирается из условия

6(Л[ =  6 Х .

В результате преобразования (37) оператор (32) принимает вид

S  = s '  =  s X  s[  =  (Е +  <оМ0-1 (Е -  со2A[\

S 2 =  {Е -f- (о2А 2) (Е — СО) Лг),
где

= ®1 /0  ”  ®1со)- ®2 =  “ г/О + ®2со)- (38)

Д л я  определения ю' и со' и оценки | |5 | |  представим схему 
&fc+i=  S 1S 2U* в виде последовательности двух схем

Ok+l =  S\vk + «/а» Ok+Ч, = S 2Vk,

каждую  из которых запишем в каноническом виде

В' n ± \ - J k£ h +  л ; в0>  В ' =  Е  +
са, +  а>2

В 2 Vkf ^ ~ - ^ L + A 2vk =  0, В2 =  Е +  а>2А2.
®i + «>2

Параметр т =  со[ +со' для обеих схем один и тот же. Учитывая,
что ( l /А'а +  а>а) Да <  fla <  №  + <о'а) А'а, а = 1 , 2 ,  получаем не­
равенства

Y!, аВа ^  Аа ^  Y2, аВи,
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Пользуясь формулой т (Yi +  Y2) — 2, по аналогии с предыдущим 
пунктом, находим

/ / 1 1л' — ел' =  ,
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со; =  со' =  ■ ------  =  , -= = ■ =  со0) (39)
I 2 1 /б Х

II г || и /ц 1 -  1 — У  ъ
I I S I K l  < - - - 7 / 4  • — 7 7 = 7  =  P.\ + У ч \  l + у  щ

Г1а =  ба/Аа, а =  1 , 2 .
Из (38) и (39) следуют формулы (35) для итерационных п ара­
метров СО 1 И (02-

Теорема доказана.
З а м е ч а н и е .  Теорема 3 остается справедливой, если вме­

сто 6 i >  0  потребовать
6 i +  62 >  0 > Si [ 1  +  б2 ( 1 /А[ +  1 /Аг)] +  ^2 =5̂= 0 .

При этом возможен случай,_когда соi < 0 ,  со2 >  0.
П р и м е р .  В квадрате G =  (0 ^  x l: х2 ^  1) рассмотрим з а ­

дачу Дирихле для эллиптического уравнения
LiU +  L2« =  — f (x ) ,  x  = (xi, x2) e  G,

=  a = 1 > 2’ 
и |r  =  Ц (x), 0 < C i ^ . k ( x ) ^ .  c2,

где Г — граница квадрата.
Пусть
®л =  ix i =  (г’А  hh) ^  G, /а =  0, 1, . . ., N,  а  =  1, 2, h =  1 IN}

— квадратная сетка с шагом h, А  =  Ai +  Лг,

Aav = (aavx ) , aa = 0 ,5 (k  + a =  1 , 2.
xa

Сформулируем разностную задачу Дирихле:
A v  = — f(x),  хе=сол, t>|Yft =  n(*),

где yь — граница сетки.
Д ля  решения этой задачи применим метод переменных на­

правлений (29'), где формально положим А а — —Аа.
о

Пусть Q = H — множество сеточных функций, заданных на 
соь и равных нулю на границе yh.

Рассмотрим оператор
о

Av  =  — A v  при с е й ,
о

Л =  Л[ +  Л2, A tv =  — Ajt>, Azv =  — А2у при o e Q .



,496 ГЛ. VIII .  И Т Е Р А Ц И О Н Н Ы Е  МЕТОДЫ 14

Д ля погрешности г  ̂— Ук — V, где k — номер итерации, полу­
чаем задачу (30).

Операторы А\  и А 2 неперестановочны и имеют границы

Обратимся снова к схеме (29'). Исключим из уравнений (30) 
величину Zh+у,:

(Е + со,Л[) (Е + со2Л2) z k+l = ( Е ~  со2Л,) (Е -  со,А 2) z k. 

Запишем эту схему в каноническом виде

А  — Л, "j- А 2, В — (Е  “Ь Л,) (Е  “Ь со2Л2).

Если А 1 и А 2 неперестановочны, то В не является самосо­
пряженным оператором и поэтому к (40) нельзя применить 
теорему 2 .

Л е м м а  1. Оператор (32) можно представить в виде

S  — E — тС, т =  со1 + со2, С =  (Е +  coj/Lj) - 1 А (Е +  со2Л2)-1, (41)

причем С — положительно определенный оператор, удовлетво­
ряющий условиям

так что

Поэтому справедлива оценка (36), где

Скорость сходимости итераций равна

число итераций при г] —> 0  есть

В +  A z k =  0, т =  со, +  со2,
(40)



где р дается формулой (36), т =  «и +  <02, coi и со2 определяются 
согласно (35).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение леммы доказы­
вается непосредственным вычислением. Докажем второе утвер­
ждение. Согласно теореме 3, | |Sx ||2 4  р2 1|х| |2 для любого х е  Н, 
т. е.

|| (Е — тС)x \ f  — \ \x\f  — 2х(Сх, х) +  т2 1| Сх f  < р 2|| х|р. (44)

Отсюда получаем

О т2 1| С х |Р — 2 т (Сх, х) +  (1 - р 2) | |х 2 | | >  
> T 2 | | C x | f - 2 t | | C x | | | | x | |  +  ( l - p 2) | |x | f .

Реш ая неравенство

| 2 - 2 |  +  ( 1 - р 2) < 0 ,  1  =  т | |С х  H/Ц х ||, 
получаем 1 — р4 1 4  1 +  р, или

- ^ - | | х | К 1| С х | | < - Щ | | х | | .

Отсюда и и з  (44) следуют неравенства (42), (43).
З а м е ч а н и е .  Если А\ и Л 2 перестановочны, то В =  

=  (Е +  coi^i) (Е +  С02Л 2) — самосопряженный оператор и из 
оценки | | 5 | | < р  следует

г ^  т
где р и т =  со 1 +  юг даются теоремой 2 .

Таким образом, нам в этом случае известны постоянные эк­
вивалентности операторов А и В\

Yi =  ( l  - р ) / т ,  Y2 =  ( l  +  р)/т.

5. Факторизованные итерационные схемы. Оператор В в 
итерационной схеме 'естественно выбирать в некотором допу­
стимом семействе операторов так, чтобы 1 ) отношение £ =  Y1/Y2 
было максимальным (ро — минимальным), 2) В был экономич­
ным оператором (число действий Q(e) минимально в некотором 
смысле, например, по порядку относительно |  при | - > 0 ) .  При 
построении В обычно исходят из некоторого оператора R =  
=  R* >  0 (регуляризатора, ср. гл. VII, § 2), энергетически экви­
валентного А и В:

ctR <  А  <  c2R, с2 >  >  0, (45)

YiB < f t < Y 2fi. Y 2 > Y i> 0 .  (46)
Тогда справедливы неравенства

Y|S <  Л <  у2В  (47J

5j § 2. т е о р и я  и т е р а ц и о н н ы х  д в у х с л о й н ы х  с х е м  о б щ е г о  в и д а  497
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О о

Vi =  c,Yi. Y2 =  c2Y2- (48)
Зная  Yi и Y2, можно пользоваться теоремой 2 .

Оператор R выбирается обычно как регуляризатор для не­
стационарной задачи (задачи Коши) с тем же оператором А. 
Примеры выбора R демонстрировались в предыдущей главе.

Свойством экономичности обладает факторизованный опера­
тор В =  ВхВ2, где В\ и В2— экономичные операторы.

Предположим, что самосопряженный оператор R можно 
представить в виде суммы

R = R, + R2.
Рассмотрим два случая:
1) Ri и R2 неперестановочны, но сопряжены друг другу (тре­

угольные операторы) :

R2 — R\,
т а к  что

(Rxx, х) = (R2x, х ) =  0,5 (Rx, х).
2 ) R 1 и R2 самосопряженные и перестановочные операторы 

(R iR2 = R2R i).
Каждый случай исследуем отдельно. Рассмотрим сначала 

факторизованный оператор с треугольными операторами Ri 
и R2:

В = (Е + «/?[) (Е +  aR2), где R2 =  R\, (49)

со >  0 — параметр. Очевидно, что В =  В*.
Так как постоянные с i и с2 обычно определяются при выборе 

регуляризатора R, то основной задачей является определение
о  о

постоянных эквивалентности В и R, т. е. Y; и Y2-
Будем предполагать, что оператор R, удовлетворяющий ус­

ловиям (45), выбран и

R = R i + R2, R2 = R i,
Д (50)

6  >  0, || R 2x  Ip <  -j  (Rx, x) для всех ж e  H .

Нетрудно заметить, что Д >  ||/?||.
Л е м м а  2. При любых со >  0 и любых R >  0 справедливо 

операторное неравенство
В > 2 ю Я .  (51)

В самом деле (Вх, x) = ((E + a>Ri)(E + (s>R2) х, х) =|| (£ + aR2) х |р=
= II (Е -  соR2) х |р + 4со (R2x, л:)= || (Е -  соR2) х |р+ 2ш (Rx, ж)>2ш (Rx, х)
9,ля любого ш Я .

С ПОСТОЯННЫМИ



Оценка (51) принадлежит Е. С. Николаеву.
Л е м м а  3. Пусть справедливы условия  (50). Тогда вы пол­

няется операторное неравенство

В < ( б ~ ‘ +  со +  со2 Д/4) (52)

Действительно, (В х , х)*=((Е + a>R{)(E  + ®R2) х, х )= ||  х | р с о  (/?х, х) + 
+  со2 ( R ^ x ,  х) = || ж |р +  со (Rx, х) +  со2 1|Я 2х |р <  (б- 1 +  со +  со2 Д/4) (Rx, х). 
Из (51) и (52) следует, что выполнены неравенства (46) с

О б ° 1

Y l =  1+шб + со2Дб/4 ’ ^ 2 == ~2аГ * (53 )

П араметр со выберем из условия максимума отношения
о

f (,Л\ =  Vl ^  -  2мб
Yi (®) 1+®б + ®2 дб/ 4 '

Вычислим производную
(П N 1 — со2б Д/4
1 W  ~  г0 (1 +  (Об +  со2 Дб/4)2 •

Отсюда видно, что максимум / ( ю) достигается при

со =  со0 =  2 / \ /5Д , нли co0 =  2 \ / t i / 6 , г] =  6 /Д, (54)

так  как  f "  (со0) <  0 .
Найдем значение /(со) при со =  со0:

f (ГЛ \ -  Ж  _  g_jVj_ _ _£i_ 2 Vl\
I \®0 /  о  - _ >  ъ  * , . ч / —  •

Y2 1 +  У Л Y2 с2 1 +  У Т1

П одставляя со0 =  2/ в (53), определим
° б ° б бс, бс2

Y l ~  2 ( l + V ^ i )  ’ Y 2 _ 4 T ^  ’ Y l “  2 ( 1 + / л )  ’ Y 2 _ 4 / n -  (5 5 )

Пусть c1 =  c2 = l ,  т. e. A = R. Тогда

£ =  _ 2 £ j L  0 _  i - i  _  l - У ч  n = ±  Г56ч
1 + / V  P l + g 1 + 3 / T j  ’ Д ' ’

Д л я  числа итераций при г)->0  получаем следующую оценку

" (e) =  ° ( l ? T ln(1/e)) ‘

Таким образом, доказана
Т е о р е м а  4. Если выполнены условия  (50), то итерацион­

ная схема (2) с А =  R и факторизованным оператором
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В  =  (Е + ’coo/?i) (Е  +  соо/?2)> со0 =  2 / | /б А  и т =  то сходится в Н А, 
и Н в , так что

1|г/л - и | 1 о < р ' 1 1|г/о-и||£» D =  A  или D = В,

где р вычисляется по формуле  (56). Д л я  числа итераций п(е)  
при  г] —* 0  имеет место оценка п(е) = 0  ^ у —' In ( 1  /е) ^ .

П р и м е р .  Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Л а п ­
ласа в единичном квадрате. Оператор А  равен

A = R = —  A ,  A y  = y ^ Xt + yxlXi, h l = h2 = h.

Н а сетке ®h = {(ilh, i2h), ib i 2 =  0, 1, . . . ,  N) введем скалярное 
произведение и норму

ЛГ,-1 № - 1  _____
(У, v ) =  2  2  y^ t f iu i j t2, || г/1|= V (y ,  у)

i, = l i j=l
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и определим операторы

о
Пусть / /  =  £2— пространство сеточных функций, заданных на 
€>h и равных нулю на границе y л- Операторы Ri и R 2 сопряжены 
в Н  друг другу, так как (уХа, v) = — ( y , v Xa), а = 1 , 2 ,  и R { + R 2= A.  
Следовательно, ( Ri y ,  у )  = ( R 2y,  у )  =  0,5(jR«/, у ) .  Вычислим по­
стоянные б и А, входящие в условия (50). Так как R =  —Л, то 
нижняя грань б есть наименьшее собственное зн ачен ие , 'б  =  
=  8 Л~ 2 sin2 (гсЛ/2). Далее,

2 В 2

1|/?2*/1Р =  У)'
а= 1  а= 1

так как
2 2 

(Ry, * / ) = 2 ( i ,  * / i l e = 2 [ i ,  у1 )
a = l  \  a J o  а =1 L а/

(см. гл. IV). Таким образом, А =  8 /Л2. Зная б и А, находим

У ч  =  =  sin (лЛ/2)’
2 А2

©0 =  -Г7=^ =
У^бД 4 sin2 (яй/2)

т. е. мы получаем ту же асимптотическую оценку для числа ите­
раций, что и в случае неявного метода переменных направле­
ний (п. 4).



Определение новых итераций из уравнения В хВ 2у  =  F сво­
дится к последовательному решению «одномерных» уравнений 
вида B av =  фа, В а = Е +  сооЯа. Заметим, что использование 
«треугольных» операторов Ri и R 2 позволяет получать явные 
формулы (формулы бегущего счета) для определения о. В са ­
мом деле, уравнение

6] § 2. ТЕ О Р И Я  И ТЕР А Ц И О Н Н Ы Х  Д В У Х С Л О Й Н Ы Х  СХЕМ ОБЩ ЕГО В И Д А  5 0 1

Выбираем левый нижний угол области и берем пограничный 
узел, такой, что и х^~и) леж ат  на границе сетки ун и, сле­
довательно, и и(-ь) известны. По формуле (57) опреде­
ляем v и дальше движемся либо по строкам, либо по столбцам.

Аналогично убеждаемся, что из уравнения

значение v = v (x )  выражается через у(+ь) и о<+ь>. Поэтому 
счет надо начинать с правого верхнего угла.

6. Факторизованный оператор В  с перестановочными опера­
торами /?! и R 2. Пусть R = R 1 +  R 2, где R \ и R2 удовлетворяют 
тем же требованиям, что и операторы А\  и А 2 в п. 4. Перечис­
лим эти требования (см. теорему 3):

Кроме того, мы предполагаем, что операторы R i и R2 пере­
становочны:

где (oi и и г — вещественные параметры. Предполагается, что А 
и R связаны неравенствами

имеет вид

откуда находим

v =
(hahx V  + <й0л2 V  1г) + ф!

1 +ю0й ,- 2  + ю0Л̂ 2
(57)

(Е +  ю0Я2) v =  ф2

Ra — Ra1 &аЕ <  Ra <  АаЕ, а — 1, 2,
(58)

Ai > О, Д2 > 0 ,  б, > 0 ,  62 > 0 .

R iR 2 — R 2Ri' (59)

Рассмотрим схему (23) с факторизованным оператором

В = (Е +  (о,/?,) (Е +  © 2R2), (60)

с2 > с , >  0 . (61)



О о
Н аш а задача — определить постоянные Yi и Y2:

Y [ f i < / ? < Y 2fi> Y2 ^ Y i > ° -  (62)

Д ля  этого надо использовать результаты п. 4, где рассматри­
валась задача

(В +  со,/?,)(£ +  со2/?2) * ^ 1+~ю** +  R z k =  0, k = 0, 1, . . . ,  z 0 e / /  (63)

(схема (40) с А а = R a). Оператор перехода для этой схемы 
представим в виде (32) (с заменой А а на R a). Так как Ri  и / ?2  
самосопряжены и перестановочны, то В — самосопряженный 
оператор.

о о
Используем теорему 3 для вычисления постоянных Yi н Y2 

эквивалентности операторов В  и R. Учитывая перестановочность 
операторов /?, и R 2, схему (63) можно записать в виде

z k+ i~  ^ i ^ 2 z k< k — Q, 1 , S  = S i S 2,

Sl = (E +  с о , / ? , ) '1 (E  — со2/?,)> S2 = (E +  со2/?2) - 1  ( £  — co,/?2).

Из (58), в силу теоремы 3, следует оценка | |S | |-<p при со,, со2, 
too, выбранных согласно (35), эквивалентная неравенству

Y i B < / ? < Y 2^>
О •

где Yi = (1  ~ Р ) /Т> V2 *=(l +  р)/т > т =  со, +  со2, р определяется по
О с

формуле (36). Так как константы yi и у2 вычислены, то к Схеме 
(63) можно применить теорему 2. Тем самым доказана

Т е о р е м а  5. Пусть выполнены условия  (58), (59), (45). 
Тогда итерационная схема (23) с факторизованным оператором 
(60) при оптимальных значениях  со[ и сог, определяемых по фор­
мулам  (35), сходится со скоростью In ( 1/р0) , так что

|  Уп ^ Id ^  Ро I У о ^ ||г>> D = А или D  =  В,
где

Р о ^ - у т Ь  Yi=CiYi. Y2 =  c2Y2.
1 - ( 5  • _  1 +  р

^  ”  0»! + Ю2 ’ (Bi+fiJj*

р дается формулой  (36), а параметр т =  то =  со, Ч-'со2 опреде­
ляется, в соответствии с теоремой 2, по формуле  т =  2/ (ух + Y2) .

З а м е ч а н и е .  Так же, как и в теореме 3, вместо условия 
6 1  > 0  можно потребовать

Oj +  S3 0 , [ 1  +  62 ( 1 /Д 1 +  1 /Дг)] +  63 ^  0 .
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П р и м е р  1. Рассмотрим тот случай, когда регуляризатор R
совпадает с оператором А = А\ +  Л 2 , так что С\ — сг =  1, а опе­
раторы А i и Дг имеют совпадающие границы:

б[ =  б2 =  6, A j  =  Д 2 =  Д .
Тогда

- ( 1 - У ц \ а 6

р0 =  р =  \ T T 7 T /  ’ 4 = 8  Д
и скорость сходимости итерации (ср. с п. 5)

1п(1/р0) =  4 У т | +  0(т|).

П р и м е р  2. Рассмотрим случай, когда /? =  Л =  Л i +  Л2,
т. е. ci =  c2 =  1 , а одно из чисел ба равно нулю, например,
6 i =  0, бг =  б >  0, Ai =  Аг =  А («смешанная» задача) .  Тогда

6 ,/  _  1 + т) , 26 (1 -ft]) _____26
С о _  2 + Т1 ’ 1 “ Со’ 2 2 + г\ ’ 1 ~~ Л (2 + л) ’ 4 (2  + 4 ) ’

Вычисления дают

. г) ч О + л )
111 ~  ~  2 (л + 1 ) ’ ^ 2 ~  2  ’

Ро Р 1 г—. ' . /—‘j •
1 + У л !  1 + У л  2

Скорость СХОДИМОСТИ

1п ( 1 /ро) =  2  / 2 1 1  +  0 (11).

Сравнение с примером 1 показывает, что число итераций 
в случае смешанной задачи примерно в 1,5 раза больше.

§ 3. Итерационные двухслойные схемы 
для несамосопряженных уравнений*)

1. Метод переменных направлений в случае несамосопря­
женных операторов. Пусть дано уравнение

(Л! +  Л3) и ~  f, 

где А\ и Лг несамосопряженные операторы,
Ла > б а£ ,  ба > 0 ,  а =  1, 2, ]

1 > ( I 1
II А цХ |Р ^  Аа (АцХ, X) ИЛИ Ла ^ " д — Аа > 0 .  |

1) §  3. Н ЕС А М О С О П РЯ Ж Е Н Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  503

*) См. А. А. Самарский [24]— [28].
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Д ля решения уравнения рассмотрим схему переменных направ­
лений (29') из § 2, п. 4 с параметрами coi =  со2 =  оз.

Д ля  погрешности z h+ь точнее, для uft+i =  (£  +  соЛ2) 2 ft+1 по­
лучим уравнение (31) из § 2 с оператором (32) из § 2. При пе­
реходе от (30) из § 2 к (31), (32) из § 2 не требуется ни пере­
становочности А\ и Л2, ни их самосопряженности (предполагает­
ся лишь разрешимость задачи, т. е. существование операторов 
(Е +  toi^41 ) 1, (Е +  со2Л2) -1).

Рассмотрим оператор перехода 5  =  S{S2,
5, =  (Е +  соА, ) - 1  (Е — соЛ^, 5 2 =  (Е +  соЛ2) - 1  (Е — соЛ2). 

Л е м м а  1. Пусть А а — несамосопряженный оператор и вы­
полнены условия  (1). Тогда при любом  со >  0 справедлива  
оценка

где х„ -  , л ■ • (2 )11 “ 11 ^  1 + ка “ 1 + <й2баАа v '
Д о к  а з а т е л ь с т в о .  Вычислим ([(£■ -f- соЛа) г||2—([(Н — соЛа) г ||2 =  

=  4со( Ла2 , z),
|| (Е +  соЛа) г II2 =  || г  II2 +  2со (Ла2 , 2 ) +  со2 II А аг  |р.

Используя условия (1), имеем
II (Е +  соЛа) z  IP <  (ба 1 +  2 с0 +  ДаС02) (Ла2 , Z),

|| (Е -  со Л а) 2  IP =  II (Е +  со Л а) z IP -  4со (Ла2 , z) <  - 1| (Е +  со А а) z  |р.

Обозначая (Е +  соЛа) г  =  v, получим

■ 1 15 а е | Р < - } ^ Ч М Р ,

что и дает оценку (2 ).
Таким образом

1 — х, 1 — к25 | р < | | 5 , | р | |  5 2 | р < -
110211 ^  1 + х ,  I + х 2 

Нетрудно заметить, что функция иа =  иа (со) достигает макси­
мума при со == 1 /  У^бцДц.

Итак, имеет место оценка

" ( 2) < р ', 1 | 20 "(2), р  ( ! + Я - ; + Я )  . л .

если б[Д[ =  б2Д2 и со =  1 / | /б ,Д ]  =  1 / | /б 2Д2, где | |2 ||(2) =  | | 2 +соЛ22 ||.

Пусть 6 i =  б2 =  б, Ai =  Д2 =  А. Тогда р =  1 ~ ^ =  6 /А.
_ l + V т)

Скорость сходимости итераций 1п(1/р) — 2 Уч\ +  ОСп)> как пока­
зывает сравнение с п. п. 3, 4 § 2, в 2 раза меньше, чем в случае



самосопряженных А\ и Л2. Однако есть основания предполагать, 
что этот вывод — результат грубой оценки для ||5|| при А а Ф  
ф  А а. Фактически скорость сходимости выше.

Тот случай, когда А\ и Аг  — сопряженные операторы, 
А 2 =  А\, был нами уже рассмотрен в п. 5 § 2. При этом оказа­
лось, что скорость сходимости итераций In (1 /р) =  4 | / 'П +  0(т|).

2. Случай несамосопряженного оператора перехода. Р а с ­
смотрим теперь уравнение

Аи =  f, (3)

где А — положительно определенный несамосопряженный
(Л ф  Л*) линейный оператор, заданный на вещественном гиль­
бертовом пространстве Н.

Д ля решения уравнения (3) будем пользоваться двухслой­
ной итерационной схемой (2 ) из § 2  с самосопряженным поло­
жительно определенным оператором В. Выше было показано, 
что неявная схема (2 ) из § 2  эквивалентна явной схеме

*fe+1T..** +  Cxk =  ф, k = 0, 1, 2, . . . ,  х 0 = В'1*у0<=Н

при x h =  В'Ьуь, С =  В-'1*АВ-Ч\ ф =  B~'bf. Эта схема, очевидно,
соответствует уравнению Cv =  ф, где v =  B'lni, ф =  B~'t*f.

Д ля оценки скорости сходимости итераций рассмотрим одно­
родное уравнение с произвольным х 0 е  Я:

x k+i=  SXk, k = 0, 1.......... S  = E хС. (4)

Из предыдущего ясно, что достаточно ограничиться изучением 
явной схемы, получить для нее оценку ||S|| и выбрать т из усло­
вия минимума ||S||.

Рассмотрим сначала случай, когда заданы нижние грани 
операторов С и С-1:

или (Сх, х) >  Yi II* If, Y i > 0 ,  (5)

С ~ 1> ± Е  или II Сх  |р У2{Сх, х), y2 > 0 , (6 )i2

x s  Я  — любой элемент.
Предполагая, что 2 —t y 2 > 0 , получаем

|| 5 *  |р =  || дг — хСх  If =  It * If — 2т (Сх, х) +  т2|| Сх |р ^
<  || * If — 2т (Сх, х) +  t 2y2 (Сх, х) = \\х |р -  т (2 — ту2) (Сх, х) <

< [ 1  -  т ( 2 -  т у 2) Y i l l U l f  =  (1 -  2 т Y i  +  t 2Y i Y 2 ) I I *  I f -

Выбирая т из условия минимума трехчлена, т = 1Д?2, находим 
II S x  If ^ ( 1  — Y1/Y2) II * If-

2| § 3. Н ЕСА М ОС ОП РЯЖ ЕН Н Ы Е УРА ВН ЕН И Я 505



Таким образом, если для  несамосопряженного оператора С 
выполнены условия (5), (6 ), то справедлива оценка

l | S | K V T = | ,  S =  Y./Y2 п ри  т =  1/Y2- (7)

Улучшить эту оценку путем выбора т не удается.
3. Оценка ||S|| при увеличении объема информации. Объем 

информации относительно оператора С [A yi В)  может быть 
увеличен заданием трех чисел Y i >  Y 2 > Y 3  вместо двух y i ,  Y 2 -  При 
этом оценка для ||5[| улучшается и переходит в оценку для ||5|| 
при С =  С*. Приближенное решение этой задачи было получено 
Ганом [2].

Здесь дается точное решение задачи о минимуме ||5|| (см. 
А. А. Самарский [25]).

Представим С в виде суммы двух операторов, симметричного 
С0 и кососимметричного CV

С =  С0 +  С„ С0 =  0,5 (С +  С ),  С, =  0,5 (С -С * ) ,  (8 )

где С*— сопряженный к С оператор, так что (Сх, у) = (х, С*у). 
Обратимся к уравнению (4):

x k+i =  (£  -  хС0 -  тС,) x k =  (0£ -  тС0) x k +  ((1 -  0 ) Е -  тС,) х к, (9)

где 0  <  0  <  1 — произвольное число.
Предположим, что С удовлетворяет условиям

Y i £ < C 0 < Y 2£ ,  I IC .IK y s ,  (Ю)

где Y2 >  Yi >  0  и Y3 ^ 0  — заданные числа.
Перейдем к оценке решения уравнения (4):

|| || <  0 1Е -  С0|||| х ,  || + 1| (1 -  0 ) Е -  хС, || || х ,  ||. (11)

Н аш а задача — выбрать параметры т и 0 так, чтобы норма
||S|| =  ||£  — т (С0 +  Ci) || была минимальной. Так как С0 само­
сопряженный оператор с границами y i  и  Y2, т о ,  согласно тео­
реме 2  из § 2 ,

=  Р о = т г Ь  |  =  ^Г при ^  =  Т°’ (12)

т  =  т о 0 ,  т 0  =  2 / ( y i  +  у 2 ) -  О 3 )

Рассмотрим второе слагаемое в правой части неравенства (11):

|| (1 — 0)х — тС,л: |р =  ( 1  — 0 )2|| л: |р — 2т(1 - 0 ) ( С ,* ,  *) +  т2 1| С ,*  |р =  
=  (1 -  в)2 1| * If +  т2 1| С ,* |р <  ((1 -  0)2 +  т20 ^ )  II х  IP, 

так как (CjX, х) =  0.
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Итак, мы имеем
II **+1II <11 S HllxJ, (14)

3] §  3. Н ЕС А М О С О П Р Я Ж Е Н Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  6 0 7

l | 5 | | < f ( 0 ) ,  f(0) =  0po +  / ( l - 0 )2 +  0 V ,  а 2 =  x l y l  (15) 

Найдем теперь минимум функции / (0 ) .  Вычислим производную 
fr / о \  _  1 — 8 — а 28 _  _  а  — а 2 _  1 — 8
/ ( ) ~  Р0 “  / ( 1 _ 0)2 +  а-20Г —  Р° Y W + W  ’ “  ~  8 

Условие f '  (0) =  0 дает

р0 Va,2 + а2 — а — а2.

Отсюда получаем квадратное уравнение для  а:
( 1  -  р2) а 2 -  2 а 2а  +  а2 (а2 -  р2) =  0

и решаем его:

а +  Ро V I -  Ро +  а 2а = а----о--
1 — Ро

(второй корень непригоден, так как он может быть отрицатель­
ным при некоторых значениях параметров а и р0). Введем обо­
значение х =  y3/V^YiY2 +  Y3 > т а к что

,  х 2 _ 9 9  4 yiV2 X2 ( 1  -  pg) »С2

Y3 -  1 _ X 2 Y 1Y2 » а  ToY3 -  ( Y l + Y 2 ) 2  ’ 1 - х 2 1 - х 2 ’

а 2 I — pg

Преобразуем подкоренное выражение 1 — р2 +  а 2 =  1 — р  ̂ +

« 2 ( 1 - Р о )  1 _ Ро «2 
+  i - ц 2 =  откуда получим

а 2 (х + ро) _ х ( х  + р0) . . 1+хро

°  х ( 1 - р 2) 1 - х 2 ’ +  1 - х 2 ’

1 1 - х 2

1 + а  1 + хр0 '

1 1 ^~f~ СЕ “
Найдем теперь f ( 9 ) = T T ^ p 0 +  V a 2 +  а2 =  Р(° +° } р° . Учи­

тывая, чтор 2 +  а —а 2 =  ( 1  + а )  — ( 1  - р £  +  а 2) =  1 +  а - - ^  =  \ +- ^ ~

1 — Ро Ро + и
~1 _  =  Ро ~1 _  Х 2 > получаем

к с  и и + ро 1 — и*
S <~ . , пси т =  ,гп'г^--- •

м ^  I + хр0 0 1 + хр0



Таким образом доказана
Т е о р е м а  1. Пусть С — Cq-\-C i, Со=  0,5 (С+ С ), Ci =  0,5 (С — С*) 

и выполнены условия  ( 1 0 ):

Y i £ < C 0 < Y 2 £ ,  Y 2 > Y i > 0 ,  II C l  I K  y 3.  Y 3 > 0 .

Тогда при  т =  т, еде

т =  т0 ( 1  - х 2) / ( 1  +  хр0), х  = у3/ У ш  + Щ> 1 (16)

То =  2/(yi +  Y2)» Ро =  (1 ~  1)/0 +  ?)> 1 =  Y1/Y2. J
для  нормы оператора перехода схемы  (4) верна оценка

II 5 1| =  || £■ — тС | К  Р> Р =  [(рв +  х)/(1 +  «Ро)1<1. (17)
З а м е ч а н и е .  Пусть С задан в комплексном гильбертовом 

пространстве Н, С = С0 + iCu С0 =  0,5 (С +  С’), Cx — -^r(C — С ) ,
y t E ^ . С 0 ^ . у 2Е, II С, I K Y 3- Тогда теорема 1 сохраняет силу. 

Т е о р е м а  2. Пусть Л =  Л0 +  Л 1, В =  В " ^ $ Е ,  Р > 0 ,

Y , S < A , < Y 2#> А1У ) < ч 1 (ВУ, у), ( 1 8 )

еде Л0 =  0 ,5 (Л +  А'), А х =  0 ,5 (Л — A*), Y2 > Y i > 0 , у3^ 0  — задан­
ные числа. Тогда при  т =  т д л я  неявной схемы (2) из § 2 верны 
оценки

II Уп ~ и Ив <  Р*II Уо ~ « IU, \\Уп+1 ~Уп Ив <  р"II У\ ~ Уо Ив-

Д ля практического использования этой теоремы полезна 
Л е м м а  2. Пусть R  — R * >  0, В =  В’ > р £ ,  Р >  0, Л =  Л0 +  Л,, 

Л0 =  Л о >  0; Л, В, R  заданы на Н, у хВ <  R ^ y 2B, c{R  <  Л0 < с 2/?, 
(/?- 1Л,г/, Л,г/) < с з (# г / ,  г/) (Зля все* г / е Я .

Тогда выполнены условия  (18) с постоянными
О О О

Y i  =  с , Y i ,  Y 2 =  C 2Y 2 ,  Y 3 =  C 3Y 2 ( с 2 >  с ,  >  0 ,  с 3 >  0 ) .

Найденные здесь априорные оценки позволяют получить 
оценку числа итераций, достаточного для нахождения по схеме 
(2) из § 2 приближенного решения задачи А и  =  /  с заданной 
точностью е > 0 .  При практическом применении теории надо вы­
брать оператор В и вычислить эти постоянные. В качестве В 
можно взять один из изученных ранее факторизованных опе­
раторов

B = (E + a R l)(E + a R 2), / ? 2 =•/?*,

B = (E + a iR l)(E + a>2R2), R2R i = R iR2, Ra — Ra>0,
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4. Неявный метод наискорейшего спуска и метод минималь­
ных поправок. Двухслойную итерационную схему

В  - *+' +  А ук =  /, k =  0 , l , . . .  (19)
т * + 1

можно трактовать как метод поправок

Ук+1 =  У к - Ч + № к ,  (2 0 )
где Wh =  B~lrk — поправка, rh =  A y k — f  — невязка для k -ой ите­
рации. Порядок счета: вычисляется невязка rh = Ayk — f по из­
вестной &-ой итерации yk, затем из уравнения

B w k = r k (2 1 )
находится поправка wh, подставляя которую в (2 0 ), определяем 
(k +  1)-ю итерацию y h+\. При этом возникает вопрос о выборе 
Tft+i. Ранее мы имели дело с двумя формулами

Т* =  Т Т ^ ’ ! < « < « } .  1

(см. § 2 , п. 1 ), или
Ч  =  t 0 =  2/(yi +  Y2).

где ро =  (Y2 — Yi)/(Y2 +  Yi)> Yi и Y2 — постоянные эквивалентно­
сти операторов А и В:

YiB А ^ . у 2В-
В случае несамосопряженного оператора А мы получили 

два типа оценок для скорости сходимости итераций и два типа 
формул для т в зависимости от объема информации (даны yi, 
Y2 или yi. Y2. Уз)-

Может оказаться, что постоянные yi, Y2 (и уз) во всех ранее 
рассмотренных случаях либо априори неизвестны, либо вычис­
ляются слишком грубо. Тогда целесообразно пользоваться для 
вычисления параметров хь+i формулой метода скорейшего спу­
ска для неявной схемы

4 + 1  =  (®к, rk)/(Awk, w k) (22)
или формулой метода минимальных поправок

4 + 1  =  (Awk, w k) / (B ~ lA w k, A w k) (23)
(при В = Е — метод минимальных невязок; М. А. Красносель­
ский, С. Г. Крейн [1]).

Д адим  вывод формулы (23). Пусть А — несамосопряженный 
положительно определенный оператор, В  — самосопряженный 
положительно определенный оператор на гильбертовом про­
странстве Н.  Исходное уравнение (3) заменим эквивалентным 
уравнением

Cv  =  ф, где С = В ~ ЧгAB~'!i, v =  B 4,u,
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Это уравнение будем решать методом минимальных невязок 
по формуле

vk+i =  vk -  xk+lrk, rk =  Cv- (24)
где

г -  Тк) (ОК\|| Cfk |р '
Переход от (24) к (21) осуществляется при помощи подстановок 
Vk =  В'Ьуь h  =  Cvk -  ф  =  В ~ % (AB~'hv k - f )  =  В - v’ (Ayk -  f) =  B ~ \ k, 
где rh = Ayh — f ■ Действуя затем на (24) оператором В~'!\  по­
лучим (20). Подставив в (25)

(Crk, rk) =  (В~'1гА В ~ 1гk, B~'urk) = (Awk, wk),

\ \C~rJ =  {B-'!' A B - lrk, B - ' uA B - ' r k) =  { B - lAwk, Awk),

получаем формулу (23). Более просто формулу (23) можно по­
лучить из условия ортогональности Awh и Wk+\, где

wk+i =  wk - x k+1 B ~ lAwk,

или из условия минимума || wk+l ||в :

II w k+\ ll| =  (B w k, wk) -  2xk+i (A w k, w k) +  tI+i (B ~ l Awk, Awk).

Дифференцируя это выражение по ть+ь находим (23) из 
условия равенства нулю производной.

Сходимость метода наискорейшего спуска (см. J1. В. Канто­
рович [1]) и метода минимальных невязок (см. М. А. Красно­
сельский, С. Г. Крейн [1]) доказана для случая В  =  Е,  yiЕ  ■< 
• ^ А ^ . у 2Е, где Л — самосопряженный оператор.

При выводе формулы для ть+i в методе минимальных по* 
правок нигде не используется предположение о самосопряжен­
ности оператора А.

Докаж ем сходимость метода минимальных поправок, пред­
полагая, что А  — несамосопряженный оператор. Напишем урав­
нение для невязок, полагая А = С, В = Е, т. е.

rk+i = r k - x k+iCrk.

Нам понадобится следующая основная
Л е м м а  3. Пусть С — несамосопряженный оператор с гра­

ницами  Y2 >  0  и yi >  0 :
y, £ < C < y2£ ,  (26)

и пусть существуют числа  т* >  0  и р« е  (0 , 1 ), удовлетворяющие  
условию
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и такие, что справедлива оценка

| | £ - т , С | | < р . < 1 .  (28)

Тогда имеет место неравенство

(Сх, x f  ^  (1 — р2) || Сх  ||2 1| х  ||2 для  всех х  е  Н. (29)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию

|| (Е -  х,С) х  ||2 =  || дс If -  2т, (Сх, х) +  т2 1| Сх  |р <  р2 1| дс |р 
для всех х  е  Я.

Отсюда находим
2 1— р2 (Сх, x f  [ 2 1| л ||2 1 — р2 || х ||4 \| |С * |р < — (С*, х ) ------ £ | | * | р = _ - '  L J U L -------^  '
т, т41| х || \(Сх,х)  т, (С* , я) /

И Л И

l|Cx||2 < i | ^ 9 (a), (30)

1 — р2 \\х ||2
Ф (а )  =  2 а ------- - а  , а  ;
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т, “  * “  (Сх, х) '

По условию Y ^ ' ^ a ^ Y r ' -  Вычислим

Ф'(а) = 2 (l Ф" (а) = — 2(- - -Р-^ < 0 .

Пусть максимум достигается внутри отрезка [y^'i Yf"1]» т - е - 
ф' (а) =  0  при а =  а0,

а ° “  1 - р 2 ’
так что

ф(а0) = а 0 | 2  -  a0 I =  =  <*з-

П одставляя это значение в (30), получаем

IIс*и»<  или (С х> Xf > { x

что и требовалось доказать.
Нетрудно убедиться, что и при a 0 =  Y f‘ или a 0 =  Y j ‘ лемма 

сохраняет силу»



Т е о р е м а  3. Пусть С — несамосопряженный оператор, 
С: Н - > Н ,  и выполнены условия

Yi £  <  С <  Y2 Е ,  Y2 >  Yi >  0.

I IC .IK y s ,  С, =  0,5 (С - С ) ,  Y3 > 0 .

Тогда метод минимальных невязок

Ук+i =  Ук ~  Ч+\Гк> rk = Cyk - f ,  r ft+1 = (С г ь  rk) l \Crk \f 

сходится со скоростью 1п ( 1 /р), где

5 -  Р° +  *  0 „ = Y 2 ^ Y l  Уз _

• + * Р о ’ р0 V2 +  V, ’ 1/ y ,y2 +  y32 ’

так что справедлива оценка

II СУк ~  f II ^  Р* II СУо ~  f  11-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем исходить из уравнения для 

невязки rk+l= r k — xk+lCrk. Вычислим квадрат нормы rk+1:

IK+i II2= II'•ft!2 -  2ч +1 iCrk’ ч) + Ч +i II Crkf =
= i i r ip (Crk> rk f  _  ( .  iCrk' rk f  V, ,e

11 f t l p  II IP I  V k \ n ^ k \ f r k f '

Условия (27) и (28) (см. теорему 1) выполнены при т, =  т =
=  т0/ ( 1 + х р 0), р, =  р. Поэтому верна оценка (29), пользуясь ко­
торой получаем

II rk+l | р < ( 1  - ( 1  - p 2))||rft IP =  Р2 II r k \f.

Если оператор С самосопряжен, то х =  0, р =  р0 и мы по­
лучаем оценку

1с » „ - П < р 5 | су„ - / | .

Т акая  оценка была получена М. А. Красносельским и С. Г. Крей­
ном [ 1 ].

Покажем, как, опираясь на лемму 3, оценить сходимость 
метода наискорейшего спуска. Все делается сначала для явных 
схем

Ук+i = У к ~  т*+,г*, rk =  Cyk -  f,

C =  c * > 0 , Y i £ < C < Y 2£ .  Yi > 0 .

Введем обозначение ?к =  С~Чггк. Тогда для fh получим уравне­
ние

Г4 + 1  =  -  Tft+1C /v
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Формула для Tft+i примет вид
г -A ch-h)
4 + 1  II c r k IP •

После этого повторяются рассуждения, приводящие к дока­
зательству теоремы 3. В результате получаем оценку

II rk IP =  ( c ~ lr k, rk) = ( C - C  (yk -  и), С (yk -  u)) = 11 У к - и  ||2C.

Таким образом для метода наискорейшего спуска верна та же 
оценка

I K ~  « ! с < P o l l У о - “ Не­

ч т о  и  д л я  я в н о й  с х е м ы  с  п о с т о я н н ы м  Т  =  То-
С л е д с т в и я .  1. Д л я  неявного метода минимальных попра­

вок  (20), (23) верна оценка

М ^ - Л 1в - « < р * М и > - Л 1в - ‘ . в = в * .

2. Д л я  неявной схемы скорейшего спуска имеем

l k - ML < p o i K - « L >  А =  А*. в  =  в ‘-

5. Двухступенчатый метод. Рассмотрим уравнение

Ук+l — Ук~ xk + \wk•

Д ля поправки шь получаем уравнение
B w k = rk, rk = A y „ - f .  (31)

Оператор В  задается либо конструктивно, в явном виде (на­
пример, В  есть факторизованный оператор

В  =  ( Е  +  caRi) ( Е  +  ю/?2), R2 =  R u

или
В  =  ( Е  +  со.17?I) ( Е  +  Q2R 2), Ra =  Ra >  0, R lR 2 =  R 2R 1),

либо строится в результате некоторого вычислительного процес­
са. Это имеет место для одного из вариантов метода поправок — 
двухступенчатого метода или метода составных итераций. Он 
состоит в следующем. Пусть оператор R = R* >  0 эквивалентен 
оператору А  >  0 с постоянными С\ и с2.

CIR ^ A ^ C 2R  (32)
и выполнена одна из групп условий (18), (5), (6 ) при А ф А *  
или условия (32) при А  =  А*.

Д л я  вычисления поправок wh уравнение
R w  = rh, г* =  Ауь — f  . . _ (33)
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решается либо прямым (дающим точное решение) методом (то­
гда В  =  R),  либо при помощи некоторого итерационного метода 
(метода внутренних итераций) с начальным условием

ш<0) =  0 .

Итак, пусть дан некоторый метод внутренних итераций. 
Пусть Тт — разрешающий оператор этого метода, так что 
ш<™)— w = Тт(0 — w) или ш(т > =  ( Е — Tm)w,  где ш<т >—'итера­
ция номера т, w — точное решение уравнения (33).

Если выполнены условия
I! Тт || <  q <  1, 

то в силу самосопряженности Тт будем иметь:
~ q E ^ T m ^ q E ,  (1 - q ) E ^ E - Т,п < ( 1  + q) Е,

Подставляя w =  (Е — Гт )~’ ш(т> в (33) и полагая Wh = w<-m\  
получаем

B w k = rk или wk = B ~ ]rk,
где

B = R { E - T m)~l.

Если Tm и R  перестановочны (TmR  =  R T m), то легко нахо- 
• •

дятся постоянные Yi и у2 эквивалентности В и R  =  (Е — Тт)В. 
В самом деле,

(1 — q) (В х , х) <  (R x , х) => ((Е  — Тт) В'^х, В'^х) <  (1 +  q) (В х , х),
о в •

т. е. Yi =  1 ~  <7> Y2 =  1 +  <7-
Требование перестановочности Тт и R  является весьма силь­

ным. От него можно освободиться, если условие окончания ите­
раций взять в форме

|| ш (т)  _  w  ||д  ^  q  <  1 и л и  ( ш (т)  _  ш (т)  _  ^

Предположим, что для отыскания сгДт > применяется неявная 
двухслойная схема 

+ 1) _
D , -----  1- R w ^  = rk, w(0) =  0, i =  0, 1, . . . ,  / п - 1 ,

где I — номер итерации, 0 1 , 0 2 , . . . ,  0 m— последовательность па­
раметров, оператор A  — Di положительно определен.

Чтобы свести эту схему к явной схеме перестановочность 
А  и R  не нужна. Достаточно положить

|  i =  R'l2w ii), <pt =  R 4,D ; ' r k, Ct =  R'^Di 'r '1*
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и мы получим схему

i* + L = iL  +  C &  =  q>t или l i+l =  S l+lh  + Ql+l%, i - 0 ,  1......... от -  1,

ГДе £о =  0 , ^<+1 =  Е  ~  9«+iQ- 1

Применим к (33) оператор R ^ D T 1:

QE =  <Pi> l  =  R'kw,

где w — точное решение уравнения (33). Д л я  разности г г =  | г — g 
имеем

т

*-i + 1 + ТmZot Тт J J  Sj
i=»l

ИЛИ
т?'/а (ю (т) _  ш) =  TmR'b (0 — w) =  — TmR ‘̂ W.

Отсюда находим

R'hw =  ( E - f m)~1 R'hw lm\

После подстановки этого выражения в (33) получим 

B w k = rk, В =  R'1* (Е — Тт)~х R'1’,

т

где Тт =  П  Si  — самосопряженный оператор. 
г=1

Условие окончания итераций || ш(т)— 1 выполнено, 
если

• \\Тт \ \< д .
О О О  о

Покажем, что y lB ^ . R ^ . y 2B, где Yi =  1 — q и Y2 =  1 +  q имеют 
значения, найденные ранее. Д ля  этого рассмотрим

(Вх, х) =  (R'h (Е -  T J " 1 R'hx, х) =  ((Е -  Тт )~1 R'^x , R*x),

так как (R'l‘Y = R'1*. Отсюда и из оценок для (Е  — Тт)~1 следует

-у-^- (Rx, х) <  (Вх, х) <  (Rx > х)

или ( 1  — <7) В < # < ( 1 +<7)В.
Д ля  внешних итераций

Ук+l =  У к ~  tk + \w k 

параметр Tfc+i можно выбирать одним из следующих способов.
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I. Если А  =  А* — самосопряженный оператор, то
1 ) используется чебышевская последовательность парамет­

ров tfc =  то/ ( 1  +  po|Xft), где {цй} — «устойчивый» набор, указан­
ный в § 2, п. 1. При этом

Yi =  c , ( l - < 7 ) >  Y2 =  c2 (1 +  <7):
2 ) Tft+i То*
II. Если А ф А * — несамосопряженный оператор и выпол­

нены условия леммы 2 , то полагаем

xk+\ —
где т определяется по формулам (16) с y i = 0  — <7 ) сь Y2 =  
=  ( 1  +  q)c2, Y3 =  ( 1  +  q)cs-

III. Если постоянные с\, с2, с3 (см. лемму 2) эквивалентно­
сти операторов Л и / ?  неизвестны или оцениваются слишком 
Г ру б о , TO Tfc+i можно вычислять

1 ) либо по формуле для неявного метода наискорейшего 
спуска

хь+\ =  если А = А*,
+ (Awk• wk)

2 ) либо по формуле метода минимальных поправок

Awk)
4+1 ( B ~ lA w k , A w k

как в случае самосопряженного А — А*, так и в случае несамо­
сопряженного А Ф А *  оператора.

Из последней формулы видно, что двухступенчатый метод 
Минимальных поправок требует последовательного решения при 
помощи одного и того же метода итераций Тт двух уравнений

R w  =  rk, ш(0) =  0, w k — w (m\

R v  =  A w k, d(0> =  0, vk =  B ~ iA w k =  D(m),

Зная w h и B ~ iA w k = v k = v (m), определим по формуле (23)
параметр тл+ь

В силу теоремы 1 имеет место оценка

II У п ~  и Н в < р ” И У о -  и\\в , р =  iP̂ p o »

где р0 и х даны формулой (16), a yi =  Ci(l — q), \ 2  =  c2(l +  q), 
Y3 =  Сз (1 +  q) . Если А =  А*, то х =  0 и р =  ро-

Внутренние итерации для более простого уравнения R w  = rh 
должны проводиться возможно более экономичным методом.

В частности, если R  есть сумма конечного числа попарно 
перестановочных самосопряженных положительных операторов, 
R  =  # !  +  . . .  +  R p, то для решения уравнения (33) можно при­
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менить метод переменных направлений с циклическим набором 
параметров (см. § 1), или же с набором параметров по Ж о р ­
дану, если р =  2 .

Если R — оператор разностной задачи Дирихле в р-мерном 
параллелепипеде, то условие ||Гт | | ^ ^ < 1  будет выполнено 
п о сл е ' / ! !

т = 0 [  1п г 1п -

итераций, где h — шаг сетки.
Если R = R I +  R 2 , где R i и R2 самосопряженные, но непере­

становочные операторы (например, R y =  — y .  , а = 1 , 2 ,
хаха

в ступенчатой области), то внутренние итерации можно прово­
дить по продольно-поперечной схеме (см. § 1). Далее, в случае 
R = Ri + R 2, R 2 =  Ru  т. е. когда R i и R 2 —  «треугольные» опе­
раторы, используем неявную схему с факторизованным опера­
тором Di — D = (Е +  ojjRj) (Е  +  соR 2). При этом берется упорядо­
ченная чебышевская последовательность параметров 0 ,-.

Возможен, наконец, случай, когда границы оператора либо 
неизвестны, либо плохо определяются. Тогда внутренние ите­
рации для нахождения поправки можно проводить по схеме 
минимальных невязок или по схеме наискорейшего спуска.

Применение двухступенчатого метода или метода поправок 
приводит к увеличению числа последовательностей, которые 
необходимо хранить в быстрой оперативной памяти вычисли­
тельной машины.

Однако, в ряде случаев этот метод является весьма эконо­
мичным.

Двухступенчатый метод для решения дифференциальных 
уравнений рассматривался Л. В. Канторовичем [2], Б. А. Само- 
кишем [ 1 ] и др., а для разностных эллиптических уравнений —
Е. Г. Дьяконовым [2], [7], Ганом [1], [2], С. Г. Михлиным [1]. При 
этом в качестве регуляризатора R  выбирался разностный опера­
тор Л апласа, а внутренним итерационным процессом для реше­
ния уравнения Rw  =  r h являлся метод переменных направлений 
с циклическим набором итерационных параметров.

Комбинация вариационного метода с методом переменных 
направлений рассматривалась Г. И. Марчуком [2], С. К- Году­
новым и Г. П. Прокоповым [1].

§ 4. Трехслойные итерационные схемы

В этом параграфе мы рассмотрим трехслойные итерацион­
ные схемы для уравнения

Au = f, (1)
где.. А  —  линейный положительно определенный оператор,



действующий в гильбертовом пространстве Я. В литературе 
такие схемы известны как двухшаговые, трехчленные или как 
итерационные схемы (методы) второго порядка (см., например, 
Д. К. Фаддеев и В. Н. Фаддеева [1]).

1. Постановка задачи. Трехслойная итерационная схема для 
уравнения (1) связывает три итерации у ^ -ь Уи, Ук+ь так что 
ун+1 определяется через у^-\  и уи.. Любая трехслойная итера­
ционная схема для ( 1 ) с постоянными операторами и парамет­
рами может быть записана в виде (ср. гл. V, § 2):

В  - ft+J-2~ - ft~  +  R  (y k+l -  2  y k +  у».,)  +  A yk = f, k = l ,  2 , . . .

Мы ограничимся изучением стандартных схем с регуляри- 
затором

Я =  хВ, х > 0 , (2 )

предполагая, что R  и В  — линейные операторы, заданные на Я , и 
В  =  В ’ > р £ ,  р > 0 ,  Л  =  Л*  >  0,  (3)

Yi>0 (4)

( Л и В  энергетически эквивалентны с постоянными Yi и Y2)- 
Стандартная итерационная трехслойная схема имеет вид:

В  ( - - +1 2 ТУ- * +  * (Ук+i ~  %Ук +  У к- ■)) +  AUk =  f. * = 1 , 2 , . . .  (5)

Заданы произвольные у 0 и у х.
Наряду с (5) будем рассматривать задачи

В [ H + \ * k- y +  *(*/ft+, -  2 y k +  y k. l)) +  A y k =  0, * = 1 , 2 ,

Уоу У\ — произвольные векторы,

В  ( У-+1̂ - -  +  н(Ук+1 ~2Ук + Ук-1)) +  А У к Ч ,  * = 1 , 2 , . . . ,  J (5б,

Уо =  У\ =  О- J
Пусть y k — решение задачи (5), « — решение уравнения (1). 
Д ля погрешности z k = y k — u получаем задачу

B { Z- +4 7 1 '~-  +  H(*fe+. - 2 z fe+ z ft-, )) +  ^  = °, 1 , 2,

2о =  У о -  и, 2,  =  г / ,  -  и .

Перейдем к оценке решения задачи (6 ). Д ля этого нам пона­
добится обобщение составной нормы, введенной в гл. VI, § 2 .
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Пусть Y к+х =  (г/ ,̂ у к+1) — упорядоченная пара элементов про­
странства Я , D; и D2 — линейные операторы из Я  в Я, D x =  
=  D*\ >  О, D2 = D i> Q .  Обозначим

где р >  0 — произвольное число. Отсюда видно, что || Y к+х ||(р) >  О 
и является нормой при Dx> 0 ,  Д > >  0. Если же D ^ O ,  D2^  О, 
то II i f̂t+i П(р) — полунорма.

В дальнейшем будем пользоваться обозначениями

Нашей целью является получение для решения задачи (6 ) 
априорной оценки вида

из которой при р <  1 следует сходимость итераций по схеме (5). 
Оператор В и параметры т, х должны быть выбраны из усло­
вия минимума р. Сначала из этого условия выбираем т и х  при 
фиксированном В.

2. Выбор итерационных параметров.
Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия  (3), (4). Тогда для  

решения задачи  (6 ) при

где || Z n+l ||(Pi) определяется по формуле  (7) при р =  рь D x =  
=  Л — £*2 =  Y2В — Л, а т\ и х\ даются формулами  (9).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим в (6 ) zh =  phvh, где р >  0 — 
произвольное число. Д ля Vh после очевидных преобразований 
получаем задачу

II Y ft+i  lljpj — -j (yk +1 +  PJ/ft), y k +1 +  PУк) +

+  т ф 2 (г/й+1 - р г /ft), y k+l -  pyk), (7)

(Ю)

О)

(8)

т =  Tl x =  я.
имеет место априорная оценка

1(р .)’
( 12)

В 4 + 1 2 т ° * ~ 1 +  R (о*+1 -  2t>ft +  о*-,) +  A v k =  0 ,
(13)

6 = 1 , 2 .......... 1»! =  р z u v0 = z 0,
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с операторами

Л = Л -  -2v(ll~-2xI v-- в, £ = * T(1 + vV  в,Т ( 1 -  V2) ’ Т (1 -  V2) ’
S  _  (1 +  у 2) — 4 х т у  д  1 - р

1 - V 2 ’ v  1 + р  •

Согласно гл. VI, § 2 схема (13) устойчива в полунорме || Vn+l ||(]), 
где Кп + 1  — упорядоченная пара элементов, F „ + 1  = {vn, и„+1), если 
выполнены условия

Л =  Л * > 0 ,  В =  0, £  =  £ * > 0 ,  R > A / 4. (14)

Приравнивая В нулю, находим
1 +  V2

и =  (15)

После подстановки этого выражения в формулы для A, R, 
получим

а  = а - - в , ^ - 1  л  =  4-(—  в - а ).4 t v  т  ’ 4  4  \  v t  }

Требования Л >  0, R ^ A / 4  будут выполнены, если

Т VT

Сравнивая эти неравенства с (4), видим, что параметры v и т 
можно найти из условий

Yi =  t >  V2 =  - ^ -  (16)
Отсюда получим

P =  l>|- T 7 7 f/ т о  "  и  1 + К Т '
После подстановки этих выражений в (15) определим и =  х\ =  
=  ( Yi + Y 2) / 4 . Из предыдущего ясно, что минимум р (макси­
мум | )  достигается лишь при условиях (16).

Д ля v мы получили задачу

R ( v k+i - 2 v k + vk. l) + A v k = 0, k = \ ,  2 , », =  р,z„ » 0  =  г0,

где /? =  (y2 -  Yi) В >  0, А  =  А  -  YiB =  £>, >  0.

Так как j D2 =  R - - ^  А = - j  (у2В  -  Л )> 0 ,  то имеет место 
оценка (14). Подставляя в (14) vk =  pf*zA, получим
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где норма | |Z ft+1||2p) определена тождеством (7). Так как 
D t >  О, D2 >  0, то || • ||(р ) — полунорма. Границы yi и уг на прак­
тике определяются неточно. Пусть yi и у 2— вычисленные значе­
ния yi и Y2, так что \>i <  Yi> Y2 >  Y2- Тогда и,, T i, pi выражаются

через Y! и у2 по (9), (10) и D, =  А -  y tB >  j ( y ,  -  Yi) В > 0 ,

D2 = y2B - A  > \ { у 2- Ъ ) В > Ъ ,  т. е. || Z k+l H,Pi)- норма.

Имея априорную оценку для однородного уравнения (6 ), 
нетрудно оценить решение неоднородного уравнения (5а).

Мы рассматривали схему (5) с произвольными начальными 
данными уо и у\. Значение у\ можно определять по произволь­
ному уо, пользуясь двухслойной итерационной схемой

г д е  ( 18)

Теорема 1 при этом сохраняет силу.
3. Явная схема. Хорошо известна явная (В = Е  — единич­

ный оператор) трехслойная схема с произвольным нулевым 
приближением у 0 и первым приближением у\, определяемым по 
двухслойной схеме (18) с оптимальным значением т =  т0 (см. 
Д. К. Фаддеев и В. Н. Фаддеева [1]).

Рассмотрим эту явную схему для уравнения

Cv =  ф, (19)

где С — самосопряженный оператор с границами yi и Y2^

С =  С \  Y i £ < C < Y 2£ .  Ys > Y i > 0 .  (20)

Явная схема имеет вид

хк+ 1 xk-i  +  К[ ( ^ +[ _ 2хк +  +  Схк =  ф, k — \, 2..........(21)
2 ti

Х\ — Хо -С* 0 =  ф, ^  — произвольный вектор из Я. (22)т0

Выразим x h+\ через Хь и x h-i:

Г  ... 4т1*1 ( р ______1 г \  у 2TlXl ~  1 у I 2т1

* + I  1 - Ь  2 t i X i  \  2 X i  J  *  2 t i H i  +  1 *  !  1 + 2 t i X i

Подставляя сюда выражения (9) для п  и xi, получим

х к+х =  (1 +  a) S x k -  a xk- i  +  (1 +  а) т0Ф, 
=  5 * 0 +  т0ф, х0 — произвольный вектор

17 А. А, Самарский

, 1 (23>



где 5  =  Е  — тоС — оператор перехода двухслойной схемы с х — 
=  то =  1 / (2 ki) =  2 / (yi +  Y2 ) .

g _  2f|X| - 1 _  yi + у2 - 2 У  viva _  f  1 - У Т  \2 f. _  Vi

2т,х, + 1 yi + Y2 + 2 У Y1Y2 \ 1+V| / ' Y2 ’

т .  е .
а  =  Р ?. (24)

Схему (23) обычно получают так. Записывают сначала урав­
нение (19) в так называемом подготовленном виде, т. е. в виде 
уравнения

о =  5 о  +  тф, S  = Е — тС,

и выбирают т так, чтобы ||5|| была минимальна. Д л я  этого, как 
было показано в § 1 , надо положить т =  то:

v =  S v  +  т0ф, S =  Е  — т „С. (25)

К этому уравнению и применяют явную схему (23).
В силу теоремы 1 для схемы (23) верна оценка (17) при 

В  =  £.

Рассмотрим теперь схему

x k+i  = ( ! + « )  S x k ~  a X k~i  + ( ! + « )  V P ,  «  =  P p  

x0 и x x — произвольные векторы из Я .

Она отличается от (23) только произволом в выборе Х \ .  Ско­
рость сходимости схем (23) и (26) в составной норме|| • ||(р) одна 
и та же:

l n - i -  =  l n - f ± l X = o ( 2 \ / I >  0 .Pi. 1-Г I
4. Оценка скорости сходимости явной схемы.
Т е о р е м а  2, Пусть выполнены условия  (20). Тогда при  

а  =  р  ̂ для задачи

x k+l = ( l + a ) S x k - a x k- i ,  k =  1, 2, . . . , x l = S x Q, х 0е=Н,  (27) 

где S  = Е — х0С, верна априорная оценка

i k i i <<7„iw i . + т т § га) ’ (28)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Последовательно применяя уравнение 

(27), получим
*я-н “  п (S) x t +  (S) х0, п — 1, 2, . . . ,  (29)

где &>п (S ) и 52„_i(5) — операторные полиномы степени п и п — 1 
соответственно. Подставляя (29) в уравнение (27), получим,

5 2 2  г л .  V II I .  И Т Е Р А Ц И О Н Н Ы Е  МЕТОДЫ  [4
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в силу произвольности х 0, что и &П удовлетворяют рекур­
рентным соотношениям

^n+i (S) — О +  a ) SZP„ (S)  — a Z P (S), п =  2 , 3 .......... (30)
&n+i (S)  =  (1 +  а) S5Z„(S) — a5Z„_[ (S), n =  1 , 2 , . . .  (31)

Из уравнений (27) и (29) при k = п =  1 и 4 =  п =  2 следует:

0 \ ( S )  =  ( l + a ) S ,  # 0( S ) = - a £ ,  
(S) =  (1 +  a)2 S2 -  a £ ,  Я, (S) =  -  a (1 +  a) S.

Чтобы формула (30) была верна и для п — 1 , определим !Po(S) 
из соотношения

a ^ 0 (S) =  ( l + a )  S ^ ( S ) - ^ 2(S),  

т. е. ^ 0(S)  =  Е.
Таким образом для и выполняются одни и те же соот­

ношения (30) с начальными условиями
(5) =  £ ,  # 0 ( S ) = - a £ ,

^ ( S )  =  (l + a ) 5 ,  (S) =  — a (1 +  a) S.

Отсюда следует, что
&n(S)  = — a ^ „ (S )
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(32)

и формула (29) принимает вид
xn+i =  (S) х { — a ^ „ _ i  (5) х0. (33)

Положим

S - - 5 - S -

Подставляем это выражение в (30):

P?+1Qrt+i(5 )  =  (l + a )p « p 05 Q rt( S ) - a p " - ‘Q„_I (S), а  =  р».

Разделим обе части на p"+I и учтем, что

о -  2 Р‘Ро_ Т 1 „ 2  •1 + р!

В результате получим для Qn рекуррентную формулу

Q„+ I( S ) = 2 S Q „ ( S ) - Q „ _ , ( S )  (34)

с дополнительным условием

Qo(S) = E,  Qi (S) =  25 ,



Отсюда видно, что Q„(0 есть полином П. J1. Чебышева 
второго рода (см. В. Л. Гончаров [1]),

Qn {t) =  Un (t),
где

Многочлены Un (t) удовлетворяют рекуррентным соотноше­
ниям
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(35)
£/*+, ( 0  =  2 /С/ я ( 0  — £/„_! (0 . П >  1 ,

Tn (t) = Un ( t ) - t U n - i ( t ) ,

где Тп (t) — полином П. Л. Чебышева первого рода.
Д ля  многочленов Uп (t ) верна оценка

\ U n ( t ) \ ^ n + \ ,  |/|<1. (36)

Перепишем теперь формулу (33):

x n+i- P l Un ^ ) x l - p ^ U n_ l (~S)x0. (37)

Учитывая рекуррентные соотношения (35), получим

*.♦ , -  р Г ' ( u .<S)  (т г  *, -  5 *„) +  г' „ ,  ( S ) * , ) .  (38)

где Tn+l (t) — полином П. Л. Чебышева первого рода. Исполь­
зуем тождество

— Xi — S*0 =  (— — l) —  -f —  (xt — S*0) =
Pi 0 \ Pi ) Po po 1 u/

-  1 _ P ' *' ' ' ( * , - S * 0). (39)
1 + Pi Po Po

Н ам понадобятся следующие неравенства (см. (12) из § 2 и 
(36)):

| | I / „ ( S ) I I <  m a x  \ U n ( t ) \ < n + l  при | | S | J < 1 ,  (40)
m < i

\\Tn ( S ) \ \ <  max \ T n ( t ) \ ^ \  при | | S | | < 1 .  (41)
U I < 1

Подставляя (39) в (38) и учитывая (40), (41), будем иметь

t'Vt-l||!̂ P? + l^I*oI+ i +p2 ро |l*l|l +  ро 11*1 — (42)



Если Xi = S x 0, то отсюда следует (28). Теорема 8  доказана. 
Если Xi — любой вектор, то из (37) и (36) получаем

II || <  " р Г 1II * 1 II +  (п -  1) Pi II *0II- (43)

Решение уравнения x k+l =  (1 + а )  S x k — а хк- { +  x0 =  jC[ =  0,
k

следуя гл. VI, § 3, ищется в виде х к =  2  wk, /, где w k + 1 / =
i - 1

=  (1 + a ) S ® i ,  — awk-i , i при k > j ,  } =  1, 2 , . . . ,  W/, /  =  0 ,
Wj+i . / =  $/• Отсюда \\xk | | < | | ф  ||/(1 - p , )2 < | |ф  | | / | ,  где |  =  Y1/Y2 .
| | $ | |=  max | |$ / | | .  Оценка

i < / <  *
II ** || < | |  $ | | / | ,  ft = 1 , 2 , . . .  (44)

вместе с (43) выражает вычислительную устойчивость схемы (23). 
П олагая $  =  to ( l  +  а)<р =  (1 — p i ) 2Yi. получаем для (23) при 
х 0 = Xi =  0  оценку ||**|| <  ПфН/уь

5. Априорные оценки для неявной схемы в энергетических 
пространствах Н  А и Н  в. Рассмотрим теперь неявную схему (5) 
с В ф  Е  и начальными условиями

у 0 — произвольный вектор из Я , J

в М ^ Ж  +  А у  0  =  / .  j  ( 4 5 >

Нетрудно убедиться в том, что неявная схема (5), (45) и явная 
схема (23) эквивалентны при

хп = А'иу п, С =  С 1 =  Л'/2В - 'Л ' /2, ф - Л ' /!В - 7 ,  (46)
или при

*„ =  В ' Ч ,  С =  С2 =  ф =  B~'l2f. (47)

В самом деле, применяя к (5), (45) оператор А'/2В ~ 1 и обозначая 
х п =  А'!*уп, получим схему (23) с С = С\. Обратно, заменяя
в (23) С = С { и х п — А'куп и действуя затем оператором ВА~'12,
получаем неявную схему (5), (45).

Условия (20) равносильны условиям
Yi А = А ‘ >  0, В = В ' >  0. (48)

Из (46) и (47) видно, что

\\хп \\ = \\уп \\А = У ( А у п, уп) при С = Си ха = А Ц а,

II х п || =  || уп ||в =  У ( в Уп, Уп) при С =  Съ х п =  В'Ьуп.

Неявную схему можно трактовать, как явную схему для урав­
нения

Со = Ф ,
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эквивалентного уравнению Ли =  f при

C = CU v = A'uu, <f = A >l,B ~ lf

или при С =  С2, v =  В'1зи, ф =

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия  (48). Тогда для
неявной схемы (5), (45) при  т =  Т] и у. =  X] верна оценка

II z/n -  « Но <  <7 J  г /о -и  Но, £> =  Л или D = В. (49)

З а м е ч а н и е .  Можно показать, что при тех же условиях 
(48) и дополнительном требовании перестановочности операто­
ров Л и В, АВ — ВА,  выполняется оценка

II Л г/„ — /  I X  <7„ || Л г/о— Л1- (50)

6 . Факторизованные схемы. Оператор В выбирается из тех 
же соображений, что и в случае двухслойной схемы (см. §§ 2 , 3). 
Одними и теми же операторами можно пользоваться как для 
двухслойных, так и для трехслойных схем. В частности, можно 
взять факторизованный оператор

В = (Е +  ю/?[) (Е +  a>R2), R i +  R2 — R  (51)

с треугольными операторами Ri и R 2 = R i■ Операторы В и R
о О

эквивалентны с постоянными Yi и Y2:

Yi >  0, R = R * >  0, В =  В \ >  0, (52)

Л и R  эквивалентны с постоянными с{, с2:

clR ^ . A ^ . c 2R,  С2 > С [ >  0, (53)

так что условия (48) выполнены с постоянными
о о

Yi =  CiYi> Y2 =  c2y2.
о о

Постоянные Yi и Y2 были определены в § 2. Если выполнены 
условия R ^ b E ,  || R 2x  |р (Rx,  х) д л я  всех х  е  Н,  то постоян-

о о
ные Yi и Y2 Для факторизованного оператора (51) при со =  со0 =  
=  2 / | / б А  равны

° б б Yi б
Yl~ 2 (l + / n ) ’ Y2 _ 7 ? v  +
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Если R = A,  то с , = с 2 =  1, Yi=Yi> Y2 =  Y2.

,г 1 = Ш и \
у 2 i +  Г л  \  1 +  V  л /

V l + V r \  - / 2  Ут)

V l + V b  +\'Г2 Vi)
При г]-> 0 коэффициент pi имеет следующую асимптотику

р ,  **  1 -  2 V I  ~  1 ~  2 V 2  У л .

а скорость сходимости итераций

ln ( l /Pl) =  0 ( 2  V 2 V 4 ).

Это значит, что число итераций пропорционально l / lA l -  Н а ­
помним, что для двухслойной схемы с оператором (51) и по­
стоянным т =  То скорость сходимости итераций равна

In (1/р0) =  О (4 Уц).

В случае разностной задачи Дирихле для уравнения Л а п ­
ласа в /?-мерной ступенчатой области и кубической сетки с ш а­
гом h, имеем ц =  0 (/г2), V n  = 0 ( h )  и, таким образом, число 
итераций для трехслойной схемы с факторизованным оператором
(51) есть величина О ( l / e ) j . Решение задачи Дирихле

в /?-мерной ступенчатой области для уравнения

div (k grad и) =  — f, 0  < c l ^ k ^ c 2

требует О ^-pL-In (l/e)j итераций с общим объемом работы

0 { h ~ {p+>U) In ( 1 /е)).
7. Двухступенчатый метод. Трехслойную итерационную схе­

му (5), (45) можно трактовать как метод поправок:

Ук+1 = 0 +а)Ук~аУк-1 “ О + a) xowk> а = Р Ь

У\ = Уй~ *о®о>

где w k =  B ~ xrk — поправка, Ги — A y k — f  — невязка.
Определяя w как решение уравнения

R w  = rk (55)

каким-либо итерационным методом с нулевым начальным при­
ближением =  0 , мы получим двухступенчатый трехслойный

1] § 4. т р е х с л о й н ы е  и т е р а ц и о н н ы е  с х е м ы  5 2 ?

} (54)
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метод. Зададимся числом q, 0 < * / < ! ,  и сделаем т  итераций, 
где т  такое, что выполняется условие

Тогда, как было показано в § 3, п. 5, для поправки Wk =  ш(т) 
получаем уравнение

где Тт — разрешающий оператор схемы внутренних итераций,

Скорость сходимости двухступенчатого трехслойного метода 
следует из теоремы 3, где

В работе Гана [1] двухступенчатый трехслойный метод при­
менялся для решения разностной задачи Дирихле для уравне-

с переменными коэффициентами. Внутренние итерации для ре­
шения уравнения ( 1 ) проводились по методу переменных на­
правлений с оптимальным набором параметров. Д ля случая 
малых ci/c2 было отмечено существенное ускорение итераций 
по сравнению с двухступенчатой двухслойной схемой. В работе 
Вашпреса [3] внешние итерации проводились по методу Лан- 
цоша, а внутренние — по методу переменных направлений.

B w k = rk, В = Я ' Н Е - Т тГ '  R \

так что

r 'U (а,(«) — w ) ~  Тт (0 — R'kw) =  -  TmR'l*w.

1 - / 1  с 1 1 ~<?
1 + Y  £ с2 1 + (/

ния
div (k g rad  и) = — f, 0  < C [ < £ < C 2



Д о п о л н е н и е  

НЕКОТОРЫЕ ВАРИАНТЫ МЕТОДА ПРОГОНКИ

§ 1. Потоковый вариант метода прогонки 
для разностных задач с сильно меняющимися 

коэффициентами *)

Рассмотрим вариант метода прогонки, применяемый при решении задач 
с сильно меняющимися коэффициентами. Примерами таких задач являются 
задачи гидродинамики с теплопроводностью и магнитной гидродинамики, где 
коэффициенты теплопроводности, электропроводности сильно зависят от тер­
модинамических параметров среды. В случае тепловых задач могут иметь 
место адиабатические участки, где теплопроводность отсутствует, а также 
изотермические участки, где теплопроводность бесконечно велика. В магнит­
ных задачах — соответственно, идеально проводящие и неэлектропроводпые 
участки. Поясним существо метода на модельной задаче: найти функцию 
u (x ,t ) ,  удовлетворяющую уравнению

^f = -̂(k{x, о|£-)+/(*, о. 0 < * < 1 ,  0 < / < 7 \  и (*, 0) -  и* (*), (0

и дополнительным условиям

— k при X =  0,

(2)
k-^jY + х(2>Ы =  при * = 1 ,

где х<“> ^  0, — 0, 1, и<а) + 0, а  =  1, 2. Коэффициент k(x, t) — сильно
меняющаяся функция

0 < 6 <оо. (3)
Когда коэффициент теплопроводности k (x , i )  стремится к бесконечности, а

производная -- к нулю, величина потока w (х, t) =  — k (х, t)

остается конечной. Поэтому при решении задачи (1), (2) в качестве искомой
функции, кроме и(х, /), введем также поток w(x, t).

Предположим наличие между искомой функцией u (x , i)  и потоком w (x ,t)  
связи вида

aa  + Pai =  Y- (4)

*) См. Л . М. Дегтярев, А. П. Фаворский. [1], [2J.
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Так как коэффициенты а , р, "у в (4) определены с точностью до множи­
теля, то на функции а и р  следует наложить дополнительное условие. Напри­
мер, можно потребовать

а  +  Р =  1. (5)

Впрочем, в зависимости от типа краевой задачи, характера коэффициента 
k(x, t) (0 <  C| ^  k(x, t) <  оо, 0 ^  k(x, t) ^  с2 и т. п.) можно вместо (5) на 
а и р  налагать другие условия. Например, иногда удобно считать а  =  1 либо 
Р = 1  или полагать а  + С ( х ) р =  1, С (х ) — некоторая функция, С ( х ) >  0.

Для решения задачи (1) —  (3) введем сетку

{х,/2, х,/г, % _ )/а}

с шагами h J2  =  хъ , h. =  xl+Vi -  х г_ 1/а, г = 1 ,  2, . . . ,  N - l ,  hNj2 =  1 -  xN_ % 

В узлах будем вычислять сеточную функцию *//_у2> соответствующую

искомой функции и (Х1-Чг> *])■

Введем также сетку

{хо =  0, x i =  xl _ l + H i _ tji , 1 =  1, 2, N, ^ = = 1 } ,

где Й; =  0,5 (/г,- + В узлах с целыми индексами будем определять се­

точную функцию W\ (/ =  0, 1, . . . ,  W) — аналог потока w (xt, (/) =  ~ku'\x= l i . 

В узлах 1=  1. 2..........N уравнение (1) аппроксимируем схемой

П7 / + 1 ___д/ + 1 + У1 — Ч1

(6)

где а[ и ф( _ t/2 — сеточные функции, являющиеся аналогами коэффициентов 

k(x , t) и f(x, t). Например, положим a{ =  k ( x lt t ф{_уг =  f (хг_ 1у2 , t^y

Используя разложение и,/ =  и0 + A0«q /2  + 0 (Лд) и полагая ®q =  — ku' \х=0,

краевое условие (2) при х =  0 аппроксимируем разностным выражением

+ 2 ^ 5 / 2  j  W !0+l + x(V / + ‘ -  v(t>. (7)

Аналогично аппроксимируется краевое условие (2) при х = 1 :

-  (Я<2) + ^ Г ~ )  П +‘ + *(4 +J.A -  v<2>- (8)
\ a N /

Введем обозначения

*o =  2ao /V  =  a i l^ v  ^ = *’ 2.........N — 1, b N =  2 a N/ h N,

C i - %  =  Й»-У,/Т> F i- ' l ,  =  4>i—V*Bi—V* + С »

'jv ~ 2aN/hN’ 1
(9)
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( 10)

(И)

Объединяя (6) — (8), учитывая (9), приходим к задаче

^ i- i  ~ ^ i ~ С ; _угг/,-_уз =  — 1 = 1 ,  2......... N  — 1,

y i - ' k ~ y i + ' k = w ilbv
(Л(1) + х^ /Ь о )  Г о  + х(1)г/,/2 =  v(i),

Л(а) + х(а) >  О, х(а)> 0 , Л(а> = 0, 1 , а = 1 , 2 .
Предположим, что существует связь

V i - y , a t - i  + P/_ ,W ri _ , = Y /-i (12)

и найдем рекуррентные формулы для вычисления прогоночных коэффициен­
тов cl, у. и искомых функций г/,-_у2, Поскольку в данном случае 

С{-уг =  Й(_у2/т >  0, то оказывается удобным дополнительное условие нор­

мировки взять в виде
a i _ ! + C (. _ 1/2P(._ ,  =  l. (13)

Пусть получено соотношение (12) при условии (13), связывающее функции
г/,-_у2. W t_ , и ирогоночные коэффициенты а ; _ г р ,, y ;- i в точках * г_ ,

и х 1-ч2- Исключая г/г_у2 и из (12), (10) и требуя, чтобы соотноше­

ние (12) выполнялось в точке л:г, (т. е. имело бы место равенство

У‘ +'ка 1 ■*" Р ( ^ (  =  Y;)> приходим к соотношениям

^ = -5г(рг-.+ Тг)- +*-,). (14)

где 1/6; — произвольный пока множитель. Потребуем, чтобы в точках х,-, 
*/+|/, выполнялось соотношение (13), т. е. а г + С 1+^ $ { =  1. Тогда находим,

H - C ,+1/2(Pi _ I + 1/6,). ' =  1- 2, N - l .  (15)

Из условий а о + Ро^'/2 =  *’ УЧгао "I" Р о ^ о  =  Yo и краевого условия

(X<i)+x<i7 &0) r 0 + ><(1VVj = v<i'
имеем

а 0 =  х(1)/Ло, Ро =  (Л(1) + и(,)А о)М о . Yo =  v(1)/Ao,

где

до = х(1) + с % (Х<1> + х(1)/ Ьо\ (16)
Для вычисления и можно пользоваться рекуррентными соотно­

шениями

- - ( W W / - i A) P ,- ,+ Y , _ i f /-АГ. АГ-1......... 1,1

Для определения значения из второго граничного условия (11) и пер­

вого рекуррентного соотношения (17) при i =  N, получаем 

_  „ ( 2) , „ ( 2) / „  , «  р \
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Отметим, что коэффициент си при счете не используется. При выбранной 
нормировке (13) ( С (_у2>  0) прогоночные формулы оказываются наиболее 

простыми.

При больших коэффициентах a{ =  k (xv t вычисление потока по ф ор­

муле

w i = -  ь Л У 1 + ъ - У 1 - ъ ) '  b r a i ! h i

приводит к существенной потере точности. Это и послужило причиной введе­
ния потока Wi в качестве дополнительной искомой функции и вычисления его 

по рекуррентному соотношению (17).
В том случае, когда величина b< =  at/hi оказывается малой, например,

0 ^  bj <  1 вместо формул (14), (16) следует пользоваться формулами

Ро =  (х (1) +  Л(1)60)/Ао, Yo =  v (1)6o/Ao,

\ = *(1Ч + с >/2 (л(|Ч ) + * (1))
и

р. = 4 - (1 + bfi t_ l)t Yf = 4  (Р,-,/7,-./. + Y,-,).

= ь1 + с 1+чЛь$1 - 1 + ')■

Из структуры приведенных рекуррентных формул видно, что они устойчивы 
по отношению к случайной ошибке.

§ 2 . Матричная прогонка *)

Для решения систем разностных уравнений часто используют метод мат­
ричной прогошси, который поясняется ниже на частном примере.

Рассмотрим уравнение Шредингера, в случае когда потенциал V(х) об­
ладает следующими свойствами: V(х) непрерывен при 0 <  х <  1, lim V (x )=oo  
при *->-0 и при х —*■ 1, Это соответствует краевой задаче

■ф (°> 0  =  Ф 0 .  0  =  0, г|) (х, 0) =  -фо (х), (2)

где I —  мнимая единица, h —  постоянная Планка, т  — масса частицы. Без
ограничения общности будем считать, что

V (х)  >  0. (3)
Введем обозначения

а 2 =  В/(2т) ,  q (х) =  V (х)/И (4)

и представим (х, ^) в виде

ф (х, t) — и (х, t) + ixi (*, t), (5)

*) См., например, И. М. Гельфанд и О. В. Локуциевский, дополнение II 
в книге С. К. Годунова и В. С. Рябенького [1], В. В. Русанов [1], Р. Д. Рихт- 
майер [1].
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где и и v — действительная и мнимая части функции ф. Из (1), (2) для 
определения и и у получаем задачу

ди 2 d2v л ,
~дГ = а - d S ~ q{x)v ' 0< д ;< 1-

(6)

и (х, 0) =  Re -фо (*) =  Й0 (а;), О (а;, 0) =  Im -ф0 М  =  (*). 1

ч(0, /) = о(1. 0=0. «(О, 0-и (1 , 0 = 0. I
Введем сетки

S>/t =  { X i - i h ,  1 =  0, 1, . . . ,  N, h =  1 /N],

= { 0  = /т> / = °- Ь •••)
и аппроксимируем задачу (6), (7) системой разностных уравнений 

u( =  a \ - i ; W ( i ,  d° =  ii, (*), 1 

- v t =  a 4 Xx- q  (х) и, u° =  «„(* ), \ (8)

Запишем систему (8) в векторной форме

Т Ш - 2 В У { +  / , _ ,  =  / — !, 2..........Л Г - 1 ,  f 0 =  ? JV= 0 ,  (9)

где

-> ( й Л  ->
M J '  ^  =

■i + - g £

2а2т

Задача (9) является частным случаем следующей задачи: найти векторы

Yi (i =  0, 1......... N), удовлетворяющие уравнению

А-У{+1 -  BiYt + =  -  F u 1 ^  i ^  АГ -  1 (11)

и краевым условиям

V i  ~ йо̂ о = ~  ^of — Bn Yn + ^ n ^ n - \  = *  Fn< 
где A it B it Ci (i =  0, 1, . . . .  N ) — квадратные матрицы. Предположим суще­

ствование матриц B f l, i  =  0, 1, . . . ,  N.

Решение задачи (11), (12) будем искать в виде

Yl ^ l = X lY{+ Z t, l - N . N -  1, . . . .  1, (13)

где X i и Z i — неопределенные пока матрицы и векторы. Из формулы (13)
и уравнения (11) находятся (как и в случае обычной прогонки) рекуррентные
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соотношения для вычисления матриц X i и векторов Z,-. Из (13) и (12) нахо-

дятся начальные значения Х 0, Z 0, YN, позволяющие начать счет по рекуррент­
ным формулам. Выпишем рекуррентные соотношения:

* / + ! - ( * , - W 4 .

^ + 1  = (в г- с Л ) ~ ’ (с Д  + Ъ -  г ^ в ^ %
/ =  1, 2......... N ~ 1,

Yn = (b n - c nx n )~1 (c A + ^ v ) '
Yi - l =  X iYl + Z u i =  N, N -  1...........  1.

(14)

(15)

Вычисления по формулам (14), (15) можно вести до тех пор, пока матрицы 
Bi —  CiXi остаются невырожденными, что и будем считать выполненным для 
i =  О, 1, . . . .  N. Задача (14), (15) разрешима и процесс решения устойчив 
по отношению к случайной ошибке, т. е.

И Xi || <  1 при г =  1 ,2 ......... N,

когда выполнены условия

К ~ Ч 1 < 1 . И Л | | < 1 , Ц в г Ч Н  V c j c i
при i =  1, 2, . . N  — 1.

Для решения системы (9), (10) формулы (14), (15), в которых

(16)

X t =
,.21 „22 X1 X1

, 1 - U 2 .........N,

^ 0  В0 BN 0 N~®’ Сi ~  Е’
Bi =  2В{, i =  1, 2, N -  1, 

принимают вид

5«-i = * ! 4  + * ! 4 + 2 1> / = 1 > 2. •••• N>

Ji - 1
„ 22,

N ~  UN ’

где x "m, z” (n, m=\,  2, / = 1 ,  2, . . . ,  ./V) вычисляются по следующим ф ор­

мулам:
1 ___/g  I q l h 2 д-12  ̂ 12 _ J _ /  ft2 , 1 2 ^

*'+' Ai V + a2 ‘ / ’ г+1" д Д л + *г /'

x2[ =  —  l - - ^ — + x21)  x22 -  1 ( 2 1  4i№ л:11)
г+' A( \ a2T ‘ ' ** + 1 д Д 2+  a2 X‘ ) '

/ Q.h? \ 2  / ft2 \ 2

M 1 + l H  + Ь л ] ’ m = 1 , 2 ,

гг+ 1 = *"+i( z +
t>ift2
a2T + 12 / 2 «»̂ 2 \

г + ‘ \ ‘' a2T j ’

*?+l -  *?'+. [z \ + w )  + i (*? “  1 §£) •
4  =  2o “  0, i =  0, 1..........N  -  1.
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- 1 1 г - Н <  1. Вы*Условие устойчивости (16) приводит к требованию 2| BJ 

числив норму B J-1, приходим к условию

которое очевидно выполнено.

§ 3. Циклическая прогонка*)

Циклическая прогонка используется для нахождения периодического ре­
шения разностного уравнения (или системы разностных уравнений). Подоб­
ные задачи возникают при приближенном решении уравнений с частными 
производными в цилиндрических и сферических координатах.

Рассмотрим систему уравнений

alyN - clyl + biy2r= ~f\>
a iyi _ l - c iy i + b{yi+l =  ~  f t , г = 2 ,  3. N~\,

ал - 1 - сл + 6 ^ 1  = - ^ -

( 1)

Такая алгебраическая задача возникает при отыскании периодического, 
Уи-п =  Уи решения системы трехчленных уравнений а,г/г_i — Ciyi + b iy i+l =  
=  — ft при условии

а . , =  а . ,  Ь . , ■
l+ N  l t+N ' be °i + N ‘ ' cv h+u' 'U'

Относительно коэффициентов системы (1) будем предполагать, что 

а {> 0 ,  Ь{>  0 ,  c i > a t  + bi.

Систему (1) запишем в виде

=  ^ N'

(2)

(3)
где

Г , -
У1

Т _
' и

> 1N ,

а матрица A N имеет вид

- C i h 0 0  . 0 0 а ,

а 2 ~ с 2 &2 0  . 0 0 0

0 а3 ~ с 3 Ь з . 0 0 0

0 0 0 0  . . (N1

I

b N -2
0

0 0 0 0  ..
• а ЛГ-1 ~  CN-\ 6* - >

b N
0 0 0  .. 0

a N ~ ° N

(4)

Присутствие отличных от нуля членов в правом верхнем и левом иижием 
углах матрицы (4')> не позволяет решать (3) (или (1)) обычным методом 
прогоики.

*) См. А. А. Абрамов, В. Б. Андреев [1].
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Для решения (3) применяется идея метода окаймления (Д. К. Фаддеев, 
В. Н. Фаддеева [1]). Запишем (3) в виде

У \7-1 UN-l У N ~  ~~ f N-VJV-PJV-1 I jv — i*

где

^JV-l

‘’jv- i '/jv- l

1II

fjv>

- C l bx 0 ..  0 0 0

a2 -  c2 b2 . . .  0 0 0

0 a 3 - Сз . . .  0 0 0

0 0 0
• • aN- 2 “  CN -2 bN - 2

0 0 0 . . .  0 a N~  1 ~  C JV — 1

(5)

(6)

(7)

JV — 1

' a\

0

• " j v - i "

0

0 0

b й ,
. JV —1 N )

</jV-i !

*/i

^JV-l,

(8)

/ л , -JV — 1 ,

Решение уравнения (5) представим в виде

0N - 1 +  У N*! jv — 1<//V-i •'

где Рд ,_, и qN_ x -  решения задач

JV-lr JV-l ĵv-г î m-i ~ ujv- h j v - i *jv-r

(9)

( 10)

Поскольку матрица Лд- _ 1  является матрицей Якоби, то решения задач 
(10) могут быть найдены методом обычной прогонки. Из (9) и (6) находим

У д;
/JV +  °JV-1 P jv-1

bJV '
->*

• О JV — 1 tfjv-l

( / л - _ 1  находим из (9).
Приведем получающиеся формулы решения задачи (1) — формулы цик­

лической прогонки:

а  Ъ{ R ft + a f i l
*' + 1  г.. — а .а. * Pj + 1  с.. — а а . щ  u .iс. — а. а .  i i i

у
у,+> с. — а {а {"i+t с . - а . а ’ 1

I I I

i =  2, 3.........N, a 2 =  b2/c l , p2 =  fi/ci, y2 =  a i/cu

Pi =  “ i+ i ^ i  + i +  Pi + l ’ <>i =  “ i+ ify + i  +  Y j+ p

i = = N ~ 2.........  '> P jv- i “ Pjv ^ J v - i= a JV+Vjv-

Pjv + l + “ jv + l^l
yN l -  a JV + l^l YJV + 1

1= I, 2 , , . f, N - l ,

У i -  Pt + yNqv

(П)

( 12)

<13)
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Метод циклической прогонки является устойчивым, так как решения за­
дач (10) ищутся методом прогонки, который устойчив при выполнении усло­
вий (2), а знаменатель 1 — a N+iq\— Y»+i в выражении для у я ие обра­
щается в нуль.

Действительно, из (2), (11) видно, что

а ( < 1 ,  Y; > 0 ,  a2 + Y2 C l -

Предполагая а,- + Yi <  1, получаем

(14)
с, — а, а .  с. — а. а
i i i  i i i

Учитывая (12) и (14), находим qx-\ < 1 ,  q\ <  1. Из всего сказанного 

следует, что 1 — a,v+i?i — Yw+i > 0 .
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