[bookmark: SECTION001023000000000000000]31 Скаляная плотность
Уравнения гравитационного поля получатся вариацией действия по метрическому тензору - полевой переменной. Это действие, как и для полей другого вида должно быть представлено в виде некоторого скаляра, который является интегралом по 4[image: $^x$] пространству от некоторой скалярной плотности, зависящей от метрического тензора и первых производных метрического тензора. Такой скалярной плотностью является только величина:
[image: \begin{displaymath}
\sqrt{-g} R
\end{displaymath}] образуемая из скаляра кривизны. Действие [image: $S_g$] гравитационного поля можно, следовательно, представить в виде: 
	[bookmark: action][image: \begin{displaymath}
S_g= - \kappa \int R \sqrt{-g} \; d^4 x
\end{displaymath}]
	(9.3)


Здесь [image: $\kappa$] -некоторая новая гравитационная постоянная. Определить ее связь с кавендишевой гравитационной постоянной с точностью до безразмерного постоянного множителя достаточно просто - действие имеет размерность энергии, скаляр кривизны имеет размерность см[image: $^{-2}$], а объем при интегрировании см[image: $^4$]. Отсюда из соображений размерности находим, что[image: $\kappa \sim {\displaystyle c^3\over\displaystyle G_k}$], где [image: $G_k$] - гравитационная постоянная Кавендиша.
Скалярная кривизна наряду с метрическим тензором и его первыми производными содержит также и вторые производные от метрического тензора. Применяя к [image: $\sqrt{-g} R$] производную Эйлера - Лагранжа можно получить уравнеия гравитационного поля. Прямые вычисления очень трудоемкие и содержат большое количество выкладок. Мы несколько упростим вычисления, для чего воспользуемся двумя свойствами скаляра кривизны.
Первый прием при выводе уравнений гравитационного поля основан на том, что в скалярной кривизне вторые производные метрического тензора входят линейно, что позволяет выделить полную дивергенцию, которая не влияет на уравнения движения. Поэтому действие [image: $S_g$] можно представить в виде: 
[image: \begin{displaymath}
\int R \sqrt{-g} \; d^4 x = \int G \sqrt{-g} \; d^4 x + \int...
...sqrt{-g} w^{\mu})\over\displaystyle\partial x^{\mu}} \; d^4 x
\end{displaymath}]
[bookmark: tex2html21]Слева стоит скалярная величина9.2. Справа стоят два неинвариантных члена. Хотя их сумма является инвариантом, каждый из членов неинвариантен. Для вывода уравнений поля нарушение инвариантности не страшно, поскольку при выводе используются вариации этих величин. Напомним, что вариации многих неинвариантных величин являются уже инвариантными, пример, символ Кристоффеля не являются тензором, в то время как вариации символа уже являются тензором третьего ранга.
Кроме того, полную дивергенцию по теореме Остраградского можно преобразовать в интеграл по трехмерной гиперповерхности. При вычислении вариаций этот член будет равен нулю, так как по определению вариации на гиперповерхности, охватывающей объем равны нулю. Поэтому вариация гравитационного действия равна: 
[image: \begin{displaymath}
\delta S_g = -\kappa \delta \int G \sqrt{-g} \; d^4 x
\end{displaymath}]
Найдем величину [image: $G$], которая определяет действие гравитационного поля и вычислим ее вариацию относительно метрического тензора.
Скалярная плотность кривизны выражается через метрический тензор и символы Кристоффеля как: 
[image: \begin{displaymath}
\begin{array}{l}
\sqrt{-g} R = {\displaystyle\partial (\sqrt...
..._{\mu \nu}
\Gamma^{\lambda}_{\sigma \lambda}\bigr)
\end{array}\end{displaymath}]
Находим величины 
[image: \begin{displaymath}
w^{\alpha} = g^{\mu \nu} \Gamma^{\alpha}_{\mu \nu} - g^{\mu \alpha}
\Gamma^{\nu}_{\mu \nu}
\end{displaymath}]   и  [image: \begin{displaymath}
G=g^{\mu \nu}\bigl( \Gamma^{\sigma}_{\mu \lambda}
\Gamma^{\...
...ma^{\sigma}_{\mu \nu}
\Gamma^{\lambda}_{\sigma \lambda}\bigr)
\end{displaymath}]
Производная Эйлера - Лагранжа величины [image: $\sqrt{-g}G$] определяет уравнения гравитационного поля.


32Вывод уравнений гравитационного поля методом Паллатини
Прежде чем перейти в выводу уравнений общей теории относительности, которые связывают распределение гравитационного поля (метрического тензора) с распределением материи приведем еще один вывод вариации действия гравитационного поля, который является общековариантным и не требует привлечения специальной системы координат. При этом, вывод уравнений релятивистской гравитации методом Паллатини является экономным с точки зрения выкладок.
Уже в предыдущем параграфе читатель мог обратить внимание на то, что вывод уравнений гравитационного поля был отягощен многими предположениями, в частности о выборе специальной системы координат. Это - необходимое следствие общей ковариантности теории. Если в теории, например, электромагнитного поля, вычисление амплитуд потенциала и их производных по времени и координатам достаточно, чтобы полностью определить эволюцию поля, то в общей теории относительности изменить значения метрического тензора и его производных можно с помощью координатного преобразования. Координатное преобразование метрического тензора не несет никакой физической нагрузки, оно целиком зависит от соображений удобства вычислений. Поэтому необходимо выделить ту часть в метрическом тензоре, которая обуславливает динамическую эволюцию.
Эта проблема возникла потому, что в метрическим тензоре содержатся дополнительные степени свободы для того, чтобы обеспечить правильное поведение его компонент при координатных преобразованиях. Дополнительные степени свободы подчиняются некоторым связям, которые необходимо учитывать при выводе уравнений поля.
В современной теории поля разработан метод, который позволяет отделить динамическую часть от части не несущей физической информации. Этот формализм в современной теории поля называется каноническим. У него есть два существенных свойства. Первое заключается в том, что уравнения поля имеют первый порядок относительно производных по времени. Второе свойство заключается в явнов выделении времени в лоренц - инвариантной теории (так называемое 3+1 расщепление). В классической механике этот формализм совпадает с формализмом Гамильтона.
Для получения этого формализма в общей теории относительности необходимо записать плотность действия в линейном относительно первых производных виде (этот вид называется записью в форме Паллатини). Обычный интеграл действия: 
[image: \begin{displaymath}
S=-\kappa \int d^4 x \sqrt{-g} R
\end{displaymath}]дает уравнения общей теории относительности при варьировании метрического тензора [image: $g_{\mu \nu}$]. Получившиеся уравнения Эйлера являются дифференциальными уравнениями в частных производных второго порядка относительно метрического тензора. Однако, те же уравнения можно привести к каноническому гамильтонову виду: 
[image: \begin{displaymath}
\begin{array}{l}
\dot q ={\displaystyle\partial H\over\displ...
...isplaystyle\partial H\over\displaystyle\partial q}
\end{array}\end{displaymath}]
Для этого представим плотность лагранжиана гравитационного поля в форме Палатини, при этом символы Кристоффеля рассматриваются как независимые переменные: 
	[bookmark: palatini][image: \begin{displaymath}
S=-\kappa \int d^4 x \sqrt{-g} g^{\mu \nu} R_{\mu \nu}(\Gamma)
\end{displaymath}]
	(9.5)


где 
[image: \begin{displaymath}
R_{\mu \nu}(\Gamma) \equiv {\displaystyle\partial \Gamma^{\a...
...ta} - \Gamma^{\alpha}_{\mu \beta}
\Gamma^{\beta}_{\alpha \nu}
\end{displaymath}]
Здесь следует отметить, что ковариантные компоненты тензора Риччи не содержат метрического тензора, а содержат только бинарные произведения символов Кристоффеля и их производных по координатам. Варьируя (9.5) по метрическому тензору получаем уравнения Эйнштейна: 
	[bookmark: variation9][image: \begin{displaymath}
{\displaystyle\delta S\over\displaystyle\delta g^{\mu \nu}} ...
...\displaystyle 1\over\displaystyle 2} g_{\mu \nu} R \right) = 0
\end{displaymath}]
	(9.6)


Дополнительно к этим уравнениям получаем уравнения связи, которые устанавливают соотношения между независимыми величинами [image: $g_{\mu \nu}$] и [image: $\Gamma^{\alpha}_{\mu \nu}$]: 
[image: \begin{displaymath}
{\displaystyle\partial \sqrt{-g} g^{\mu \nu}\over\displaysty...
...ha} - \sqrt{-g} g^{\mu \nu} \Gamma^{\beta}_{\beta
\alpha} = 0
\end{displaymath}]
решая эти уравнения относительно величин [image: $\Gamma^{\alpha}_{\mu \nu}$] получаем обычную зависимость между символами Кристоффеля и метрическим тензором: 
[image: \begin{displaymath}
\Gamma^{\alpha}_{\mu \nu} = {\displaystyle 1\over\displaysty...
...eta, \alpha} + g_{\nu \beta, \mu} - g_{\mu \nu, \beta}
\right)
\end{displaymath}]
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