
Глава б 

МЕТОДЫ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ РАССЕЯНИЯ 

~ главе 3 мы исследовали солитон - замечательный динамиче­
СКИИ объект, открытый экспериментальным путем Джаном Скоттом 
Расселом и заново открытый в ходе численных исследований Забуски 
и Крускалом в середине 1960-x ГОДОВ, - И познаКQМИnИСЬ с преоб­
разованием Бэклунда и формулами для N-солитона, которые будут 
ИСПОльзоваться в следующей главе для обобщения теории возмущений 

СОЛИТО~ОВ. Все этн вопросы содержат элемент мистики: как решения 
нелинеиных дифференuнальных уравнений в частных производных мо­
ГУТ продемонстрировать СТОЛЬ неожиданные свойства? 

Ответом на ЭТОТ вопрос является то, что каждому уравнению СОЛИ­
тона соответствует линейный оператор рассеяния, который может быть 
введен следующим образом. Пусть оператор L действует на функцию 
u(х. t) - решение исследуемого нелинейного дифференциального урав ­
нения в чаСТНblХ производных, имеющего вид операторного уравнения 

L, = [A1,LJ =- AIL - LM. (6.1) 

Этим СВОйством обладают далеко не все дифференциальные уравнения 
в частных производных (например, рассмотренные в главе 4 дифферен­
циальные уравнения неJ1инейной диффузии ЭТИМ СВОЙСтвом не облада. 

ЮТ), но в случаях, когда ОНО выполнено, в распоряжении исследователя 
оказывается множество полезных дополнительных свойств 

Предположим, ЧТО мы имеем такой оператор. соответ~твующий в 
указанном Смысле дифференциальному уравнению 

и, = N(u). 

1) Автор благодарен м.п .Сёренсену за написание первоначальной 
разделов 6.1 и 6.2 этой главы. версии 
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которое должно быть решено при наЧЭJ1ЬНОМ условии 

u(х. О) = Лх). 

Для получения решения задачи следует выполнить следующее: 

1. Вычислить данные рассеяния для оператора L при t = О из 
u(х, О). 

2. Используя оператор ЛJ, определить эволюцию во времени этих 
данных рассеяния. 

3. По данным рассеяния для t > О найти u(х. t). используя вычис-
ления обратного рассеяния для оператора L. 

Таким образом, решение нелинейной задачи с начальными данными 

сводится к трем вышеперечисленным линейным вычислительным зада­

чам . 
• Метод обратной задачи рассеяния. (МОЗР), описанный впервые 

в 1967 году для КдВ-уравнения в классической работе Гарднера с 
соавторами [131, включает в себя некоторые аналитические тонкости, 
которые, тем не менее, не умаляют элегантность этого подхода. Целью 
этой главы является раскрытие структуры МОЗР и освещение других 
связанных с этим методом вопросов. 

Раздел начинается с рассмотрения КдВ-уравнения 

связанного вышеуказанным образом с оператором Шредингера 

и оператором 

д' 
L = - д ' + u(х, t) 

х 

(6.2) 

(Читателю следует проверить, что из выполнения операторнога уравне­

ния L, = [ А!, LI следует то, что u(х , t) удовлетворяет КдВ-уравнению.) 
В главе 2 были представлены с использованием оператора Шредин­

гера (6.2) правдоподобные аргументы в обоснование прямой и обратной 
вычислительной процедуры метода рассеяния (шаги 1 и 3). В первом 
разделе этой главы справедливость этих аргументов будет доказана с 
использованием теории комплексных функций. Основываясь на точном 
понимании сущности задачи рассеяния Шредингера, мы представим в 
разделе 6.2 метод обратной задачи рассеяния для КдВ-уравнения. 

Далее, предполагая. что читатель знаком с общей стратегией мо­
ЗР, мы представим в разделе б.З обобщен ие этого метода на случай. 
когда операторы рассеяния представляют собой (2 х 2)-матри цы. Как 
показано в классической работе Захарова и Шабата [3 1], это обобще-



288 Гл. 6. Методы обратноu задачи рассеянuя 

ине позволяет применить мозр к нелинейному уравнению Шрединге­
ра (НУШ) 

.д" д2" 2 
'ш + дх2 + 21"1 " = О. 

Вскоре после этого, Тахтаджан и Фаддеев 129] и Абловиц с соавторами 
[2J незаВИСИМQ друг от друга получили матричные операторы рассея­
ния для уравнения синус-Гордона (С Г-уравнения) 

д2" д2" дх2 - Dt2 = sil1 U 

И других уравнений, представляющих практический интерес 13]. Сле­
дуя этой матричной формулировке ДЛЯ линейного оператора рассеяния, 
мы представим в разделах 6.4 и 6.5 различные случаи применения 
мозр к НУШ и СГ-уравнению. Наконец, в разделе 6.6 будет показано, 
как мозр может быть использован ДЛЯ получения счетного числа 
независимых законов сохранения. 

6.1. Линейное рассеяние 

Для уравнения 

где L - J1инейный оператор, существует два типа собственных ФУНК­
ций: решения рассеяния, которые являются ограниченными, но нену­
левыми при х -+ ±оо, и связанные СОСТОЯНИЯ, которые затухают и 
стремятся к нулю при х --+ ±оо. 

В главе 2 было отмечено, что в случае, когда оператор Шредингера 
определяется равенством (6.2), эти два типа собственных функций 
связаны друг с другом аналитическими свойствами коэффициентов 

прохождения и отражения решений рассеяния. В этом разделе задача 

рассеяния будет рассмотрена более подробно и будут получены соот­
ношения между нормирующими множителями собственных функций 

и вычетами комплексных функций рассеяния. Основываясь на этом 

результате, мы заново выведем уравнение Гельфанда-Левитана, не 

прибегая к использованию .псевдовременио, введенного в главе 2. 

6.1 .1. Решения рассеяния, связаННblе состояния и полюса 
верхней полу плоскости 

В случае, когда оператор L задан равенством (6.2) и при 

k2 == Л > О, 

задача на собственные значения для уравнения Шредингера имеет вид 

d2ф 
dx2 + [k2 

- u(х)]ф = О, (6.3) 
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ехр(-ю) 

Падающая волна 

аЩехр(-ikx) 

Проходящая волна b(k)exp(+ikx) , 
OrpажСllllая волна 

х 

Рис. 6.1. Амплитуды решений рассеяния 

где Ф(х, k) - ограниченная функция при х -' ±оо для всех веществен­
ных значений k. В предположении 

u(х) -' О при х -' ±оо 

решение рассеяния для этого ОДУ второго порядка может быть запи­
сано в следующем общим виде: 

где 

{ e-
ikХ + b(k)eikx 

ф+(х, k) ~ a(k)c ikx 

_ .. ~ {eikX + d(k)e- ikx 

Ф (х, k) еЩе"'Х 

и -00 < k < +00 - вещественное число. 

при х --+ +00 
при х --+ -00. 

при х --+ -00 

при х --+ +00, 

(6.4) 

(6.5) 

(6.6) 

Величины b(k) и a(k) играют роль соответственно коэффициентов 
прохождения и отражения для падающей волны справа (х = +00), а 
величины d(k) и e(k) - те же коэффициенты для падающей волны 
слева. В общем случае коэффициенты прохождения и отражения явля­

ются комплексными числами. 

Поскольку рассеяние происходит упругим образом или с сохране­
нием энергии, интенсивность приходящей волны должна быть равна 
сумме интенсивностей отраженной и проходя щей волн. Другими сло · 
вами, должно быть выполнено равенство 

(6.7) 

При аналитическом продолжении ф(х, k) с вещественной оси ком­
плексной k-плоскости на верхнюю половину этой плоскости собствен · 
ные функции связанных состояний будут соответствовать полюсам ко­

эффиuиентов прохождения и отражения. Для того, чтобы убедиться в 
этом, представим, что k приближается к положительной части мнимой 

10 
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ОСИ (k ----; ixn при у-n > О). Тогда экспоненты в выражениях для ф+ 
И Ф- будут стремиться к e+x,,:t. Возможно ЛИ построить связанные 
СОСТОЯНИЯ дЛЯ случаев, когда k расположены на МНИМОЙ ОСИ И равны 
iy.,) В ЭТОМ случае равенство (б.4) принимает вид 

при х ----; +00 
при х ----; -00. 

(6.8) 

Эта величина будет неограниченно возрастать при х ----; ±оо, если не 
выбрать соответствующим образом коэффициенты при экспонентах. 
ДЛЯ того, чтобы получить связанное состояние, необходимо обеспечить 
стремление А и В к нулю при приближении k к ixn на положительной 
части МНИМОЙ оси, а также обеспечить ограниченность МНОжителей 
АЬ + Вс и Аа + Bd. При этом величины а, Ь, с и d будут неограниченно 
возрастать при k ----; ixn. ЧТО и соответствует случаю связанных состо­
яний. 

Из теоремы обращения для пассивных линейных систем (см. также 
задачу 4) следует, что а = с. Тогда [Ь[ = [d [ и величина А долж­
на стремиться к нулю по степенному закону с тем же показате­
лем степени для (k - ixn), что и дЛЯ В. Следовательно, величины 
А В - 1 Ь- ' -1 d- I б ' ,а, ,С и удут стремиться к нулю ПО одному степенно-
му закону. 

действительно, выберем а и Ь так, чтобы они имел и простые полюса 
в точках k = iy.n И рассмотрим следующие ряды 

(k) а-Iл . 
а - = k-ix

n 
+ao.n+a ,.n(k-.x,,)+ ... , 

b(k) = kb
-

I
." +Ьon+b,.n(k-ixn )+ ... , -- 'Х, ' (6.9) 

A(k) = A",,(k - ixn) + A 2,n(k - ix,,)2 + ... , 

ВЩ = B"n(k - i.><n) + B 2,n(k - ixn)2 + ... , 

где a(k) и b(k) - ряды Лорана с требуемым свойством а, Ь ~ 00 при 
k ~ i"". С использованием (6.9) и (6.8) можно получить представление 
для связанных СОстояний в предельном случае k -+ ix

11
: 

при 

при 

х -+ +00 

х -+ - 00. 
(6.10) 

Поскольку A(k) стремится к нулю при приближении k к iиn , связанное 
состояние может рассматриваться как ситуация. в которой падающие 
волны исчезают, а проходящие и отраженные - остаются конечными. 
Другими словами, связанное состояние является нормальной модой 
(или собственным состоянием) системы, не порожденной какой-либо 
причиной. 
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Вычетом Res[b(k), i.><nl функции b(k) в точке k = ixn является 
b_ I .". При непосредственном вычислении рядов Лора на для Ь (6.9) мы 
получаем Ь'/I? ~ -1/b_ 1 при k ~ х, и. следовательно, 

. b(k)2\ 
Res[b(k),'xnl=b_ l •n =- b'(k) k=ix: (6.11) 

где штрих обозначает дифференцирование по k. 
Следует отметить, что мы пока еще не доказали. что эти полюса 

являются простыми. Можно было бы попытаться использовать полюса 

второго порядка и выбрать А и Б так, чтобы эти величины стремились 
к нулю при (k - ixn ) , однако в следующем разделе будет показано, 
что этот путь невозможен и в нашем распоряжении оказывается лишь 

путь использования полюсов первого порядка. 

6.1.2. Почему полюса в верхней полуплоскости ДОЛЖНЫ быть 
простыми 

Равенства (6.4) и (6.1 О) представляют собой решения уравнения 
Шредингера в предельном случае х ~ ±оо, когда потенциал u(х) стре­
мится к нулю. Для того, чтобы исследовать уравнение (6.2) в областях, 
где потенциал не равен нулю. мы будем использовать результаты из 

раздела 2.6.2 и введем в рассмотрение следующие два независимые 

решения: 1) 00 

ф, (х, k) = eikx + J К(х, z)eik' dz 

х (6.12) 
х 

Ф2(Х, k) = e-ikx + J Цх, z)e-ik' dz, 

-00 

где ядра К(х, z) и L(x, <) характернзуются свойствами 

K(x,z) ~ О} при z ~ +00 
К,(х, <) ~ О 

L(x, z) ~ О} при z ~ -00, 
L,(x, z) -> О 

где нижний индекс обозначает частную производную по Z. При k = iy.n 

функция ФI представляет собой связанное состояние, которое может 

быть нормализовано путем умножения на константу Сп, определенную 

равенством 00 

.!..= J фj dх. (6.13) 
С;, 

-00 

1) Специалисты в области исследования солитонов нногда называют эти ре: 
шения функциями Иоста, намекая на соответствующие уравнения из квантовои 

теории взаимодействующих частиц. БОJlее подробно об этом см. {l5j . 

10' 
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Ранее мы предполагали, что коэффициенты прохождения a(k) и 
отражения b(k) имеют простые полюса в собственных значениях свя­
занного состояния. Для того, чтобы убедится в справедливости этого 
предположения, мы воспользуемся результатами Дрззина и Джанеона 

[1 0[ , а также Введенского [301 для доказательства следующей теоремы. 
• Теорема: Пусть сп - константа нормализации ДЛЯ ФI (х. ixn),rAe 

k = ixn - собственное число связанного СОСТОЯНИЯ с номером n. 
Тогда равенство 

2 . а( ix" )Ь( ix,,) 
с = ~ 
n a'(ixn) (6.14) 

справедливо при k = ixn . 

Доказательство: Поскольку ф, (х, k) и ф, (х, -k) - независимые реше­
ния ОДУ второго порядка, Ф2(Х , k) может быть записано в следующем 
виде: 

Ф2(Х, k) = С(k)ф, (х, -k) + D(k)ф, (х . k). 

После деления на С мы можем получить Ф2 в предельном случае 
х -+ ±оо: 

при х -+ +00 
при х -+ -00. 

(6.15) 

Тогда мы можем идентифицировать а(k)Ф2(Х, k) = 1/;+(х, k) и, следова­
тельно, а = 1jC.b = DjC, а также 

1 Ь 
Ф2(Х, k) = -ф, (х , -k) + -ф, (х, k). 

а о 
(6.16) 

Поскольку при k -+ iX'l величина a(k) неограниченно возрастает, ИЗ 
предыдущего обсуждения связанных состояний следует, что величина 
b(k) также должна неограниченно возрастать. Поэтому при k ~ iy.n 
отношение b(ixn)/a(iy.n) остается конечной вел ичиной и, следователь­
но, в полюсе o(k) равенство (6.16) принимает вид 

( . b(i;,-n) ') 
Ф2 х, .;,-.) = -(-.-)ф,(х, ''''n . 

а tXn 
(6.17) 

Вычислив с использованием (6.15) вронскиан ') И/ (ф',Ф2) при х -> 

~ -00, мы получаем 

2ik 
IVIФ, (х, k); фф, k)] = - o(k)' (6.18) 

1) Вронскиан двух независимых решений ОДУ второго порядка определяет­
ся как \Ф'(v; w) == vw' - wv'. Для уравнения Шредингера вронскиан не зависит 
от х. Джозеф Мария Вронски (1778-1853) - немецкий математик польского 
происхождения, проведший большую часть жизни во Франции . 
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При дифференцировании уравнения Шредингера (6.3) по k мы 
получаем 

1/;ЖЖk + 2k1/; + (k2 - и)1/;. = О. 

Умножая это уравнение на 'Ф и вычитая результат из уравнения Шре­
дингера, умноженного на 'Фk, получаем 

1/;.1/;" -1/;1/;". - 2k1/;2 = О . 

Это выражение эквивалентно равенству 

dW (1/;k; 1/;) = 2k1/;2, 
dx 

после интегрировании которого следует 

00 

2k J 1/;2 dx = W(1/;.; 1/;)1, _ +00- 1-11 (1/;.; 1/;)1, _ -00 ' 

-00 

Полагая Ф = Ф I И рассматривая предельный случай k ~ ixn, мы полу­
чаем 

00 

2i",. J ф;dх= 2~" = W(ф, .• ;ф,) [ ,_+оо- 1-II(Ф, .• ;ф,)[, __ оо-
-00 ~.1~ 

Дифференцируя вронскиан (6.18) по k, получаем 

d 2i 2ik, 
dk W(ф,; Ф2) = И/(фl.k; Ф2) + W(ф,; Ф2.k) = - a(k) + a(k)2 о (k). 

(6.20) 
При k = ixn равенство (6.20) может быть переписано в следующей 
форме 

b(ixn). o(ixn) -If( . ф)[ _ 
-(-.-) 1-II (Ф , .k'Ф') [ , __ оо+-ь(· ) 1 Ф2, 2 .• '--00 -
а tY.n tY.n 

2;,-п '(' ) (6 2 ) 
2 (' ) а 'У.n , . 1 

а 1..%"1 

поскольку величина 1 ja(ixn ) становится равной нулю. Из равенств 
(6.19) и (6.20) следует, что 

0(i;,-.)2 
\\/(Ф, .• ; ф,)[ х - +00 + b(i;,-пJ2 W(Ф2; Ф2 .• )I, _ -00 = 

2ixn 2;,-. o'(ixn) 
= - 4 - 02(ixn) Ь(ixn ) . 

Непосредственно вычисляя вронскиан, можно показать, что он равен 
нулю и, следовательно, справедливо равенство (6.14). О 
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Если коэффициенты прохождения н отражения имеют при k = i%n 

полюса порядка 7n ~ 2. то правая часть равенства (6.14) неограниченно 
возрастает и. следовательно, константа нормализации также должна 

неограниченно возрастать (см. задачу 9). Поэтому, если полюса не 
являются простыми. ТО связанных СОСТОЯНИЙ не существует. При вы· 
числении рядов Лорана (6.9) МОЖНО показать, ЧТО в случае простых 
ПОЛЮСОВ предельное значение правой части равенства (6.14) имеет вид 

2 'Ь С'1 = -'1 -I,n- (622) 

ТОТ факт, что полюса верхней полуплоскости ДЛЯ коэффиuиентов 
прохождения и отражения уравнения Шредингера являются простыми, 
ПРОЯВJlяется в нескольких контекстах: 

1. Из анализа фазового пространства уравнения (6.3) следует, что 
различные связанные состояния принимают различные значения 

при k2 = Л. Это свойство ИСПОЛЬЗ0ваЛQСЬ в главе 4 для анализа 
устойчивости решений бегущей ВОЛНЫ ДЛЯ уравнения Фишера. 

Оно также будет использовано в главе 8 при квантовом анализе 
ангармонического осциллятора. 

2. Каждый ПОJlЮС верхней полуплоскости для коэффициента отра­
жения (и прохождения) соответствует СUЛИТОН НОМУ компоненту 
u(х, t) в (6.2). В главе 3 было отмечено, что с использованием 
преобразования Бэклунда для КдВ-уравнения невозможно ПОЛУ­
чить два солитона с ОДНОЙ скоростью и этот факт СОГJ1эсуется с 

тем, ЧТО полюса верхней полуплоскости ЯВЛЯЮТСЯ простыми. 

6.1 .3. Снова уравнение Гельфанда-Левитана 

Для того, чтобы вывести уравнение Гельфанда-Левитана, рассмот­
рим функцию ф], удовлетворяющую уравнению Шредингера 

Ф].хх + (k2 
- u)ф] = О. 

Дифференцируя ф ] в (6.12) дважды по х, получаем 

где 

Ф k2 'kx dK(x, х) .kx '1« ) "'Х 
I ,жж = - . е - dx е - l Х. Х е -

00 

_ дК(х, х) .kx J I< ( -) .k, d 
дх е + ЖЖ Х. '" е z, 

дI«;I;., х) 

дх 

х 

(6.23) 

(6.24 ) 

т. е. частное дифференцирование выполняется по подчеркнутой пере­

менной. 

f" 
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Дважды интегрируя (6.12) по частям, получаем 

( ) [ 
i ( ) 1 дI«Х,;I;.)] .kx 

ф]х,k = l +kJ(x,x -k2 дх С -

00 

- ~2 J К,,(х, z)e'k' dz. (6.25) 

х 

Подставим выражение (6.24) для ф].хх в уравнение Шредингера (6.23), 
а в члены k2ФI и UФI этого уравнения подставим соответственно выра­
жения (6.25) и (6. 12) для ф]. После всех этих подстановак уравнение 
Шредингера (6.23) принимает следующий вид: 

---';--'--'- - - - и х е + [ 
dI«x, х) дI«;I;., х) дI«х,;I;.) ()] ikx 

dx дх дх 
00 

+ J [Кхх (х, ') - К,,(х , ') - uК(х, z)]eik
' dz = О. (6.26) 

х 

Легко видеть, что равенство (6.26) выполнено при 

u(х) = -2dК(х, x)/dx 
Кхх(х, z) - К,,(х, z) - u(x)J«x, ') = О. (627) 

Первое из ЭТИХ двух равенств позволяет найти u(х) с исполь­
зованием К(х, z), а второе показывает как К(х, z) связано с u(х). 
На практике К(х. z) определяется с ИСПОJ1ьзованием свойств решений 
рассеяния и решений связанных состояний и ниже будет показано, как 

это может быть сдела НО. 

Умножая соотношение между ф] и Ф2 (6. 16) на а и используя 

определения функций Иоста (6.12), получаем 

00 

а(k)Ф2 = фi + Ь(k)ф] = e- ikx + J К(х, z)e-ik' dz + 
х 

00 

+b(k)e- ikx + b(k) J К(х, z)e· k
' dz. 

х 

Доопределив ядро J« (x . z) = О при z < х, мы можем расширить пределы 
интегрирования от -00 до 00 и, следовательно, применить преобразо­

вание Фурье: 

00 00 

Й(х, k) = J [«х, z)e- ik ' dz = аФ2 - e- ikx - be,kx - Ь J К(х, z)e·k' dz. 

-00 х 
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Тогда К(х, ') может быть найдено с использованием обратного преоб­
разования Фурье: 

00 00 

К(х, ') = ~ J аФ2е'k' dk - ~ J е'Ч'-Ж) dk -
2n 2n 

-00 -00 

00 00 00 

-~ J Ьеik(z+ж) dk - ~ J J ЬК(х, у)еЩНУ) dk dy. 
2n 2n 

-00 ж-оо 

Это выражение может быть записано 8 более компактной форме. если 
ввести функцию 

00 

В(х + ') '" 2~ J Ь(k)еik(Ж+') dk. (6.28) 
-00 

Тогда 
00 

К(х, ') = 2~ J аФ2еik' dk - о(. - х) -
-00 

00 

-В(х + ') - J К(х, у)В(у + ') dy, 
ж 

где о(. - х) - дельта-функция дирака. При z > х предыдущее равен­
СТВО принимает следующий вид 

00 00 

К(х, ') + В(х + ') + J К(х, у)В(у + z) dy = 2~ J аФ2еik' dk . (6.29) 
ж -00 

Интеграл в правой части этого равенства может быть выч ислен с 
использованием теоремы Коши о вычетах путем распространения инте­
грирования на верхнюю половину k-плоскости ВДОЛЬ большого контура 
С в форме полуокружности: 

[ = 2~ fаф2еik ' dk. (6.30) 
с 

При больших (по модулю) k потенциалом в уравнении Шредингера 
МОЖНО пренебречь и в ЭТОМ случае решение Ф2 может БЫ1Ь записано в 
следующей форме 

Ф2 ~ d,е,kж + d2е-ikж , при Im(k) ~ +00. 
3аметим, что при z > х величина а(k)Ф2(Х, k) exp(ikz) становится рав­
ной нулю вдоль полукруглого контура при распространении Im(k) до 
плюс бесконечности и. ка к следствие, интеграл в (6.30) равен правой 
части (6.29). 

Е 
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далее мы рассмотрим три случая (В порядке возрастания их слож­
ности). 

Полюса в верхней nолуnлоскостu отсутствуют. Если a(k) и b(k) 
не имеют полюсов в верхней k·полуплоскости, из теоремы Коши еле· 
дует, что интеграл в (6.30) равен нулю и равенство (6.29) принимает 
следующий вид: 

00 

K(x,z)+B(x+z)+ J J(x,y)B(y+z)dy=O, (6.3 1 ) 
ж 

где z > х. Как было отмечено в главе 2, это равенство представляет 
собой уравнение ГеJ1ьфанда-Левитана, которое может быть использо· 
вано для определения u(х) из b(k) следующим образом: (i) Находим 
В(х + z) из преобразования Фурье (6.28). (ii) Решаем уравнение (6.3 1) 
относительно К(х, ')' (iii) Вычисляем u(х) = -2dI<(х, x)jdx. 

Один полюс в верхней nолуnлоскосmu . В этом случае необходимо 
вычислить интеграл [ в (6.30). Для этого заметим, что из (6.17) 
следует, что при k = iy.n 

a(i><, )Ф2(Х, ix,) = b(i"" )ф, (х, ix,) 

и из первого равенства (6.12) имеем 
00 

ф , (х, i",,) = е-Х,ж + J К(х, ,)е- Х" dz. 

ж 

Тогда интеграл 1 представляет собой сумму двух компонент: 11 + 12, 
Перва я из них определяется равенством 

1, = i7'] е-ХI (х+=), 

где величина 

Ь . 2 
Т1 = -1,1 = tc] 

представляет собой вычет b(k) при k = ><,. Вторая компонента [ опре ­
деляется равенством 

12 = 12nf (k ~·~x,) [I К(х, z)е-Х'(Ж+Z) dZ] dk = 

00 

= J ir,J(x, z)е-Х'(ж+') dz. 

ж 

Могут ли эти дополнительн ые члены быть включены в уравнение 
Гельфа нда-Левитана 

00 

К(х . ') + В(х + z) + J [(х, z)(B(y + о) di; = О? 
ж 
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Ответ на этот вопрос будет положительным, еСJlИ переопределить 
В(х + ' ) следующим образом: 

= 
В(х + г ) = с;е-К' (ж+ ,) + 2~ J Ь(k)еЩЖ+' ) dk . 

-= 
N полюсов в верхней nолуnлоскосmu. В случае. когда коэффици­

енты отражения и прохождения имеют N полюсов следует выполнить 
вышеприведенное переопределение N раз, в результате чего результи­
рующее переопределение будет иметь следующий вид: 

N = 
В(х + г) = I: с~е- К" (Ж+<) + 21" J Ь(k)е'ЧЖ+ ') dk. (6.32) 

n = 1 -00 

Особенностью ЭТОЙ формулировки задачи рассеяния является то , 
что полюса в верхней ПОЛУПJlОСКОСТИ и их вычеты могут быть выбраны 

незэвнсимо от b(k) ДЛЯ вещественных k. Таким образом, мы имеем три 
случая: 

Случай 1: Полюса в верхней полуплоскости отсутствуют при b(k) '" 

'" О. Случай 2: Полюса в верхней полуплоскости имеют место при b(k) = 
= о ДЛЯ всех вещественных k. 

Случай 2: Полюса в верхней полуплоскости имеют место при b(k) '" 

'" О. 
6.1.4. Есть вопросы? 

В этот момент Jlекции внимательный студент может откинуться на 

спинку кресла, нахмуриться и задумчиво произнести: 

.Минуточку, я не понял.» 

«Да, какие вопросы?» - спросит лектор. 
.я не понял .» 

. Какие проблемы? 
«Я могу понять ваш первый случай» - ответит студент, - «Мы 

имееr.1 потенuиал U(Х), который слишком слаб для того, чтобы захва­
тить свя занное состояние, но он способен рассеять приходящие и 

падающие волны и поэтому имеет место некоторое отражение b(k). И 
я понимаю третий случай, т. к . вы продолжаете b(k) на верхнюю k­
полу плоскость для нахождения полюсов верхней полуплоскости и их 

вычетов, но ... 0 

~Ho ... • - говорит лектор. лукаво улыбаясь. 

.я не понял второй случай. Если b(k) равен нулю для веществен­
ных k, как он может быть продолжен на верхнюю полуплоскость для 
нахождения соответствующих полюсов? 

«Уравнение Шредингера линейно и связанные состояния являются 

его решениями. Вы сомневаетесь в этом? 
«Нет ...• 
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.Нет причин беспокоиться по поводу того, ЧТО это уравнение имеет 
решения связанных состояний, но не имеет решений рассеяния .• 

,Да, разумеется . Но почему b(k) равен нулю? Означает ли это, что 
u(х) прозрачен для радиаuии? Может ли потенuиал рассеяния быть 
безотражательным? Это звучит как оксюморон 1) .• 

• Безотражательные потенциалы действительно могут показаться 
несколько странными, но они представляют технический интерес на 

протяжении многих лет. Ученые-оптики долго работали над тем, чтобы 

уменьшить внутреннее отражение в сложных линзовых системах и 

военные инженеры пытаются сделать невидимый для радаров самолет. 

Спеuиалисты в области акустики создали безэховые камеры.» 
.Можно ли назвать эти разработки успешными? 

.ПожалуЙ, да, но самолет получился очень дорогой и хрупкий. Они 

разработали нечто похожее на потенциал рассеяния для связанного 

состояния, поскольку, как вы сказали , он является безотражательным. 

Но в чем заключается ваш вопрос?» 
.Как мы можем продолжить коэффициент отражения, равный нулю 

на вещественной k-оси, на верхнюю полуплоскость для нахождения 
ПОЛЮСОВ, соответствующих связанным состояниям? Это выглядит как 
мошенничество. » 

.Вернемся к равенствам (6.16) и (6.17). Первое из них определяет 
решение рассеяния. Оно состоит из падающей волны, пропорциональ­
ной величине l / a(k), и отраженной волны, пропорциональной величине 
b(k) j a(k). Второе равенство (6.17) выполнено при k = ix", т. е. там, 
где величина I j a(k) равна нулю. но величина b(k)ja(k) принимает ко­
нечное значение. В этой точке на k-плоскости падающая волна может 

быть отражена без учета связанного состояния." 
.Таким образом, мы продолжаем ненулевой коэффициент отраже­

ния на верхнюю полуплоскость для того, чтобы изучить свойства 

связанного состояния, соответствующего безотражательному потенци­

алую • 
• Правильно.о 
.и сделав это, мы предполагаем. что коэффициент отражения равен 

нулю . & 

«Правильно. Мы его просто выбрасываем 
пива .• 
[НеРВI<ЫЙ cAtex) 

как пустую банку 

({Но из этого следует,» - продолжает студент, - «что если вы 
вычислите вычет полюса верхней полуплоскости и сделаете потенциал 

рассеяния безотражательным, то ваш результат будет отличаться от 

результата, соответствующего случаю когда вы сначала сделаете по­

тенциал безотражательным, а потом вычислите вычет. Верно? 

1) Сочетание контрастных или несовместимых слов . 
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.Совершенно верно. И пример подобного предельного случая рас· 
смзтривается в задачах 7 и 8. которые являются частью домашней 
работы на эту неделю .• 
ICmOHot l 

. я хотел бы сказать несколько слов о коэффициентах нормализа ­
ции ~ ДЛЯ связанных СОСТОЯНИЙ, которые играют ключевую роль в 
равенстве (6.32). Если связанные состояния имеют асимптотическое 
поведение при х ---> +00 вида ехр( -хпх) , ТО эти коэффициенты опре­
деляются равенством (6. 13). Асимптотическое поведение при х -+ +00 
собственных функций нормализованных связан н ых СОСТОЯНИЙ имеет 
ВИД Су! ехр( -хnх). В любом случае, вычет соответствующего полюса 
коэфф и циента отражения ра вен ic;.., 

« Почему ЭТО представляется важным?& - спрашивает другой сту­
дент. 

~B случае безотражательного потенциала вычеты удобно опреде­
лять из свойств связанного состояния. о 

IПауза ] 
сИ ...• 
• Мы пришли другим путем к тем же заключениям, что были 

сделаны в конце главы 2, но с тем преимуществом, что поняли связь 
между константами НОРМИРОВКИ связанных состояний и вычетами соот ­

ветствующих полюсов коэффициентов отражения. Мы используем эти 

результаты для того, чтобы решить нелинейное волновое уравнение .• 

6.2. Метод обратной задачи рассеяния для 
КдВ-уравнения 

6.2.1 . Общее описание 

Во введении к этой главе читателю было предложено проверить, 
что и(х, t) является решением Кд8-уравнения 

и! - 6иих + иххх = О, 
если справедливо операторное уравнение 

L, = AIL - LM == [М, L). 

где 

д2 

L = - дх2 + u(x,t) 

д3 д 
М = -4 дх3 + 3u дх + 3их · 

и 

В предыдущем разделе мы исследовали решения задачи на соб~ 
ственные значения 

L1/! = л1/! (633) 

6.2. Метод обратной задачи рассеяния для Кд8-уравнения ЗОl 

и выяснил и , как ее спектр свя зан с поте нциалом рассеян ия и(х. t). 
Дифференци руя (6.33) по времени . получаем 

L,1/! + L1/!, = л,1/! + Л1/!, . 

Задав ЭВОлюцию Ф законом 

1/!, = М1/!. (6.34 ) 

мы можем переписать предыдущее ура внение в следующем виде: 

{L, + [L, М) } 1/! = л, 1/! . 

Так и м образом, если э волюци я 1/! определяется равенством (6.34) и 
и(х, t) является решением КдВ-уравнени я, то спектр уравне ни я (6.33 ) 
не зависит от времен и. Это свойство будет той основой , н а которой 
будет построен метод обратной задачи рассеяния для решения КдВ­
уравнения. 

И нтересно рассмотреть вопрос о том, как временная эволюция, 
предопределенная равенством (6.34), влияет на решения рассеяния , 
рассмотренные в предыдущем разделе и изображенные на рисунке 6. 1 . 
Коэффициент отражения Ь(Ч определяется как отношение отраженной 
волны 

к падающей волне 

Поскольку падающая и отраженная вол н ы оп ределяются в предельном 
случае х --; +00. когда велич ины и и их равны н улю, равенство (6.34 ) 
прин и мает более простую форму 

1/!, = -4д3 1/! / дх'-

Из этого равенства следует, что падающая и отраженная волны зависят 
от времени следующим обра зом: 

и 

1/!,.А. ~ b(k)e'(kx+4k") 

.1,. -'(kx+4k") 
'f'ШС. "" е . 

Таким образом, эволюция коэффициента отражения определяется сле­
дующим простым равенством: 

b(k, t) = b(k. O)e+8ik". (6.35) 

Поскол ьку решения связа н ных СОСтояний были получены путем 
продолжения решений рассеяния на верхнюю половину k- плоскости, 
эволюция их нормировоч ных констант ( или вычетов ) определяется 
равенством 

(6.36) 
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с учетом всех этнх результатов мозр для КдВ-уравнення может 
быть описан следующей последовательностью действий. 

1. Задав начальное условие 

u(х, О) = f(x), 

определим собственные числа хn связанного состояния, их выче­
ты с; (О) прн n = 1,2,,,. ,N н b(k, О) дЛЯ вещественных значеннй 
"-. Этот набор представляет собой так называемые оданные рас­
сеяния» в момент времени t = О. 

2. Снепользованнем (6.35) и (6.36) вычнслнм o;,(t) н b(k, t) -
данные рассеяиия при t > О. 

3. С нспользованнем равенства (6.32) из предыдущего раздела н 
данных рассеяния при t > О ВЫЧИСЛИМ 

N 

В(х + о; () = I: с~(О)е-><"(ЖН)+В><~" + 

00 

+ 2~ J b(k, 0)еiIЧж+Z)+8k3'1 dk, 

-00 

4. Решим уравненне Гельфанда-Левитана 
00 

K~,z)+B~+z)+JK(X,~B~+Z)~=O 
% 

относительно К(х, о; t). 
5. Вычислим д 

u(х, t) = -2-д К(х, х; t). х 

6,2,2, Примеры 

Одиночный солumон 

(6.37) 

в качестве первого примера применения мозр рассмотрим ис­
следованную в конце главы 2 проблему в предположении, что u(х, t) 
ДОЛЖНО быть решением КдВ-уравнения и 

u(х, О) = -2'; sech2 хх, 

Соответствующее уравнен ие Шредингера имеет ВИД 

ф" + (k2 + 2'; sech2 %х)ф = О, 

дЛЯ которого b(k, О) равен нулю и, следовательно, b(k, t) также ра­
вен нулю. При k = ix имеется единственное собственное значение 

6.2. Метод обратной задачи рассеяния для КдВ-уравнения зоз 

связанного состояния и соотвеТСТВУЮLЦая нормализованная собствен­

ная функция удовлетворяет условию 

Л sechy-x "'" & ехр(-у-х) при х...., +00, 

т. е. i?(O) = 2%. Таким образом, в момент времени t = О 

В(х + о; О) = 2хе->«Ж+') 

и 

В(х + "; t) = 2%е->«%+,)+8><3'. 

Как было отмечено в главе 2, при таком отражении величина К(х, z; t) 
пропорциональна ехр( -%х) и, следовательно, уравнение Гельфаида­
Левитана имеет решение 

К(х, z; t) = 
2xe-Х(Ж+Z)+8х3 t 

I + е-2хж+8х3t . 

Тогда равенство 

д 
u(х, t) = -2 дх К(х, х; t) = -2;(2 sech2[x(x - 4%2t )J 

определяет одиночный КдВ-солитон со скоростью v = 4~. 

Двух-солumонные столкновения 

Читатель возможно заметит, что МОЗР является избыточно слож­
ным методом нахождения формулы для одиночного солитона, НО для 

получения формул взаимодействия более чем одного солитонов этот 

метод является наиболее эффективным. Для вывода формулы для 
столкновени я двух солитонов положим 

u(х, О) = -6 sech2 х. 

Тогда соответствующее уравнение Шредингера будет иметь внд 

Фжж + (k2 + 6sech2 х)Ф = О. 
ДЛЯ этого уравнения b(k) = О и две собственные функции связанного 
состояния, ведущих себя в пределе х -. 00 как е- ХЖ . Этими функциями 

являются: 

Тогда 

Ф1(Х) = ~ thxsechx, 

Ф2(Х) = ~ secl12 х, 

и, следовательно, 

%1 = 1, ст(о) = 6, 

У-2 = 2, фа) = 12. 
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Решен ие соответствующего уравнен ия Гельфанда-Левитана имеет вид 

6е-'(е72'-5Х _ е8'-Х) _ 12 е-2'(е64'-2Х + 72'-4Х) 
J((x.z;t) = е 1 + 3 e8t 2х + 3 еб4t-4х + 2 e72t 6х . 

Наконец 

u(х, t) = _2 дК(х, х; t) = _ 123 + 4 сЬ(2х - 8t) + c11 (4x - 64t) 
дх [3c11(X - 28t) + c11(3X - 361) ]2 . 

Это выражение представляет собой решение Забуски ДЛЯ ДВУХ-СОЛИТОН­
ного столк новения, ПОJ1ученное в главе 3 с использованием преобрэзо­
вания 5эклунда и изображенное на рисунке 3.3. 

N -СQлuтонные решения 

Дразни и Джонсон показали, ЧТО если 

u(х. О) = -N(N + 1) "сс112 х, 

то b(k,O) = О и N дискретным собственным значениям в [IOJ 

k=ixn =in (,,= 1,2, ... ,N) 

соответствуют собственные функции уравнения Шредингера 

фn(х) сх PN(tl1X), 

где P/J (-) - присоединенная функция Лежандра '). о которой известно 
много результатов 114 [. Тогда 

N 

В(х + z; t) = L с;.(О) е8""-n(%+') , 
n=1 

И решение уравнения Гельфанда-Левита на может быть записано в 

следующем виде: 

N 

К(х , z; t) = L vu(x, t) е-Н' , 
n=1 

ГДЕ' VN. - элементы вектор-столбца V , удовлетворяющего матричному 
уравнению 

АУ+О = 0. 

в этом уравнении D - вектор-столбец с эле"ентами С;, (О) exp(8,,3t -
- nх) и А = [а",n] - (N х N)-матрица с элементами 

а = 8 + (С?щ(О)) е8т"-(т+n)х 
тn тn т +n . 

') Лндриен-Марн Jlежандр (1752-1833) - французский математик . 
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Наконец, д2 

u(х. t) = -2 дх2 log IAI, (6.38) 

и это решение является частным случаем N -СОЛИТQННОГО решения, 
представленного в Приложенни В. 

Выражение (6.38) представляет собой еуперпозицию N солитонов 
вида 

_2,,2 "есь2 [п(х - 4,,2 t ) + оп], 

в дополнение к - N(N + l) secl1x в t = О. Однако при t --> +00 они 
развертываются в вереницу secl12 ВОЛН, в начале которой идет волна с 
наибольшими скоростью и амплитудой. 

Начальное условие с дельта-функцией 

в рассмотренных выше при мерах начальные потенциалы были без­
отражательными Ь(k, О) = Ь(k. t) = О. 

При мер с не безотражательным потенциалом был рассмотрен в 
разделе 2.6.1 в предположении, ЧТО начальное условие имеет вид 

и(х , О ) = а8(х), 

при котором выполнено равенство 

а 

b(k, О) = 2'k . 
~. - а 

При Q < О ЭТОТ потенциал порождает нормализованное связанное со-
стоя ние 

. _ { ) -0./2 е+оХ / 2 
ф(х) - J-a/2 е-ох/ 2 

при х > О 
при х < О, 

а при Q > О связанного состояния не существует. 
Тогда при а < О 

Q з 1 ОО} Q ei[k(x+z)/H 8k·
3

t] 
В(х + z; t) = __ ео(х+,)/2-0' + - . dk . 

2 2" 2,k - а 
-00 

Решив уравнение Гельфанда-Левитана, MbI получаем I1рИ t -+ +00 

а2 ~ Q ] u(x,t) --> - 2 secl12l-2 (x - a2t - ха) + >!Злучение , (639) 

где солитонная компонента образуется пеРВblМ членом из Вblражения 
для В(х + z; О, а компонента излучения - BTOPblM членом этого выра­
жения . Поскольку излучение не локализовано, оно рассеивается вдоль 
х-оси и соответствующая компонента постепенно становится прене6ре­
жимо малой по сравнению с солитонной ({ОМГlонентоЙ . 
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прямоугоАьныle начальные условuя 

Как мы видели ранее (см. рисунок 1.1) при проведенни первона· 
чальных экспериментов с СОJ1итонами в цистерне ДЛЯ их возбуждения 

при t = О использовалась масса ВОДЫ ПРЯМОУГОJ1ЬНОЙ формы, которая 
эволюционировала в солитон согласно, как мы теперь знаем, КдВ· 

уравнению. В контексте обсуждаемых в этом разделе проблем подобное 
начальное условие может быть записано в следующем виде: 

{ -uо 
u(х,О) = О 

при Ixl < хо/2 
при Ixl > хо/2. 

(640) 

UJредингеровская задача рассеяния для этого прямоугольного потен· 
циала была исследована в квантовой механике 118,27J и полученный 
результат заключался в том, что существует конечное число связанных 

состояний, зависящее от ширины ХО и глубины 'l1Q начального углу6ле· 
ния воды. В частности, если 

(641 ) 

то сущестнует N + 1 связанных состояний. 
Каждое связанное состояние соответствует солитонному компонен· 

ту в решении КдВ·уравнения и это согласуется с экспериментальными 

данными о гидродинамических волнах в цистерне: N гидродинами· 
ческих солитонов возникают из первоначально прямоугольных углуб· 

лений воды, удовлетворяющих вышеприведенным неравенствам [5,24]. 
Это явление впервые наблюдаJJOСЬ Расселом , который опубликовал вол· 
новые профили (см. рисунок 6.2) и прокомментировал их следующим 
образом 126J: •... составная или двойная волна первого рода сразу же 
разрушается и порождает две волны, большая из которых двигается 

быстрее и опережает малую.~ 

l' 

~~--------------------------

_l'l 

------------------
Рис . 6.2. В ходе экспериментов в цистерне (см. рисунок 1.1) джан Скотт 
Рассел наблюдал, как две или баJlее одиночных ВОJlНЫ образуются при прину· 

дитеJlЬНОМ поднятии и свободном опускан ии не которой массы воды. Заметим, 

что v] > vz. (Воспроизведено из 126}.) 

2 Метод обратной задачи рассеянu 6 .. 
я для КдВ-ура8ненuя З07 

Анал из Фурье в предельном случае малоЙ амплИТУДЫ 
6.2 .3. .... ния метод обратной задачи рассеяния 
С вЬ\числитеnьнои ТОЧКИ зре 2 методу преобразования Фурье 

аналогичен рассмотренному б в главеучаях npoueAypa СОСТОИТ из трех 
для линейных систем. В о QИХ сл 

шагов: ( О) представляется в внде преобразован -
1. Начальное условие и Х, 

ной функции. й функции во времени зада-
2. Поскольку эволюuия преобра;~:а:~:ет быть легко вычислена 8 

ется прОСТЫМ выражением, 

моменты времени большие нуля .... Ф НКUИИ В некоторый момент 
з. Знание значения преобразов~~~~~ь Z(x t) 

времени t > О позволяет выч n Иближе~и~ амплИТУДЫ волНЫ к 
Интересно отметить, ЧТО при... Р" 

К В уравнения - к nи неинои системе 
нулю, а д-

Ut + U:rжз: == О. 

МОЗР сводится к методу Фурье (~~)·напомним, что при использова-
Для того, чтобы убедиться в э , 

нии МОЗР получается решение 
а . 

u(х, t) = -2 ах К(х , х, t), 
нениЯ Гельфанда-Левитана. Интеграль­

где К (х, z; t) - решение ура в т п оизведение переменных амПЛИ­
ный член этого уравнения включае Р лой амплитуды ОН становится 
туд и поэтому в предеЛЬНО~lю С~У;=:е::ЫМИ членами. Таким образом. 
достаточно мал по сравнен тся к следующему равенству 
уравнение Гельфанда-Левитана своди 

К(х, z; t) == -В(х + z; t) 

и соответствующее решение может быть записано в виде 

u(х, t) == 2 :х В(2х ; t) == 
00 

== ~ J [2ikb(k , О)] е2.kж+в.k" dk. 

-00 

ло пол ченО в предположении, что b(k, О) 
Заметим. ЧТО эТО решение ~ы У ости Сделав замену переменнои 

ПОЛЮСОВ вверхнеи полуплоск . 
не имеет ания с k на 2k и введя обозначение 
интегрироВ 

ikb(k/2) '= U(k), 

мы ПОJlучаем 00 

( t) == ~ J U(k) еi(kЖ+k" ) dk, 
их, 271 

-00 

(6.42) 
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где вел и чи на 
00 

U(k) = I u(x, O)e -ikхdх 
-00 

представляет собой преобразование Фурье начального условия. 
Предположение о том, что КОЭффициент отражен и я не имеет полю­

сов в верхней полуплоскости не может бы ть обеспечено п ростым выбо­
ром достаточно малой величины и(х. О). Н апример, при ПРЯМОУ ГОJJ Ь НОМ 
потенциале (6.40) мы получаем связанное Состояние для любого зна­
чения ИО > О. Тем не менее, в подобных случаях удобно использовать 
(б.42), т, к. полюса U(k) в верхней полуплоскости делают вклад в 
и(х, О) при х > О, подобно тому. как полюса в нижней ПОЛУПJlОСКОСТИ 
делают вклад u(х, О) при х < О . Таким образом, метод обратной задачи 
рассеяния для Кд8-уравнения может рассматриваться как нелинейное 
обобщение метода Фурье. 

Tar{ же как и для метода Фурье, существуют численные методы 
ВЫчисления нелинейнога спектра параметров МОЗР [б.25 J . 

6,3, Двухкомпонентная теория рассеяния 

В предыдущих разделах мы предпринял и обзор классической тео­
рии рассеяния для уравнения Шредингера и рассмотрели метод обрат­
ной задач и рассеяния для решения КдВ-уравнения. На первый взгляд 
мозр имеет огра н иченную оБJ1асть применения, т. к. мы применили 
его л ишь к решению КдВ-уравнения, однако в 197 1 году Захаров и Ша­
бат обобщили этот метод на случай нелинейного уравнения Шредин­
гера (НУШ ) [3 1] с ИСПОЛьзован нем матричного обобщения линейного 
оператора Шредингера, В 1974 году Тахтаджан и Фаддеев п редложили 
матричный мозр для СГ-уравнения [29] и примерно в это же время 
Абловиц , Кауп, Н ьюелл, Сегур и другие авторы [2,3] разработали 
аналuгичную методику. которую можно одновременно использовать для 
решения СГ-уравнений и НУШ. В этом раздеJlе мы рассмотрим обоб­
щение мозр на случай двухкомпонентного рассеяния, преДJlоженное 
АБJlовицем и его коллегами. Для того, чтобы изложение материала 
было более ПОнятным читатеJ]Ю, мы представим его так, как были 
изложены материалы в предыдущих разделах. 

6.3.1. Линейная теория 

При двух компонентном рассеянии оператор L и волна 1/J в задаче 
на собственное значение 

(б43) 

становятся соответственно (2 х 2)-маТРИЧНЫJ\1 оператором и вектор­
функцией: 

-, L ,[ дх 
- -(JQ'(X) 

-q(x )] 
-дх (б.44) 
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бой вещественное ч нсло (обычно ± I) и 
Параметр а представляет со орая играет рол ь потенциала, на 
q(x) - комплексная функци я от Х, КОТ Кроме того предполагается, 

ся приходящие вОЛНЫ. , 
котором рассеивают о(х) становиТСЯ равным нулю. 

-" ±оо потенциал I (б 43) ЧТО в пределах Х .) является jJешением уравнения . для 
Заметим, что если 'Ф(х, А , ./'(' А) определен ная равенством 
вещественного Л, то вектор -функция 0/ Х, • 

ф(х; А) = J'Ф'(х; А), где J = [ _0(J 01], (б45) 

обой линейно независимое решение, соответствующее представляет с л 

тому же собственному значен ию ±~ задача на собственное значен ие 
В предельном случае х ~ 

(б.4З) имеет два линейно независимых решения 

[О] . [1] -iАХ v+ = 1 е+1АЖ и v - = О е . 

- яют собой соответственно правую и левую 
Вектора у+ и v представл ~+ ( ) Как и в случае уравнения 

Ричем у -(х) равен V х, 
бегущую волну, n л _ л с положительными мни-
Шредингера, собственные значеНИЯанн~м ~остояниям, становящимСЯ 
мыми частями соответствуют связ . ± 

Дельных случаях х ---+ 00. 
равными НУJ1Ю в пре й л мы можем записать 

Для непрерывных собственных значе~и ме' 
./,+ уравнения (б 43) в следующеи фор . решение су . 

{ 
'- + Ь(А) У+ при Х -" +00 

'Ф+(х,А) = а(А) У- при х -" -00, 
(б4б) 

п етировано как левая бегущая волна 
Это решение может быть интер Р частично переходящая в волну 
v- ударяющаяся в потенциаJ1 q справа(х) и частично отражающаяся в 
ay~ с коэффициентом прохождения а Ь(А) С другой стороны, 

Ь + оэффициентом отражения . В виде волны v с к ударяющую потенциал слева. 
мы можем рассмотреть другую В~~.,:tУ~пределяемую равенством 
этом случае мы имеем функцию су , 

_ {у+ + d(A)V- при х -" -00 
'Ф (х, А) = С(А)У+ при Х -" +00, 

(б47) 

, коэсЬфициенты прохождения и отражения, соответ-
где С(А/ и d(A) - + и - линейно независимы, общее решение tj; 
ственно. Поскольку 'Ф 'Ф (б 43) может быть предетавлено в 
двухкомпонентной задачи рассеяния . 
следующей форме: 

'Ф(х, А) = А(А)'Ф+ + ВЩ'Ф- при х ~ ±оо, 

, ./,+ И ./,- (б 4б) и (б.47) получаем Из определении су су . 

{
АУ- + (АЬ + Вс) у+ при х -" +00 

'Ф(х, А) = (Аа + Bd)v- + ВУ+ при Х -" -00, 
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Это равенство аналогично равенству (6.8) из раздела 6. 1.1. так 
что представленное в ЭТОМ разделе обсуждение предельного поведения 
А, В, а, Ь, с и d при стремлении Л к полюсу в верхней полуплоскости 
КОЭффициентов отражения и прохождения может быть пере несено и 
на рассматриваемый в ЭТОМ разделе случай. ДЛЯ того, чтобы вектор 'Ф 
оставался конечным при стремлении л к полюсу. необходимо обеспе­
ЧИТЬ стремлеllие А и В к нулю и конечность множителей (АЬ + 8е) и 
(Аа + Bd). Это предельное значение Ф является решением связанно­
го СОСТОЯНИЯ, для которого коэффициенты отражения и прохождения 
имеют полюса в л" при Im ]л"] > О. 

Однако рассматриваемая здесь задача имеет важное отличие ОТ 
стандартной задачи рассеяния Шредингера: не требуется, чтобы по­
люса были простыми. В этом разделе предполагается, что все полюса 
в верхней полуплоскости являются простыми, но это предположение 
не является слишком ограничительным требованием, т. к. кратные по­
люса могут рассматриваться как предельный случай Слияния простых 
полюсов. 

Выражения для предельных решений v+ и у- справедливы лишь в 
областях х ---t ±оо, где потенциал q(x) становится равным нулю. для 
решения задачи в областях с ненулевым потенциалом удобно сделать 
следующие предположения для решений уравнения (6.43): 

+ _[ [ : к, (20. z) е'А' dz ] 
Ф (z. л) - е;Аж + [: К2 (2о. z) е'А' dz . (6.48) 

и 

.1.-( л) = [e-i>Ж + J~oo L' (X.Z)C'A'dZ] 
'у z. Jж L ( ) -,А, d- . 2 Х, Z е ~ -00 

(6.49) 

Эти решения аиалогичны функциям Иоста (6.12) и мы опять будем 
предполагать, что интегральные ядра и их частные производные по z 
становятся равными нулю при х ..... ±оо. Функция ф-(х. л) может быть 
записана в виде линейной комбинации 

-+ -
где Ф определяется так же. как н Ф в (6.45). 

Разделив на С и рассмотрев предельные случаи, получаем 

при х ---t +00 

при х ---t -00. 

(6.50) 

Сравнение этого равенства с выражением для 1/1+ (б.4б) показывает, 
что ф- = Сф+ при 

1 
- = а 
С 

и 
D 
С = Ь. 
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о (6 50) может быть переписано в С учетом этого результата равенств . 
следующем виде: 

1 -+ ь + ( л) ф-(х.л) = "Ф (х.л) + "Ф х .. (6.51 ) 

в полюсе верхней 
занногО состояния 

соотношением 

полу плоскости A,t, соответствующем номеру свя-
01. - 01.+ связаны друг с другом n, два решен ия 0/ и су 

(6.52) 

поскольку 1 jа(л") = О. J' к и q может быть найдено из 
Соотношение между ядрами \ 1 И 2 

равества (6.53) 

Правую часть этого равенства t1.0ЖНО найти, выполнив интегрирование 
по частям в выражении для 1j; . 

[01· i [К, (20. 20)1 i>ж i. ooJ [и, .,(х . :)1 е'А' dz . (6.54) 
ф+ = 1 е'АЖ + >: К2 (х. х) е + л ](2.,(20, z) 

ж 

Левая часть этого равенства вычисляется следующим образом: 

[01 [-iК' (х. Х)1 ,Аж OOJ [i](, .ж(х. z) 1 е;А, dz + 
LФ+ = Л 1 е'Аж + i](2(X'2O) е + ж -i[(2.,(Х. z) 

[
-iq е<Аж - iq [ : [(2(Х. z) е<Аж dz1. 

+ -iaq' f: [{, (20. z) е'А' dz 
(655) 

(6 55) и (6 54) в (6.53) получаем следующие соот-
После подстановки. . 
ношения: 

где 

00 

С" (х) е'АХ + J С' 2(Х' ') е'А' (lz = О 
ж 

00 

С2' (х. х) е<Ах + J С22(2О.:) е<А, dz = О. 
х 

С" := 2К, (х. х) + ,,(х) 
С'2:= К,.,(х. ') - К, .х(х . ') + чI<,(х. ') 
С" := К2(Х. х) - К2 (х. х) = О 

С22 := /(2.х(Х . z) + I<2.,(Х. z) + а(/' К, (х. ')' 
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ПОСкольку все коэффициенты Cij должны быть равны нулю. мы по­
лучаем систему ДИфФеренциальных уравнений в частных ПРОИЗВОДНЫХ 
дЛЯ ядер 

К, .х(Х , ') - К,.,(х. ') = qJ(2(X, ') 
[(2.х(Х. ') + К2.,(Х, ') = -"q" [(, (х, ') 

и дополнительное соотношение 
(6.56) 

q(x) = -2[(, (х. х). 
(6.57) 

Равенства (6.56) справедливы для всех " включая z = х. поэтому 
2 d 

Iq(x)1
2 

= --d К2(Х, Х). (6.58) 
" х Система уравнений (6.56) СВязывает ядра и потенциал q. (Заметим. что 

равенства (6.56) и (6.57) представляют собой граничные условия на 
[(1 и /(2 вдоль линии z = 1:, ЧТО гарантирует едннственность решения 
системы (6 .56).) 

В задаче рассеяния для уравнения lИредннгера используется ИН­
rеГРЭJ!ьное уравнение Гельфанда-Левитана, ИЗ которого определяется 
ядро в выражении для решения рассеянной волны. для двухкомпо. 
нентной задачи рассеяния соответствующее интегральное уравнение 
может быть выведено с использованием полученных в предыдущих 
разделах результатов. для этого рассмотрим (6.51), где 

и 

·/'+(х л) = [Фi (х, л)] 
0/ , - фi(х, л) 

,-( . ') _ [ф,(х, л)] 
'р х,Л = Фi(х,л ) . 

Умножим левую и правую части (6.51) на а: 

аф, (х, л) = Ф;+(х, л") + Ьфi (х, л) 
аФi (х . -1) = -"ф;+ (х. л') + ЬФi (х, л). 

(6.59) 

(6.60) 
Разделим левую "асть равенства (6.59) на 2., УМНОЖим на ехр(iлz) и 
проинтегрируем по ), на промежутке от -00 до +00. Применяя теорему 
Коши вдоль замкнутого контура, распространенного на верхнюю полу. 
плоскость, получаем 

00 

Левая часть (6.59) = 2~ f аф, (х, л) е"" dz = 

-00 

N 

= i L Rеslа(лn)ф,(х, л") е+""'1 = 
n=1 
N 00 

=i Lb_,.n f J(,(x,y)e+""(Y+')dy. (6.61) 
n=J х 
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(6 52) и опреде-мы использовали . При получении последнего рьавеНСТВр~дставляют собой вычеты полюсов 
Ф+ (6.48). Величины -'.n п 

ление • полу-Коэффициента отражения. u я в отношении праван части, 
ные деистви Выполнив аналогич 

чаем: 00 

(6 59) = б(х - ') + } К;(х, у)б(z - у) dy = Правая часть . 
х 

= I 2~ I Ь(л) е"(УН) dлК, (х, у) dy. (6.62) 

х -00 

выражения для обеих Приравнивая полученные частей, мы получаем 

интеграJJьное уравнение 

00 

I<;(x,z) + } B(y+z)I<,(x,y)dy=O, 

х 

где z > х и 00 

. N iЛ,,(х+,) + ~ } Ь(л) еЩХ+') dЛ. В(х + ') '= -, L b- ,." е 27Г 
, 

-00 n~ 

(6.63) 

б n именена к равенству (6.60), в 
Аналогичная проuедура может о;;: и:теграJ1ьное уравнение для ядер 
результате чего мы получаем вт 

К, и [(2: 

00 

, . ) В(х + г) + } В(у + г)К2(Х, у) dy = о. -"К,(х. г + (6б4) 

х 

уравнения мы Комбинируя эти два , получаем окончатеJ1ЬНЫЙ реЗУJ1ьтат 

оо} оо} J( ( )В(у+у')В"(у' + z)dydy', (б.65) ,,[(,(x,z) = B'(x+z) + ,Х,у 

х х 

} Ь n-ассеяния : ь(л) . {л" и -' .n, -В(х + ') опредеJ1яется данными р уравнение относитеJ1ЬНО где Решив это интеграJ1ьное = 1.2 .... ,N. 

К, (х, г). получаем q(x) = -2[(, (х. х). 

видим как эта теория может быть 
В следующем разделео,з,ьр, у я HeK~TOpыx нелинейных дифферен-

нтексте М дл применена в ко v частных производных. 
uиальных уравнении в 
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6.3.2. мозр ДЛЯ двухкомпонентного рассеяния 

Рассмотрим нелинейное уравнение 

'It = N(q), (6.66) 

которое ДОЛЖНО быть решено с ИСпользование', мозр " и двухкомпо-

нентного матричного оператора L (6.44). Одним из путей решения этой 
задачи является предложенный Захаровым и Шабатом подход [З l ) 
согласно которому следует найти матричный оператор ЛI, дЛЯ KOTOpoг~ 
из операторнога уравнения L t = [М, L[ следует уравнение (666) но 
ЭТОТ путь не простой. . , 

Более систематический метод был предложен Абловицем и его 
коллегами , ~). Заметим , что уравнение (6.4З) может быть переписано 
в следующеи форме: 

1/I"х = -i>'1/I, + q(x, t)1/I2 
1/I2.х = i>'1/I2 - (Jq' (х, t)1/I, . (6.67) 

Збэвисимость 'ФI И 'Ф2 от времени может быть представлена в следующем 
о щем виде 

1/I,.х = А1/I, + В1/I2 
·1/I2.х = С1/I, + D1/I2, (6.68) 

где А, В. С и D - операторы. подлежащие определению. Можно ожи­
дать, что ЭТИ операторы могут содержать дифференцирование по х 

НО ЭТ~ не обязательно. поскольку какие-либо производные по х ~ 
правои части (6.68) ~~OГYT быть исключены путем подстановки соответ­
ствующих выражении из (6.67). Таким образом , можно полагать, что 
элементами матрицы 

v = [~ ~] 
являются функции от q, q. и их производных по х, а также от >... 
х Однако, имеется одно ограничение на матрицу V: производная по 
функции (6.68) должна быть равна производной по t функции (6.67) 

для того, чтобы 1f; была однозиачной функцией от х и t В предположе 
нии >"t = О из этого требования на перекрестные произ·водные следует' 

D=-A, 

а для выполнения этого требования необходимо 

Ах = qC + (JЧ' В 
ВХ + 2i>.B = Ч' - 2Ач (6.69) 
СХ - 2i>'C = -(Jq; - 2А(JЧ·. 

Таким образом. исходная задача свелась к СJlедующей: найти решения 
(6.69), из которых следует уравнение (6 66) Как мо задачу? .. жно решить эту 

J 
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ОДИН ИЗ подходов основан на предположении о том. что А , В и С 
представляют собой усеченные степенные ряды по >... Например , можно 
рассмотреть случай [ЗJ 

А = Ао + А,>. + А2>.2 
в = Во + В,>' + в2>.2 
С = Со + С,>. + С2>.2. 

После подстановки этих выражений в (6.69) следует приравнять члены 
при одинаковых степенях >... в результате мы имеем: 

• Приравнивая члены при >.З получаем, что В2 = С2 = о. 
• Приравнивая члены при >..2 получаем, что А2 = COl1st. 
• Приравнивая члены при >..1 получаем, что А[ = сопst. Положим 

А, =0. 
• Приравнивая члены при >..0 получаем 

А2 2 
Ч' = z-qxx + (J А21чl q + co"st = О. 

• Наконец, полагая в этом равенстве А2 = -2i . (j = + 1 и сопst = О, 
мы получаем НУШ 

Таким образом, если матрица V имеет элементы 

А = _2i>.2 + iqq' 

В = 2q>. + iqx 

C=-2q'>'+iq; 

D = +2i>.2 - iqq' 

и оператор рассеяния L определяется равенством (6.44) из предыдуще­
го раздела (при (J = + 1), то вышеприведенное требование на пере"рест­
ные производные приводит к НУШ. Таковы средства, необходимые для 
решения НУШ с использованием мозр. 

Очевидно. что представленное выше обсуждение представляет со· 

бой лишь намек на те возможности, которые возникают при рассмот­
рении различных форм матрицы А! в контексте решения нелинейных 
волновых уравнений. Степенные ряды дЛЯ А, В, С и D могут содержать 
большее или меньшее количество членов, константы могут быть выбра­
ны не нулевыми. В этих случаях в результирующем дифференциальном 
уравнении в частных производных могут возникнуть дополнитеЛЬНblе 
члеНbI. В книге Абловица и Сегура обсуждается неС1<QЛЬКО подобных 
случаев, которые могут представлять интерес для исследователей в 
области прикладных наук, включая НУШ и форму СГ-уравнения [4). 

В последующих разделах будут рассмотрены СГ-уравнения и НУШ, 
поскольку они представляют наибольший интерес для приложений. 
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6.4. Уравнение синус -Гордона 

в главе 3 было рассмотрено СГ.уравнение 

д2u д2u 
дх2 - дt2 = siп u. (б.70) 

которое Описывает динамику перехо а Д 
ную систему связанных маятников ~ n жозефеона, а также одномер-
переменной и соответствует разно~ть Ф ервом случае (см рнсунок З.4) 
ФУНКЦИЙ в слое ИЗО;Jятора В аз сверхпроводящих ВОЛНОВЫХ 
мен ной и COOTBeTCTB~yeT уго'л о втором случае (см. рисунок 3.5) пере-

Д поворота маЯтника. 
ля того. чтобы ИССJ1едов сг 

ЗР удобно сделать замену ИС:~;НЫХ-~~~:~1::::J~ r{ЛОJIьзованием мо-

х ---> ~ = (3: + t) / 2 
t ---> Т = (х - t) /2 

u(х . t) ---> ф(~ . Т) = U(:О . t). 

после которой уравненне (б.70) прнннмает внд 

д2ф . 
д~дT = slПф. 

Еслн В качестве оператора L в (б.4З) выбрать 

L = i [д( Ф(/2] 
ф(/2 -д( . 

(б. 71) 

ТО двухкомпонентные уравнения рассеяния 
следующей форме: могут быть записаны в 

~ [1/11] = [-iЛ -ф(/2] [1/11] 
д~ 1/12 ф(/2 iЛ 1/12 ' 

При Т-ЭВОЛЮЦИИ, определяемой уравнением 

~ [1/11] = ~ [соs ф SiП Ф ] [1/11] 
дт 1/12 4Л siп ф -соsф 1/12 ' (б.72) 

ИЗ условия на перекрестные произвоДные 

~~ [1/11] _ д д [1/11] 
дTд~ 1/12 - д~ дт 1/12 

следует уравнение (б 71) ч -. ,то составляет оазис для применения МОЗР. 

1) Эти новые переменные иногд 
ca~, т. к. они направлены вдоль хара называют координатами .светового KOHY~ 

актеристических ЛИНИЙ на (х, t)-плоскости. 
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в предположеннн, что Ф ---> O(nlOd 271") прн ~ ---> ±оо , матрнца вре­
меной ЭВОЛЮЦИИ В (6.72) принимает простой вид 

i [1 О] 
V ---> 4Л О - 1 . 

Тогда времена я эволюция коэффициента отражения и вычетов полюсов 

верхней полуплоскости определяется равенствами 

Ь(Л, Т) = Ь(Л, О) е- iт /2Л 

1'n(Т) = тn(О) е-'Т/2Лn 

и с использованием результатов раздела 6.3. 1 можно получить следу-
ющее решение 

ф«~, Т) = 4IЩ,~; Т), (б.7З) 

где K(~. z; Т) - решенне ннтегрального уравнения 

K(~, z; Т) = B'(~ + z; Т)-
00 00 

- J J K(~ , у; Т)В(У + у'; T)B'(z + у'; Т) dydy'. (б.74) 
( ( 

Здесь z > Е и величина 
00 

B(~ + z; Т) '" 2~ J Ь(Л, О) е'Л((н)-'т/2Л dЛ -
-00 

N -; L 1'n(0) e",,«H)-iт/2Л (б75) 

11=1 

определяется из анализа рассеяния начальных условий. 
Рассмотрим некоторые применения полученных результатов. 

ОдюtОllНЫй кuнк/аюnuкuнк 

Возможно, что простейшим примером использования представлен­

нога подхода является случай, когда потенциал является безотража­
тельным и имеет только одно связанное состоя н ие, соответствующее 

одиночному полюсу л\ = ix на мнимой оси верхней половины л­
плоскости с вычетом 7"1 = ±2iy.. Тогда 

B(~ + z; Т) = ±2;<e-~«+')-T/2~, 

так что 

K(~, z; Т) = ±2;< е- х«н)-т/2х_ 
0000 

_4к2 е- Т/Х J J J«(~ , у;т)е-х(у+у')е-у'('+У')dуdу'. 

( ( 
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Поскольку K(~, z; Т) СА ехр( -xz), это интегральное уравнение может 
быть легко решено: 

Тогда 

[((~, "; Т) = ± 2",expl-x(~ + ') - т/2х] 
1 +ехр( 4"'~-T/X) 

дф 
Щ = ±4K(~,~; Т) = ±4xsccll(2x~ + т/2х) 

н, следовательно, 

ф(~, Т) = 4 a1"ctg{expl±(2x~ + T/2x)J}. 

При переходе " исходным (.~, t)-координатам мы полу"аем известное 
КИНI{/антикинк-решение уравнения (6.70): 

u(x,t) = 4arctg [ехр (± ~)], 
где v - скорость, определяемая равенством 

1 - 4",' 1 + 4л' 
v= = I 

1 +4,.' 1 -4-'1' (676) 

Разумеется, существуют более простые способы получения выраже­
ния ДЛЯ СГ -К ИНКЭ , НО при использовании представленного подхода мы 
получили выражение ДЛЯ скорости (6.76), которое связывает скорость 
КИНК-СОJlИТQна с положением полюса верхней ПОJlУПJIOСКОСТИ для коэф­

фициента отражения в ЛI = ix. 
Интересно отметить, "ТО в лl = i/2 и в (х, t)-координатах кинк 

является стационарным. Кроме того, v изменяется ОТ + 1 -+ О при 
изменении х от О ~ 1/2 и v изменяется от О ---+ - 1 при изменении х 
от 1/2 --> +00. 

ПРЯМОУ20ЛЬНblе Н,ачальные условия 

Поскольку в ка"естве на"альной то"ки была выбрана B(~ + z; О ) , 
в предыдущем примере не используются все преимущества МОЗР. 

Поэтому интересно исследовать динамику Фf.' эволюционирующей из 
прямоугольных на"альных условий [28] 

при О '" ~ '" р. 
при ~ < О и ~ > р. (6.77) 

в контексте сверхпроводящих переходов джозефсона (см. рисунок 3.4) 
ЭТО условие соответствует A /2-тr флаксонам, равномерно распределен­
ным по О ~ х ~ 2р. В случае механической системы. изображенной на 
рисунке 3.5, это условие соответствует А/21Г оборотам, распределен­
НЫМ аналогичным образом. 
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Если функции рассеяния определены при Т = О следующим обра-
зам: 

Падающая волна = [~] e-i>(, 

отраженная волна = [?] Ь(л, О) е+Щ 
при ~ --> -00 и 

проходящая волна = [~] а(л) е-iл( 
при ~ ...... +00. ТО можно легко получить соответствующие граничные 

условия в ~ = О и ~ = р. Мы имеем три результата: 
1. Коэффициент отражения 

А -Юр [ sin(mp) ] 
Ь(л, О) = 2тр е cos(mp) _ (iл/m) sil1(mp) . 

где 

т' '" (л' + А2/4р'). 

2. При А > (2N - ')1Г существуют N связанных состояний в 

лn =iJ(A/2p)' -m~ 
где »1.n - корни уравнения 

ctg(mp) + (2:,Р) ' -1 = О. 
3. Вы"ет коэффициента ь(л. О) в лn определяется равенством 

. А2 + 4л'nр' 
( О) e- 2i >'"p. 

Тn = '2Ар(1 _ iлnр) 

Как мы знаем, каждому связанному СОСТОЯНИЮ соответствует со­

литон с асимптоти"еской скоростью 1 /4 'Y~ в (~, т)-координатах, или 
(1 + 4л~)/( 1 - 4л~) - в исходных (х, t)-координатах. 

Подставляя зти данные рассеяния в (6.75) дЛЯ B(~ + z; Т), мы по­
лу"аем решение уравнения (6.74) и решение ф((~, Т) уравнения (6.73). 

Несмотря на то, ЧТО представленная вычислительная проиедура ка­

жется достаточно простой, имеются некоторые практические трудности 

при ее выполнении: (О Может оказаться трудным вычислить радиа­
ционную составляющую решения, которая обусловлена первым чле­

ном в (6.75). Для этого могут потребоваться "исленные методы [25]. 
(ii) Даже если радиационной составляющей можно преиебре% (пола­
гая Ь(л,О) = О), дЛЯ решения уравнения (6.74) необходимо обратить 
(N х N)-матрицу. В реальных слу"аях переходов джозефсона вели­
чина N может быть равна 100 и более, вследствие чего возникает 
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необходимость в применении других методов получения численных 
решений. ВКЛЮ~lая метод Уизема ДЛЯ медленно модулированных пери· 
одических ВОЛН (см. раздел 3.2.3) и прямое интегрирование уравнение 
(6.70) [28]. 

Столкновение кинков с анmикинками и брuзеРbl 

в главе 3 преобрэзование БЭКJ1унда ИСПОJ1ЬЗОВЭЛОСЬ дЛЯ ТОГО, что· 
бы показать, ЧТО СГ·уравнение имеет точные решения, описывающие 
столкновение КИНКОВ с кинками и КИНКОВ С антикинками . Рассмотрим 

равенство (3.84) и положим 'ио = О, (аl - а2)(аl + а2) = v и 

и1 =4arctg [ехр (+ ~)] 
щ = 4 al'ctg [ехр ( + ~ )] . 

Тогда описывающее столкновение решение имеет вид 

Ukak(X, t) = 4 aJ'ctg [~tg (и2 ~ и1 ) ] 
или более простую форму 

Ukak(X, t) = 4 aJ'ctg . [ Sh(vt/~) ] 
иcl1(x/~) 

(б.78) 

При соответствующем выборе констант СI и С2 ЭТО решения ДЛЯ 
столкновения кинка с антикинком может быть получено из 

(б 79) 

где 

ХI = ~ J 1 +v 
2 1 - v 

X2=~J:~~ 
При v ~ О полюса верхней полуплоскости в Л\ = iи\ И Л2 = iИ2 
сливаются в один полюс двойной кратности в ,\ = i/ 2 и из (6.78) 
следует, что 

u(х, t) = 4aIctg(tsecIIX). (б.80) 

В главе 3 было замечено, что если параметр скорости в формуле 
для кинка·антикинка примет чисто мнимое значение 

'''' v = w < 1, 
~' 
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то равенство (б.78) принимает вид 

[ 
VТ=:J2 sin wt ] 

uь = 4 aIctg г,---с; , 
w cll V 1 - ""Х 

(б.81 ) 

что соответствует случаю бризера, когда имеются два комплексных 

полюса в верхней полуплоскости с равными мнимыми частями и веще­

ственными частями противоположных знаков - подобная си мметрия 

необходима для того , чтобы величина u(х. t) принимала вещественные 
значения. 

В следующей главе мы будем исследовать (с использованием мно­
госолитонной теории возмущений) динамику столкновения кинков с 
антикинками в условиях наличия источни ка энергии и ее диссипации. 

Мы покажем, что существует критическое значение величины энергии, 

ниже которого описываемая равенством (6.78) функция столкновения 
кинка с антикинком затухает и переходит в бризер, описываемый 

равенством (6.8 1) . 

6,5, Нелинейное уравнение Шредингера 

В этом разделе мь! рассмотрим вопрос применения мозр к НУШ 

.ди д2и 2 
• дt + дх2 + 21uI U = О. (б.82) 

которое было введено в главе 3 как общее описание ВОJlНОВЫХ пакетов 
в диспергирующей среде. С учетом результатов из раздела б.3, это 

уравнение следует из условия на перекрестные производные при 

и 

где 

L _ . [дх -и(х. t)] 
-. -и' (х , t) -дх 

\! = [~ !л], 

л = -2i,\2 + ilul2 

В = 2и,\ + iux 

C =-2u*Л+iu~. 

В предположении и(х. t) -> О при х -> ±оо мы получаем 

V -> щ2 [01 11]' 
Тогда данные рассеяния для задачи 

L [WI (х, t)] = ,\ [Ф1 (х, t)] 
,Р2(х, t) ф2(Х. t) 

1] 



322 Гл. 6. Memoabl обратной задачи рассеяния 

временой эволюции определяются равенствами 

Ь(Л, t) = Ь(Л, О) е+Ю" и rn(t) = ",,(0) е+Ы". 

Решения уравнения (6.82) могут быть записаны в следующем виде 

u(х, t) = -2К(х, х; t), (6.83) 

где К(х, z; t) - решеиие интегрального уравнения 

К(х, z; t) = В'(х + <; t)-
0000 

-J J I«x,y;t)B(y+y';t)B'(y' +z;t)dydy' (6.84) 
х х 

и 

N 

В(х + z ; t) == -i L ,,,(О) ефn(Х+')+4>'~'1 + 
n=] 

00 

+ 21" J Ь(Л, О) еЧ>'(Х+')+4>."1 dЛ. (685) 
-00 

в контексте решения НУШ с использованием метода обратной 
задачи рассеяния напомним некоторые результаты, связанные с СООТ­

ветствующими решениями КдВ- и СГ-уравнениЙ. 

1. Все решения Кд8-уравнения, а также кинки и антикинки сг­
уравнения, являются вещественными функциями, описываемыми 

двумя параметрами, соответствующими скорости и положению. 

В этих случаях вполне естественно обнаружить, что соответству­
ющие полюсы ](оэффициента отражения лежат на положительной 

части мнимой оси и имеют чисто мнимые вычеты. Расположение 

полюса в верхней полуплоскости определяет скорость солитона, а 

вычет этого полюса представляет собой параметр, определяющий 

положение солитона. 

2. Бризеры СГ-уравнения описываются четырьмя параметрами: 
(i) скоростью, (ii) частотой колебания, (i i i) положением, и 
(iv) фазой колебания. Для того , чтобы бризер был вещественной 
функцией от х и t, эти два полюса и два ИХ вычета должны 

обладать симметрией, ЛI = -Л2 и 1"1 = -Т2 , что обеспечивает 
нал и чие четырех параметров. необходимых для решения задачи 

рассеяния. 

Солитон НУШ подобен бризеру СГ-уравнения в том смысле, что 
он характеризуется также четырьмя параметрами, определяющими ско­

рость, частоту, положение и фазу, однако он не обязательно должен 

быть веществен ной функцией от х и t. т. е. соответствующий полюс 

может находится в люб()й точке верхней л-полуплоскости и вычет этого 
полюса может быть произвольным комплексным числом. Для более 
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полного исследования этой ситуации предположим, что Ь(л, О) = О и 
рассмотрим одиночный простой полюс в 

Л , ={+i'7, 1»0 

с 

", = а + i/1, 
так что 

В(х + <, t) = (/1- ia) ехр[( - 1) + i{)(x + <) - 8(1)t + 4i(e - 1)2)t]. 

Заметим, что 
К(х , <; t) ос eXp[-(1) + i{)z] 

и, следовательно, уравнение (6.84) может быть решено относительно 
К(х, z; t ), что позволяет найти с ис пользован ием (6.83) следующее 
выражение для солитона НУШ 

u(х, t) = 21)exp[-2i{x - 4i(e - 1)2)t + Ю2] sech[21)(x + 4{t) + 8,], 

где параметры 01 и 0-2 определяются равенствами 

еО' = -r",2":1)~,, 
)/12 + а2 

-/1 + ia 

)/12 + а2 

Эти два последних равенства показывают, каким образом положение и 

фаза солитона связа н ы с вещественными и мнимыми частями вычета. 

Заметим, что эти равенства СОГJ1асуются с (3. 106) , если идентифици­
ровать аМПJ1ИТУДУ как а = 21], а скорость ог ибающей как -4~. 

Заметим, что, как и ранее, полюсы коэффициентов прохождения и 
отражения не обязательно должны быть простыми для двух компонент­

ного оператора рассеяния. В своей первой работе, посвященной МОЗР. 
Захаров и Шабат показали, что наличие двойного полюса при водит 
к возникновению двух солитонов. разделенных промежутком, который 

увеличивается с течением времени как log( 41)2t ) [3 1[ . Аналогичное 
поведение наблюдается для решения (6.80) ки н ка и антикинка, разде­
ленных промежутком 210g 2t. 

6.6. Законы сохранения 

Поскольку в рассмотренных в этой главе задачах рассеяния поведе­
ние проходя щей волны идентично поведению падающей волны. величи­

на a(k) является константой на решениях МОЗР. Это обстоятельство 
может быть использовано для получен ия счетного набора независимых 

законов сохранения вида 

aD + дР = О 
at дх ' 

где D - плотность сохраняющейся величины и F - ее поток. 

11' 
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в этом раздеJ1е мы рассмотрим обобщение бесконечных наборов 

подобных законов с использованием линей ного метода рассеяния Ш ре~ 
дингера, а также метода двухкомпонентного рассеяния. 

6.6.1 . Законы сохранения ДЛЯ КдВ-уравнен ия 

Для рассеяния, определяемого линейным уравнением Шредингера, 

из выражений (6.5) и (6. 12) следует, что 

..р+(х, k) = а(k)Ф2(Х. k) 

= a(k) [ e- ikx + 1 L(x. ') e- ik , dz] 

Не умаляя общности, эту функцию можно представить в следующей 

форме [2 1] 
..р+(х , k) = a(k) e-ikx+a(x.k) 

Подстановка этого выражения в уравнение Шредингера дает 

ахх - 2ikax + а; - и(х. t) = О. 

При больших k величина йх -7 О может быть представлена в виде ряда 

00 (3n(х) 
ах(х, ') ~ L (2ik)n' 

n=l 

который может быть решен относительно fЗn путем приравнивания 

коэффициентов при степенях k: 

и в общем случае 

(3] =-и 

(32 = -их 

fЗз = и2 
- ихх 

n-2 

(3n = (3n- ] .х + L (3m(3n-т-] . 
11L= 1 

Рассмотрим предельный случай х --; +00 . Из (6.5) следует, что 

..p+(x,k) --; e-ikx + b(k) е"'". 

При [k[ --; 00 и 1111(k) > О мы получаем более простое поведение 

..р+(х , k) --; e- ikx 

и, следовательно, 

a(k) eO(k,x) --; 1. 
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Таким образом, в этом пределе (х --; +00) 

00 

-loga(k) = J ах(х, k) dx = 

-00 

00 00 

= ~(2ik)-n J (3n(x)dx. 
-00 

Поскольку это условие выполнено для любой степени k, величины 
fЗn составляют счетный набор сохраняющихся плотностей для любой 
нелинейной волновой системы, которая интегрируема с использованием 

линейного оператора Шредингера. 
Эти сохраняющиеся плотности могут быть использованы для полу ­

чения множества нетривиальных и независимых законов сохранения 

для КдВ-уравнения. При fЗ l = и соответствующий закон сохранения 
имеет вид 

ди д ( 2 
дt + дх ихх - 3u ) = О. 

Это равенство может представлять собой другую запись исходного 

КдВ-уравнения. Таким образом, 

D[ = и и Р\ = ихх - 3и2 . 

При (З2 = их соответсгвующая сохраняющаяся величина равна нулю 
для всех и(х, t), которые стремятся к нулю при х ...... ±оо. Поскольку 
в этом случае мы не получаем ничего интересного о решениях КдВ­
уравнения, мы причисляем соответствующий закон сохранения к набо­

ру «Тривиальных» законов сохранения. 

При fЗз = u2 - иХ:t очевидно, что член ихх представляет собой три­
виальное дополнение и следующий нетривиальный закон сохранения 

принимает следующи й вид: 

Это равенство представляет собой КдВ-уравнение, умноженное на 2u. 
Поэтому 

и 

и эти функции независимЬ! по отношению к D 1 и Р] соответственно. 

При 

МЫ опять получаем тривиальную плотность , поскольку она может быть 

представлена в виде полной ПРОИЗ80ДНОЙ по Х. В общем случае все /ЗN 
являются в этом смысле тривиальными. 
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Продолжая эту проuедуру далее, Миура с соавторами [2 1] нашли 
(с возрастающими трудностями вычислительного характера) первые lO 
независимых законов сохранения для КдВ-уравнения и показали, что 

существует счетное число таких законов. 

6 .6 .2. Сохраняющиеся ПЛОТНОСТИ ДЛЯ матричного метода 
рассеяния 

В случае задачи двухкомпонентного рассеяния (6.43) рассмотрим 
полученное с использованием (6.49) решение [3 1] 

ж 

Ф,(х,>.) = с"ж + 1 L\(x,z)e-i~'dz, 
-00 

которое может быть представлено в следующей форме: 

ф, (х, >') = e-iAЖ+Q(Х,~) 

Из уравнений рассеяния следует, что выполняется 

а" - (2i>' + q, . q)ax + а; + "lql2 = О (686) 

и из равенств (6.48) и (6.59) следует, что в предельном случае х -> + 
+00 мы имеем 

или 
а(>.) ea (x ,~ ) -> 1. 

При 1>'1 -> 00 аж -> О и поэтому 

в предположении" = + 1 из равенства (6.86) следует, что 

!3\ = Iql2 
!32 = qq; 

!3з = qq; + Iql' 

!3n+\ =q (!3n) + 2::: !3А 
q Х Hj=" 

Используя ТОТ факт, ЧТО величина а(л) остается постоянной на 
решениях системы, мы получаем, что при х -+ +00 

00 00 

-loga{>.) -> 2::: (2i>')-n 1 !3n{x)dx. 
п=1 -00 
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Из этого следует, что fЗп являются сохраняющимися плотностяыи. 
Первые три из них являются нетривиальными 

D\ =lql2 
D2 = i(qq; - q'qж) 
Dз = I qж l ' - q' 

и соответствуют массе, импульсу и энергии решения нуш. 

6 ,7. Заключение 

(6.87) 

На протяжении последних двух десятилетий появилось множество 

книг, посвященных методу обратной задачи рассеяния и его связи с 

теорией солитонов [1 ,4,7· 12, 17,20 ,22,23J. Эта глава является дополне­
нием к перечисленным книгам в том смысле, что она может служить в 

качестве введения и облегчает путь, который необходимо пройти тому 
студенту. который заинтересовался этими вопросами и намерен про· 

должить исследования в этой области. С этой целью мы представили 
четкое описание структуры метода обратной задачи рассеяния на осно· 

ве линейного оператора Шредингера и двухкомпонентных (матричных) 
операторов рассеяния. Выбранные примеры и задачи позволяют позна­

комиться с различными аспектами теории обратной задачи рассеяния 

и раскрывают ее возможности в применении к гидродинамическим 

солитонам, магнитным флаксонам в длинных (сверхпроводящих) Джо­
зефсоновских линиях передач и дисперсным нелинейным волновым 

пакетам. 

6,8, Задачи 

1. Рассмотрим задачу Шредингера на собственные значения 

LФ(х) = >,Ф(х), 
d2 

где L = - dx2 + и(х ). 

(а) Покажите, что оператор L является самосопряженным, Т. е. 

00 

1 1/1(х)'Lф(х)dх = 1 [L1/1 (х)]' Ф {х)dх , 
-00 -00 

где Ф и 1/1 - произвольные Функuии, равные нулю при х = 
= ±оо . [Указание: интегрируйте по частям . ] 

(Ь) Пусть >'п - n-ое собственное значение L, которому соответ­
ствует собственная функиия Фn(х). 3амените в вышеприве­
денном интеграле 'Ф и Ф на Фп И докажите, что собственное 
число >'n является вещественным. 
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(с) 3амените в вышеприведенном интеграле 1/1 и Ф на Фm И фn 
соответственно и с использованием результата (Ь) докажите, 
свойство ортогональности ДЛЯ собственных функций 

00 

J Ф;"(х)Фn(х) dx = О при Лm # Лn · 
-00 

2. 8ронскиан двух произвольных ФУНКЦИЙ определяется равенством 

И!(1/1; ф) == 1/1(х)Ф'(х) -1/1'(х)Ф(х). 

Покажите, что 1""(1/1; ф) не зависит от х, если 1/1 и Ф являются 
решениями уравнения Шредингера для общего значения k2. [Ука­
зание: вычислите dИ! /dx. ] 

3. Докажите равенства (6.7) (сохранение энергии) путем вычисле­
ния вронскианов И!(1/1+; 1/1+<) и И1 (1/Г; 1/1--) при х ..... ±оо. 

4. (а) Вычислив W(1/1+; 1/1-) в предельных случаях х ± 00 покажите, 
что в (6.5) и (6.6) а = с. (3аметим, что это является примерам 
применения теоремы обращения.) 

(Ь) Вычислив ~V(1/1+: 1/1-") " предельных случаях х ± 00 покажи­
те. что 1 Ь [ = [d[. 

5. Рассмотрим уравнение Шредингера (6.3) с прямоугольным потен-
циалом и 

{ -а при - е,;; х';; +е, u х --( ) - о в противном случае, 
где а - ПOJ1Ожительная константа и f - ширина ПРЯМОУ ГОJ1ЬНОГО 
потенциала. Для отрицательных собственных значений нз интер­
вала -а ~ ). < о соответствующее связанное состояние может 
быть записано 13 следующем виде 

при х';; -е, 

при - t .;; х .;; +е, 
при е,;; х. 

(а) Определите %, и %2 как функции от Л. 

(Ь) Покажите. ЧТО собственные значения связанного состояния 
определяются трансцендентным уравнением 

(2fJa+>:) = 2д Ja+>: tg а + 2л + а . 

[Указание: Потребуйте, чтобы ф(х) и ф'(х) были непрерывны 
в х = Н. 1 

(с) Н арисуйте график связанных состояний Ф(х, л). 
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(d) При а = 9 и f = 1 нарисуйте с использованием компьютерных 
средств график величины 

(и ~) _ 2д J<l+'X 
tg vа+л 2л+а 

8 виде функции ОТ Л. Сколько связанных СОСТОЯНИЙ вы на· 
шли? 

6. При л> о уравнение Шредингера с прямоугольным потенциалом 
из предыдущей задачи имеет решения рассеяния вида 

(а) Определите %, и %2 как функции от Л. 

(Ь) Определите Аз при А, = О и Вз = 1. 

при х';; -е, 

при - f .;; х .;; Н, 
при е.;; х. 

(с) Как Ф связана с 1/1+ в формулах после равенства (6.4Р 

(d) Нарисуйте график коэффициента отражения [ Аз [ 2 как функ­
ции ОТ л с использованием компьютерных средств. 

7. Пусть ф(х) является решением задачи Шредингера на собствен­
ные значения (6.3) с потенциалом [17] 

u(х) = -asecI12(x). 

(а) Введя в рассмотрение преобразование ф(х) = Asecl,b(x)y(x) 
ПQкажите, ЧТО у удовлетворяет равенству 

у'(х) - 2cth(x)y'(x) + (а - Ь - b2)sech2(x)y(x) = О 

при Ь2 = _k2 . 

(Ь) Введя в рассмотрение преобразования z = t[l - th(x)] и 
v(z) = у(х) покажите, что v(z) удовлетворяет гипергеометри­
ческому дифференциальному уравнению 

,( I - z)v'(z) + [7 - (а + (3 + I )z]u'(z) - c<(3v(z) = О 

и выразите с<, (3 и 7 в терминах а и Ь. 

(с) Ограниченное решение гипергеометрического дифференци­
ального уравнения Р(с<, (3; 7: ') может быть найдено из гипер­
геометрического ряда 

Р( (3' . ) - 1 а(3 а( а + 1 )(3((3 + 1) 2 
а, ,7,' - +-z+ ( 1) 1 2 z + ... 

7 77+" 

При Ь = -ik покажите с использованием гипергеометричеСКD­
го ряда, что в предельном случае х ..... +00 решение ф(х, k) 
имеет вид ceikx . Что есть с? 
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(d) Выполнено следующее равенство: 

F(o, {3:-y:z) =A 1F(0,{3:0+{3--y+ 1: I-z) + 

где 

+( 1 - ,),-a-~ В 1 Р( -у - о, -у - {3: -у - о - {3 + 1: 1 - ')' 

А 1 = Г(-у)Г(-у - о - {3) 
Г(-у - о)Г(-у - {3) 

и В = Г(-у)Г(о+ {3--у) 
1 Г(о)Г({3) 

и Г(х) - гамма-функция. Используя это тождество, опреде­
лите поведение ф(х) в предельном случае х ..... -00 . 

8. В предыдущей задаче коэффициент отражения для падающей 
слева волны (см. равенство (6.6» определяется равенством 

d(k, а) = A1jB1. 

(а) С использованием тождества 

Г (1 _ х) Г (1 + х) = 7r 
2 2 COS(7rX) 

покажите, что определенный выше коэффициент отражения 

равен нулю при всех значениях k во всех случаях, когда 

Г-:J+ 1 _ 1 
у а '4 - '2+ n' n = О, 1'2' .... 

(Ь) Проверьте, что d(k, а) имеет полюс в k = i. 

(с) Покажите. что 

lim liш [(k - i)d(k, а)] '" limlim [(k - i)d(k, а)]. 
0_2/"- __ 1 k-t 0-2 

(d) Продемонстрируйте графически результат (с). 
9. Предположим, что коэффициенты прохождения и отражения име­

ют полюса порядка т ;;, 1 в k = iY.n . Ряды Лорана для коэффи­

uиентов прохождения a(k) и отражения b(k) имеют следующий 
вид 

(а) Докажите , что предельное значение величины a(k)b(k)ja'(k) 
неограниченно возрастает при k -+ ixn и m ~ 2. (См. равен­
ство (6.14).) 
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(Ь) Покажите, что предельное значение величины a(k)b(k)ja'(k) 
равно -b_1,n. при k -+ ixn и 1n = 1. 

10. С использованием анализа фазового пространства уравнения 

(6.3) покажите, что полюса верхней полуплоскости для a(k) про­
сты. 

11 . С ис пользованием графика на (х, Z)-ПЛОСКОСТИ покажите, как 
МОЖНО использовать второе из равенств (6.27) и граничные усло~ 
вия, приведенные ниже равенств (6.12), для определения К(х, ') 
из u(х). 

12. Покажи те, что определенный интеграл (6.29) равен интегралу 
Коши (6.30). 

13. Обсудите связь между выводами уравнения Гельфанда-Левитана 
в разделах 6. 1.3 и 2.6.2. Каковы преимущества и недостатки этих 
двух подходов? 

14 . Как бы вы ответили на вопрос студента в конце раздела 6. 1.3' 

15. В предположении 

В(х + '; О) = 2%'1 е-Х'(Х+') + 2%'2 е-Х'(Х+') 

решите уравнение Гельфанда-Левитана для соответствующего 
двухсолитонного решения КдВ~уравнения. 

16 . Обсудите поведение излучения в предельном случае малой aM~ 
плитуды при рассмотрении второго члена в выражении для 

В(х + ': t) в (6.37). 
17. (а) Опишите безотражательное рассеяние для уравнения 

Шредингера с использованием фазовой картины на (ФХ, ф)­
плоскости. 

(Ь) Покажите , что u(х , О) = -2у-2 5ech2 у-х - безотражательный 
потенциал. 

(с) Покажите, что u(х, О) = -N(N + 1) 5ech2 у-х - безотража­
тельный потенциал, где N - положительное целое число. 

(d) Обсудите член .излучения, в (6.39). 

18. (а) Решите задачу рассеяния Шредингера для прямоугольного 
потенциала (6.40). 

(Ь) Проверьте условие (6.4 1) существования N-солитонного ре­
шения для КдВ~уравнения. 

19. С использованием фазовой картины на (х, z)~плоскости покажи~ 
те, как можно испол ьзовать уравнения (6.56) ДJJЯ определения 

К1 (х, ') и К2 (х , ') ИЗ q(x). 
20. Покажите , что соотношение (6.64) дЛЯ [(I (х, ') и К2 (х, ') следует 

из (6.60). 
2 1. С использованием введенной в главе 2 концепции .причинности 

по псевдовремени, выведите равенство (6.65). 
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22. Рассмотрим двухкомпонентную задачу рассеяния 

и 

где 

Ф'.ж = -iлф, + и(х, t)ф, 

Ф'.ж = -ф, + iлф, 

Ф' ,ж = Аф, + вф, 
Ф'.ж = Сф, - АФ" 

А = -4iлЗ + 2iил - иж 
В = 4ил' + 2iижл - 2и' - ижж 
С=-4Л'+2и. 

(а) Покажите . ЧТО эта задача полностью аналогична задаче ДЛЯ 
оператора Шредингера. 

(Ь) ПOl<ажите, что ИЗ условия на перекрестные производные сле · 
дует КдВ-уравнение. 

23. Покажите , ЧТО представленный в разделе 6.3 .2 двухкомпонент­
ный мозр сводится в предельном случае малой величины q(x , t ) 
к методу Фурье. 

24. (а) Пусть Ф - N-вектор и И и V - (N х N)-матрицы такие, что 

(Ь) 

25. (а) 

1/J ж = uф 
1/J, = V1/J. 

Покажите , ЧТО ИЗ условия на перекрестные производные сле ­
дует 

И, - VЖ = [V,U]. 

Как это условие на перекрестные производные связано с 
равенством (6.1), если L - двухкомпонентный матричный 
оператор (6.44)' (См. [12].) 
Решите задачу рассеяния ДЛЯ ПРЯМОУГОJ1ЬНОГО потенциала 
(6.77). 

(Ь) Найдите соответствующие данные рассеяния при t = О. 
26. Найдите и(х , t) в предположении, что 

B(~ + z; О) = е- Х«+') 

в интегральном уравнении (6.74). 
27. Решите предыдущую задачу при 

B (~ + z;O) = 2ае-а (и,) + (2(а ) е-({+,)/а. 

28. Для СГ-уравнения определите начальное условие, эволюциониру­
ющее в бризер с частотой w = vГз (2. 

6.8. Зада"" ззз 

29. Обсудите вычислител ьную задачу нахождения обратной (N х 
х N) -матрицы при N = 10, N = 100 и N = 1000. 

30. Используя (6.76), найдите местоположение полюсов верхней 
полуплоскости, соответствующие бризер-решению (6.81) СГ­
уравнения. 

3 1. Найдите значения констант С! и С2 В равенстве (6.79) и получите 
выражение для столкновения кинка сантикинком (6.78). 

32. (а) Нарисуйте график (6.80) как функции от х и t при -00 < х < 
< + 00 и О ,;; t < +00. 

(Ь) Покажите, что эта функция является предельным случаем 

для столкновен ия кинка сантикинком (6.78) и для бризера 
(6.81). 

33. Покажите, как можно использовать интегральное уравнение 

(6.84) для получения формулы для N-солитона НУШ. 
34. (а) Определите общее решение НУШ, соответствующее простым 

полюсам коэффициентов прохождения и отражения в Л1 = 
= ~, + i7], И Л, = 6 + i1/2· 

(Ь) Обсудите поведение этого решения при Лl --. Л2, Т. е. когда 
коэффициенты прохождения и отражения имеют двойной по· 

люс. 

35. (а) Рассмотрим операторы [19,3 1] 

[

1 - Р 

L = i ~ 

и 

О 
l +p 
О 

О ] д [О О -+ uj 
' +р дх и; 

_ д' [ - ([U' ['+[U;[') ( ( I - P) 
Al - -р-, + Ш' ,ж 

дх iu* 
'.ж 

- 'Ш [,Х 

[ и, [ '(( 1 +р) 
u;u,(( l +p) 

Покажите, что из операторного уравнения 

L, = i[L,M] 

следуют связанные НУШ 

-,и, ] u,uj(( I ~P) . 
[ и, [ ' ( (1 + р) 

iu,., + U'.жж + С ~ р' ) и, ( [ и, [ ' + [ и,[') = О 

iu", + U'.жж + (1 ~ р' ) и2( [ и, [ ' + [u, [') = О. 

(Ь) Можно ЛИ обобщить эту систему на случай более высокого 

порядка? 

(с) Предложите область применения этой системы. 
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36. (а) Для определенной в предыдущей задаче системы связанных 
уравнений обсудите решение рассеяния 

падающая волна = [~] е -;>Х, 

отраженная волна 1 = [r] ь, (Л, О) е+'>Х, 
отраженная волна 2 = [~] Ь2 (Л, О ) е+;>Х 

при х ~ +00 и 

при х -+ -00, а также анаЛОгичное решение для другого 
канала. 

(Ь) Можно ли найти начальные УСJ10ВИЯ, эволюционирующие в 
связанное состояние? На ЧТО похожи ЭТИ решения? 

37. Найдите сохраняющуюся ПЛОТНОСТЬ Dз и ПОТОК Fз для КдВ-урав­
нення. 

38. Найдите сохраняющуюся Платность D, и ПОТОК Р, для КдВ-урав­
нения. 

39. Найдите законы сохранения для плотностей (6.87) НУШ . 
40. (а) Для СГ-уравнения, представленного в переменных <светnво­

ГО конуса)} Ф~Т = ф, покажите, ЧТО справедливы следующие 
законы сохранения: 

(ф~)т + (2соsф)( = 0 

(Ф~ - 4ф~()т + (4ф~соsф) ( = О. 

(Ь) Найдите соответствующие законы сохранения в (х, t ) -коорди ­
натах. 

(с) Выведите эти законы с иСпользованием метода , представлен­
ного в разделе 6.6.2. 

(d) Можно ЛИ найти другие два нетривиальных закона сохране­
ния? 

Литература ЗЗ5 

Литература 

[1] M.J .Ablo\vitz and P.A.C1ark50n. 50Ii/ons, Nonlinear Evolution 
Equations and Inverse 5catlering. Cambridge Uniyersity Pres5, 
Cambridge. 1991 . 

[2] M.J.Ablo\Yitz, D.J.Kaup, A.C.Ne\yel1, and H.Seguг. The initia1 уа1ие 
501ution [ог 1he 5ine-Gordon equation. Phys. Rev. Lett. 30 (1973) 
1262-1264. 

[3] M.J.Ablo\vitz, D.J.Kaup, A.C.Ne\vel1, and H.Segur. The inyerse 
scattering (гаП5[огт Fourier ana1ysi5 [ог nonlinear problems. 5tud. 
Appl. МаЙ. 53 (1974) 294-315. 

[4] M.J.Ablo\vitz and H.Segur. 50li/ons and the In verse 5catlering 
Transform. SIAM, Phi1ade1phia, 1981. 

[5] A.Bettini, T.A.Minel1i, and D.Pasco1i. So1iton5 in undergraduate 
1aboratory. Ат. J. Phys. 51 (I983) 977-984. 

[6] G.Boffetta and A.R.Osborne. Computing о[ the direct scattering 
trans[orm [ог the nonlinear Schr6dinger equation. J. Сотри/. Phys. 
102 (I992) 252-264. 

[7] F.Ca10gero and A.Dega5peri5. 5pec/ral Transform and 50Ii/ons. 
North- Hol1and, Am5terdam, 1982. 

[8] R.K.Dodd, J .C.Eilbeck , J.D.Gibbon, and H.C.Morri5. 50litons and 
Non/inear \Vave Equa/ions. Academic Рге55, London, 1982. 

[9] P.G .Drazin. 50/itons . Cambridge University Рге55, Cambridge, 
1983. 

[10] P.G.Drazin and R.S.John50n. 50litons: Ап /ntroduc/ion. Cambridge 
University Press, Cambridge, 1989. 

[11] G.Ei1enberger. 50/itons: Ma/hema/ical Me/hod {о, Physicis/s. 
Springer-Ver1ag, Ber1in, 1981. 

[12] L.D.Faddeev and L.A .Takhtajan. Hamiltonian Me/hods in the The­
ory о! 50/itons. Springer-Ver1ag, Berlin, 1987. (Л.А.Тахтаджян, 
Л.Д.Фаддеев. Гамильтонов подход в теории солuтонов. М.: 
Наука, 1986.) 

[1 3] C.S.Gardner, J.M.Greene, M.D.Kruska1, and R. M.Miura. Method 
[ог 501ving the Korte\veg-de Vrie5 equation. Phys. Rev. Le// . 19 
(1967) 1095-1097. 

[14] I.S.Gradshteyn and I.M.Ryzhik. ТаЫе о! /n tegra/s, 5eries, and 
Produc/s. Academic Pre5s, Ne\y York, 1980. (Градштейн И. С. , 

Рыжик И.М. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений. 
М . : Физматгиз, 1963.) 

[15] R.J05t . ИЬег die [al5chen Nul1stel1en der Eigenwerte der S'-Matrix. 
I/e./o. Phys. Ас/а 20 (1947) 256-266. 

[16] G.L.Lamb, Jr. Ana1ytica1 descriptions о[ u1tra5hort optica1 pu1se 
propagation in а resonant medium. Reo. Mod. Phys. 43 (1971) 99-
124 . 



ЗЗб Гл. б. Методы обратной задачи рассеяния 

(17) ~g~6L(~b, J~ Ele~ena/s о[ 5оlitоп Theory. John Wiley, Ne\v York 
. ж. ЭМ. ее ение в теорию солumОНО8 М М 198 ' 

(также Меркурий _ Пресс, М. 2000.» . ир, . 3. 
(18) L.D.Landau and E.M.Lifshitz Q / М . 

Oxford, 1965. (Ландау Л Д Лиф иап ~mM Kechamcs. Pergamon, 
М Ф . -, шиц.. вантовая ,механика 

.. изматгиз, 1974 (также М.: Наука, 1989.» . 
119) Г' V.Manakov. Оп the theory of t\vo-dimensional stationar If 

2~~USlПg of electromagnetic waves. 50и. Phys. JETP 38 (197~ ~:8: 
120) R.Meinel, G.Neugebauer, d Н S 

ап . teudel. 5оlitопеп. Akademl'e-Verlag, Berlin. 199 1. 
121) R.M.Miura, C.S.Gardner, and M.D.Kruskal. Korte\ve _ . 

~~~:;~~~:~1 ~~~i~~al~za~~~~: ~j,:sXi~t(~~~~{ ~~з~~;~~~~п ~:\V~~I:~ 
122) A.C.Ne\vell. 501/tons in Ma/hema/ics and Ph .' SIAM. 

::~~~~IP~~,p, 1?98859.) (А.Ньюэлл, СолитОНbl в M:~~~~mиKe и 
(23) ;;~007~;ii/~~~~~na~ov, LP

5
·Pitaevskii, and V.E.Zakharov. The-

. е nuerse catteГlng Me/hod С It t В 
reau, Ne\v York 1984 (В Е З . . onsu ап s u-
Л П П " .. ахаров, с.В.Манаков С П Нови' 

М" . нтаеВСI\ИЙ. Теория СолumОНQВ u метод Обр~m~ой зад КОВ, 
осква, Наука, 1980.) ачи . 

(24) M.Olsen, Н Smith and А С S (! S l' 
Phys. 52 (1984) 826-830.' . со . о Itons in а \уауе tank. Аm. J. 

(25) ЕА.Оуегmап 11 D W McLaughl' d А R В' 
chaos in the dri~en' d;mped sine~;'o~~on ~ ~at';Shop. Coherence and 
the soliton spectrum. Physica D 19 (1986)QI_410n . Measurement of 

(26) j·I~~~~2Russell. Report оп \vaves. Вг. Ass. Adv. 5ci. Rep. 14 (1844) 

(27) ~~;~C~~~8 Q(~п/фифm лМекСhапiсs. 3rd edition. МсGга\v-Н ill, Ne\v 

[281' и. вантовая "еханика. М.: ИЛ 1967) 
A.C.Scott, F.Y.F.Chu, and S.A.ReibIe Ма netic f . .-

~ ~o~:khhston transdmiLssDion line . J Арр/ Ph~s 47 ~~~Щj~~~~~~8~П 
(29) '. alan ап " Faddeev Essentiall l' . 

~~4~_II~;1el of classical field theory. Theo/ ;;/~ I П;~~sО;~-~II~;~; 
[30) ~~i~;~~~s~~9:ar/ia/ Dif[eren/ia/ Equa/ions. Addison- Wesley, 

[311 В.Е. Захаров, А.Б. Шабат. То',ная теория д 
к вумерной самофо-
усиРО8ки u Одномерная автомодуляция 

средах. ЖЭТФ, 1971, т.74., с. 118- 134. волн внелинейных 

Г лава 7 

ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 

в предыдущих главах этой книги мы получили несколько точных 

решений для нелинейных динамических уравнений: бы.'JИ получены 

формулы для одиночного солитона и для N~солитонов, а также другие 

решения бегущей волны на решетках и в системах с нелинейной диф~ 

фузиеЙ. То, что такие решения существуют - важный факт, который 
связан с парадигмой, охватившей область прикладных исследований с 

середины 1970-х годов. 
Несмотря на то, что некоторые из этих точных результатов могут 

быть непосредственно применены в определенных приложениях, ча~ 

сто оказывается, что интересующая экспериментаторов динамическая 

система не может быть точно описана скажем СГ-уравнением или си· 
стемой ФитцХью-На[·умо. Она может отличаться от желаемой модели 

членами, представляющими дополнительные механизмы накопления и 

диссипации энергии или других приблизительно сохраняющихся вели­

чин. Что следует предпринимать в подобных случаях? Следует ли нам 
опустить руки и заявить, что интересующая нас система может быть 

исследована численными методами? Вовсе нет - следует использовать 
результаты, представленные в этой главе. 

Термин, выведенный в заголовок этой главы, может сбить с толку. 

поскольку теория возмущений не является единым, унифицированным 

подходом для решения сложных задач. Она скорее представляет собой 
набор специальных средств целенаправленного анализа. Для того. что­

бы успешно применять эту теорию, необходимо овладеть почти всеми 

ее методами и интуитивно понимать стратегию проводимого анализа. 

1) Автор благодарен М'n.Сёренсену за написание первоначаJlЬНОЙ версии 
разделов 7.2.2. 7.3.3 и 7.4.2 этой главы . 
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