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1 Квантовi флуктуацiї вакууму
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Теорiя ефекту Казiмiра

2 Квантування солiтонних розв’язкiв
Кiнк–фононна взаємодiя
Енергiя Казiмiра для 1D солiтонiв

3 Солiтонна термодинамiка
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Приклад потенцiалу для 1D
частинки

x

V (x)

a b c

Класична частинка

Рiвняння руху ẍ = −dV
dx

Класичнi статичнi розв’язки:

x(t) = a, x(t) = b, x(t) = c.

Класичний основний стан: E clas
0 = V (a)

Квантова частинка

E quant
0 = E clas

0 + ∆E = V (a) + ∆E .

Розклад за слабким зв’язком: V (x) = V (a) + ω2(x−a)2

2
+ k3(x−a)3

3!
+ . . .

Квантовий основний стан: E quant
0 = V (a) + }ω

2
.
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dx

Класичнi статичнi розв’язки:

x(t) = a, x(t) = b, x(t) = c.

Класичний основний стан: E clas
0 = V (a)

Квантова частинка

E quant
0 = E clas

0 + ∆E = V (a) + ∆E .

Розклад за слабким зв’язком: V (x) = V (a) + ω2(x−a)2

2
+ k3(x−a)3

3!
+ . . .

Квантовий основний стан: E quant
0 = V (a) + }ω

2
.

c© Д.Д.Шека 2010 с. 127 з 137



Квантовi флуктуацiї вакууму
Квантування солiтонних розв’язкiв

Солiтонна термодинамiка

Механiчний приклад
Ефект Казiмiра в квантовiй механицi
Теорiя ефекту Казiмiра

Механiчний приклад

Приклад потенцiалу для 1D
частинки

x

V (x)

a b c

Класична частинка

Рiвняння руху ẍ = −dV
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Ефект Казiмiра

Ефект Казiмiра
Поява сили притягання мiж двома
металевими пластинами у вакуумi,
що зумовлена квантуванням
нульових коливань
електромагнiтного поля.
Сукупнiсть фiзичних явищ,
зумовлених поляризацiєю вакууму
завдяки змiнам спектру квантових
флуктуацiй вакууму в обмеженому
просторi.

Hendrick Casimir

F

S
= − π

2}c
240a4
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Ефект Казiмiра

Передбачено ефект
Казiмiра (1948)

Загальна теорiя для
сил Казiмiра та
ван-дер-Ваальса: Є.
Лiфшиць (Eindhoven,
1956)

Перше
експериментальне
пiдтвердження: M.
Sparnaay (Eindhoven,
1958)

Сучасний
експеримент: S.
Lamoreaux (LANL,
1997)

Експеримент

[S. Lamoreaux (LANL, 1997)]
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Позначення

Теорiя Казiмiра

Енергiя нульових коливань без пластинок

Evac =
∑
~kvac

}ω(~kvac )

2

Пластинки ⇒ стояча хвиля:
ψn(x , y , z, t) = sin(knz)e ikx x+iky y−iωnt

Квантування станiв: kn = nπ/a

Закон дисперсiї: ωn = c

√
k2
x + k2

y +
n2π2

a2

Енергiя вакууму: E =
∑
n

}ωn

2

Енергiя Казiмiра E Casimir = E − Evac

Сила Казiмiра F = −
dE Casimir

da
F

S
= −

π2}c
240a4
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Квантовi флуктуацiї вакууму
Квантування солiтонних розв’язкiв

Солiтонна термодинамiка

Кiнк–фононна взаємодiя
Енергiя Казiмiра для 1D солiтонiв

Кiнк–фононна взаємодiя

Кiнк в рiвняння СҐ

Рiвняння СҐ: utt − uxx + sin u = 0

Кiнк uK : tg
uK

4
= exp

(
±

x − vt
√

1− v2

)
Фонон Ψ : Ψ(x , t) = exp(ikx − iωt)

Дисперсiя фононiв: ω(k) =
√

1 + k2

Взаємодiя кiнкiв i фононiв: iдеї

Кiнк не змiнює закон дисперсiї фононiв

Кiнк зумовлює ефективний безвiдбивальний потенцiал для фононiв

Результат взаємодiї — асимптотичний зсув фази фонону

Квантова поправка до енергiї кiнка — енергiя Казiмiра фононiв завдяки
присутностi кiнка
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Кiнк + фонон в рiвняння СҐ

Рiвняння СҐ: utt − uxx + sin u = 0

Розв’язок у виглядi: u(x , t) = uK + Ψ(x , t)

Фонони Ψ =
∑

k ψk(x)e iωk t

Лiнеаризацiя за Ψ : Hψk = ω2ψ, H = − d2

d2x2
+ V (x)

Ефективний потенцiал V (x) = 1− 2

ch2 x
— безвiдбивальний
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Кiнк–фононна взаємодiя: розрахунок

Кiнк + фонон в рiвняння СҐ

Рiвняння СҐ: utt − uxx + sin u = 0

Розв’язок у виглядi: u(x , t) = uK + Ψ(x , t)

Фонони Ψ =
∑

k ψk(x)e iωk t

Лiнеаризацiя за Ψ : Hψk = ω2ψ, H = − d2

d2x2
+ V (x)

Ефективний потенцiал V (x) = 1− 2

ch2 x
— безвiдбивальний
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ch2 x

Зв’язанi стани

Зв’язаний стан (локальна мода) ψloc(x) =
2

ch x
, ωloc = 0

Зв’язок iз солiтонним розв’язком ψloc(x) =
duK (x)

dx
Трансляцiйна (голдстоунова) мода:

uK (x)→ uK (x − Xc) = uK (x)
∣∣∣
Xc=0

+
duK (x)

dx

∣∣∣
Xc=0

Xc =

uK + ψloce
iωt
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Енергiя Казiмiра для 1D солiтонiв

Фононнi стани на солiтонi: стани розсiяння

Ефективний потенцiал V (x) = 1− 2

ch2 x

Стани розсiяння

Закон дисперсiї фононiв ωk =
√

1 + k2.
Стани розсiяння ψk(x) ∼ e ikx [k + ith(x)].
Наближеннi розсiяння:

ψk(x) ∼

{
e ikx(k − i) ∼ e ikx+δ1 , x → −∞ tg δ1 = −1/k

e ikx(k + i) ∼ e ikx+δ2 , x → +∞ tg δ2 = +1/k

Фаза розсiяння δ = δ2 − δ1 = −2 arctg k
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Енергiя Казiмiра для 1D солiтонiв

Зсув енергiї в присутностi 1D солiтона

Вiльнi квазiчастинки

n = 1

n = 2

L

E vac =
}
2

∑
n
ω(kvac

n )

kvac
n L = 2πn

Квазiчастинки на фонi солiтону

n = 1

n = 2

L

E =
}
2

∑
ωloc

+
}
2

∑
n
ω(kn)

knL + δ = 2πn

Зсув енергiї

∆E = E − E vac =
}
2

∑
ωloc +

}
2

∑
n

[ω(kn)− ω(kvac
n )]

Потрiбно визначити ω(kn)− ω(kvac
n )
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Квантування спектру фононiв

вiльнi фонони: kvac
n L = 2πn

фонони на фонi солiтону: knL + δ(k) = 2πn

зсув: ∆k = −
δ(k)

L

Зсув енергiї ∆E = }
2

∑
ωloc + }

2

∑
n [ω(kn)− ω(kvac

n )]

Наближення слабкої взаємодiї δ � 1 ⇒ kn ∼ kvac
n ⇒ ωn ∼ ωvac

n

ω(kn)− ω(kvac
n ) ≈ dω

dk
∆k = −dω

dk
δ
L∑

n
→ L

2π

∫
dk

∆E ≈ }
2

∑
ωloc − }

4π

∫
dω
dk
δ(k)dk

Енергiя Казiмiра [Dashen (1974)]

E Casimir = }
2

∑
ωloc + }

2

∫
ω(k)R(k)dk, R(k) = 1

2π
dδ
dk

— густина станiв
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Квантовi флуктуацiї вакууму
Квантування солiтонних розв’язкiв

Солiтонна термодинамiка

Солiтонна термодинамiка

Солiтонна феноменологiя
Солiтони — елементарнi збудження разом iз фононами
[Krumhansl, Schriffer (1975)]
Iдеальний газ солiтонiв i фононiв [Currie, Krumhansl (1980)]
Результат взаємодiї солiтонiв i фононiв —фазовий зсув
δ(k)

Змiна густини станiв фононiв за рахунок взаємодiї iз
солiтоном R(k) = 1

2π
dδ
dk

Змiна вiльної енергiї фононiв
∆F = T

∫
dkR(k) ln

[
1− exp

(
−}ω(k)

T

)]
− T lnZloc

Змiну вiльної енергiя фононiв можна розглядати як внесок
до енергiї солiтона
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