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Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: utt − uxx = sin u

Симетрiї

Просторова трансляцiя x → x ′ = x − X

Часова трансляцiя t → t′ = t − T

Перетворення Лоренца: x → x ′ = x−vt√
1−v2

, t → t′ = t−xv√
1−v2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя H =
+∞∫
−∞

(
u2
t

2
+

u2
x

2
+ 1− cos u

)
dx

Iмпульс P =
+∞∫
−∞

utuxdx

Топологiчний заряд Q = 1
2π

+∞∫
−∞

uxdx

c© Д.Д.Шека 2010 с. 100 з 124



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Симетрiї та iнтеґрали руху для СҐ–рiвняння

Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: utt − uxx = sin u

Симетрiї

Просторова трансляцiя x → x ′ = x − X

Часова трансляцiя t → t′ = t − T

Перетворення Лоренца: x → x ′ = x−vt√
1−v2

, t → t′ = t−xv√
1−v2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя H =
+∞∫
−∞

(
u2
t

2
+

u2
x

2
+ 1− cos u

)
dx

Iмпульс P =
+∞∫
−∞

utuxdx

Топологiчний заряд Q = 1
2π

+∞∫
−∞

uxdx

c© Д.Д.Шека 2010 с. 100 з 124



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Симетрiї та iнтеґрали руху для СҐ–рiвняння

Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: utt − uxx = sin u

Симетрiї

Просторова трансляцiя x → x ′ = x − X

Часова трансляцiя t → t′ = t − T

Перетворення Лоренца: x → x ′ = x−vt√
1−v2

, t → t′ = t−xv√
1−v2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя H =
+∞∫
−∞

(
u2
t

2
+

u2
x

2
+ 1− cos u

)
dx

Iмпульс P =
+∞∫
−∞

utuxdx

Топологiчний заряд Q = 1
2π

+∞∫
−∞

uxdx

c© Д.Д.Шека 2010 с. 100 з 124



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Симетрiї та iнтеґрали руху для СҐ–рiвняння

Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: utt − uxx = sin u

Симетрiї

Просторова трансляцiя x → x ′ = x − X

Часова трансляцiя t → t′ = t − T

Перетворення Лоренца: x → x ′ = x−vt√
1−v2

, t → t′ = t−xv√
1−v2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя H =
+∞∫
−∞

(
u2
t

2
+

u2
x

2
+ 1− cos u

)
dx

Iмпульс P =
+∞∫
−∞

utuxdx

Топологiчний заряд Q = 1
2π

+∞∫
−∞

uxdx

c© Д.Д.Шека 2010 с. 100 з 124



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Симетрiї та iнтеґрали руху для СҐ–рiвняння

Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: utt − uxx = sin u

Симетрiї

Просторова трансляцiя x → x ′ = x − X

Часова трансляцiя t → t′ = t − T

Перетворення Лоренца: x → x ′ = x−vt√
1−v2

, t → t′ = t−xv√
1−v2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя H =
+∞∫
−∞

(
u2
t

2
+

u2
x

2
+ 1− cos u

)
dx

Iмпульс P =
+∞∫
−∞

utuxdx

Топологiчний заряд Q = 1
2π

+∞∫
−∞

uxdx

c© Д.Д.Шека 2010 с. 100 з 124



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Симетрiї та iнтеґрали руху для СҐ–рiвняння

Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: utt − uxx = sin u

Симетрiї

Просторова трансляцiя x → x ′ = x − X

Часова трансляцiя t → t′ = t − T

Перетворення Лоренца: x → x ′ = x−vt√
1−v2

, t → t′ = t−xv√
1−v2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя H =
+∞∫
−∞

(
u2
t

2
+

u2
x

2
+ 1− cos u

)
dx

Iмпульс P =
+∞∫
−∞

utuxdx

Топологiчний заряд Q = 1
2π

+∞∫
−∞

uxdx

c© Д.Д.Шека 2010 с. 100 з 124



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Симетрiї та iнтеґрали руху для СҐ–рiвняння

Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: utt − uxx = sin u

Симетрiї

Просторова трансляцiя x → x ′ = x − X

Часова трансляцiя t → t′ = t − T

Перетворення Лоренца: x → x ′ = x−vt√
1−v2

, t → t′ = t−xv√
1−v2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя H =
+∞∫
−∞

(
u2
t

2
+

u2
x

2
+ 1− cos u

)
dx

Iмпульс P =
+∞∫
−∞

utuxdx

Топологiчний заряд Q = 1
2π

+∞∫
−∞

uxdx

c© Д.Д.Шека 2010 с. 100 з 124



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Симетрiї та iнтеґрали руху для СҐ–рiвняння

Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: utt − uxx = sin u

Симетрiї

Просторова трансляцiя x → x ′ = x − X

Часова трансляцiя t → t′ = t − T

Перетворення Лоренца: x → x ′ = x−vt√
1−v2

, t → t′ = t−xv√
1−v2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя H =
+∞∫
−∞

(
u2
t

2
+

u2
x

2
+ 1− cos u

)
dx

Iмпульс P =
+∞∫
−∞

utuxdx

Топологiчний заряд Q = 1
2π

+∞∫
−∞

uxdx

c© Д.Д.Шека 2010 с. 100 з 124



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Симетрiї та iнтеґрали руху для СҐ–рiвняння

Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: utt − uxx = sin u

Симетрiї

Просторова трансляцiя x → x ′ = x − X

Часова трансляцiя t → t′ = t − T

Перетворення Лоренца: x → x ′ = x−vt√
1−v2

, t → t′ = t−xv√
1−v2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя H =
+∞∫
−∞

(
u2
t

2
+

u2
x

2
+ 1− cos u

)
dx

Iмпульс P =
+∞∫
−∞

utuxdx

Топологiчний заряд Q = 1
2π

+∞∫
−∞

uxdx

c© Д.Д.Шека 2010 с. 100 з 124



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння

Симетрична форма СҐ–рiвняння

utt − uxx = sin u ⇒
∣∣∣∣x → x − t
t → t + x

∣∣∣∣ ⇒
uxt = sin u

Перетворення Беклунда

{
ux−vx

2
= −λ sin u+v

2
ut+vt

2
= − 1

λ
sin u−v

2

Д.З.⇒
{
uxt = sin u

vxt = sin v

Односолiтонний розв’язок N = 1

u = 0 ⇒
{

vx
2

= λ sin v
2

vt
2

= 1
λ

sin v
2

⇒
∣∣∣ω =

v

2

∣∣∣ ⇒ dω

sinω
= λdx

Д.З.⇒ tg
v

4
= e−

λ
2

[x−c(t)]

c(t) :
vt

2
=

1

λ
sin

v

2

Д.З.⇒ v(x , t) = 4 arctg e−
λ
2

(x−x0)− 1
2λ

(t−t0)
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Односолiтоннi розв’язки

v(x , t) = 4 arctg e−
λ
2

(x−x0)− 1
2λ

(t−t0)

Топологiчний заряд Q = 1
2π

+∞∫
−∞

uxdx = u(+∞,t)−u(−∞,t)
2π

= ±n, n ∈ N

Кiнк (λ < 0)

Демонстрацiя

Антикiнк (λ > 0)

Демонстрацiя

c© Д.Д.Шека 2010 с. 102 з 124



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

Низка перетворень
v0 — тривiальний розв’язок
v1, v2 — односолiтоннi
розв’язки
v3 — двосолiтонний
розв’язок

Перетворення Беклунда


ux − vx

2
= −λ sin u+v

2

ut + vt
2

= − 1
λ sin u−v

2

Схема побудови двосолiтонного
розв’язку

v0

v2v1

v3

λ2

λ1

λ1

λ2
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, tg

vj
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= eθj , θj =

λjx
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+

t

2λj
+ δj , j = 1, 2

u(x , t) = v3 = 4 arctg

(
λ2 + λ1

λ2 − λ1
·
eθ1 − eθ2

1 + eθ1+θ2

)
.

Двiйка кiнк–антикiнк

λ1, λ2, δ1, δ2, ∈ R,

v =
λ2 − λ1

λ2 + λ1

tg
u

4
=

sh(vt/
√

1− v2)

v ch(x/
√

1− v2)

Демонстрацiя
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ω
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√

1− v2
e )
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√

1− ω2(x − vet)/
√

1− v2
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Стацiонарний брiзер: ve = 0
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Брiзер

tg
u

4
=

sh(vt/
√

1− v2)

v ch(x/
√

1− v2)
, v =

iω
√

1− ω2
, ω < 1

tg
u

4
=

√
1− ω2

ω

sh(ω(t − vex)/
√

1− v2
e )

ch(
√

1− ω2(x − vet)/
√

1− v2
e )

Стацiонарний брiзер: ve = 0

Демонстрацiя

Рухомий брiзер: ve > 0

Демонстрацiя
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Двiйка Лакса
Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко для СҐ–рiвняння

Оператори Лакса для СҐ–рiвняння

Двiйка Лакса

{
Ψx = LΨ

Ψt = AΨ

Оператори Лакса для СҐ–рiвняння

L = iλ

(
iλ iux

2
iux
2
−iλ

)

A =
1

4iλ

(
cos u −i sin u
i sin u − cos u

)
Lt − Ax = [L,A]

Д.З.⇒ uxt = sin u

Перше рiвняння Лакса

Ψx = LΨ, Φ1 ≡ Ψ21, Φ2 ≡ Ψ22

{
(Φ1)x = iλΦ1 + iu

2
Φ2,

(Φ2)x = iu
2

Φ1 − iλΦ2

(
Φ1

Φ2

)
∼



(
0

e−iλx

)
, x → −∞(

b(λ, t)e iλx

a(λ, t)e−iλx

)
, x → +∞
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Аналiтичнi властивостi даних розсiяння

|a|2 + |b|2 = 1

a(λ, t) = a(λ), b(λ, t) = b(λ)e−it/2λ — часова еволюцiя
даних розсiяння
a(λ) — аналiтична на C+, ā(λ) — аналiтична на C−
Нулi a(λn) на C+ вiдповiдають дискретному спектру при
n = 1,N

Для кожної точки дискретного спектру
Φ1(λj , x , t) = bj(t)Φ2(λj , x , t), де bj(t) = bje

−it/2λj
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Схема методу оберненої задачi ГЛМ для СҐ–рiвняння


K1(x , y , t) +

∞∫
x
K2(x , ξ, t)R(ξ + y , t)dξ = 0,

K2(x , y , t) +
∞∫
x
K1(x , ξ, t)R(ξ + y , t)dξ = R(x + y , t)

— рiвняння ГЛМ

R(z, t) =
N∑
j=1

βje
it/2λj + 1

2π

∞∫
−∞

r(λ, t)e iλzdλ — iнтеґральне ядро

r(λ, t) =
b(λ, t)

a(λ, t)
=

b(λ)

a(λ)
e−it/2λ — коефiцiєнт вiдбиття

βj =
bj

ia′(λj )

u(x) = −2K2(x , x , t) — розв’язок СҐ–рiвняння
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Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Безвiдбивальний випадок

b(λ) ≡ 0 ⇒ r(λ) ≡ 0

N–солiтонний розв’язок СҐ–рiвняння

Akj =
βj

λk + λj
exp

(
iλjx − it

λj

)
, k, j = 1,N

u(x , t) = − i
2 ln

(
det [I + A(x , t)]

det [I − A(x , t)]

)
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