
Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
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Метод факторизацiї i перетворення Дарбу
Перетворення Беклунда
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння

Ґратка Тоди

Ґратка (ланцюг) Тоди

Одновимiрна ґратка з потенцiалом взаємодiї (M. Toda, 1970):

U(x) = e−x ⇒ Q̈n = eQn−Qn−1−eQn−Qn+1

Перетворення Беклунда для ґратки Тоди{
Q̇n = eQn−qn + eqn−1−Qn − α
q̇n = eQn−qn + eqn−Qn+1 − α

α = const

Нехай Qn — розв’язок рiвняння Тоди. Рiвняння для qn:

q̈ =
(
Q̇n − q̇n

)
eQn−qn +

(
q̇n − Q̇n+1

)
eqn−Qn+1 = eqn−qn−1 − eqn−qn+1

Отже qn — також розв’язок рiвняння Тоди.
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння

Ґратка Тоди: солiтонний розв’язок

{
Q̇n = eQn−qn + eqn−1−Qn − α
q̇n = eQn−qn + eqn−Qn+1 − α

α = const

Застосуємо перетворення Беклунда для нульового розв’язку: Qn = 0, Q̇n = 0 ∀n:{
e−qn + eqn−1 − α = 0

q̇n = e−qn + eqn − α
Д.З.⇒

d

dt
eqn = e2qn − αeqn + 1

Замiна u = eqn : u̇ = u2 − αu + 1∫ u

u0

du

u2 − αu + 1

Д.З.
=

1√
1− α2/4

arctg
u − α/2√
1− α2/4

= t − tn

Солiтонний розв’язок при α ≥ 2. Параметризацiя: α = 2 chκ, β = − shκeqn =
ch (βt − βtn + κ)

ch (βt − βtn)

βtn
Д.З.
= κ(n + 1)

⇒ eqn =
ch (βt − κn)

ch (βt − κ(n + 1))
, β = − shκ
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння

Перетворення Фур’є
Перетворення розсiяння та представлення Лакса

Перетворення Фур’є

Лiнеаризоване рiвняння КдВ{
ut + uxxx = 0

u(x , 0) = u0(x)

Обернене перетворення Фур’є
F−1

u(x , t) =
1

2π

∞∫
−∞

e−iλx−iλ3tC(λ)dλ

Просторове перетворення Фур’є F

ũ(λ, t) ≡ Fx [u] =

∞∫
−∞

e iλxu(x , t)dx

u(x , t) =
1

2π

∞∫
−∞

e−iλx ũ(λ, t)dλ

Fx [ux ] = −iλũ, Fx [uxxx ] = (−iλ)3ũ

Розв’язок часового рiвняння

ũt − iλ3ũ = 0⇒ ũ(λ, t) = C(λ)e−iλ3t

C(λ) = ũ(λ, 0) = Fx [u0(x)] =

∞∫
−∞

e iλxu(x , 0)dx
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Перетворення Фур’є: дiаграма

u(x , 0) ũ(λ, 0)

ũ(λ, t) = ũ(λ, 0)e−iλ
3tu(x , t)

F

F−1
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння

Перетворення Фур’є
Перетворення розсiяння та представлення Лакса

Перетворення розсiяння

Перетворення розсiяння S

Нехай u(x , t) — розв’язок КдВ.
Розглянемо оператор

L = −
d2

dx2
+ u(x , t).

Спектральна задача Lψ = −λ2ψ —
рiвняння Шредiнгера

Обернене перетворення розсiяння S−1

a(λ, t), b(λ, t) ⇒ «потенцiал» u(x , t)

Данi розсiяння

ψ ∼
{
e−iλx x → −∞
a(λ, t)e−iλx + b(λ, t)e iλx x → +∞

Розв’язок часового рiвняння

∂tψ = Aψ

⇒a(λ, t) = a(λ, 0), b(λ, t) = b(λ, 0)e−8iλ3t
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dx2
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рiвняння Шредiнгера

Обернене перетворення розсiяння S−1

a(λ, t), b(λ, t) ⇒ «потенцiал» u(x , t)

Данi розсiяння

ψ ∼
{
e−iλx x → −∞
a(λ, t)e−iλx + b(λ, t)e iλx x → +∞

Розв’язок часового рiвняння

∂tψ = Aψ

⇒a(λ, t) = a(λ, 0), b(λ, t) = b(λ, 0)e−8iλ3t

c© Д.Д.Шека 2010 с. 57 з 124



Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння

Перетворення Фур’є
Перетворення розсiяння та представлення Лакса
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a(λ, 0)
b(λ, 0)
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Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння

Метод факторизацiї i перетворення Дарбу
Перетворення Беклунда
Оператори знищення та народження
Приклад: потенцiал солiтонного типу

Метод факторизацiї i перетворення Дарбу

Рiвняння Шредiнгера

Hψ = Eψ, H = −
d2

dx2
+ V (x)

Перетворення Дарбу

Факторизацiя Гамiльтонiану: H = A†A + E0:

A = −
d

dx
+ W (x), A† =

d

dx
+ W (x)

Перетворення: ψ̃ = Aψ

A†Aψ + E0ψ = Eψ
A⇒ AA†ψ̃ + E0ψ̃ = E ψ̃

⇒H̃ψ̃ = E ψ̃, H̃ = AA† + E0
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Перетворення Беклунда

Зв’язок мiж V та Ṽ

{
W 2 + W ′ + E0 = V

W 2 −W ′ + E0 = Ṽ
⇒
{
V − Ṽ = 2W ′

V + Ṽ = 2(E0 + W 2)

⇒
∣∣∣∣V = 2φ′

Ṽ = 2φ̃′

∣∣∣∣⇒
{
φ− φ̃ = W

φ′ − φ̃′ = E0 + W 2

Перетворення Беклунда

φ′ + φ̃′ = E0 +
(
φ− φ̃

)2
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Приклад: потенцiал солiтонного типу

Суперпотенцiал, оператори знищення та народження

Факторизацiя

Факторизацiя: H = A†A + E0

Нехай ψ0 — власна функцiя: Hψ0 = E0ψ0

Зв’язок мiж A та ψ0: Aψ0 = 0

Доведення:
Hψ0 = A†Aψ0 + E0ψ0 = E0ψ0

A — оператор знищення
A† — оператор народження

Суперпотенцiал

Визначимо W (x):

Aψ0 =

(
−

d

dx
+ W (x)

)
ψ0 = 0 ⇒ W (x) =

d

dx
lnψ0
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння
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Бiографiя суперсиметричної квантової механiки

(1882) Перетворення Дарбу
(1940) Iдеї методу факторiзацiї (Шредiнгер)
(1951) Теорiя методу факторiзацiї (Iнфельд i Халл)
(1981) Суперсиметрична квантова механiка (Вiттен)

Основна властивiсть перетворення Дарбу

H = A†A + E0 ⇔ H̃ = AA† + E0

Перетворення або знищує рiвень основного стану (оператор A),
або породжує новий рiвень (оператор A†). При цьому решта
рiвнiв не зсувається.
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Чому суперсиметрiя?

Спектри гамiльтонiанiв H та H̃ спiвпадають, тому комбiнований
гамiльтонiан H = H ⊕ H̃ вироджений, тобто має певну
симетрiю.

Супералгебри

Q− =

(
0 0
A 0

)
; Q+ =

(
0 A†

0 0

)
, H =

(
H − E0 0

0 H̃ − E0

)
{
Q+,Q−

}
= H,

[
H,Q±

]
= 0,

(
Q±
)2

= 0

[A,B] = AB − BA — комутатор
{A,B} = AB + BA — антiкомутатор
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Приклад: потенцiал солiтонного типу V (x) = 1− 2/ch2x

Рiвняння Шредiнгера[
− d2

dx2
+ V (x)

]
ψ = Eψ

V (x) = 1− 2

ch2 x

Суперпотенцiал

Основний стан: ψ0 = 1
ch2 x

, E0 = 0

Суперпотенцiал: W (x) =
d

dx
lnψ0 = −thx
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Перетворення Дарбу для потенцiалу V (x) = 1− 2/ch2x

Потенцiал суперсиметричного партнера

Суперпотенцiал: W (x) = −thx

A = − d

dx
− thx , A† =

d

dx
− thx

⇒Ṽ = W 2 −W ′ + E0 = 0

Розв’язок задачi для партнера

−d2ψ̃

dx2
= k2ψ̃ ⇒ ψ̃k(x) = ake

ikx + bke
−ikx

Розв’язок шуканої задачi

ψ =
A†ψ̃

E
=

1

k2

(
d

dx
− thx

)
ψ̃k
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Метод факторизацiї i перетворення Дарбу
Перетворення Беклунда
Оператори знищення та народження
Приклад: потенцiал солiтонного типу

Задача розсiяння для потенцiалу V (x) = 1− 2/ch2x

Умови розсiяння

ψk(x) ∼

{
Ae ikx + Be−ikx x → −∞
e ikx x → +∞

Розв’язок шуканої задачi

ψ =
1

k2

(
d

dx
− thx

)
ψ̃k =

thx − ik

1− ik
e ikx

Асимптотики:

ψk(x) ∼

{
−1−ik
1−ik e ikx x → −∞
e ikx x → +∞

Потенцiал V (x) = 1− 2/ch2x — безвiдбивальний
c© Д.Д.Шека 2010 с. 66 з 124



Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння

Метод факторизацiї i перетворення Дарбу
Перетворення Беклунда
Оператори знищення та народження
Приклад: потенцiал солiтонного типу

Задача розсiяння для потенцiалу V (x) = 1− 2/ch2x

Умови розсiяння

ψk(x) ∼

{
Ae ikx + Be−ikx x → −∞
e ikx x → +∞

Розв’язок шуканої задачi

ψ =
1

k2

(
d

dx
− thx

)
ψ̃k =

thx − ik

1− ik
e ikx

Асимптотики:

ψk(x) ∼

{
−1−ik
1−ik e ikx x → −∞
e ikx x → +∞

Потенцiал V (x) = 1− 2/ch2x — безвiдбивальний
c© Д.Д.Шека 2010 с. 66 з 124



Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння
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Перетворення Беклунда
Оператори знищення та народження
Приклад: потенцiал солiтонного типу

Суперсиметричнi перетворення

Aψ0 = 0, W =
d

dx
lnψ0

Перетворення знищує рiвень основного стану

(ψ0 не мiстить нулiв). При цьому решта

спектра не змiнюється. Отже можна

будувати iзоспектральнi потенцiали.

Узагальнення
Знищення послiдовностi рiвнiв
Породження нових рiвнiв (одягаючи низки перетворень)
Зсув певного рiвня:

Перший крок: факторизацiя на станi ψ(x ,En), де En —
певний рiвень енергiї (не основний)
Другий крок: ψ̃ = Aψ(x ,E ), де E = En + ∆
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Перетворення розсiяння

Перетворення розсiяння S

Нехай u(x , t) — розв’язок КдВ.
Спектральна задача Φxx + (λ2 + u)Φ —
рiвняння Шредiнгера

Обернене перетворення розсiяння S−1

a(λ, t), b(λ, t) ⇒ «потенцiал» u(x , t)

Данi розсiяння

Φ ∼
{
e−iλx x → −∞
a(λ, t)e−iλx + b(λ, t)e iλx x → +∞

Розв’язок часового рiвняння

∂tΦ = AΦ

⇒a(λ, t) = a(λ, 0), b(λ, t) = b(λ, 0)e−8iλ3t
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
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Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Обернене перетворення розсiяння: дiаграма

u(x , 0)
a(λ, 0)
b(λ, 0)

a(λ, t) = a(λ, 0)

b(λ, t) = b(λ, 0)e−8iλ3tu(x , t)

S

S −1
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
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Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Представлення Лакса

Двiйка Лакса

Рiвняння двiйки Лакса {
Ψx = LΨ

Ψt = AΨ

Ψ = Ψ(x , t;λ) =

(
Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

)
, L = L(x , t;λ), A = A(x , t;λ)

Умова сумiсностi рiвнянь двiйки Лакса

Ψxt = LtΨ + LΨt = Ψtx = AxΨ + AΨx ⇒

⇒Lt − Ax
Д.З.
= [L,A]
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння
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Пряма задача розсiяння
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Оператори Лакса для КдВ

Оператори Лакса

L = iλ

(
1 0
0 −1

)
+ i

(
0 u
1 0

)
, λ ∈ C

A = −4λ2L− 2iλ

(
−u −iux
0 u

)
+

(
ux iuxx + 2iu2

2iu −ux

)

Умова Лакса

Lt − Ax = [L,A]
Д.З.⇒

Д.З.⇒ λ0 : i

(
0 ut
0 0

)
−
(
uxx iuxxx + 4iuux
2iux −uxx

)
+ i

(
−iuxx −2uux
2ux iuxx

)
= 0

Д.З.⇒ ut − uxxx − 6uux = 0.
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Оператори Лакса для КдВ

Перше рiвняння Лакса

Ψx = LΨ⇒
∂

∂x

(
Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

)
= L

(
Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

)
=

(
iλ iu
i −iλ

)(
Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

)
Скалярний вигляд:{

Ψ′11 = iλΨ11 + iuΨ21

Ψ′21 = iΨ11 − iλΨ21

Д.З.⇒ Ψ′′21 + (λ2 + u)Ψ21 = 0
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Перетворення Беклунда для ґратки Тоди
Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
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Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Задача розсiяння i асимптотичний розв’язок

Постановка задачi розсiяння

Одновимiрне рiвняння Шредiнгера для Φ = Ψ21

Φxx +
[
λ2 + u(x , t)

]
Φ = 0

u(x , t) вiдiграє роль потенцiалу (вважаємо, що u → 0 при x → ±∞)
λ — спектральний параметр

Асимптотичнi стани

|x | → ∞ ⇒ u → 0⇒ Φxx + λ2Φ = 0

⇒Φ ∼
{
e−iλx x → −∞
a(λ, t)e−iλx + b(λ, t)e iλx x → +∞

a(λ, t) — амплiтуда проходження
b(λ, t) — амплiтуда вiдбиття
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Схема методу оберненої задачi теорiї розсiяння

Суперсиметрична квантова механiка
Пряма задача розсiяння

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Асимптотичнi розв’язки

Ψ21

Ψ21 ∼
{
e−iλx x → −∞
a(λ, t)e−iλx + b(λ, t)e iλx x → +∞

Ψ11

{
Ψ′11 = iλΨ11 + iuΨ21

Ψ′21 = iΨ11 − iλΨ21
⇒ Ψ11 = λΨ21−iΨ′21 ⇒ Ψ11 ∼

{
0 x → −∞
2λb(λ, t)e iλx x → +∞
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Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Еволюцiя параметрiв розсiяння

Часова еволюцiя: друге рiвняння Лакса

Ψt = AΨ

A = −4λ2

(
iλ u
i −iλ

)
− 2iλ

(
−u −iux
0 u

)
+

(
ux iuxx + 2iu2

2iu −ux

)

Еволюцiя даних розсiяння

|x | → ∞ ⇒ u ∼ ux ∼ uxx → 0⇒

⇒A = −4λ2

(
iλ 0
i −iλ

)
⇒

⇒
{

Ψ̇11 = −4iλ3Ψ11

Ψ̇21 = −4iλ2Ψ11 + 4iλ3Ψ12
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Еволюцiя параметрiв розсiяння

Рiвняння для b(λ, t)

Ψ̇11 = −4iλ3Ψ11

Ψ11 ∼
{

0 x → −∞
e4itλ3

2λb(λ, t)e iλx x → +∞

x → +∞ : ḃ = −8iλ3b ⇒ b(λ, t) = b(λ, 0)e−8iλ3t

Рiвняння для a(λ, t)

Ψ̇21 = −4iλ2Ψ11 + 4iλ3Ψ12 Ψ21 ∼
{
e4itλ3

e−iλx x → −∞
e4itλ3 [

a(λ, t)e−iλx + b(λ, t)e iλx
]

x → +∞

x → +∞ : ȧ = 0⇒ a(λ, t) = a(λ, 0).
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