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тертям

Метод балансу енергiї
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2 Солiтонна теорiя збурень
Енергетичний аналiз динамiки солiтону

Солiтони Кортвега–де–Врiза
Солiтони рiвняння синус Ґордон

Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння
Мультимасштабна теорiя збурень для кiнка
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Лiнiйний приклад: осцилятор з тертям

Осцилятор: точний розв’язок

Рiвняння осцилятора:{︃
d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0

𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.

Точний розв’язок

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+
𝜀

2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡

𝜔 =
√︀

1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2,

𝐵(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2√
1−𝜀2/4

Осцилятор: Енергетичний аналiз

𝜀 = 0: 𝑥(𝑡) = cos 𝑡

𝜀 = 0: енергiя

E = 𝑥̇2+𝑥2

2
=

𝐴2(0)
2

= 1
2

0 < 𝜀≪ 1: 𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos 𝑡 ⇒
енергiя E ≈ 𝐴2(𝑡)

2
⇒ dE

d𝑡
≈ 𝐴d𝐴

d𝑡

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 ⇒ dE
d𝑡

= −𝜀𝑥̇2

𝑥̇(𝑡) ≈ −𝐴(𝑡) sin 𝑡 ⇒ dE
d𝑡

=

−𝜀𝐴2(𝑡) sin2 𝑡

⟨dE
d𝑡

⟩ = 𝜀
2
𝐴2(𝑡) = 𝐴d𝐴

d𝑡

d𝐴
d𝑡

= − 𝜀
2
𝐴 ⇒ 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2
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Осцилятор: Енергетичний аналiз
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2
=

𝐴2(0)
2

= 1
2

0 < 𝜀≪ 1: 𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos 𝑡 ⇒
енергiя E ≈ 𝐴2(𝑡)

2
⇒ dE

d𝑡
≈ 𝐴d𝐴

d𝑡
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d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
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Солiтонна теорiя збурень
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𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+
𝜀

2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡

𝜔 =
√︀

1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2,
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Лiнiйний приклад: Послiдовнi наближення

Осцилятор: точний розв’язок

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+ 𝜀
2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡, 𝜔 =

√︀
1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2, 𝐵(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2√

1−𝜀2/4

Осцилятор: Секулярне рiвняння

Розв’язок залежить вiд 𝜀:
𝑥(𝑡, 𝜀) =
𝑥0(𝑡)+𝜀𝑥1(𝑡)+𝜀2𝑥2(𝑡)+· · ·⎧⎨⎩

d2𝑥0
d𝑡2

+ 𝑥0 = 0

d2𝑥1
d𝑡2

+ 𝑥1 = d𝑥0
d𝑡{︃

𝑥0(𝑡) = cos 𝑡

𝑥1(𝑡) =
1
2
sin 𝑡− 1

2
𝑡 cos 𝑡

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝜀𝑡) cos (𝜔(𝜀)𝑡) + 𝜀𝐵(𝜀𝑡) sin (𝜔(𝜀)𝑡)

𝜔(𝜀) = 1 + 𝜀𝑘1 + 𝜀2𝑘2 + · · ·
𝑘1 = 0, 𝑘2 = − 1

8
, 𝐴(𝜀𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2,

𝐵(𝜀𝑡) = 1
2
𝑒−𝜀𝑡/2
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2
𝑡 cos 𝑡

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝜀𝑡) cos (𝜔(𝜀)𝑡) + 𝜀𝐵(𝜀𝑡) sin (𝜔(𝜀)𝑡)

𝜔(𝜀) = 1 + 𝜀𝑘1 + 𝜀2𝑘2 + · · ·
𝑘1 = 0, 𝑘2 = − 1

8
, 𝐴(𝜀𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2,

𝐵(𝜀𝑡) = 1
2
𝑒−𝜀𝑡/2
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Лiнiйний приклад: Послiдовнi наближення

Осцилятор: точний розв’язок

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+ 𝜀
2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡, 𝜔 =

√︀
1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2, 𝐵(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2√

1−𝜀2/4

Осцилятор: Секулярне рiвняння

Розв’язок залежить вiд 𝜀:
𝑥(𝑡, 𝜀) =
𝑥0(𝑡)+𝜀𝑥1(𝑡)+𝜀2𝑥2(𝑡)+· · ·⎧⎨⎩

d2𝑥0
d𝑡2

+ 𝑥0 = 0

d2𝑥1
d𝑡2

+ 𝑥1 = d𝑥0
d𝑡{︃

𝑥0(𝑡) = cos 𝑡

𝑥1(𝑡) =
1
2
sin 𝑡− 1

2
𝑡 cos 𝑡

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝜀𝑡) cos (𝜔(𝜀)𝑡) + 𝜀𝐵(𝜀𝑡) sin (𝜔(𝜀)𝑡)

𝜔(𝜀) = 1 + 𝜀𝑘1 + 𝜀2𝑘2 + · · ·
𝑘1 = 0, 𝑘2 = − 1

8
, 𝐴(𝜀𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2,

𝐵(𝜀𝑡) = 1
2
𝑒−𝜀𝑡/2
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Лiнiйний приклад: Послiдовнi наближення

Осцилятор: точний розв’язок

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+ 𝜀
2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡, 𝜔 =

√︀
1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2, 𝐵(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2√

1−𝜀2/4

Осцилятор: Секулярне рiвняння

Розв’язок залежить вiд 𝜀:
𝑥(𝑡, 𝜀) =
𝑥0(𝑡)+𝜀𝑥1(𝑡)+𝜀2𝑥2(𝑡)+· · ·⎧⎨⎩

d2𝑥0
d𝑡2

+ 𝑥0 = 0

d2𝑥1
d𝑡2

+ 𝑥1 = d𝑥0
d𝑡{︃

𝑥0(𝑡) = cos 𝑡

𝑥1(𝑡) =
1
2
sin 𝑡− 1

2
𝑡 cos 𝑡

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝜀𝑡) cos (𝜔(𝜀)𝑡) + 𝜀𝐵(𝜀𝑡) sin (𝜔(𝜀)𝑡)

𝜔(𝜀) = 1 + 𝜀𝑘1 + 𝜀2𝑘2 + · · ·
𝑘1 = 0, 𝑘2 = − 1

8
, 𝐴(𝜀𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2,

𝐵(𝜀𝑡) = 1
2
𝑒−𝜀𝑡/2
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

Осцилятор: точний розв’язок

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+ 𝜀
2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡, 𝜔 =

√︀
1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2, 𝐵(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2√

1−𝜀2/4

Часове мультимасштабування

𝑇0 = 𝑡, 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑇2 = 𝜀2𝑡, . . .

Обмежимось другим порядком: 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
d
d𝑡

= 𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

+ 𝜀2 𝜕
𝜕𝑇2

𝑥 = 𝑥0(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀𝑥1(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀2𝑥2(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

Осцилятор: точний розв’язок

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+ 𝜀
2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡, 𝜔 =

√︀
1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2, 𝐵(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2√

1−𝜀2/4

Часове мультимасштабування

𝑇0 = 𝑡, 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑇2 = 𝜀2𝑡, . . .

Обмежимось другим порядком: 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
d
d𝑡

= 𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

+ 𝜀2 𝜕
𝜕𝑇2

𝑥 = 𝑥0(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀𝑥1(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀2𝑥2(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

Осцилятор: точний розв’язок

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+ 𝜀
2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡, 𝜔 =

√︀
1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2, 𝐵(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2√

1−𝜀2/4

Часове мультимасштабування

𝑇0 = 𝑡, 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑇2 = 𝜀2𝑡, . . .

Обмежимось другим порядком: 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
d
d𝑡

= 𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

+ 𝜀2 𝜕
𝜕𝑇2

𝑥 = 𝑥0(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀𝑥1(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀2𝑥2(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

Осцилятор: точний розв’язок

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+ 𝜀
2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡, 𝜔 =

√︀
1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2, 𝐵(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2√

1−𝜀2/4

Часове мультимасштабування

𝑇0 = 𝑡, 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑇2 = 𝜀2𝑡, . . .

Обмежимось другим порядком: 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
d
d𝑡

= 𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

+ 𝜀2 𝜕
𝜕𝑇2

𝑥 = 𝑥0(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀𝑥1(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀2𝑥2(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

Осцилятор: точний розв’язок

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+ 𝜀
2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡, 𝜔 =

√︀
1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2, 𝐵(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2√

1−𝜀2/4

Часове мультимасштабування

𝑇0 = 𝑡, 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑇2 = 𝜀2𝑡, . . .

Обмежимось другим порядком: 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
d
d𝑡

= 𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

+ 𝜀2 𝜕
𝜕𝑇2

𝑥 = 𝑥0(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀𝑥1(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀2𝑥2(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

Осцилятор: точний розв’язок

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.

𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡) cos𝜔𝑡+ 𝜀
2
𝐵(𝑡) sin𝜔𝑡, 𝜔 =

√︀
1− 𝜀2/4, 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2, 𝐵(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2√

1−𝜀2/4

Часове мультимасштабування

𝑇0 = 𝑡, 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑇2 = 𝜀2𝑡, . . .

Обмежимось другим порядком: 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
d
d𝑡

= 𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

+ 𝜀2 𝜕
𝜕𝑇2

𝑥 = 𝑥0(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀𝑥1(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀2𝑥2(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑥0

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥0 = 0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = − 𝜕𝑥0
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

𝜕2𝑥2

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥2 = − 𝜕𝑥1
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥1
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

− 𝜕𝑥0
𝜕𝑇1

− 𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
1

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇2

𝑥0 = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑖𝑇0 +𝐵(𝑇1, 𝑇2)𝑒−𝑖𝑇0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = −𝑖
(︁
𝐴+ 2 𝜕𝐴

𝜕𝑇1

)︁
𝑒𝑖𝑇0 + 𝑖

(︁
𝐵 + 2 𝜕𝐵

𝜕𝑇1

)︁
𝑒−𝑖𝑇0

Вiдсутнiсть секулярних доданкiв: 𝑒±𝑖𝑇0 ⇒ 𝑡𝑒±𝑖𝑇0 :

𝐴+ 2
𝜕𝐴

𝜕𝑇1
= 0 ⇒ 𝐴(𝑇1, 𝑇2) = 𝐴1(𝑇2)𝑒

−𝑇1/2, 𝐵(𝑇1, 𝑇2) = 𝐵1(𝑇2)𝑒
−𝑇1/2.

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2 cos

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+

1

2
𝜀𝑒−𝜀𝑡/2 sin

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+ O(𝜀3).
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑥0

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥0 = 0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = − 𝜕𝑥0
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

𝜕2𝑥2

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥2 = − 𝜕𝑥1
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥1
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

− 𝜕𝑥0
𝜕𝑇1

− 𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
1

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇2

𝑥0 = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑖𝑇0 +𝐵(𝑇1, 𝑇2)𝑒−𝑖𝑇0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = −𝑖
(︁
𝐴+ 2 𝜕𝐴

𝜕𝑇1

)︁
𝑒𝑖𝑇0 + 𝑖

(︁
𝐵 + 2 𝜕𝐵

𝜕𝑇1

)︁
𝑒−𝑖𝑇0

Вiдсутнiсть секулярних доданкiв: 𝑒±𝑖𝑇0 ⇒ 𝑡𝑒±𝑖𝑇0 :

𝐴+ 2
𝜕𝐴

𝜕𝑇1
= 0 ⇒ 𝐴(𝑇1, 𝑇2) = 𝐴1(𝑇2)𝑒

−𝑇1/2, 𝐵(𝑇1, 𝑇2) = 𝐵1(𝑇2)𝑒
−𝑇1/2.

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2 cos

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+

1

2
𝜀𝑒−𝜀𝑡/2 sin

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+ O(𝜀3).
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑥0

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥0 = 0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = − 𝜕𝑥0
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

𝜕2𝑥2

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥2 = − 𝜕𝑥1
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥1
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

− 𝜕𝑥0
𝜕𝑇1

− 𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
1

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇2

𝑥0 = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑖𝑇0 +𝐵(𝑇1, 𝑇2)𝑒−𝑖𝑇0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = −𝑖
(︁
𝐴+ 2 𝜕𝐴

𝜕𝑇1

)︁
𝑒𝑖𝑇0 + 𝑖

(︁
𝐵 + 2 𝜕𝐵

𝜕𝑇1

)︁
𝑒−𝑖𝑇0

Вiдсутнiсть секулярних доданкiв: 𝑒±𝑖𝑇0 ⇒ 𝑡𝑒±𝑖𝑇0 :

𝐴+ 2
𝜕𝐴

𝜕𝑇1
= 0 ⇒ 𝐴(𝑇1, 𝑇2) = 𝐴1(𝑇2)𝑒

−𝑇1/2, 𝐵(𝑇1, 𝑇2) = 𝐵1(𝑇2)𝑒
−𝑇1/2.

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2 cos

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+

1

2
𝜀𝑒−𝜀𝑡/2 sin

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+ O(𝜀3).
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑥0

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥0 = 0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = − 𝜕𝑥0
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

𝜕2𝑥2

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥2 = − 𝜕𝑥1
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥1
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

− 𝜕𝑥0
𝜕𝑇1

− 𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
1

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇2

𝑥0 = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑖𝑇0 +𝐵(𝑇1, 𝑇2)𝑒−𝑖𝑇0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = −𝑖
(︁
𝐴+ 2 𝜕𝐴

𝜕𝑇1

)︁
𝑒𝑖𝑇0 + 𝑖

(︁
𝐵 + 2 𝜕𝐵

𝜕𝑇1

)︁
𝑒−𝑖𝑇0

Вiдсутнiсть секулярних доданкiв: 𝑒±𝑖𝑇0 ⇒ 𝑡𝑒±𝑖𝑇0 :

𝐴+ 2
𝜕𝐴

𝜕𝑇1
= 0 ⇒ 𝐴(𝑇1, 𝑇2) = 𝐴1(𝑇2)𝑒

−𝑇1/2, 𝐵(𝑇1, 𝑇2) = 𝐵1(𝑇2)𝑒
−𝑇1/2.

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2 cos

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+

1

2
𝜀𝑒−𝜀𝑡/2 sin

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+ O(𝜀3).
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑥0

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥0 = 0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = − 𝜕𝑥0
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

𝜕2𝑥2

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥2 = − 𝜕𝑥1
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥1
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

− 𝜕𝑥0
𝜕𝑇1

− 𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
1

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇2

𝑥0 = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑖𝑇0 +𝐵(𝑇1, 𝑇2)𝑒−𝑖𝑇0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = −𝑖
(︁
𝐴+ 2 𝜕𝐴

𝜕𝑇1

)︁
𝑒𝑖𝑇0 + 𝑖

(︁
𝐵 + 2 𝜕𝐵

𝜕𝑇1

)︁
𝑒−𝑖𝑇0

Вiдсутнiсть секулярних доданкiв: 𝑒±𝑖𝑇0 ⇒ 𝑡𝑒±𝑖𝑇0 :

𝐴+ 2
𝜕𝐴

𝜕𝑇1
= 0 ⇒ 𝐴(𝑇1, 𝑇2) = 𝐴1(𝑇2)𝑒

−𝑇1/2, 𝐵(𝑇1, 𝑇2) = 𝐵1(𝑇2)𝑒
−𝑇1/2.

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2 cos

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+

1

2
𝜀𝑒−𝜀𝑡/2 sin

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+ O(𝜀3).
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑥0

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥0 = 0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = − 𝜕𝑥0
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

𝜕2𝑥2

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥2 = − 𝜕𝑥1
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥1
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

− 𝜕𝑥0
𝜕𝑇1

− 𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
1

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇2

𝑥0 = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑖𝑇0 +𝐵(𝑇1, 𝑇2)𝑒−𝑖𝑇0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = −𝑖
(︁
𝐴+ 2 𝜕𝐴

𝜕𝑇1

)︁
𝑒𝑖𝑇0 + 𝑖

(︁
𝐵 + 2 𝜕𝐵

𝜕𝑇1

)︁
𝑒−𝑖𝑇0

Вiдсутнiсть секулярних доданкiв: 𝑒±𝑖𝑇0 ⇒ 𝑡𝑒±𝑖𝑇0 :

𝐴+ 2
𝜕𝐴

𝜕𝑇1
= 0 ⇒ 𝐴(𝑇1, 𝑇2) = 𝐴1(𝑇2)𝑒

−𝑇1/2, 𝐵(𝑇1, 𝑇2) = 𝐵1(𝑇2)𝑒
−𝑇1/2.

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2 cos

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+

1

2
𝜀𝑒−𝜀𝑡/2 sin

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+ O(𝜀3).
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑥0

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥0 = 0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = − 𝜕𝑥0
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

𝜕2𝑥2

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥2 = − 𝜕𝑥1
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥1
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

− 𝜕𝑥0
𝜕𝑇1

− 𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
1

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇2

𝑥0 = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑖𝑇0 +𝐵(𝑇1, 𝑇2)𝑒−𝑖𝑇0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = −𝑖
(︁
𝐴+ 2 𝜕𝐴

𝜕𝑇1

)︁
𝑒𝑖𝑇0 + 𝑖

(︁
𝐵 + 2 𝜕𝐵

𝜕𝑇1

)︁
𝑒−𝑖𝑇0

Вiдсутнiсть секулярних доданкiв: 𝑒±𝑖𝑇0 ⇒ 𝑡𝑒±𝑖𝑇0 :

𝐴+ 2
𝜕𝐴

𝜕𝑇1
= 0 ⇒ 𝐴(𝑇1, 𝑇2) = 𝐴1(𝑇2)𝑒

−𝑇1/2, 𝐵(𝑇1, 𝑇2) = 𝐵1(𝑇2)𝑒
−𝑇1/2.

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2 cos

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+

1

2
𝜀𝑒−𝜀𝑡/2 sin

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+ O(𝜀3).
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Метод балансу енергiї
Часове мультимасштабування

Часове мультимасштабування

d2𝑥
d𝑡2

+ 𝜀d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 0 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑥0

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥0 = 0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = − 𝜕𝑥0
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

𝜕2𝑥2

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥2 = − 𝜕𝑥1
𝜕𝑇0

− 2 𝜕2𝑥1
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

− 𝜕𝑥0
𝜕𝑇1

− 𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
1

− 2 𝜕2𝑥0
𝜕𝑇0𝜕𝑇2

𝑥0 = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑖𝑇0 +𝐵(𝑇1, 𝑇2)𝑒−𝑖𝑇0

𝜕2𝑥1

𝜕𝑇2
0

+ 𝑥1 = −𝑖
(︁
𝐴+ 2 𝜕𝐴

𝜕𝑇1

)︁
𝑒𝑖𝑇0 + 𝑖

(︁
𝐵 + 2 𝜕𝐵

𝜕𝑇1

)︁
𝑒−𝑖𝑇0

Вiдсутнiсть секулярних доданкiв: 𝑒±𝑖𝑇0 ⇒ 𝑡𝑒±𝑖𝑇0 :

𝐴+ 2
𝜕𝐴

𝜕𝑇1
= 0 ⇒ 𝐴(𝑇1, 𝑇2) = 𝐴1(𝑇2)𝑒

−𝑇1/2, 𝐵(𝑇1, 𝑇2) = 𝐵1(𝑇2)𝑒
−𝑇1/2.

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜀𝑡/2 cos

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+

1

2
𝜀𝑒−𝜀𝑡/2 sin

[︂(︂
1−

1

8
𝜀2

)︂
𝑡

]︂
+ O(𝜀3).
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Енергетичний аналiз динамiки солiтону
Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Енергетичний аналiз: солiтони Кортвега–де–Врiза

Незбурене рiвняння КдВ

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0

Односолiтонний розв’язок

𝑢(𝑥, 𝑡) =
3𝑣

ch2
(︁√

𝑣
2

(𝑥− 𝑣𝑡)
)︁

Лагранжiан
L = 1

2
𝑤𝑥𝑤𝑡 +

1
6
𝑤3

𝑥 − 1
2
𝑤2

𝑥𝑥,
𝑤𝑥 ≡ 𝑢

Гамiльтонiан
H = 𝑤𝑡

𝜕L
𝜕𝑤𝑡

− L = − 1
6
𝑤2

𝑥 + 1
2
𝑤2

𝑥𝑥

Збурене рiвняння КдВ

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 𝜀𝑅(𝑢, 𝑥, 𝑡)

Збурення 𝜀𝑅(𝑢, 𝑥, 𝑡) ≪ 1.
Структура солiтонна на змiнна,
але 𝑣 = 𝑣(𝜀, 𝑡).

Повна енергiя

E =
+∞∫︀
−∞

H d𝑥 = − 36
5
𝑣5/2.

dE
d𝑡

Д.З.
= 𝜀

+∞∫︀
−∞

𝑅𝑤𝑡d𝑥.

d𝑣
d𝑡

= 𝜀
18

√
𝑣

+∞∫︀
−∞

𝑅𝑢d𝑥.
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Енергетичний аналiз динамiки солiтону
Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Енергетичний аналiз: солiтони Кортвега–де–Врiза

Незбурене рiвняння КдВ

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0

Односолiтонний розв’язок

𝑢(𝑥, 𝑡) =
3𝑣

ch2
(︁√

𝑣
2

(𝑥− 𝑣𝑡)
)︁

Лагранжiан
L = 1

2
𝑤𝑥𝑤𝑡 +

1
6
𝑤3

𝑥 − 1
2
𝑤2

𝑥𝑥,
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Парадокс «втраченої маси» —
виникнення шельфу турбулентного
слiду солiтону — випромiнювання
солiтону завдяки збуренню
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Незбурене рiвняння СҐ

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + sin𝑢 = 0

Один кiнк:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 4 arctg

[︂
exp

(︂
𝑥− 𝑥0 − 𝑣𝑡
√
1− 𝑣2

)︂]︂

Лагранжiан
L = 1

2
𝑢2𝑡 − 1

2
𝑢2𝑥 − (1− cos𝑢)

Гамiльтонiан H = 𝑢𝑡
𝜕L
𝜕𝑢𝑡

− L =
1
2
𝑢2𝑡 + 1

2
𝑢2𝑥 + (1− cos𝑢)

Збурене рiвняння СҐ

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + sin𝑢 = 𝜀𝑅(𝑢, 𝑥, 𝑡)

Збурення 𝜀𝑅(𝑢, 𝑥, 𝑡) ≪ 1.
Структура солiтонна на
змiнна, але 𝑣 = 𝑣(𝜀, 𝑡).

Повна енергiя

E =
+∞∫︀
−∞

H d𝑥 = − 8√
1−𝑣2

.

dE
d𝑡

Д.З.
= 𝜀

+∞∫︀
−∞

𝑅𝑢𝑡d𝑥.
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Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Енергетичний аналiз: солiтони рiвняння синус Ґордон

Незбурене рiвняння СҐ
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Один кiнк:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 4 arctg

[︂
exp

(︂
𝑥− 𝑥0 − 𝑣𝑡
√
1− 𝑣2

)︂]︂

Лагранжiан
L = 1

2
𝑢2𝑡 − 1

2
𝑢2𝑥 − (1− cos𝑢)

Гамiльтонiан H = 𝑢𝑡
𝜕L
𝜕𝑢𝑡

− L =
1
2
𝑢2𝑡 + 1

2
𝑢2𝑥 + (1− cos𝑢)
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змiнна, але 𝑣 = 𝑣(𝜀, 𝑡).

Повна енергiя

E =
+∞∫︀
−∞

H d𝑥 = − 8√
1−𝑣2

.

dE
d𝑡

Д.З.
= 𝜀

+∞∫︀
−∞

𝑅𝑢𝑡d𝑥.
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Енергетичний аналiз динамiки солiтону
Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Збурене рiвняння синус Ґордон: приклад

Зразок кiльцевого контакту Джозефсона

Довгий джозефсонiв контакт

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + sin𝑢 = 𝜀𝑅

𝜀𝑅 = −𝛼𝑢𝑡 + 𝛽𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝛾
𝛼 — втрати енергiї при
тунелюваннi нормальних
електронiв на переходi
𝛽 — втрати завдяки скiнченiй
довжинi проникнення
електромагнiтного поля в
надпровiдник
𝛾 — струм зсуву

Швидкiсть флюксона

d𝑣

d𝑡
=
𝜋𝛾

4
(1− 𝑣2)3/2 − 𝛼𝑣(1− 𝑣2)−

𝛽

3
𝑣

Рiвноважне значення швидкостi солiтону при 𝛽 = 0: 𝑣∞ = 1√
1+(2𝛼/𝜋𝛾)2
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Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Енергетичний аналiз динамiки солiтону
Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабування
Швидкi змiннi: 𝑇0 = 𝑡, 𝑋0 = 𝑥

Повiльнi змiннi: 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑋1 = 𝜀𝑥

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑋1, 𝑇1).
𝜕
𝜕𝑡 =

𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

𝜕
𝜕𝑥 = 𝜕

𝜕𝑋0
+ 𝜀 𝜕

𝜕𝑋1

Локалiзована бiжуча хвиля:
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑇1).

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 122/138



Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Енергетичний аналiз динамiки солiтону
Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабування
Швидкi змiннi: 𝑇0 = 𝑡, 𝑋0 = 𝑥

Повiльнi змiннi: 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑋1 = 𝜀𝑥

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑋1, 𝑇1).
𝜕
𝜕𝑡 =

𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

𝜕
𝜕𝑥 = 𝜕

𝜕𝑋0
+ 𝜀 𝜕

𝜕𝑋1

Локалiзована бiжуча хвиля:
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑇1).

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 122/138



Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Енергетичний аналiз динамiки солiтону
Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабування
Швидкi змiннi: 𝑇0 = 𝑡, 𝑋0 = 𝑥

Повiльнi змiннi: 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑋1 = 𝜀𝑥

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑋1, 𝑇1).
𝜕
𝜕𝑡 =

𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

𝜕
𝜕𝑥 = 𝜕

𝜕𝑋0
+ 𝜀 𝜕

𝜕𝑋1

Локалiзована бiжуча хвиля:
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑇1).

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 122/138



Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Енергетичний аналiз динамiки солiтону
Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабування
Швидкi змiннi: 𝑇0 = 𝑡, 𝑋0 = 𝑥

Повiльнi змiннi: 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑋1 = 𝜀𝑥

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑋1, 𝑇1).
𝜕
𝜕𝑡 =

𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

𝜕
𝜕𝑥 = 𝜕

𝜕𝑋0
+ 𝜀 𝜕

𝜕𝑋1

Локалiзована бiжуча хвиля:
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑇1).

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 122/138



Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Енергетичний аналiз динамiки солiтону
Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабування
Швидкi змiннi: 𝑇0 = 𝑡, 𝑋0 = 𝑥

Повiльнi змiннi: 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑋1 = 𝜀𝑥

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑋1, 𝑇1).
𝜕
𝜕𝑡 =

𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

𝜕
𝜕𝑥 = 𝜕

𝜕𝑋0
+ 𝜀 𝜕

𝜕𝑋1

Локалiзована бiжуча хвиля:
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑇1).

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 122/138



Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень

Енергетичний аналiз динамiки солiтону
Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабування
Швидкi змiннi: 𝑇0 = 𝑡, 𝑋0 = 𝑥

Повiльнi змiннi: 𝑇1 = 𝜀𝑡, 𝑋1 = 𝜀𝑥

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑋1, 𝑇1).
𝜕
𝜕𝑡 =

𝜕
𝜕𝑇0

+ 𝜀 𝜕
𝜕𝑇1

𝜕
𝜕𝑥 = 𝜕

𝜕𝑋0
+ 𝜀 𝜕

𝜕𝑋1

Локалiзована бiжуча хвиля:
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑋0, 𝑇0, 𝑇1).

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 122/138



Методи теорiї збурень для лiнiйної системи: осцилятор з тертям
Солiтонна теорiя збурень
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Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Збурене рiвняння СҐ

𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝑢
𝑢𝑡

]︂
+

[︂
0 −1

−𝜕𝑥𝑥 + sin(·) 0

]︂ [︂
𝑢
𝑢𝑡

]︂
= 𝜀

[︂
0
𝑅

]︂
.

Перший крок теорiї збурень: 𝑢 = 𝑢0 + 𝜀𝑢1

Другий крок теорiї збурень — система рiвнянь:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕2𝑢0

𝜕𝑇2
0

− 𝜕2𝑢0

𝜕𝑋2
0

+ sin𝑢0 = 0

𝜕
𝜕𝑇0

[︃
𝑢1
𝜕𝑢1
𝜕𝑇0

]︃
+

[︃
0 −1

−𝜕𝑋0𝑋0
+ cos𝑢0 0

]︃[︃
𝑢1
𝜕𝑢1
𝜕𝑇0

]︃
= 𝜀

[︃
− 𝜕𝑢0

𝜕𝑇1

𝑅− 𝜕2𝑢0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

]︃
.

Третiй крок теорiї збурень — розв’язування рiвнянь:

𝑢0 — незбурений розв’язок, але 𝑢0 = 𝑢0(𝑋0, 𝑇0, 𝑇1)

𝑢1 — збурений розв’язок, 𝑢1 = 𝑢1(𝑋0, 𝑇0, 𝑇1)
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𝜕
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0
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Енергетичний аналiз динамiки солiтону
Мультимасштабна теорiя збурень для СҐ–рiвняння

Мультимасштабна теорiя збурень для кiнка

Приклад: кiнк

Уособлений кiнк (антикiнк)

tg 𝑢0 = ± exp

[︃
𝑋0 −𝑋(𝑇0, 𝑇1)√︀

1− 𝑣2(𝑇1)

]︃
,

𝜕𝑋

𝜕𝑇0
= 𝑣(𝑇1).

Рiвняння для 𝑢1:

𝐿

[︂
𝑢1
𝑢1𝑇0

]︂
= F

𝐿 =

[︂
𝜕𝑇0

−1
(−𝜕𝑋0,𝑋0

+ cos𝑢0) 𝜕𝑇0

]︂
F =

[︂
−𝑢0𝑣 ˙, 𝑣 − 𝑢0,𝑋𝑋̇

𝑅− 𝑢0,𝑇0,𝑣 𝑣̇ − 𝑢0𝑇0,𝑋𝑋̇

]︂

𝐿†𝜓 = 0 ⇒ 𝜓 ⊥ F

Умова ортогональностi: dE
d𝑡

= 𝜀
∞∫︀

−∞
𝑅𝑢𝑡d𝑥
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Умова ортогональностi 𝐿†𝜓 = 0 ⇒ 𝜓 ⊥ F

d𝑣

d𝑇1
=

1

4
(1− 𝑣2)3/2𝐼1,

d𝑋

d𝑇1
= −

1

4
(1− 𝑣2)3/2𝐼2

𝐼1 =

∞∫︁
−∞

𝑅 [𝑢0(𝜃)]

ch 𝜃
d𝜃, 𝐼2 =

∞∫︁
−∞

𝜃𝑅 [𝑢0(𝜃)]

ch 𝜃
d𝜃

𝑢0(𝜃) = ± arctg
(︁
𝑒𝜃

)︁
, 𝜃 =

𝑋0 −𝑋(𝑇0, 𝑇1)√︀
1− 𝑣2(𝑇1)

Розв’язок

𝑢0(𝑥, 𝑡) = 4 arctg

⎡⎢⎢⎢⎣exp
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥−

𝑡∫︀
0

𝑣(𝑡′)d𝑡′ − 𝑥0(𝑡)√︀
1− 𝑣2(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎦

d𝑣

d𝑡
=
𝜀

4
(1− 𝑣2)3/2𝐼1,

d𝑥0

d𝑡
= −

𝜀

4
𝑣(1− 𝑣2)𝐼2.
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