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План лекцiї

1 Рiвняння синус Ґордон
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2 Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

3 Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння
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Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = sin𝑢

Симетрiї

Просторова трансляцiя 𝑥 → 𝑥′ = 𝑥−𝑋

Часова трансляцiя 𝑡 → 𝑡′ = 𝑡− 𝑇

Перетворення Лоренца: 𝑥 → 𝑥′ = 𝑥−𝑣𝑡√
1−𝑣2

, 𝑡 → 𝑡′ = 𝑡−𝑥𝑣√
1−𝑣2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя 𝐻 =
+∞∫︀
−∞

(︂
𝑢2
𝑡
2

+
𝑢2
𝑥
2

+ 1− cos𝑢

)︂
d𝑥

Iмпульс 𝑃 =
+∞∫︀
−∞

𝑢𝑡𝑢𝑥d𝑥

Топологiчний заряд 𝑄 = 1
2𝜋

+∞∫︀
−∞

𝑢𝑥d𝑥
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Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння

Симетрична форма СҐ–рiвняння

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = sin𝑢 ⇒
⃒⃒⃒⃒
𝑥 → 𝑥− 𝑡
𝑡 → 𝑡+ 𝑥

⃒⃒⃒⃒
⇒

𝑢𝑥𝑡 = sin𝑢

Перетворення Беклунда

{︃
𝑢𝑥−𝑣𝑥

2
= −𝜆 sin 𝑢+𝑣

2
𝑢𝑡+𝑣𝑡

2
= − 1

𝜆
sin 𝑢−𝑣

2

Д.З.⇒
{︃
𝑢𝑥𝑡 = sin𝑢

𝑣𝑥𝑡 = sin 𝑣

Односолiтонний розв’язок 𝑁 = 1

𝑢 = 0 ⇒
{︃

𝑣𝑥
2

= 𝜆 sin 𝑣
2

𝑣𝑡
2

= 1
𝜆
sin 𝑣

2

⇒
⃒⃒⃒
𝜔 =

𝑣

2

⃒⃒⃒
⇒

d𝜔

sin𝜔
= 𝜆d𝑥

Д.З.⇒ tg
𝑣

4
= 𝑒−

𝜆
2
[𝑥−𝑐(𝑡)]

𝑐(𝑡) :
𝑣𝑡

2
=

1

𝜆
sin

𝑣

2

Д.З.⇒ 𝑣(𝑥, 𝑡) = 4 arctg 𝑒−
𝜆
2
(𝑥−𝑥0)− 1

2𝜆
(𝑡−𝑡0)
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Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння
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Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння

Симетрична форма СҐ–рiвняння
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⇒
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⇒
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Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння
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𝑣(𝑥, 𝑡) = 4 arctg 𝑒−
𝜆
2
(𝑥−𝑥0)− 1

2𝜆
(𝑡−𝑡0)

Топологiчний заряд 𝑄 = 1
2𝜋

+∞∫︀
−∞

𝑢𝑥d𝑥 =
𝑢(+∞,𝑡)−𝑢(−∞,𝑡)

2𝜋
= ±𝑛, 𝑛 ∈ N

Кiнк (𝜆 < 0)

Демонстрацiя

Антикiнк (𝜆 > 0)

Демонстрацiя
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Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

Низка перетворень
𝑣0 — тривiальний розв’язок
𝑣1, 𝑣2 — односолiтоннi
розв’язки
𝑣3 — двосолiтонний
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Схема побудови двосолiтонного
розв’язку

𝑣0

𝑣2𝑣1

𝑣3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2
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Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки
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Перетворення Беклунда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑥 − 𝑣𝑥

2
= −𝜆 sin 𝑢+𝑣

2

𝑢𝑡 + 𝑣𝑡

2
= − 1

𝜆
sin 𝑢−𝑣

2

Схема

𝑣0

𝑣2𝑣1

𝑣3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2

𝑁 = 1

{︃
𝑁 = 0 𝑢 = 𝑣0 = 0

𝑁 = 1 𝑣1(𝜆1), 𝑣2(𝜆2)
⇒

{︃(︀ 𝑣1
2

)︀
𝑥
= 𝜆1 sin

𝑣1
2(︀ 𝑣2

2

)︀
𝑥
= 𝜆2 sin

𝑣2
2

𝑁 = 2

{︃
𝑁 = 1 𝑣1(𝜆1), 𝑣2(𝜆2)

𝑁 = 2 𝑢 = 𝑣3
⇒

⎧⎨⎩
(︁

𝑣3−𝑣1
2

)︁
𝑥
= 𝜆2 sin

𝑣3+𝑣1
2(︁

𝑣3−𝑣2
2

)︁
𝑥
= 𝜆1 sin

𝑣3+𝑣2
2

Двосолiтонний розв’язок

tg
𝑣3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

𝑣2 − 𝑣1

2
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Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння
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Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки
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2(︀ 𝑣2

2

)︀
𝑥
= 𝜆2 sin

𝑣2
2

𝑁 = 2

{︃
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Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑥 − 𝑣𝑥

2
= −𝜆 sin 𝑢+𝑣

2

𝑢𝑡 + 𝑣𝑡

2
= − 1

𝜆
sin 𝑢−𝑣

2

Схема

𝑣0

𝑣2𝑣1

𝑣3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2

𝑁 = 1

{︃
𝑁 = 0 𝑢 = 𝑣0 = 0

𝑁 = 1 𝑣1(𝜆1), 𝑣2(𝜆2)
⇒

{︃(︀ 𝑣1
2

)︀
𝑥
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𝑣1
2(︀ 𝑣2

2

)︀
𝑥
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𝑣2
2

𝑁 = 2

{︃
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2
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2
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2
=
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2
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Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння
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Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтонний розв’язок: кiнк–антикiнк

Двосолiтонний розв’язок

tg
𝑣3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

𝑣2 − 𝑣1

2
, tg

𝑣𝑗

4
= 𝑒𝜃𝑗 , 𝜃𝑗 =

𝜆𝑗𝑥

2
+

𝑡

2𝜆𝑗
+ 𝛿𝑗 , 𝑗 = 1, 2

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣3 = 4arctg

(︂
𝜆2 + 𝜆1

𝜆2 − 𝜆1
·

𝑒𝜃1 − 𝑒𝜃2

1 + 𝑒𝜃1+𝜃2

)︂
.

Двiйка кiнк–антикiнк

𝜆1, 𝜆2, 𝛿1, 𝛿2, ∈ R,

𝑣 =
𝜆2 − 𝜆1

𝜆2 + 𝜆1

tg
𝑢

4
=

sh(𝑣𝑡/
√
1− 𝑣2)

𝑣 ch(𝑥/
√
1− 𝑣2)

Демонстрацiя
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Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтонний розв’язок: кiнк–антикiнк

Двосолiтонний розв’язок

tg
𝑣3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

𝑣2 − 𝑣1

2
, tg

𝑣𝑗

4
= 𝑒𝜃𝑗 , 𝜃𝑗 =

𝜆𝑗𝑥

2
+

𝑡

2𝜆𝑗
+ 𝛿𝑗 , 𝑗 = 1, 2

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣3 = 4arctg

(︂
𝜆2 + 𝜆1

𝜆2 − 𝜆1
·

𝑒𝜃1 − 𝑒𝜃2

1 + 𝑒𝜃1+𝜃2

)︂
.

Двiйка кiнк–антикiнк

𝜆1, 𝜆2, 𝛿1, 𝛿2, ∈ R,

𝑣 =
𝜆2 − 𝜆1

𝜆2 + 𝜆1

tg
𝑢

4
=

sh(𝑣𝑡/
√
1− 𝑣2)

𝑣 ch(𝑥/
√
1− 𝑣2)

Демонстрацiя

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 106/138



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтонний розв’язок: кiнк–антикiнк

Двосолiтонний розв’язок

tg
𝑣3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

𝑣2 − 𝑣1

2
, tg

𝑣𝑗

4
= 𝑒𝜃𝑗 , 𝜃𝑗 =

𝜆𝑗𝑥

2
+

𝑡

2𝜆𝑗
+ 𝛿𝑗 , 𝑗 = 1, 2

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣3 = 4arctg

(︂
𝜆2 + 𝜆1

𝜆2 − 𝜆1
·

𝑒𝜃1 − 𝑒𝜃2

1 + 𝑒𝜃1+𝜃2

)︂
.

Двiйка кiнк–антикiнк

𝜆1, 𝜆2, 𝛿1, 𝛿2, ∈ R,

𝑣 =
𝜆2 − 𝜆1

𝜆2 + 𝜆1

tg
𝑢

4
=

sh(𝑣𝑡/
√
1− 𝑣2)

𝑣 ch(𝑥/
√
1− 𝑣2)

Демонстрацiя

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 106/138



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтонний розв’язок: кiнк–антикiнк

Двосолiтонний розв’язок

tg
𝑣3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

𝑣2 − 𝑣1

2
, tg

𝑣𝑗

4
= 𝑒𝜃𝑗 , 𝜃𝑗 =

𝜆𝑗𝑥

2
+

𝑡

2𝜆𝑗
+ 𝛿𝑗 , 𝑗 = 1, 2

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣3 = 4arctg

(︂
𝜆2 + 𝜆1

𝜆2 − 𝜆1
·

𝑒𝜃1 − 𝑒𝜃2

1 + 𝑒𝜃1+𝜃2

)︂
.

Двiйка кiнк–антикiнк

𝜆1, 𝜆2, 𝛿1, 𝛿2, ∈ R,

𝑣 =
𝜆2 − 𝜆1

𝜆2 + 𝜆1

tg
𝑢

4
=

sh(𝑣𝑡/
√
1− 𝑣2)

𝑣 ch(𝑥/
√
1− 𝑣2) Демонстрацiя

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 106/138



Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння
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Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки
Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтонний розв’язок: брiзер

Брiзер

tg
𝑢

4
=

sh(𝑣𝑡/
√
1− 𝑣2)

𝑣 ch(𝑥/
√
1− 𝑣2)

, 𝑣 =
𝑖𝜔

√
1− 𝜔2

, 𝜔 < 1

tg
𝑢

4
=

√
1− 𝜔2

𝜔

sh(𝜔(𝑡− 𝑣𝑒𝑥)/
√︀

1− 𝑣2𝑒)

ch(
√
1− 𝜔2(𝑥− 𝑣𝑒𝑡)/

√︀
1− 𝑣2𝑒)

Стацiонарний брiзер: 𝑣𝑒 = 0

Демонстрацiя

Рухомий брiзер: 𝑣𝑒 > 0

Демонстрацiя
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Рiвняння синус Ґордон
Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння
Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки длi СҐ–рiвняння

Двiйка Лакса
Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко для СҐ–рiвняння

Оператори Лакса для СҐ–рiвняння

Двiйка Лакса

{︃
Ψ𝑥 = 𝐿Ψ

Ψ𝑡 = 𝐴Ψ

Оператори Лакса для СҐ–рiвняння

𝐿 = 𝑖𝜆

(︂
𝑖𝜆 𝑖𝑢𝑥

2
𝑖𝑢𝑥
2

−𝑖𝜆

)︂
𝐴 =

1

4𝑖𝜆

(︂
cos𝑢 −𝑖 sin𝑢
𝑖 sin𝑢 − cos𝑢

)︂
𝐿𝑡 −𝐴𝑥 = [𝐿,𝐴]

Д.З.⇒ 𝑢𝑥𝑡 = sin𝑢

Перше рiвняння Лакса

Ψ𝑥 = 𝐿Ψ, Φ1 ≡ Ψ21, Φ2 ≡ Ψ22

{︃
(Φ1)𝑥 = 𝑖𝜆Φ1 + 𝑖𝑢

2
Φ2,

(Φ2)𝑥 = 𝑖𝑢
2
Φ1 − 𝑖𝜆Φ2

(︂
Φ1

Φ2

)︂
∼

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
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|𝑎|2 + |𝑏|2 = 1

𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆), 𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆)𝑒−𝑖𝑡/2𝜆 — часова еволюцiя
даних розсiяння
𝑎(𝜆) — аналiтична на C+, 𝑎̄(𝜆) — аналiтична на C−

Нулi 𝑎(𝜆𝑛) на C+ вiдповiдають дискретному спектру при
𝑛 = 1, 𝑁

Для кожної точки дискретного спектру
Φ1(𝜆𝑗 , 𝑥, 𝑡) = 𝑏𝑗(𝑡)Φ2(𝜆𝑗 , 𝑥, 𝑡), де 𝑏𝑗(𝑡) = 𝑏𝑗𝑒

−𝑖𝑡/2𝜆𝑗
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Рiвняння синус Ґордон
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Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко для СҐ–рiвняння

Схема методу оберненої задачi ГЛМ для СҐ–рiвняння

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐾1(𝑥, 𝑦, 𝑡) +

∞∫︀
𝑥

𝐾2(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑅(𝜉 + 𝑦, 𝑡)d𝜉 = 0,

𝐾2(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
∞∫︀
𝑥

𝐾1(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑅(𝜉 + 𝑦, 𝑡)d𝜉 = 𝑅(𝑥+ 𝑦, 𝑡)
— рiвняння ГЛМ

𝑅(𝑧, 𝑡) =
𝑁∑︀

𝑗=1
𝛽𝑗𝑒

𝑖𝑡/2𝜆𝑗 + 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝑟(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑧d𝜆 — iнтеґральне ядро

𝑟(𝜆, 𝑡) =
𝑏(𝜆, 𝑡)

𝑎(𝜆, 𝑡)
=

𝑏(𝜆)

𝑎(𝜆)
𝑒−𝑖𝑡/2𝜆 — коефiцiєнт вiдбиття

𝛽𝑗 =
𝑏𝑗

𝑖𝑎′(𝜆𝑗)

𝑢(𝑥) = −2𝐾2(𝑥, 𝑥, 𝑡) — розв’язок СҐ–рiвняння
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∞∫︀
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𝑖𝑡/2𝜆𝑗 + 1
2𝜋

∞∫︀
−∞
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Безвiдбивальний випадок

𝑏(𝜆) ≡ 0 ⇒ 𝑟(𝜆) ≡ 0

𝑁–солiтонний розв’язок СҐ–рiвняння

𝐴𝑘𝑗 =
𝛽𝑗

𝜆𝑘 + 𝜆𝑗
exp

(︁
𝑖𝜆𝑗𝑥− 𝑖𝑡

𝜆𝑗

)︁
, 𝑘, 𝑗 = 1, 𝑁

𝑢(𝑥, 𝑡) = − 𝑖
2 ln

(︂
det [𝐼 + 𝐴(𝑥, 𝑡)]

det [𝐼 −𝐴(𝑥, 𝑡)]

)︂
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