
Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Лекцiя № 4
Тема лекцiї:
Метод оберненої задачi розсiяння
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

План лекцiї
1 Пряма задача розсiяння

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

2 Обернена задача розсiяння
Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Функцiї Йоста
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

3 Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Дискретний спектр
Безвiдбивальний випадок

4 Iнтеграли руху
Iнтеґрованi системи
Приклад механiчної гамiльтонової системи
Рiвняння КдВ як гамiльтонова система
Iнтеґрали руху для рiвняння КдВ
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Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Перетворення розсiяння

Перетворення розсiяння S

Нехай 𝑢(𝑥, 𝑡) — розв’язок КдВ.
Спектральна задача Φ𝑥𝑥 + (𝜆2 + 𝑢)Φ
— рiвняння Шредiнгера

Обернене перетворення розсiяння S −1

𝑎(𝜆, 𝑡), 𝑏(𝜆, 𝑡) ⇒ «потенцiал» 𝑢(𝑥, 𝑡)

Данi розсiяння

Φ ∼
{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Розв’язок часового рiвняння

𝜕𝑡Φ = 𝐴Φ

⇒𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆, 0), 𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆, 0)𝑒−8𝑖𝜆3𝑡

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 71/138



Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Перетворення розсiяння

Перетворення розсiяння S

Нехай 𝑢(𝑥, 𝑡) — розв’язок КдВ.
Спектральна задача Φ𝑥𝑥 + (𝜆2 + 𝑢)Φ
— рiвняння Шредiнгера

Обернене перетворення розсiяння S −1

𝑎(𝜆, 𝑡), 𝑏(𝜆, 𝑡) ⇒ «потенцiал» 𝑢(𝑥, 𝑡)

Данi розсiяння

Φ ∼
{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Розв’язок часового рiвняння

𝜕𝑡Φ = 𝐴Φ

⇒𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆, 0), 𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆, 0)𝑒−8𝑖𝜆3𝑡

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 71/138



Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Перетворення розсiяння

Перетворення розсiяння S

Нехай 𝑢(𝑥, 𝑡) — розв’язок КдВ.
Спектральна задача Φ𝑥𝑥 + (𝜆2 + 𝑢)Φ
— рiвняння Шредiнгера

Обернене перетворення розсiяння S −1

𝑎(𝜆, 𝑡), 𝑏(𝜆, 𝑡) ⇒ «потенцiал» 𝑢(𝑥, 𝑡)

Данi розсiяння

Φ ∼
{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Розв’язок часового рiвняння

𝜕𝑡Φ = 𝐴Φ

⇒𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆, 0), 𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆, 0)𝑒−8𝑖𝜆3𝑡

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 71/138



Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Перетворення розсiяння

Перетворення розсiяння S

Нехай 𝑢(𝑥, 𝑡) — розв’язок КдВ.
Спектральна задача Φ𝑥𝑥 + (𝜆2 + 𝑢)Φ
— рiвняння Шредiнгера

Обернене перетворення розсiяння S −1

𝑎(𝜆, 𝑡), 𝑏(𝜆, 𝑡) ⇒ «потенцiал» 𝑢(𝑥, 𝑡)

Данi розсiяння

Φ ∼
{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Розв’язок часового рiвняння

𝜕𝑡Φ = 𝐴Φ

⇒𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆, 0), 𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆, 0)𝑒−8𝑖𝜆3𝑡

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 71/138



Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Обернене перетворення розсiяння: дiаграма

𝑢(𝑥, 0)
𝑎(𝜆, 0)
𝑏(𝜆, 0)

𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆, 0)

𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆, 0)𝑒−8𝑖𝜆3𝑡𝑢(𝑥, 𝑡)

S

S −1
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння
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Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Представлення Лакса

Двiйка Лакса

Рiвняння двiйки Лакса {︃
Ψ𝑥 = 𝐿Ψ

Ψ𝑡 = 𝐴Ψ

Ψ = Ψ(𝑥, 𝑡;𝜆) =

(︂
Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

)︂
, 𝐿 = 𝐿(𝑥, 𝑡;𝜆), 𝐴 = 𝐴(𝑥, 𝑡;𝜆)

Умова сумiсностi рiвнянь двiйки Лакса

Ψ𝑥𝑡 = 𝐿𝑡Ψ+ 𝐿Ψ𝑡 = Ψ𝑡𝑥 = 𝐴𝑥Ψ+𝐴Ψ𝑥 ⇒

⇒𝐿𝑡 −𝐴𝑥
Д.З.
= [𝐴,𝐿]
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Оператори Лакса

𝐿 = 𝑖𝜆

(︂
1 0
0 −1

)︂
+ 𝑖

(︂
0 𝑢
1 0

)︂
, 𝜆 ∈ C

𝐴 = −4𝜆2𝐿− 2𝑖𝜆

(︂
−𝑢 −𝑖𝑢𝑥

0 𝑢

)︂
+

(︂
𝑢𝑥 𝑖𝑢𝑥𝑥 + 2𝑖𝑢2

2𝑖𝑢 −𝑢𝑥

)︂

Умова Лакса

𝐿𝑡 −𝐴𝑥 = [𝐴,𝐿]
Д.З.⇒

Д.З.⇒ 𝜆0 : 𝑖

(︂
0 𝑢𝑡

0 0

)︂
−

(︂
𝑢𝑥𝑥 𝑖𝑢𝑥𝑥𝑥 + 4𝑖𝑢𝑢𝑥

2𝑖𝑢𝑥 −𝑢𝑥𝑥

)︂
+ 𝑖

(︂
−𝑖𝑢𝑥𝑥 −2𝑢𝑢𝑥

2𝑢𝑥 𝑖𝑢𝑥𝑥

)︂
= 0

Д.З.⇒ 𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑥 − 6𝑢𝑢𝑥 = 0.
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Перше рiвняння Лакса

Ψ𝑥 = 𝐿Ψ ⇒
𝜕

𝜕𝑥

(︂
Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

)︂
= 𝐿

(︂
Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

)︂
=

(︂
𝑖𝜆 𝑖𝑢
𝑖 −𝑖𝜆

)︂(︂
Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

)︂
Скалярний вигляд:{︃

Ψ′
11 = 𝑖𝜆Ψ11 + 𝑖𝑢Ψ21

Ψ′
21 = 𝑖Ψ11 − 𝑖𝜆Ψ21

Д.З.⇒ Ψ′′
21 + (𝜆2 + 𝑢)Ψ21 = 0
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Задача розсiяння i асимптотичний розв’язок

Постановка задачi розсiяння

Одновимiрне рiвняння Шредiнгера для Φ = Ψ21

Φ𝑥𝑥 +
[︀
𝜆2 + 𝑢(𝑥, 𝑡)

]︀
Φ = 0

𝑢(𝑥, 𝑡) вiдiграє роль потенцiалу (вважаємо, що 𝑢 → 0 при 𝑥 → ±∞)
𝜆 — спектральний параметр

Асимптотичнi стани

|𝑥| → ∞ ⇒ 𝑢 → 0 ⇒ Φ𝑥𝑥 + 𝜆2Φ = 0

⇒Φ ∼
{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

𝑎(𝜆, 𝑡) — амплiтуда проходження
𝑏(𝜆, 𝑡) — амплiтуда вiдбиття
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Задача розсiяння i асимптотичний розв’язок

Постановка задачi розсiяння

Одновимiрне рiвняння Шредiнгера для Φ = Ψ21

Φ𝑥𝑥 +
[︀
𝜆2 + 𝑢(𝑥, 𝑡)

]︀
Φ = 0

𝑢(𝑥, 𝑡) вiдiграє роль потенцiалу (вважаємо, що 𝑢 → 0 при 𝑥 → ±∞)
𝜆 — спектральний параметр

Асимптотичнi стани

|𝑥| → ∞ ⇒ 𝑢 → 0 ⇒ Φ𝑥𝑥 + 𝜆2Φ = 0

⇒Φ ∼
{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

𝑎(𝜆, 𝑡) — амплiтуда проходження
𝑏(𝜆, 𝑡) — амплiтуда вiдбиття
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Асимптотичнi розв’язки

Ψ21

Ψ21 ∼
{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Ψ11

{︃
Ψ′

11 = 𝑖𝜆Ψ11 + 𝑖𝑢Ψ21

Ψ′
21 = 𝑖Ψ11 − 𝑖𝜆Ψ21

⇒ Ψ11 = 𝜆Ψ21−𝑖Ψ′
21 ⇒ Ψ11 ∼

{︃
0 𝑥 → −∞
2𝜆𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Асимптотичнi розв’язки

Ψ21

Ψ21 ∼
{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Ψ11

{︃
Ψ′

11 = 𝑖𝜆Ψ11 + 𝑖𝑢Ψ21

Ψ′
21 = 𝑖Ψ11 − 𝑖𝜆Ψ21

⇒ Ψ11 = 𝜆Ψ21−𝑖Ψ′
21 ⇒ Ψ11 ∼

{︃
0 𝑥 → −∞
2𝜆𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Еволюцiя параметрiв розсiяння

Часова еволюцiя: друге рiвняння Лакса

Ψ𝑡 = 𝐴Ψ

𝐴 = −4𝜆2

(︂
𝑖𝜆 𝑢
𝑖 −𝑖𝜆

)︂
− 2𝑖𝜆

(︂
−𝑢 −𝑖𝑢𝑥

0 𝑢

)︂
+

(︂
𝑢𝑥 𝑖𝑢𝑥𝑥 + 2𝑖𝑢2

2𝑖𝑢 −𝑢𝑥

)︂

Еволюцiя даних розсiяння

|𝑥| → ∞ ⇒ 𝑢 ∼ 𝑢𝑥 ∼ 𝑢𝑥𝑥 → 0 ⇒

⇒𝐴 = −4𝜆2

(︂
𝑖𝜆 0
𝑖 −𝑖𝜆

)︂
⇒

⇒
{︃
Ψ̇11 = −4𝑖𝜆3Ψ11

Ψ̇21 = −4𝑖𝜆2Ψ11 + 4𝑖𝜆3Ψ12
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Еволюцiя параметрiв розсiяння

Часова еволюцiя: друге рiвняння Лакса

Ψ𝑡 = 𝐴Ψ

𝐴 = −4𝜆2

(︂
𝑖𝜆 𝑢
𝑖 −𝑖𝜆

)︂
− 2𝑖𝜆

(︂
−𝑢 −𝑖𝑢𝑥

0 𝑢

)︂
+

(︂
𝑢𝑥 𝑖𝑢𝑥𝑥 + 2𝑖𝑢2

2𝑖𝑢 −𝑢𝑥

)︂

Еволюцiя даних розсiяння

|𝑥| → ∞ ⇒ 𝑢 ∼ 𝑢𝑥 ∼ 𝑢𝑥𝑥 → 0 ⇒

⇒𝐴 = −4𝜆2

(︂
𝑖𝜆 0
𝑖 −𝑖𝜆

)︂
⇒

⇒
{︃
Ψ̇11 = −4𝑖𝜆3Ψ11

Ψ̇21 = −4𝑖𝜆2Ψ11 + 4𝑖𝜆3Ψ12
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Еволюцiя параметрiв розсiяння

Асимптотика розв’язку для 𝑏

Ψ11 ∼
{︃
0 𝑥 → −∞
2𝜆𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Рiвняння для 𝑏(𝜆, 𝑡)

Ψ̇11 = −4𝑖𝜆
3
Ψ11

Ψ11 ∼
{︃
0 𝑥 → −∞

𝑒4𝑖𝑡𝜆
3
2𝜆𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

𝑥 → +∞ : 𝑏̇ = −8𝑖𝜆
3
𝑏 ⇒ 𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆, 0)𝑒

−8𝑖𝜆3𝑡

Рiвняння для 𝑎(𝜆, 𝑡)

Ψ̇21 = −4𝑖𝜆
2
Ψ11 + 4𝑖𝜆

3
Ψ12 Ψ21 ∼

⎧⎨⎩𝑒4𝑖𝑡𝜆
3
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞

𝑒4𝑖𝑡𝜆
3 [︁

𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥
]︁

𝑥 → +∞

𝑥 → +∞ : 𝑎̇ = 0 ⇒ 𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆, 0).
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Еволюцiя параметрiв розсiяння

Асимптотика розв’язку для 𝑏

Ψ11 ∼
{︃
0 𝑥 → −∞
2𝜆𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Рiвняння для 𝑏(𝜆, 𝑡)

Ψ̇11 = −4𝑖𝜆
3
Ψ11

Ψ11 ∼
{︃
0 𝑥 → −∞

𝑒4𝑖𝑡𝜆
3
2𝜆𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

𝑥 → +∞ : 𝑏̇ = −8𝑖𝜆
3
𝑏 ⇒ 𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆, 0)𝑒

−8𝑖𝜆3𝑡

Рiвняння для 𝑎(𝜆, 𝑡)

Ψ̇21 = −4𝑖𝜆
2
Ψ11 + 4𝑖𝜆

3
Ψ12 Ψ21 ∼

⎧⎨⎩𝑒4𝑖𝑡𝜆
3
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞

𝑒4𝑖𝑡𝜆
3 [︁

𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥
]︁

𝑥 → +∞

𝑥 → +∞ : 𝑎̇ = 0 ⇒ 𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆, 0).
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Представлення Лакса для рiвняння КдВ
Пряма задача розсiяння
Еволюцiя параметрiв розсiяння

Еволюцiя параметрiв розсiяння

Асимптотика розв’язку для 𝑏

Ψ11 ∼
{︃
0 𝑥 → −∞
2𝜆𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Рiвняння для 𝑏(𝜆, 𝑡)

Ψ̇11 = −4𝑖𝜆
3
Ψ11

Ψ11 ∼
{︃
0 𝑥 → −∞

𝑒4𝑖𝑡𝜆
3
2𝜆𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

𝑥 → +∞ : 𝑏̇ = −8𝑖𝜆
3
𝑏 ⇒ 𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆, 0)𝑒

−8𝑖𝜆3𝑡

Рiвняння для 𝑎(𝜆, 𝑡)

Ψ̇21 = −4𝑖𝜆
2
Ψ11 + 4𝑖𝜆

3
Ψ12 Ψ21 ∼

⎧⎨⎩𝑒4𝑖𝑡𝜆
3
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞

𝑒4𝑖𝑡𝜆
3 [︁

𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥
]︁

𝑥 → +∞

𝑥 → +∞ : 𝑎̇ = 0 ⇒ 𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆, 0).
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Функцiї Йоста
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Властивостi даних розсiяння

Еволюцiя даних розсiяння{︃
𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆, 0)

𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆, 0)𝑒−8𝑖𝜆3𝑡

Закон збереження

|𝑎(𝜆, 𝑡)|2 − |𝑏(𝜆, 𝑡)|2 = 1
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Функцiї Йоста
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Властивостi даних розсiяння

Еволюцiя даних розсiяння{︃
𝑎(𝜆, 𝑡) = 𝑎(𝜆, 0)

𝑏(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆, 0)𝑒−8𝑖𝜆3𝑡

Закон збереження

|𝑎(𝜆, 𝑡)|2 − |𝑏(𝜆, 𝑡)|2 = 1
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Функцiї Йоста
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Функцiї Йоста

Асимптотичнi стани

Φ ∼

{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Функцiя Йоста

𝜒(𝑥, 𝜆) = Φ(𝑥, 𝜆)𝑒𝑖𝜆𝑥 ∼

{︃
1 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)1 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒2𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Функцiї Йоста
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Функцiї Йоста

Асимптотичнi стани

Φ ∼

{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Функцiя Йоста

𝜒(𝑥, 𝜆) = Φ(𝑥, 𝜆)𝑒𝑖𝜆𝑥 ∼

{︃
1 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)1 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒2𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Функцiї Йоста
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Функцiї Йоста: iнтегральне рiвняння

Функцiя Йоста

𝜒(𝑥, 𝜆) = Φ(𝑥, 𝜆)𝑒𝑖𝜆𝑥

Диференцiальне рiвняння

Φ(𝑥, 𝜆) ⇒ Φ𝑥𝑥 +
[︀
𝜆2 + 𝑢(𝑥)

]︀
Φ = 0

𝜒(𝑥, 𝜆) :
Д.З.⇒ 𝜒𝑥𝑥 − 2𝑖𝜆𝜒𝑥 + 𝑢(𝑥)𝜒 = 0

Iнтегральне рiвняння

𝜒(𝑥, 𝜆)
Д.З.
= 1 −

∫︁ 𝑥

−∞

𝑒2𝑖𝜆(𝑥−𝜉) − 1

2𝑖𝜆
𝑢(𝜉)𝜒(𝜉, 𝜆)d𝜉
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Пряма задача розсiяння
Обернена задача розсiяння

Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Функцiї Йоста
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Функцiї Йоста: iнтегральне рiвняння

Функцiя Йоста

𝜒(𝑥, 𝜆) = Φ(𝑥, 𝜆)𝑒𝑖𝜆𝑥

Диференцiальне рiвняння

Φ(𝑥, 𝜆) ⇒ Φ𝑥𝑥 +
[︀
𝜆2 + 𝑢(𝑥)

]︀
Φ = 0

𝜒(𝑥, 𝜆) :
Д.З.⇒ 𝜒𝑥𝑥 − 2𝑖𝜆𝜒𝑥 + 𝑢(𝑥)𝜒 = 0

Iнтегральне рiвняння

𝜒(𝑥, 𝜆)
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𝜕

𝜕𝑥
lim
𝜆→∞

2𝑖𝜆 [𝜒(𝑥, 𝜆) − 1]
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Аналiтичнi властивостi даних розсiяння
Функцiї Йоста
Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Канонiчнi розв’язки

Канонiчнi розв’язки

Асимптотичний розв’язок: Φ ∼
{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆, 𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

1 канонiчний розв’язок: Θ ∼ 𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

2 канонiчний розв’язок: Θ̄ ∼ 𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Лiнiйна залежнiсть

Φ(𝑥, 𝜆) = 𝑎(𝜆)Θ̄(𝑥, 𝜆) + 𝑏(𝜆)Θ(𝑥, 𝜆) ∀𝑥, 𝜆 ∈ R ⇒

⇒
Φ(𝑥, 𝜆)

𝑎(𝜆)
= Θ̄(𝑥, 𝜆) + 𝑟(𝜆)Θ(𝑥, 𝜆)

𝑟(𝜆) ≡
𝑏(𝜆)

𝑎(𝜆)
— коефiцiєнт вiдбиття
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Φ(𝑥,𝜆)
𝑎(𝜆)

= Θ̄(𝑥, 𝜆) + 𝑟(𝜆)Θ(𝑥, 𝜆)⇒
Φ(𝑥,𝜆)
𝑎(𝜆)

− 𝑒−𝑖𝜆𝑥 = Θ̄(𝑥, 𝜆) + 𝑟(𝜆)Θ(𝑥, 𝜆)− 𝑒−𝑖𝜆𝑥 ⇒

𝑒𝑖𝜆𝑦
[︁
Φ(𝑥,𝜆)
𝑎(𝜆)

− 𝑒−𝑖𝜆𝑥
]︁
= 𝑒𝑖𝜆𝑦

[︀
Θ̄(𝑥, 𝜆) + 𝑟(𝜆)Θ(𝑥, 𝜆)− 𝑒−𝑖𝜆𝑥

]︀
⇒

𝐼 =
∞∫︀

−∞
d𝜆𝑒𝑖𝜆𝑦

[︁
Φ(𝑥,𝜆)
𝑎(𝜆)

− 𝑒−𝑖𝜆𝑥
]︁
=

∞∫︀
−∞

d𝜆𝑒𝑖𝜆𝑦
[︀
Θ̄(𝑥, 𝜆) + 𝑟(𝜆)Θ(𝑥, 𝜆)− 𝑒−𝑖𝜆𝑥

]︀

Φ(𝑥, 𝜆), 𝑎(𝜆) — аналiтична на C+

Вважаємо, що 𝑎(𝜆) ̸= 0 на C+ Теорема Кошi:

𝐼 =

∞∫︁
−∞

d𝜆𝑒𝑖𝜆𝑦
[︂
Φ(𝑥, 𝜆)

𝑎(𝜆)
− 𝑒−𝑖𝜆𝑥

]︂
= 0
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−∞
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Θ̄(𝑥, 𝜆)− 𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑟(𝜆)Θ(𝑥, 𝜆)

]︁
= 0

Шукаємо розв’язок у виглядi

Θ̄(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 +

∫︁ ∞

𝑥
𝐾(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑖𝜆𝑦d𝑦, 𝐾(𝑥, 𝑦)— невiдома функцiя

Рiвняння ГЛМ (Гельфанда–Левiтана–Марченко)

𝐾(𝑥, 𝑦) +𝑅(𝑥+ 𝑦) +

∞∫︁
𝑥

𝐾(𝑥, 𝜉)𝑅(𝜉 + 𝑦)d𝜉 = 0, 𝑥 < 𝑦

𝑅(𝑧) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝑟(𝜆)𝑒𝑖𝜆𝑧d𝜆

𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥
lim

𝜆→∞
2𝑖𝜆 [𝜒(𝑥, 𝜆)− 1]

Д.З.⇒ 𝑢(𝑥) = −2 𝜕
𝜕𝑥

𝐾(𝑥, 𝑥)
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Схема методу оберненої задачi ГЛМ

Знаходження пари Лакса 𝐿, 𝑀

Пряма задача розсiяння для оператора Шредiнгера: 𝑎(𝜆, 0), 𝑏(𝜆, 0)

Еволюцiя даних розсiяння: 𝑟(𝜆, 𝑡) = 𝑏(𝜆,𝑡)
𝑎(𝜆,𝑡)

= 𝑟(𝜆, 0)𝑒−8𝑖𝜆3𝑡

Обчислення ядра рiвняння ГЛМ 𝑅(𝑧, 𝑡) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝑟(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑧

Розв’язання рiвняння ГЛМ:
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𝐾(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑅(𝜉 + 𝑦, 𝑡)d𝜉 = 0, 𝑥 < 𝑦

Обернене перетворення

𝑢(𝑥, 𝑡) = −2
𝜕

𝜕𝑥
𝐾(𝑥, 𝑥, 𝑡).
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∞∫︀
−∞
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𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑡) +𝑅(𝑥+ 𝑦, 𝑡) +

∞∫︁
𝑥

𝐾(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑅(𝜉 + 𝑦, 𝑡)d𝜉 = 0, 𝑥 < 𝑦

Обернене перетворення

𝑢(𝑥, 𝑡) = −2
𝜕

𝜕𝑥
𝐾(𝑥, 𝑥, 𝑡).
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Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Дискретний спектр
Безвiдбивальний випадок

Розв’язок рiвняння ГЛМ для безвiдбивального випадку

Безвiдбивальний випадок

𝑏(𝜆) ≡ 0 ⇒ 𝑟(𝜆) ≡ 0 𝑅(𝑧, 𝑡) =
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑏𝑛𝑒−κ𝑛𝑧

𝑖𝑎′(𝑖κ𝑛)
=

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛽𝑛𝑒
−κ𝑛𝑧 , 𝛽𝑛 =

𝑏𝑛

𝑖𝑎′(𝑖κ𝑛)

Розв’язування

𝐾(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁

𝑛=1

𝐾𝑛(𝑥)𝑒
−κ𝑛𝑦

𝑒−κ𝑛𝑦 : 𝐾𝑛(𝑧) +
𝑁∑︁

𝑚=1

𝐾𝑚(𝑥)
𝛽𝑚𝑒−(κ𝑛+κ𝑚)𝑥

κ𝑛 + κ𝑚
= −𝛽𝑛𝑒

−κ𝑛𝑥

Матричний вигляд: A(𝑥)

⎛⎜⎜⎝
𝐾1(𝑥)
𝐾2(𝑥)
. . .

𝐾𝑁 (𝑥)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
−𝛽1𝑒−κ1𝑥
−𝛽2𝑒−κ2𝑥

. . .
−𝛽𝑁𝑒−κ𝑁 𝑥

⎞⎟⎟⎠
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Iнтеграли руху

Дискретний спектр
Безвiдбивальний випадок

Розв’язок рiвняння ГЛМ для безвiдбивального випадку

Безвiдбивальний випадок

𝑏(𝜆) ≡ 0 ⇒ 𝑟(𝜆) ≡ 0 𝑅(𝑧, 𝑡) =
𝑁∑︁
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−κ𝑛𝑧 , 𝛽𝑛 =

𝑏𝑛

𝑖𝑎′(𝑖κ𝑛)
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𝑒−κ𝑛𝑦 : 𝐾𝑛(𝑧) +
𝑁∑︁

𝑚=1

𝐾𝑚(𝑥)
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⎛⎜⎜⎝
𝐾1(𝑥)
𝐾2(𝑥)
. . .

𝐾𝑁 (𝑥)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
−𝛽1𝑒−κ1𝑥
−𝛽2𝑒−κ2𝑥

. . .
−𝛽𝑁𝑒−κ𝑁 𝑥

⎞⎟⎟⎠
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Розв’язок рiвняння ГЛМ для безвiдбивального випадку

Безвiдбивальний випадок

Матричний вигляд: A(𝑥)

⎛⎜⎜⎝
𝐾1(𝑥)
𝐾2(𝑥)
. . .

𝐾𝑁 (𝑥)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
−𝛽1𝑒−κ1𝑥
−𝛽2𝑒−κ2𝑥

. . .
−𝛽𝑁𝑒−κ𝑁 𝑥

⎞⎟⎟⎠
𝐴𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 +

𝛽𝑖𝑒
−𝑥(κ𝑖+κ𝑗)

κ𝑖 + κ𝑗

𝑢(𝑥) = −2
𝜕2

𝜕𝑥2
ln detA(𝑥)

Залежнiсть вiд часу

𝛽𝑛 =
𝑏𝑛

𝑖𝑎′(𝑖κ𝑛)
⇒ 𝛽𝑛(𝑡) = 𝛽𝑛𝑒−8κ3

𝑛𝑡
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Приклад: 𝑁 = 1

𝑁 = 1

𝐴 = 1 +
𝛽𝑒2κ𝑥−8κ3𝑡

2κ

⇒ 𝑢(𝑥, 𝑡) = − 2κ2

ch2 (κ(𝑥− 4κ2𝑡− 𝛿))

𝛿 =
1

2κ
ln

𝛽

2κ
.

Демонстрацiя
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Iнтеґрованi системи
Приклад механiчної гамiльтонової системи
Рiвняння КдВ як гамiльтонова система
Iнтеґрали руху для рiвняння КдВ

Iнтеґрованi механiчнi системи

Звичайне диференцiальне рiвняння

Умова iнтеґрованостi рiвняння 𝑁–го порядку: 𝑁 перших iнтегралiв.

Гамiльтонова система

Гамiльтонiан 𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑡): 𝑝̇𝑖 = − 𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖
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Система двох осциляторiв

𝐻 =
𝑝21 + 𝑝22

2
+

𝜔2
1𝑞

2
1 + 𝜔2

2𝑞
2
2

2
, 𝑞𝑖 = 𝑝𝑖, 𝑝̇𝑖 = −𝜔2𝑞1, 𝑖 = 1, 2.

Канонiчне перетворення: дiя–кут

𝑝𝑖 =
√︀

2𝜔𝑖𝐽𝑖 cos𝛼, 𝑞𝑖 = −
√︀

2𝐽𝑖/𝜔𝑖 sin𝛼, 𝑖 = 1, 2

Розв’язок

𝐻′ = 𝜔1𝐽1 + 𝜔2𝐽2,

𝐽1 = 𝐽
(0)
1 , 𝐽2 = 𝐽

(0)
2 ,

𝛼1 = 𝜔1𝑡+ 𝛼
(0)
1 , 𝛼2 = 𝜔2𝑡+ 𝛼

(0)
2
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Рiвняння КдВ як гамiльтонова система

Рiвняння КдВ

𝑞𝑡 + 6𝑞𝑞𝑥 + 𝑞𝑥𝑥𝑥 = 0

Гамiльтонiв вигляд для КдВ

Гамiльтонiан 𝐻 =
∞∫︀

−∞
Hd𝑥 =

∞∫︀
−∞

(︁
𝑞2𝑥
2 − 𝑞3

)︁
d𝑥

Варiацiйна похiдна 𝜕
𝜕𝑥

𝛿𝐻
𝛿𝑞 = 𝜕H

𝜕𝑞 − 𝜕
𝜕𝑥

𝜕H
𝜕𝑞𝑥

= −3𝑞2 − 𝑞𝑥𝑥

Гамiльтонова форма рiвнянь КдВ:

𝑞𝑡 =
𝜕

𝜕𝑥

𝛿𝐻

𝛿𝑞
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Рiвняння КдВ

𝑢𝑡 − 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0

Рiвняння Шредiнгера, яке iнтеґрує КдВ:Φ𝑥𝑥 +
[︀
𝜆2 + 𝑢(𝑥, 𝑡)

]︀
Φ = 0

Даннi розсiяння Φ ∼
{︃
𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑥 → −∞
𝑎(𝜆)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑏(𝜆, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑥 → +∞

Рiвняння Рiкаттi

Розв’язок Φ = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 exp
𝑥∫︀

−∞
𝜒(𝜆, 𝑡, 𝜉)d𝜉 ⇒ 𝑎(𝜆) = exp

+∞∫︀
−∞

𝜒(𝜆, 𝑡, 𝜉)d𝜉

Рiвняння для 𝜒:
Д.З.⇒ 𝜒𝑥 − 2𝑖𝜆𝜒+ 𝜒2 + 𝑢 = 0

𝜒(𝜆, 𝑡, 𝑥) =
∞∑︀

𝑛=1
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𝑎(𝜆) = exp
+∞∫︀
−∞

𝜒(𝜆, 𝑡, 𝜉)d𝜉, 𝜒(𝜆, 𝑡, 𝑥) =
∞∑︀
𝑛=1

𝜒𝑛(𝑥,𝑡)
(2𝑖𝜆)2

⇒ 0 = d
d𝑡 ln 𝑎(𝜆) =

∑︀∞
𝑛=1

1
(2𝑖𝜆)𝑛

(︃
d
d𝑡

+∞∫︀
−∞

𝜒𝑛(𝜉, 𝑡)d𝜉

)︃

⇒ 𝐼𝑛 =
+∞∫︀
−∞

𝜒𝑛(𝜉, 𝑡)d𝜉 = const

Для знаходження iнтеґралiв руху потрiбно знайти 𝜒𝑛(𝜉, 𝑡)
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Дискретний спектр в методi оберненої задачi
Iнтеграли руху

Iнтеґрованi системи
Приклад механiчної гамiльтонової системи
Рiвняння КдВ як гамiльтонова система
Iнтеґрали руху для рiвняння КдВ

Функцiї 𝜒𝑛(𝑥, 𝑡)

Рiвняння Рiкаттi:
𝜒𝑥 − 2𝑖𝜆𝜒 + 𝜒2 + 𝑢 = 0, 𝜒(𝜆, 𝑡, 𝑥) =

∞∑︀
𝑛=1

𝜒𝑛(𝑥,𝑡)
(2𝑖𝜆)2

Розв’язок рiвняння Рiкаттi:

(2𝑖𝜆)0 : − 𝜒1 + 𝑢 = 0

(2𝑖𝜆)−1 :𝜒1𝑥 − 𝜒2 = 0

(2𝑖𝜆)−2 :𝜒2𝑥 − 𝜒3 + 𝜒2
1 = 0

. . .

(2𝑖𝜆)−𝑘 :𝜒𝑘𝑥 − 𝜒𝑘+1 +
∑︁

𝑖+𝑗=𝑘+1

𝜒1𝜒𝑗 = 0

. . .
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Закони збереження

Функцiї 𝜒𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜒1 = 𝑢

𝜒2 = 𝑢𝑥

𝜒4 = −𝑢𝑥𝑥𝑥 + 2(𝑢2)𝑥

𝜒5 = −𝑢𝑥𝑥𝑥 + (𝑢2)𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑥

+ 2𝑢𝑥𝑥𝑢− 2𝑢3

Закони збереження

𝐼1 =

∞∫︁
−∞

𝑢d𝑥 – закон збереження маси

𝐼2 =

∞∫︁
−∞

𝑢𝑥d𝑥 = 0

𝐼3 =

∞∫︁
−∞

(︀
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢2

)︀
d𝑥 – закон збереження iмпульсу

𝐼4 =

∞∫︁
−∞

𝜒4d𝑥 = 0

𝐼5 =

∞∫︁
−∞

𝜒5d𝑥 – закон збереження енергiї
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