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Основнi солiтоннi системи

Три солiтоннi рiвняння

КдВ–рiвняння (рiвняння Кортвега–де Врiза)

𝜑𝑡 − 6𝜑𝜑𝑥 + 𝜑𝑥𝑥𝑥 = 0

СҐ–рiвняння (рiвняння синус Ґордон)

𝜑𝑡𝑡 − 𝜑𝑥𝑥 = sin𝜑

НЛШ–рiвняння (нелiнiйне рiвняння Шредiнгера)

𝑖𝜑𝑡 + 𝜑𝑥𝑥 + 2|𝜑|2𝜑 = 0
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Рiвняння Кортвега–де Врiза: приклад

Нестислива рiдина

𝑢(𝑥, 𝑡) — поле швидкостей

d𝑢(𝑥, 𝑡)

d𝑡
=

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥

d𝑥

d𝑡
= 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 0

Роль дисперсiї

𝑣𝑝ℎ = 𝑐− 𝛼𝑘2 ⇒ 𝜔(𝑘) = 𝑐𝑘 − 𝛼𝑘3

⇒ 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥

Дисперсiя+нелiнiйнiсть

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0
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Застосування
хвилi на неглибокiй водi
iон-акустичнi хвиля в плазмi
хвилi в ангармонiчних ґратках

Однонапрямлена динамiка довгих хвиль в середовищi з
дисперсiєю за умов збереження енергiї
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Рiвняння синус Ґордон: приклад

Нелiнiйний маятник

𝑥̈+ 𝜔2
0 sin𝑥 = 0

Система пружно зв’язаних маятникiв — модель
Френкеля–Конторової

𝑥̈𝑛 + 𝜔2
0 sin𝑥+ 𝑘 (𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛−1 − 2𝑥𝑛) = 0

Континуальне наближення — СҐ–рiвняння

𝜑𝑡𝑡 − 𝜑𝑥𝑥 = sin𝜑
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Застосування
поширення дефектiв в кристалах
динамiка флюксонiв в джозевсонових контактах
динамiка доменних стiнок в феромагнетиках
скалярнi моделi елементарних частинок
поширення хвиль в лiпiдних мембранах

Динамiка хвиль в полi перiодичного потенцiалу
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера: приклад

Хвильовий пакет, дисперсiя та рiвняння огинаючої

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝐹 (𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥−𝑖𝜔𝑡 d𝑘

2𝜋

𝜔(𝑘) ≈ 𝜔0 + 𝛼(𝑘 − 𝑘0)
2

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝑘0𝑥−𝑖𝜔0𝑡𝜑(𝑥, 𝑡), 𝜑(𝑥, 𝑡) =
⃒⃒
κ = 𝑘 − 𝑘0

⃒⃒
=

∫︁ ∞

−∞
𝐹 (κ + 𝑘0)𝑒

𝑖κ𝑥−𝑖𝛼κ2𝑡 d𝑘

2𝜋

𝜑𝑡 =

∫︁ ∞

−∞
(−𝑖𝛼κ2)𝐹 (κ + 𝑘0)𝑒

𝑖κ𝑥−𝑖𝛼κ2𝑡 d𝑘

2𝜋
= 𝑖𝛼𝜑𝑥𝑥

𝑖𝜑𝑡 + 𝛼𝜑𝑥𝑥 = 0

𝜔 = 𝛼κ2

Нелiнiйний хвильовий пакет

𝑎 ∼ |𝜑| — амплiтуда огинаючої хвилi

⇒𝜔 = 𝛼κ2 + 𝛽𝑎2

⇒𝑖𝜑𝑡 + 𝛼𝑢𝑥𝑥 + 𝛽|𝜑|2𝜑 = 0
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𝑖𝜑𝑡 + 𝜑𝑥𝑥 + |𝜑|2𝜑 = 0

Застосування
гiдродинамiчнi хвилi на глибинi
поширення нелiнiйних iмпульсiв в оптичних волокнах
оптичне самофокусування
хвилi Ленґмюра в плазмi
поширення теплових iмпульсiв в твердих тiлах

Нелiнiйна модель з найменшим ступенем нелiнiйностi для опису
однонапрямленої динамiки хвиль в середовищi з дисперсiєю за
умов збереження енергiї
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умов збереження енергiї
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Рiвняння КдВ
Рiвняння КдВ: 𝜑𝑡 + 𝜑𝜑𝑥 + 𝜑𝑥𝑥𝑥 = 0
Пiдстанова:
𝜑(𝑥, 𝑡) = 1 + 𝑢(𝑥, 𝑡) ⇒ 𝑢𝑡 + (1 + 𝑢)𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0:

Дисперсiя
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Нелiнiйнiсть

𝑢𝑡 + (𝑢+ 1)𝑢𝑥 = 0.

Початкова умова: 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)

Лiнiйне рiвняння

𝑢𝑡 + 𝑐𝑢𝑥 = 0 ⇒ 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥− 𝑐𝑡)

Нелiнiйне рiвняння

𝑢𝑡 + (𝑢+ 1)𝑢𝑥 = 0 ⇒ 𝑢(𝑥, 𝑡)
Д.З.
= 𝑓 (𝑥− (𝑢+ 1)𝑡)
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Бездисперсiйний аналог КдВ

𝑢𝑡 + (𝑢+ 1)𝑢𝑥 = 0 ⇒ 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥− (𝑢+ 1)𝑡) = 𝑓(𝜉 − 𝑢𝑡), 𝜉 ≡ 𝑥− 𝑡

Початкова умова

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,

𝑐(2− 𝑥), 1 ≤ 𝑥 ≤ 2,

0, 𝑥 < 0, 𝑥 > 2 𝑥

𝑢(𝑥) 𝑡 = 0

Функцiональне рiвняння

𝑢 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐(𝜉 − 𝑢𝑡), 0 ≤ 𝜉 − 𝑢𝑡 ≤ 1,

𝑐(2− 𝜉 + 𝑢𝑡), 1 ≤ 𝜉 − 𝑢𝑡 ≤ 2,

0, решта випадкiв

Розв’язок

𝑢
Д.З.
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑐

𝜉

1 + 𝑐𝑡
, 0 ≤ 𝜉 − 𝑢𝑡 ≤ 1,

𝑐
2− 𝜉

1− 𝑐𝑡
, 1 ≤ 𝜉 − 𝑢𝑡 ≤ 2,

0, решта випадкiв
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Поява розривiв в розв’язку 𝑢 = 𝑓(𝜉 − 𝑢𝑡)

Розв’язок

𝑢 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑐

𝜉

1 + 𝑐𝑡
, 0 ≤ 𝜉 − 𝑢𝑡 ≤ 1,

𝑐
2− 𝜉

1− 𝑐𝑡
, 1 ≤ 𝜉 − 𝑢𝑡 ≤ 2,

0, решта випадкiв

Нахил

𝑢′ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑐

1 + 𝑐𝑡
, 0 ≤ 𝜉 − 𝑢𝑡 ≤ 1,

−
𝑐

1− 𝑐𝑡
, 1 ≤ 𝜉 − 𝑢𝑡 ≤ 2,

0, решта випадкiв

Час розриву (час перевертання):
𝑡𝑠 = 1/𝑐

𝑥

𝑢(𝑥) 𝑡 = 0

𝑥

𝑢(𝑥) 𝑡 = 0.5/𝑐

𝑥

𝑢(𝑥) 𝑡 = 1/𝑐

𝑥

𝑢(𝑥) 𝑡 = 1.5/𝑐
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Знов дисперсiя

КдВ: Забускi i Крускал

𝑢𝑡 + (1 + 𝑢)𝑢𝑥 + 𝛿2𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥+ 2𝜋, 𝑡)
𝑢(𝑥, 0) = cos𝑥

𝛿 = 0.022 ≪ 1
Norman Zabusky Martin David

Kruskal

Дисперсiя протидiє тенденцiї утворення
розривiв завдяки нелiнiйностi
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Дисипацiя замiсть дисперсiї

Рiвняння Бюргерса
𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝛿𝑢𝑥𝑥

Лiнеаризацiя рiвняння Бюргерса — перетворення Коула—Хопфа

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝛼𝜕𝑥 ln 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Д.З. ⇒
𝑓𝑡

𝑓
+

𝑓2
𝑥

𝑓2

(︁
𝛿 +

𝛼

2

)︁
− 𝛿

𝑓𝑥𝑥

𝑓
= 𝑐(𝑡)

𝛼 = −2𝛿 ⇒ 𝑓𝑡 = 𝛿𝑓𝑥𝑥 + 𝑐(𝑡)𝑓

Розв’язок Тейлора — ударна хвиля

𝑢 = 𝐴𝛿

(︂
1− th

𝐴𝑥− 𝛿𝐴2𝑡

2

)︂

𝑥

𝑢
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Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти

КдВ–рiвняння у виглядi 𝑢𝑡 + 12𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0

Перетворення 𝑢 = 𝑤𝑥 ⇒ 𝑤𝑡 + 6𝑤2
𝑥 + 𝑤𝑥𝑥𝑥 = 0

Перетворення Коула—Хопфа 𝑤 = 𝜕𝑥 ln 𝑓

Бiлiнiйне рiвняння Хiроти (R.Hirota, 1971)

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 − 4𝑓𝑥𝑓𝑥𝑥𝑥 + 3𝑓2
𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑥𝑡 − 𝑓𝑥𝑓𝑡 = 0 ⇐ Д.З.

Розв’язок — у виглядi ряда теорiї збурень

𝑓 = 1 +
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝑓 (𝑛)
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Перетворення Коула—Хопфа 𝑤 = 𝜕𝑥 ln 𝑓

Бiлiнiйне рiвняння Хiроти (R.Hirota, 1971)

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 − 4𝑓𝑥𝑓𝑥𝑥𝑥 + 3𝑓2
𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑥𝑡 − 𝑓𝑥𝑓𝑡 = 0 ⇐ Д.З.

Розв’язок — у виглядi ряда теорiї збурень

𝑓 = 1 +
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝑓 (𝑛)
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Основнi солiтоннi системи
Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти

КдВ–рiвняння у виглядi 𝑢𝑡 + 12𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0

Перетворення 𝑢 = 𝑤𝑥 ⇒ 𝑤𝑡 + 6𝑤2
𝑥 + 𝑤𝑥𝑥𝑥 = 0

Перетворення Коула—Хопфа 𝑤 = 𝜕𝑥 ln 𝑓

Бiлiнiйне рiвняння Хiроти (R.Hirota, 1971)

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 − 4𝑓𝑥𝑓𝑥𝑥𝑥 + 3𝑓2
𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑥𝑡 − 𝑓𝑥𝑓𝑡 = 0 ⇐ Д.З.

Розв’язок — у виглядi ряда теорiї збурень

𝑓 = 1 +
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝑓 (𝑛)
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Основнi солiтоннi системи
Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти

КдВ–рiвняння у виглядi 𝑢𝑡 + 12𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0

Перетворення 𝑢 = 𝑤𝑥 ⇒ 𝑤𝑡 + 6𝑤2
𝑥 + 𝑤𝑥𝑥𝑥 = 0

Перетворення Коула—Хопфа 𝑤 = 𝜕𝑥 ln 𝑓

Бiлiнiйне рiвняння Хiроти (R.Hirota, 1971)

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 − 4𝑓𝑥𝑓𝑥𝑥𝑥 + 3𝑓2
𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑥𝑡 − 𝑓𝑥𝑓𝑡 = 0 ⇐ Д.З.

Розв’язок — у виглядi ряда теорiї збурень

𝑓 = 1 +
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝑓 (𝑛)
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Основнi солiтоннi системи
Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти

Рiвняння Хiроти

𝑓 [𝑓𝑥𝑡 + 𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥]− 𝑓𝑥 [𝑓𝑡 + 4𝑓𝑥𝑥𝑥] + 3𝑓2
𝑥𝑥 = 0, 𝑓 = 1 + 𝜀𝑓 (1) + 𝜀2𝑓 (2) + · · ·

𝜀
(︁
1 + 𝜀𝑓 (1) + 𝜀2𝑓 (2) + · · ·

)︁ [︁
𝑓
(1)
𝑥𝑡 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥

]︁
−

− 𝜀2
(︁
𝑓
(1)
𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥

)︁ [︁
𝑓
(1)
𝑡 + 𝜀𝑓

(2)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 + 𝜀4𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥

]︁
+ 3𝜀2

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑥

)︁2
= 0

Лiнiйнi рiвняння в кожному порядку 𝜀: ⇓ Д.З.

𝜀1 :𝑓
(1)
𝑥𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝜀2 :𝑓
(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 − 3

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥

)︁2

. . .

Розв’язок рiвняння в порядку 𝜀1:

𝜀1 :𝜕𝑥
(︁
𝑓
(1)
𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥

)︁
= 0,⇒ 𝑓 (1) = exp 𝜃1, 𝜃1

Д.З.
= 𝑎𝑥− 𝑎3𝑡+ 𝛿

𝜀2 :𝑓
(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 − 3

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥

)︁2 Д.З.
= 0 ⇒ 𝑓

(3)
𝑥𝑡 ≡ 0 ⇒ 𝑓

(𝑁)
𝑥𝑡 ≡ 0 . . .
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Основнi солiтоннi системи
Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти

Рiвняння Хiроти

𝑓 [𝑓𝑥𝑡 + 𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥]− 𝑓𝑥 [𝑓𝑡 + 4𝑓𝑥𝑥𝑥] + 3𝑓2
𝑥𝑥 = 0, 𝑓 = 1 + 𝜀𝑓 (1) + 𝜀2𝑓 (2) + · · ·

𝜀
(︁
1 + 𝜀𝑓 (1) + 𝜀2𝑓 (2) + · · ·

)︁ [︁
𝑓
(1)
𝑥𝑡 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥

]︁
−

− 𝜀2
(︁
𝑓
(1)
𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥

)︁ [︁
𝑓
(1)
𝑡 + 𝜀𝑓

(2)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 + 𝜀4𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥

]︁
+ 3𝜀2

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑥

)︁2
= 0

Лiнiйнi рiвняння в кожному порядку 𝜀: ⇓ Д.З.

𝜀1 :𝑓
(1)
𝑥𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝜀2 :𝑓
(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 − 3

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥

)︁2

. . .

Розв’язок рiвняння в порядку 𝜀1:

𝜀1 :𝜕𝑥
(︁
𝑓
(1)
𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥

)︁
= 0,⇒ 𝑓 (1) = exp 𝜃1, 𝜃1

Д.З.
= 𝑎𝑥− 𝑎3𝑡+ 𝛿

𝜀2 :𝑓
(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 − 3

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥

)︁2 Д.З.
= 0 ⇒ 𝑓

(3)
𝑥𝑡 ≡ 0 ⇒ 𝑓

(𝑁)
𝑥𝑡 ≡ 0 . . .
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Основнi солiтоннi системи
Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти

Рiвняння Хiроти

𝑓 [𝑓𝑥𝑡 + 𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥]− 𝑓𝑥 [𝑓𝑡 + 4𝑓𝑥𝑥𝑥] + 3𝑓2
𝑥𝑥 = 0, 𝑓 = 1 + 𝜀𝑓 (1) + 𝜀2𝑓 (2) + · · ·

𝜀
(︁
1 + 𝜀𝑓 (1) + 𝜀2𝑓 (2) + · · ·

)︁ [︁
𝑓
(1)
𝑥𝑡 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥

]︁
−

− 𝜀2
(︁
𝑓
(1)
𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥

)︁ [︁
𝑓
(1)
𝑡 + 𝜀𝑓

(2)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 + 𝜀4𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥

]︁
+ 3𝜀2

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑥

)︁2
= 0

Лiнiйнi рiвняння в кожному порядку 𝜀: ⇓ Д.З.

𝜀1 :𝑓
(1)
𝑥𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝜀2 :𝑓
(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 − 3

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥

)︁2

. . .

Розв’язок рiвняння в порядку 𝜀1:

𝜀1 :𝜕𝑥
(︁
𝑓
(1)
𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥

)︁
= 0,⇒ 𝑓 (1) = exp 𝜃1, 𝜃1

Д.З.
= 𝑎𝑥− 𝑎3𝑡+ 𝛿

𝜀2 :𝑓
(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 − 3

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥

)︁2 Д.З.
= 0 ⇒ 𝑓

(3)
𝑥𝑡 ≡ 0 ⇒ 𝑓

(𝑁)
𝑥𝑡 ≡ 0 . . .
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Основнi солiтоннi системи
Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти

Рiвняння Хiроти

𝑓 [𝑓𝑥𝑡 + 𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥]− 𝑓𝑥 [𝑓𝑡 + 4𝑓𝑥𝑥𝑥] + 3𝑓2
𝑥𝑥 = 0, 𝑓 = 1 + 𝜀𝑓 (1) + 𝜀2𝑓 (2) + · · ·

𝜀
(︁
1 + 𝜀𝑓 (1) + 𝜀2𝑓 (2) + · · ·

)︁ [︁
𝑓
(1)
𝑥𝑡 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥

]︁
−

− 𝜀2
(︁
𝑓
(1)
𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥

)︁ [︁
𝑓
(1)
𝑡 + 𝜀𝑓

(2)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 + 𝜀4𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥

]︁
+ 3𝜀2

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥 + 𝜀𝑓

(2)
𝑥𝑥

)︁2
= 0

Лiнiйнi рiвняння в кожному порядку 𝜀: ⇓ Д.З.

𝜀1 :𝑓
(1)
𝑥𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝜀2 :𝑓
(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 − 3

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥

)︁2

. . .

Розв’язок рiвняння в порядку 𝜀1:

𝜀1 :𝜕𝑥
(︁
𝑓
(1)
𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥

)︁
= 0,⇒ 𝑓 (1) = exp 𝜃1, 𝜃1

Д.З.
= 𝑎𝑥− 𝑎3𝑡+ 𝛿

𝜀2 :𝑓
(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 − 3

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥

)︁2 Д.З.
= 0 ⇒ 𝑓

(3)
𝑥𝑡 ≡ 0 ⇒ 𝑓

(𝑁)
𝑥𝑡 ≡ 0 . . .
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Основнi солiтоннi системи
Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: 𝑁 = 1

𝑁 = 1

𝑓 (𝑁=1) = 𝑒𝜃1 , 𝜃1 = 𝑎1𝑥−𝑎31𝑡+ 𝛿1 𝑓 (𝑁>1) ≡ 0 ⇒ 𝑓 = 1+
∞∑︁

𝑛=0

𝜀𝑛𝑓 (𝑛) = 1+ 𝑒𝜃1

Перетворення Коула–Хопфа: 𝑢 = 𝜕2

𝜕𝑥2 ln 𝑓
Односолiтонний розв’язок

𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥

𝑓𝑥

𝑓
=

𝜕

𝜕𝑥

𝑎1𝑒𝜃1

1 + 𝑒𝜃1
Д.З.
=

𝑎21
4

1

ch2(𝜃1/2)

Демонстрацiя
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Основнi солiтоннi системи
Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: 𝑁 = 2

𝜀1 :𝑓
(1)
𝑥𝑡 + 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝜀2 :𝑓
(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
𝑥𝑥𝑥 − 3

(︁
𝑓
(1)
𝑥𝑥

)︁2

. . .

𝑁 = 2

𝑓 (1) = 𝑒𝜃1 + 𝑒𝜃2 , 𝜃𝑛 = 𝑎𝑛𝑥− 𝑎3𝑛𝑡+ 𝛿𝑛

𝑓 (𝑁>2) ≡ 0 ⇒ 𝑓 = 1 +
∞∑︁

𝑛=0

𝜀𝑛𝑓 (𝑛) = 1 + 𝑓 (1) + 𝑓 (2)

Для знаходження 𝑓 (2):

𝑓
(2)
𝑥𝑡 + 𝑓

(2)
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 3𝑎1𝑎2(𝑎1 − 𝑎2)

2𝑒𝜃1+𝜃2

⇒𝑓 (2) Д.З.
= 𝐴𝑒𝜃1+𝜃2 , 𝐴 =

(︂
𝑎1 − 𝑎2

𝑎1 + 𝑎2

)︂2
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Основнi солiтоннi системи
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
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(1)
𝑡 + 4𝑓

(1)
𝑥 𝑓

(1)
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(︁
𝑓
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)︁2

. . .
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: 𝑁 = 2

Двосолiтонний розв’язок 𝑁 = 2

𝑢 =
𝜕2

𝜕𝑥2
ln

(︁
1 + 𝑒𝜃1 + 𝑒𝜃2 +𝐴𝑒𝜃1+𝜃2

)︁
, 𝐴 =

(︂
𝑎1 − 𝑎2

𝑎1 + 𝑎2

)︂2

, 𝜃𝑛 = 𝑎𝑛𝑥−𝑎3𝑛𝑡+𝛿𝑛

Приклад: 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 1

𝑢 =
9𝑒𝑡+𝑥

(︁
9𝑒16𝑡 + 𝑒4𝑥 + 36𝑒9𝑡+𝑥 + 18𝑒8𝑡+2𝑥 + 4𝑒7𝑡+3𝑥

)︁
(︀
9𝑒9𝑡 + 𝑒3𝑥 + 9𝑒8𝑡+𝑥 + 9𝑒𝑡+2𝑥

)︀2

Демонстрацiя
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: 𝑁 = 2

Нехай 𝑎1 > 𝑎2 > 0
Еволюцiя першого солiтону: 𝜃1 ∼ 0,
тобто 𝑥 ≈ 𝑎21𝑡 ⇒ 𝜃2 ≈ (𝑎21 − 𝑎22)𝑡 ⇒
𝜃2 → ±∞, коли 𝑡 → ±∞
Еволюцiя другого солiтону: 𝜃2 ∼ 0,
тобто 𝑥 ≈ 𝑎22𝑡 ⇒ 𝜃1 → ±∞, коли
𝑡 → ±∞

Фазовий зсув

𝑢 ≈
2∑︁

𝑖=1

𝑎2𝑖

4 ch2
𝜃𝑖+Δ

(±)
𝑖

2

, 𝑡 → ±∞

Δ
(+)
1 = ln𝐴, Δ

(−)
1 = 0,

Δ
(+)
2 = 0, Δ

(−)
1 = ln𝐴

𝛿𝑥1 = (Δ
(+)
1 −Δ

(−)
1 )/𝑎1 = ln𝐴/𝑎1 < 0

𝛿𝑥2 = (Δ
(+)
2 −Δ

(−)
2 )/𝑎2 = − ln𝐴/𝑎2 > 0.

Маса 𝑚 =
∞∫︀

−∞

𝑎2d𝑥

4 ch2 𝜃/2
= 𝑎

Закон збереження iмпульсу

𝑎1𝛿𝑥1 + 𝑎2𝛿𝑥2 = 0

𝑚1𝑣⃗1 +𝑚2𝑣⃗2 = 0.
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: 𝑁–солiтонний розв’язок

𝑓 (1) = 1 +
𝑁∑︁

𝑛=0

𝑒𝜃𝑛 , 𝜃𝑛 = 𝑎𝑛𝑥− 𝑎3𝑛𝑡+ 𝛿𝑛

⇒ 𝑓 (𝑁+1) = 𝑓 (𝑁+2) = · · · = 0

𝑁–солiтонний розв’язок

𝑢𝑁 (𝑥, 𝑡) =
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑓(𝑥, 𝑡),

𝑓(𝑥, 𝑡) = det(𝑀), 𝑀 = ||𝑚𝑖𝑗 ||

𝑚𝑖𝑗 =
2
√κ𝑖κ𝑗

κ𝑖 + κ𝑗
exp

[︃
κ𝑖 + κ𝑗

2
𝑥−

κ2
𝑖 + κ2

𝑗

2
𝑡+ 𝛼𝑖𝑗

]︃
+ 𝛿𝑖𝑗
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: 𝑁–солiтонний розв’язок
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𝑛=0
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𝑓(𝑥, 𝑡) = det(𝑀), 𝑀 = ||𝑚𝑖𝑗 ||

𝑚𝑖𝑗 =
2
√κ𝑖κ𝑗

κ𝑖 + κ𝑗
exp

[︃
κ𝑖 + κ𝑗

2
𝑥−

κ2
𝑖 + κ2

𝑗

2
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]︃
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Перетворення Беклунда

Рiвняння КдВ: 𝑢𝑡 − 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0
Рiвняння мКдВ: 𝑣𝑡 − 6(𝑣2 + 6𝜆)𝑣𝑥 + 𝑣𝑥𝑥𝑥 = 0 (модифiковане рiвняння КдВ)

Мiура (1968)

Якщо 𝑣 — розв’язок мКдВ, то 𝑢 = 𝑣𝑥 + 𝑣2 + 𝜆 — розв’язок КдВ (𝜆 — стала)

Два розв’язки КдВ–рiвняння

Якщо 𝑣 є розв’язком мКдВ, то −𝑣 також є розв’язком мКдВ{︃
𝑢0 = 𝜆+ 𝑣2 + 𝑣𝑥

𝑢1 = 𝜆+ 𝑣2 − 𝑣𝑥
⇒
{︃
𝑢0 − 𝑢1 = 2𝑣𝑥

𝑢0 + 𝑢1 = 2(𝜆+ 𝑣2)
⇒⃒⃒⃒⃒⃒𝑢0 = 2 𝜕𝑤0

𝜕𝑥

𝑢1 = 2 𝜕𝑤1
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⇒

{︃
𝑤0 − 𝑤1 = 𝑣

(𝑤1 + 𝑤0)𝑥 = 𝜆+ 𝑣2

Перетворення Беклунда{︃
(𝑤1 + 𝑤0)𝑥 = (𝑤1 − 𝑤0)2 + 𝜆

(𝑤1 − 𝑤0)𝑡 − 6(𝑤1 + 𝑤0)𝑥(𝑤1 − 𝑤0)𝑥 + (𝑤1 − 𝑤0)𝑥𝑥𝑥 = 0
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Мiура (1968)
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𝜕𝑥
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𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⇒

{︃
𝑤0 − 𝑤1 = 𝑣

(𝑤1 + 𝑤0)𝑥 = 𝜆+ 𝑣2

Перетворення Беклунда{︃
(𝑤1 + 𝑤0)𝑥 = (𝑤1 − 𝑤0)2 + 𝜆

(𝑤1 − 𝑤0)𝑡 − 6(𝑤1 + 𝑤0)𝑥(𝑤1 − 𝑤0)𝑥 + (𝑤1 − 𝑤0)𝑥𝑥𝑥 = 0

c○ Д.Д.Шека 2009–2011 50/138



Основнi солiтоннi системи
Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

Рiвняння Бюргерса
Метод Хiроти для рiвняння КдВ
Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Перетворення Беклунда

𝑢0 = 𝑤0 = 0 ⇒
{︃
𝑤1𝑥 = 𝜆+ 𝑤2

1

−𝑤1𝑡 + 6(𝑤1𝑥)
2 − (𝑤1)𝑥𝑥𝑥 = 0

𝑤1 = −
𝑓𝑥

𝑓

Д.З.⇒ 𝑓𝑥𝑥 + 𝜆𝑓 = 0 ⇒ 𝑓 = 𝑒𝑎(𝑥+𝑐) + 𝑒−𝑎(𝑥+𝑐), 𝜆 = −𝑎2, 𝑐 = 𝑐(𝑡)

𝑤1 = −𝑎th𝜃, 𝜃 = 𝑎(𝑥+ 𝑐)

𝑐𝑡 + 4𝑎2 = 0 ⇒ 𝑐(𝑡) = −4𝑎2𝑡+ 𝛿

Односолiтонний розв’язок 𝑁 = 1

𝑢1 = 2𝑤1𝑥 =
2𝑎2

ch2(𝑎(𝑥− 4𝑎2𝑡+ 𝛿))

𝑁–солiтонний розв’язок

0 ↦→ 𝑢1 ↦→ 𝑢2 ↦→ 𝑢1 ↦→ · · · ↦→ 𝑢𝑁
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