
Лекцiя № 5

Тема лекцiї:

Рiвняння синус Ґордон

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 95/114 95 / 114



План лекцiї

1 Iнтеграли руху

Iнтеґрованi системи

Приклад механiчної гамiльтонової системи

Рiвняння КдВ як гамiльтонова система

Iнтеґрали руху для рiвняння КдВ

2 Рiвняння синус Ґордон

Симетрiї та iнтеґрали руху для СҐ–рiвняння

3 Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння

Односолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

4 Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння

Двiйка Лакса

Аналiтичнi властивостi даних розсiяння

Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко для СҐ–рiвняння

5 Багатосолiтоннi розв’язки для СҐ–рiвняння
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Iнтеграли руху Iнтеґрованi системи

Iнтеґрованi механiчнi системи

Звичайне диференцiальне рiвняння

Умова iнтеґрованостi рiвняння N–го порядку: N перших iнтегралiв.

Гамiльтонова система

Гамiльтонiан H(⃗p, q⃗, t): ṗi = − 𝜕H
𝜕qi

, q̇i =
𝜕H
𝜕pi

, i = 1, n (2n ступенiв вiльностi).

Необхiдно знати лише n iнтегралiв руху в iнволюцiї (теорема Лiувiлля-Арнольда):

𝜕Ii
𝜕t

+ {Ii,H} = 0, {Ii, Ik} = 0, Ii (⃗p, q⃗, t) = const.

Iнтеґрованiсть гамiльтонової систем

Змiннi дiя–кут (⃗J, 𝛼⃗): 𝛼̇i = − 𝜕H
𝜕Ji

, J̇i = 0, i = 1, n

J⃗ = const, 𝛼⃗ = 𝛼⃗0 + 𝜔⃗t

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 97/114 97 / 114



Iнтеграли руху Iнтеґрованi системи

Iнтеґрованi механiчнi системи

Звичайне диференцiальне рiвняння

Умова iнтеґрованостi рiвняння N–го порядку: N перших iнтегралiв.

Гамiльтонова система

Гамiльтонiан H(⃗p, q⃗, t): ṗi = − 𝜕H
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Iнтеграли руху Приклад механiчної гамiльтонової системи

Приклад iнтеґрованої механiчної системи

Система двох осциляторiв

H =
p2
1 + p2

2

2
+

𝜔2
1q

2
1 + 𝜔2

2q
2
2

2
, q̇i = pi, ṗi = −𝜔2qi, i = 1, 2.

Канонiчне перетворення: дiя–кут

pi =
√︀

2𝜔iJi cos𝛼, qi = −
√︀

2Ji/𝜔i sin𝛼, i = 1, 2

Розв’язок

H′ = 𝜔1J1 + 𝜔2J2,

J1 = J(0)1 , J2 = J(0)2 ,

𝛼1 = 𝜔1t + 𝛼
(0)
1 , 𝛼2 = 𝜔2t + 𝛼

(0)
2
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Iнтеграли руху Рiвняння КдВ як гамiльтонова система

Рiвняння КдВ як гамiльтонова система

Рiвняння КдВ

qt + 6qqx + qxxx = 0

Гамiльтонiв вигляд для КдВ

Гамiльтонiан H =
∞∫︀

−∞
Hdx =

∞∫︀
−∞

(︁
q2
x
2 − q3

)︁
dx

Варiацiйна похiдна 𝛿H
𝛿q = 𝜕H

𝜕q − 𝜕
𝜕x

𝜕H
𝜕qx

= −3q2 − qxx

Гамiльтонова форма рiвнянь КдВ:

qt =
𝜕

𝜕x
𝛿H
𝛿q
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Iнтеграли руху Iнтеґрали руху для рiвняння КдВ

Iнтеґрали руху для рiвняння КдВ

Рiвняння КдВ

ut − 6uux + uxxx = 0

Рiвняння Шредiнгера, яке iнтеґрує КдВ: Φxx +
[︀
𝜆2 + u(x, t)

]︀
Φ = 0

Данi розсiяння Φ ∼
{︃

e−i𝜆x x → −∞
a(𝜆)e−i𝜆x + b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞

Рiвняння Рiкаттi

Розв’язок Φ = e−i𝜆x exp
x∫︀

−∞
𝜒(𝜆, t, 𝜉)d𝜉 ⇒ a(𝜆) = exp

+∞∫︀
−∞

𝜒(𝜆, t, 𝜉)d𝜉

Рiвняння для 𝜒:
Д.З.⇒ 𝜒x − 2i𝜆𝜒+ 𝜒2 + u = 0

𝜒(𝜆, t, x) =
∞∑︀

n=1

𝜒n(x, t)
(2i𝜆)n

=
𝜒1

2i𝜆
+

𝜒2

(2i𝜆)2
+ · · ·
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Закони збереження для КдВ

Iнтеґрали руху

a(𝜆) = exp
+∞∫︀
−∞

𝜒(𝜆, t, 𝜉)d𝜉, 𝜒(𝜆, t, x) =
∞∑︀

n=1

𝜒n(x,t)
(2i𝜆)2

⇒ 0 = d
dt ln a(𝜆) =

∑︀∞
n=1

1
(2i𝜆)n

(︃
d
dt

+∞∫︀
−∞

𝜒n(𝜉, t)d𝜉

)︃

⇒ In =
+∞∫︀
−∞

𝜒n(𝜉, t)d𝜉 = const

Для знаходження iнтеґралiв руху потрiбно знайти 𝜒n(𝜉, t)
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Функцiї 𝜒n(x, t)

Рiвняння Рiкаттi: 𝜒x − 2i𝜆𝜒 + 𝜒2 + u = 0, 𝜒(𝜆, t, x) =
∞∑︀

n=1

𝜒n(x,t)
(2i𝜆)n

Розв’язок рiвняння Рiкаттi:

(2i𝜆)0 : −𝜒1 + u = 0

(2i𝜆)−1 : 𝜒1x − 𝜒2 = 0

(2i𝜆)−2 : 𝜒2x − 𝜒3 + 𝜒2
1 = 0

. . .

(2i𝜆)−k : 𝜒kx − 𝜒k+1 +
∑︁

i+j=k+1

𝜒i𝜒j = 0

. . .
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Закони збереження

Функцiї 𝜒n(x, t)

𝜒1 = u

𝜒2 = ux

𝜒3 = uxx + u2

𝜒4 = −uxxx + 2(u2)x

𝜒5 = −uxxx + (u2)xx + u2
x

+ 2uxxu − 2u3

Закони збереження

I1 =

∞∫︁
−∞

udx – закон збереження маси

I2 =

∞∫︁
−∞

uxdx = 0

I3 =

∞∫︁
−∞

(︁
uxx + u2

)︁
dx – закон збереження iмпульсу

I4 =

∞∫︁
−∞

𝜒4dx = 0

I5 =

∞∫︁
−∞

𝜒5dx – закон збереження енергiї
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Рiвняння синус Ґордон Симетрiї та iнтеґрали руху для СҐ–рiвняння

Рiвняння синус Ґордон (СҐ–рiвняння)

СҐ–рiвняння: utt − uxx = sin u

Симетрiї

Просторова трансляцiя x → x′ = x − X

Часова трансляцiя t → t′ = t − T

Перетворення Лоренца: x → x′ = x−vt√
1−v2

, t → t′ = t−xv√
1−v2

Iнтеґрали руху

Нескiнчена кiлькiсть iнтеґралiв руху

Енергiя H =
+∞∫︀
−∞

(︂
u2
t
2 +

u2
x
2 + 1 − cos u

)︂
dx

Iмпульс P =
+∞∫︀
−∞

utuxdx

Топологiчний заряд Q = 1
2𝜋

+∞∫︀
−∞

uxdx
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Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння

Симетрична форма СҐ–рiвняння

utt − uxx = sin u ⇒
⃒⃒⃒⃒
x → x − t
t → t + x

⃒⃒⃒⃒
⇒

uxt = sin u

Перетворення Беклунда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ux − vx

2
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u + v
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ut + vt

2
= −
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𝜆
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𝜆
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v
2

Д.З.⇒ v(x, t) = 4 arctg e−
𝜆
2 (x−x0)− 1

2𝜆 (t−t0)
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Односолiтоннi розв’язки

v(x, t) = 4 arctg e−
𝜆
2 (x−x0)− 1

2𝜆 (t−t0)

Топологiчний заряд Q = 1
2𝜋

+∞∫︀
−∞

uxdx =
u(+∞,t)−u(−∞,t)

2𝜋 = ±n, n ∈ N

Кiнк (𝜆 < 0) Антикiнк (𝜆 > 0)
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Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

Низка перетворень

v0 — тривiальний розв’язок

v1, v2 — односолiтоннi

розв’язки

v3 — двосолiтонний

розв’язок

Перетворення Беклунда

⎧⎪⎨⎪⎩
ux − vx

2
= −𝜆 sin u+v

2

ut + vt

2
= − 1

𝜆 sin u−v
2

Схема побудови двосолiтонного розв’язку

v0

v2v1

v3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2
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Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда
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𝜆
sin u−v
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Схема

v0

v2v1

v3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2

N = 1

{︃
N = 0 u = v0 = 0

N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)
⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ v1

2

)︁
x
= 𝜆1 sin

v1

2(︁ v2

2

)︁
x
= 𝜆2 sin

v2

2

N = 2

{︃
N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)

N = 2 u = v3
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
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v3 − v1

2
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x
= 𝜆2 sin

v3 + v1

2(︂
v3 − v2

2

)︂
x
= 𝜆1 sin

v3 + v2

2

Двосолiтонний розв’язок

tg
v3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

v2 − v1

2

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 108/114 108 / 114



Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ux − vx

2
= −𝜆 sin u+v

2

ut + vt

2
= − 1

𝜆
sin u−v

2

Схема

v0

v2v1

v3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2

N = 1

{︃
N = 0 u = v0 = 0

N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)
⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ v1

2

)︁
x
= 𝜆1 sin

v1

2(︁ v2

2

)︁
x
= 𝜆2 sin

v2

2

N = 2

{︃
N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)

N = 2 u = v3
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂

v3 − v1

2

)︂
x
= 𝜆2 sin

v3 + v1

2(︂
v3 − v2

2

)︂
x
= 𝜆1 sin

v3 + v2

2

Двосолiтонний розв’язок

tg
v3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

v2 − v1

2

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 108/114 108 / 114



Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ux − vx

2
= −𝜆 sin u+v

2

ut + vt

2
= − 1

𝜆
sin u−v

2

Схема

v0

v2v1

v3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2

N = 1

{︃
N = 0 u = v0 = 0

N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)
⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ v1

2

)︁
x
= 𝜆1 sin

v1

2(︁ v2

2

)︁
x
= 𝜆2 sin

v2

2

N = 2

{︃
N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)

N = 2 u = v3
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂

v3 − v1

2

)︂
x
= 𝜆2 sin

v3 + v1

2(︂
v3 − v2

2

)︂
x
= 𝜆1 sin

v3 + v2

2

Двосолiтонний розв’язок

tg
v3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

v2 − v1

2

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 108/114 108 / 114



Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ux − vx

2
= −𝜆 sin u+v

2

ut + vt

2
= − 1

𝜆
sin u−v

2

Схема

v0

v2v1

v3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2

N = 1

{︃
N = 0 u = v0 = 0

N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)
⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ v1

2

)︁
x
= 𝜆1 sin

v1

2(︁ v2

2

)︁
x
= 𝜆2 sin

v2

2

N = 2

{︃
N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)

N = 2 u = v3
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂

v3 − v1

2

)︂
x
= 𝜆2 sin

v3 + v1

2(︂
v3 − v2

2

)︂
x
= 𝜆1 sin

v3 + v2

2

Двосолiтонний розв’язок

tg
v3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

v2 − v1

2

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 108/114 108 / 114



Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ux − vx

2
= −𝜆 sin u+v

2

ut + vt

2
= − 1

𝜆
sin u−v

2

Схема

v0

v2v1

v3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2

N = 1

{︃
N = 0 u = v0 = 0

N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)
⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ v1

2

)︁
x
= 𝜆1 sin

v1

2(︁ v2

2

)︁
x
= 𝜆2 sin

v2

2

N = 2

{︃
N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)

N = 2 u = v3
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂

v3 − v1

2

)︂
x
= 𝜆2 sin

v3 + v1

2(︂
v3 − v2

2

)︂
x
= 𝜆1 sin

v3 + v2

2

Двосолiтонний розв’язок

tg
v3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

v2 − v1

2

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 108/114 108 / 114



Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ux − vx

2
= −𝜆 sin u+v

2

ut + vt

2
= − 1

𝜆
sin u−v

2

Схема

v0

v2v1

v3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2

N = 1

{︃
N = 0 u = v0 = 0

N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)
⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ v1

2

)︁
x
= 𝜆1 sin

v1

2(︁ v2

2

)︁
x
= 𝜆2 sin

v2

2

N = 2

{︃
N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)

N = 2 u = v3
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂

v3 − v1

2

)︂
x
= 𝜆2 sin

v3 + v1

2(︂
v3 − v2

2

)︂
x
= 𝜆1 sin

v3 + v2

2

Двосолiтонний розв’язок

tg
v3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

v2 − v1

2

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 108/114 108 / 114



Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтоннi розв’язки

Перетворення Беклунда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ux − vx

2
= −𝜆 sin u+v

2

ut + vt

2
= − 1

𝜆
sin u−v

2

Схема

v0

v2v1

v3

𝜆2

𝜆1

𝜆1

𝜆2

N = 1

{︃
N = 0 u = v0 = 0

N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)
⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ v1

2

)︁
x
= 𝜆1 sin

v1

2(︁ v2

2

)︁
x
= 𝜆2 sin

v2

2

N = 2

{︃
N = 1 v1(𝜆1), v2(𝜆2)

N = 2 u = v3
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂

v3 − v1

2

)︂
x
= 𝜆2 sin

v3 + v1

2(︂
v3 − v2

2

)︂
x
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v3 + v2

2

Двосолiтонний розв’язок

tg
v3

2
=
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tg

v2 − v1

2
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Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтонний розв’язок: кiнк–антикiнк

Двосолiтонний розв’язок

tg
v3

2
=

𝜆1 + 𝜆2

𝜆1 − 𝜆2
tg

v2 − v1

2
, tg

vj

4
= e𝜃j , 𝜃j =

𝜆jx
2

+
t

2𝜆j
+ 𝛿j, j = 1, 2

u(x, t) = v3 = 4 arctg
(︂
𝜆2 + 𝜆1

𝜆2 − 𝜆1
·

e𝜃1 − e𝜃2

1 + e𝜃1+𝜃2

)︂
.

Двiйка кiнк–антикiнк

𝜆1, 𝜆2, 𝛿1, 𝛿2, ∈ R,

v =
𝜆2 − 𝜆1

𝜆2 + 𝜆1

tg
u
4
=

sh vt√
1−v2

v ch x√
1−v2
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Перетворення Беклунда для СҐ–рiвняння Двосолiтоннi розв’язки

Двосолiтонний розв’язок: брiзер

Брiзер

tg
u
4
=

sh(vt/
√︀

1 − v2)

v ch(x/
√︀

1 − v2)
, v =

i𝜔√︀
1 − 𝜔2

, 𝜔 < 1

tg
u
4
=

√︀
1 − 𝜔2

𝜔

sh(𝜔(t − vex)/
√︀

1 − v2
e)

ch(
√︀

1 − 𝜔2(x − vet)/
√︀

1 − v2
e)

Стацiонарний брiзер: ve = 0 Рухомий брiзер: ve > 0
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Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння Двiйка Лакса

Оператори Лакса для СҐ–рiвняння

Двiйка Лакса

{︃
Ψx = LΨ
Ψt = AΨ

Оператори Лакса для СҐ–рiвняння

L = i𝜆

(︃
i𝜆 iux

2
iux
2 −i𝜆

)︃

A =
1

4i𝜆

(︂
cos u −i sin u
i sin u − cos u

)︂
Lt − Ax = [L,A]

Д.З.⇒ uxt = sin u

Перше рiвняння Лакса

Ψx = LΨ, Φ1 ≡ Ψ21, Φ2 ≡ Ψ22⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(Φ1)x = i𝜆Φ1 +

iu
2
Φ2,

(Φ2)x =
iu
2
Φ1 − i𝜆Φ2

(︂
Φ1
Φ2

)︂
∼

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︂
0

e−i𝜆x

)︂
, x → −∞

(︂
b(𝜆, t)ei𝜆x

a(𝜆, t)e−i𝜆x

)︂
, x → +∞
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Метод оберненої задачi для СҐ–рiвняння Аналiтичнi властивостi даних розсiяння

Аналiтичнi властивостi даних розсiяння

|a|2 + |b|2 = 1

a(𝜆, t) = a(𝜆), b(𝜆, t) = b(𝜆)e−it/2𝜆 — часова еволюцiя даних

розсiяння

a(𝜆) — аналiтична на C+, ā(𝜆) — аналiтична на C−

Нулi a(𝜆n) на C+ вiдповiдають дискретному спектру при n = 1,N
Для кожної точки дискретного спектру

Φ1(𝜆j, x, t) = bj(t)Φ2(𝜆j, x, t), де bj(t) = bje−it/2𝜆j
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Φ1(𝜆j, x, t) = bj(t)Φ2(𝜆j, x, t), де bj(t) = bje−it/2𝜆j
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Схема методу оберненої задачi ГЛМ для СҐ–рiвняння

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
K1(x, y, t) +

∞∫︀
x

K2(x, 𝜉, t)R(𝜉 + y, t)d𝜉 = 0,

K2(x, y, t) +
∞∫︀
x

K1(x, 𝜉, t)R(𝜉 + y, t)d𝜉 = R(x + y, t)
— рiвняння ГЛМ

R(z, t) =
N∑︀

j=1
𝛽jeit/2𝜆j + 1

2𝜋

∞∫︀
−∞

r(𝜆, t)ei𝜆zd𝜆 — iнтеґральне ядро

r(𝜆, t) =
b(𝜆, t)
a(𝜆, t)

=
b(𝜆)
a(𝜆)

e−it/2𝜆 — коефiцiєнт вiдбиття

𝛽j =
bj

ia′(𝜆j)

u(x) = −2K2(x, x, t) — розв’язок СҐ–рiвняння
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Багатосолiтоннi розв’язки для СҐ–рiвняння

Багатосолiтоннi розв’язки для СҐ–рiвняння

Безвiдбивальний випадок

b(𝜆) ≡ 0 ⇒ r(𝜆) ≡ 0

N–солiтонний розв’язок СҐ–рiвняння

Akj =
𝛽j

𝜆k + 𝜆j
exp

(︁
i𝜆jx − it

𝜆j

)︁
, k, j = 1,N

u(x, t) = − i
2 ln

(︂
det [I + A(x, t)]
det [I − A(x, t)]

)︂
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