
Лекцiя № 4

Тема лекцiї:

Метод оберненої задачi розсiяння
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План лекцiї

1 Пряма задача розсiяння

Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Пряма задача розсiяння

Еволюцiя параметрiв розсiяння

2 Обернена задача розсiяння

Аналiтичнi властивостi даних розсiяння

Функцiї Йоста

Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

3 Дискретний спектр в методi оберненої задачi

Дискретний спектр

Безвiдбивальний випадок
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План лекцiї

1 Пряма задача розсiяння
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Перетворення розсiяння

Перетворення розсiяння S

Нехай u(x, t) — розв’язок КдВ.

Спектральна задача Φxx + (𝜆2 + u)Φ = 0
— рiвняння Шредiнгера

Обернене перетворення розсiяння S −1

a(𝜆, t), b(𝜆, t) ⇒ «потенцiал» u(x, t)

Данi розсiяння

Φ ∼
{︃

e−i𝜆x x → −∞
a(𝜆, 0)e−i𝜆x + b(𝜆, 0)ei𝜆x x → +∞

Розв’язок часового рiвняння

𝜕tΦ = AΦ

⇒a(𝜆, t) = a(𝜆, 0), b(𝜆, t) = b(𝜆, 0)e−8i𝜆3t
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Перетворення розсiяння

Перетворення розсiяння S
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Перетворення розсiяння

Перетворення розсiяння S

Нехай u(x, t) — розв’язок КдВ.

Спектральна задача Φxx + (𝜆2 + u)Φ = 0
— рiвняння Шредiнгера
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Перетворення розсiяння

Перетворення розсiяння S

Нехай u(x, t) — розв’язок КдВ.

Спектральна задача Φxx + (𝜆2 + u)Φ = 0
— рiвняння Шредiнгера

Обернене перетворення розсiяння S −1

a(𝜆, t), b(𝜆, t) ⇒ «потенцiал» u(x, t)

Данi розсiяння

Φ ∼
{︃

e−i𝜆x x → −∞
a(𝜆, 0)e−i𝜆x + b(𝜆, 0)ei𝜆x x → +∞

Розв’язок часового рiвняння
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Обернене перетворення розсiяння: дiаграма

u(x, 0)
a(𝜆, 0)
b(𝜆, 0)

a(𝜆, t) = a(𝜆, 0)

b(𝜆, t) = b(𝜆, 0)e−8i𝜆3tu(x, t)

S

S −1
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Представлення Лакса

Пара Лакса

Система рiвнянь Лакса {︃
Ψx = LΨ
Ψt = AΨ

Ψ = Ψ(x, t;𝜆) =
(︂
Ψ11 Ψ12
Ψ21 Ψ22

)︂
, L = L(x, t;𝜆), A = A(x, t;𝜆)

Умова сумiсностi системи рiвнянь Лакса

{︃
Ψxt = LtΨ+ LΨt = LtΨ+ LAΨ

Ψtx = AxΨ+ AΨx = AxΨ+ ALΨ
⇒Lt − Ax = [A,L]

Нелiнiйне рiвняння виникає як умова сумiсностi двох лiнiйних рiвнянь
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Представлення Лакса

Пара Лакса
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Ψ = Ψ(x, t;𝜆) =
(︂
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Представлення Лакса

Пара Лакса
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Представлення Лакса

Пара Лакса

Система рiвнянь Лакса {︃
Ψx = LΨ
Ψt = AΨ

Ψ = Ψ(x, t;𝜆) =
(︂
Ψ11 Ψ12
Ψ21 Ψ22

)︂
, L = L(x, t;𝜆), A = A(x, t;𝜆)

Умова сумiсностi системи рiвнянь Лакса

{︃
Ψxt = LtΨ+ LΨt = LtΨ+ LAΨ

Ψtx = AxΨ+ AΨx = AxΨ+ ALΨ
⇒Lt − Ax = [A,L]Lt − Ax = [A,L]

НелiнiйнеНелiнiйне рiвняння виникає як умова сумiсностi двох лiнiйних рiвнянь

Lt − Ax = [A,L]

Lt − Ax = [A,L]

Нелiнiйне
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Представлення Лакса

Пара Лакса

Система рiвнянь Лакса {︃
Ψx = LΨ
Ψt = AΨ

{︃
Ψx = LΨ
Ψt = AΨ

Ψ = Ψ(x, t;𝜆) =
(︂
Ψ11 Ψ12
Ψ21 Ψ22

)︂
, L = L(x, t;𝜆), A = A(x, t;𝜆)

Умова сумiсностi системи рiвнянь Лакса

{︃
Ψxt = LtΨ+ LΨt = LtΨ+ LAΨ

Ψtx = AxΨ+ AΨx = AxΨ+ ALΨ
⇒Lt − Ax = [A,L]

Нелiнiйне рiвняння виникає як умова сумiсностi двох лiнiйнихлiнiйних рiвнянь

{︃
Ψx = LΨ
Ψt = AΨ

лiнiйних
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Оператори Лакса для КдВ

Оператори Лакса

L = i𝜆
(︂

1 0
0 −1

)︂
+ i

(︂
0 u
1 0

)︂
, 𝜆 ∈ C

A = −4𝜆2L − 2i𝜆
(︂
−u −iux
0 u

)︂
+

(︂
ux iuxx + 2iu2

2iu −ux

)︂

Умова Лакса

Lt − Ax = [A,L]
Д.З.⇒

Д.З.⇒ 𝜆0 : i
(︂

0 ut
0 0

)︂
−

(︂
uxx iuxxx + 4iuux
2iux −uxx

)︂
+ i

(︂
−iuxx −2uux
2ux iuxx

)︂
= 0

Д.З.⇒ ut − uxxx − 6uux = 0.
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Оператори Лакса для КдВ

Оператори Лакса

L = i𝜆
(︂

1 0
0 −1

)︂
+ i

(︂
0 u
1 0

)︂
, 𝜆 ∈ C

A = −4𝜆2L − 2i𝜆
(︂
−u −iux
0 u

)︂
+

(︂
ux iuxx + 2iu2

2iu −ux

)︂

Умова Лакса

Lt − Ax = [A,L]
Д.З.⇒

Д.З.⇒ 𝜆0 : i
(︂

0 ut
0 0

)︂
−

(︂
uxx iuxxx + 4iuux
2iux −uxx

)︂
+ i

(︂
−iuxx −2uux
2ux iuxx

)︂
= 0

Д.З.⇒ ut − uxxx − 6uux = 0.
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Оператори Лакса для КдВ

Перше рiвняння Лакса

Ψx = LΨ ⇒
𝜕

𝜕x

(︂
Ψ11 Ψ12
Ψ21 Ψ22

)︂
= L

(︂
Ψ11 Ψ12
Ψ21 Ψ22

)︂
=

(︂
i𝜆 iu
i −i𝜆

)︂(︂
Ψ11 Ψ12
Ψ21 Ψ22

)︂
Скалярний вигляд:{︃

Ψ′
11 = i𝜆Ψ11 + iuΨ21

Ψ′
21 = iΨ11 − i𝜆Ψ21

Д.З.⇒ Ψ′′
21 + (𝜆2 + u)Ψ21 = 0
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Пряма задача розсiяння Представлення Лакса для рiвняння КдВ

Оператори Лакса для КдВ

Перше рiвняння Лакса

Ψx = LΨ ⇒
𝜕

𝜕x

(︂
Ψ11 Ψ12
Ψ21 Ψ22

)︂
= L

(︂
Ψ11 Ψ12
Ψ21 Ψ22

)︂
=

(︂
i𝜆 iu
i −i𝜆

)︂(︂
Ψ11 Ψ12
Ψ21 Ψ22

)︂
Скалярний вигляд:{︃

Ψ′
11 = i𝜆Ψ11 + iuΨ21

Ψ′
21 = iΨ11 − i𝜆Ψ21

Д.З.⇒ Ψ′′
21 + (𝜆2 + u)Ψ21 = 0
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Пряма задача розсiяння Пряма задача розсiяння

Задача розсiяння i асимптотичний розв’язок

Постановка задачi розсiяння

Одновимiрне рiвняння Шредiнгера для Φ = Ψ21

Φxx +
[︁
𝜆2 + u(x, t)

]︁
Φ = 0

u(x, t) вiдiграє роль потенцiалу (вважаємо, що u → 0 при x → ±∞)

𝜆 — спектральний параметр

Асимптотичнi стани

|x| → ∞ ⇒ u → 0 ⇒ Φxx + 𝜆2Φ = 0

⇒Φ ∼
{︃

e−i𝜆x x → −∞
a(𝜆, t)e−i𝜆x + b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞

a(𝜆, t) — амплiтуда проходження

b(𝜆, t) — амплiтуда вiдбиття
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Пряма задача розсiяння Пряма задача розсiяння

Задача розсiяння i асимптотичний розв’язок

Постановка задачi розсiяння

Одновимiрне рiвняння Шредiнгера для Φ = Ψ21

Φxx +
[︁
𝜆2 + u(x, t)

]︁
Φ = 0

u(x, t) вiдiграє роль потенцiалу (вважаємо, що u → 0 при x → ±∞)

𝜆 — спектральний параметр

Асимптотичнi стани

|x| → ∞ ⇒ u → 0 ⇒ Φxx + 𝜆2Φ = 0

⇒Φ ∼
{︃

e−i𝜆x x → −∞
a(𝜆, t)e−i𝜆x + b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞

a(𝜆, t) — амплiтуда проходження

b(𝜆, t) — амплiтуда вiдбиття
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Пряма задача розсiяння Пряма задача розсiяння

Асимптотичнi розв’язки

Ψ21

Ψ21 ∼
{︃

e−i𝜆x x → −∞
a(𝜆, t)e−i𝜆x + b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞

Ψ11

{︃
Ψ′

11 = i𝜆Ψ11 + iuΨ21

Ψ′
21 = iΨ11 − i𝜆Ψ21

⇒ Ψ11 = 𝜆Ψ21 − iΨ′
21 ⇒ Ψ11 ∼

{︃
0 x → −∞
2𝜆b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞
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Пряма задача розсiяння Пряма задача розсiяння

Асимптотичнi розв’язки

Ψ21

Ψ21 ∼
{︃

e−i𝜆x x → −∞
a(𝜆, t)e−i𝜆x + b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞

Ψ11

{︃
Ψ′

11 = i𝜆Ψ11 + iuΨ21

Ψ′
21 = iΨ11 − i𝜆Ψ21

⇒ Ψ11 = 𝜆Ψ21 − iΨ′
21 ⇒ Ψ11 ∼

{︃
0 x → −∞
2𝜆b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞
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Пряма задача розсiяння Еволюцiя параметрiв розсiяння

Еволюцiя параметрiв розсiяння

Часова еволюцiя: друге рiвняння Лакса

Ψt = AΨ

A = −4𝜆2
(︂

i𝜆 u
i −i𝜆

)︂
− 2i𝜆

(︂
−u −iux
0 u

)︂
+

(︂
ux iuxx + 2iu2

2iu −ux

)︂

Еволюцiя даних розсiяння

|x| → ∞ ⇒ u ∼ ux ∼ uxx → 0 ⇒

⇒A = −4𝜆2
(︂

i𝜆 0
i −i𝜆

)︂
⇒

⇒
{︃
Ψ̇11 = −4i𝜆3Ψ11

Ψ̇21 = −4i𝜆2Ψ11 + 4i𝜆3Ψ12
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Пряма задача розсiяння Еволюцiя параметрiв розсiяння

Еволюцiя параметрiв розсiяння

Часова еволюцiя: друге рiвняння Лакса

Ψt = AΨ

A = −4𝜆2
(︂

i𝜆 u
i −i𝜆

)︂
− 2i𝜆

(︂
−u −iux
0 u

)︂
+

(︂
ux iuxx + 2iu2

2iu −ux

)︂

Еволюцiя даних розсiяння

|x| → ∞ ⇒ u ∼ ux ∼ uxx → 0 ⇒

⇒A = −4𝜆2
(︂

i𝜆 0
i −i𝜆

)︂
⇒

⇒
{︃
Ψ̇11 = −4i𝜆3Ψ11

Ψ̇21 = −4i𝜆2Ψ11 + 4i𝜆3Ψ12
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Пряма задача розсiяння Еволюцiя параметрiв розсiяння

Еволюцiя параметрiв розсiяння

Асимптотика розв’язку для b

Ψ11 ∼
{︃

0 x → −∞
2𝜆b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞

Рiвняння для b(𝜆, t)

Ψ̇11 = −4i𝜆3
Ψ11

Ψ11 ∼
{︃

0 x → −∞

e4it𝜆3
2𝜆b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞

x → +∞ : ḃ = −8i𝜆3b ⇒ b(𝜆, t) = b(𝜆, 0)e−8i𝜆3t

Рiвняння для a(𝜆, t)

Ψ̇21 = −4i𝜆2
Ψ11 + 4i𝜆3

Ψ12 Ψ21 ∼

⎧⎨⎩e4it𝜆3
e−i𝜆x x → −∞
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Обернена задача розсiяння Аналiтичнi властивостi даних розсiяння

Властивостi даних розсiяння

Еволюцiя даних розсiяння {︃
a(𝜆, t) = a(𝜆, 0)

b(𝜆, t) = b(𝜆, 0)e−8i𝜆3t

Закон збереження

|a(𝜆, t)|2 − |b(𝜆, t)|2 = 1
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Обернена задача розсiяння Функцiї Йоста

Функцiї Йоста

Асимптотичнi стани

Φ ∼

{︃
e−i𝜆x x → −∞
a(𝜆, t)e−i𝜆x + b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞

Функцiя Йоста

𝜒(x, 𝜆) = Φ(x, 𝜆)ei𝜆x ∼

{︃
1 x → −∞
a(𝜆, t)1 + b(𝜆, t)e2i𝜆x x → +∞
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Обернена задача розсiяння Функцiї Йоста

Функцiї Йоста: iнтегральне рiвняння

Функцiя Йоста

𝜒(x, 𝜆) = Φ(x, 𝜆)ei𝜆x

Диференцiальне рiвняння

Φ(x, 𝜆) ⇒ Φxx +
[︁
𝜆2 + u(x)

]︁
Φ = 0

𝜒(x, 𝜆) :
Д.З.⇒ 𝜒xx − 2i𝜆𝜒x + u(x)𝜒 = 0

Iнтегральне рiвняння

𝜒(x, 𝜆)
Д.З.
= 1 −

∫︁ x

−∞

e2i𝜆(x−𝜉) − 1
2i𝜆

u(𝜉)𝜒(𝜉, 𝜆)d𝜉
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Обернена задача розсiяння Функцiї Йоста

Функцiї Йоста: аналiтичнi властивостi

𝜒(x, 𝜆) = 1 −
x∫︀

−∞

e2i𝜆(x−𝜉)−1
2i𝜆 u(𝜉)𝜒(𝜉, 𝜆)d𝜉

𝜒(x, 𝜆) ∼ a(𝜆, t)1 + b(𝜆, t)e2i𝜆x x → +∞

u =
𝜕

𝜕x
lim
𝜆→∞

2i𝜆 [𝜒(x, 𝜆) − 1]

Аналiтичнi властивостi

𝜒(x, 𝜆) — аналiтична на C+

a(𝜆) — аналiтична на C+ та a(𝜆) = 1 + O(1/𝜆) при |𝜆| → ∞
Нулi a(𝜆) в C+ вiдповiдають дискретному спектру оператора

−d2/dx2 + u(x, t)
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Обернена задача розсiяння Функцiї Йоста

Канонiчнi розв’язки

Канонiчнi розв’язки

Асимптотичний розв’язок: Φ ∼
{︃

e−i𝜆x x → −∞
a(𝜆, t)e−i𝜆x + b(𝜆, t)ei𝜆x x → +∞

1 канонiчний розв’язок: Θ ∼ ei𝜆x x → +∞

2 канонiчний розв’язок: Θ̄ ∼ e−i𝜆x x → +∞

Лiнiйна залежнiсть

Φ(x, 𝜆) = a(𝜆)Θ̄(x, 𝜆) + b(𝜆)Θ(x, 𝜆) ∀x, 𝜆 ∈ R ⇒

⇒
Φ(x, 𝜆)
a(𝜆)

= Θ̄(x, 𝜆) + r(𝜆)Θ(x, 𝜆)

r(𝜆) ≡
b(𝜆)
a(𝜆)

— коефiцiєнт вiдбиття
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Обернена задача розсiяння Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Φ(x,𝜆)
a(𝜆) = Θ̄(x, 𝜆) + r(𝜆)Θ(x, 𝜆)⇒

Φ(x,𝜆)
a(𝜆) − e−i𝜆x = Θ̄(x, 𝜆) + r(𝜆)Θ(x, 𝜆)− e−i𝜆x ⇒

ei𝜆y
[︁
Φ(x,𝜆)
a(𝜆) − e−i𝜆x

]︁
= ei𝜆y [︀Θ̄(x, 𝜆) + r(𝜆)Θ(x, 𝜆)− e−i𝜆x]︀ ⇒

I =
∞∫︀

−∞
d𝜆ei𝜆y

[︁
Φ(x,𝜆)
a(𝜆) − e−i𝜆x

]︁
=

∞∫︀
−∞

d𝜆ei𝜆y [︀Θ̄(x, 𝜆) + r(𝜆)Θ(x, 𝜆)− e−i𝜆x]︀

Φ(x, 𝜆), a(𝜆) — аналiтична на C+

Вважаємо, що a(𝜆) ̸= 0 на C+ Теорема Кошi:

I =

∞∫︁
−∞

d𝜆ei𝜆y
[︂
Φ(x, 𝜆)
a(𝜆)

− e−i𝜆x
]︂
= 0
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Шукаємо розв’язок у виглядi

Θ̄(x, 𝜆) = e−i𝜆x +

∫︁ ∞

x
K(x, y)e−i𝜆ydy, K(x, y)— невiдома функцiя

Рiвняння ГЛМ (Гельфанда–Левiтана–Марченко)

K(x, y) + R(x + y) +

∞∫︁
x

K(x, 𝜉)R(𝜉 + y)d𝜉 = 0, x < y

R(z) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

r(𝜆)ei𝜆zd𝜆

u =
𝜕

𝜕x
lim

𝜆→∞
2i𝜆 [𝜒(x, 𝜆)− 1]

Д.З.⇒ u(x) = −2 𝜕
𝜕xK(x, x)
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Схема методу оберненої задачi ГЛМ

Знаходження пари Лакса L, A

Пряма задача розсiяння для оператора Шредiнгера: a(𝜆, 0), b(𝜆, 0)

Еволюцiя даних розсiяння: r(𝜆, t) = b(𝜆,t)
a(𝜆,t) = r(𝜆, 0)e−8i𝜆3t

Обчислення ядра рiвняння ГЛМ R(z, t) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

r(𝜆, t)ei𝜆z

Розв’язання рiвняння ГЛМ:

K(x, y, t) + R(x + y, t) +

∞∫︁
x

K(x, 𝜉, t)R(𝜉 + y, t)d𝜉 = 0, x < y

Обернене перетворення

u(x, t) = −2
𝜕

𝜕x
K(x, x, t).

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 90/94 90 / 94



Обернена задача розсiяння Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Схема методу оберненої задачi ГЛМ

Знаходження пари Лакса L, A

Пряма задача розсiяння для оператора Шредiнгера: a(𝜆, 0), b(𝜆, 0)

Еволюцiя даних розсiяння: r(𝜆, t) = b(𝜆,t)
a(𝜆,t) = r(𝜆, 0)e−8i𝜆3t

Обчислення ядра рiвняння ГЛМ R(z, t) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

r(𝜆, t)ei𝜆z

Розв’язання рiвняння ГЛМ:

K(x, y, t) + R(x + y, t) +

∞∫︁
x

K(x, 𝜉, t)R(𝜉 + y, t)d𝜉 = 0, x < y

Обернене перетворення

u(x, t) = −2
𝜕

𝜕x
K(x, x, t).

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 90/94 90 / 94



Обернена задача розсiяння Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Схема методу оберненої задачi ГЛМ

Знаходження пари Лакса L, A

Пряма задача розсiяння для оператора Шредiнгера: a(𝜆, 0), b(𝜆, 0)

Еволюцiя даних розсiяння: r(𝜆, t) = b(𝜆,t)
a(𝜆,t) = r(𝜆, 0)e−8i𝜆3t

Обчислення ядра рiвняння ГЛМ R(z, t) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

r(𝜆, t)ei𝜆z

Розв’язання рiвняння ГЛМ:

K(x, y, t) + R(x + y, t) +

∞∫︁
x

K(x, 𝜉, t)R(𝜉 + y, t)d𝜉 = 0, x < y

Обернене перетворення

u(x, t) = −2
𝜕

𝜕x
K(x, x, t).

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 90/94 90 / 94



Обернена задача розсiяння Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Схема методу оберненої задачi ГЛМ

Знаходження пари Лакса L, A

Пряма задача розсiяння для оператора Шредiнгера: a(𝜆, 0), b(𝜆, 0)

Еволюцiя даних розсiяння: r(𝜆, t) = b(𝜆,t)
a(𝜆,t) = r(𝜆, 0)e−8i𝜆3t

Обчислення ядра рiвняння ГЛМ R(z, t) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

r(𝜆, t)ei𝜆z

Розв’язання рiвняння ГЛМ:

K(x, y, t) + R(x + y, t) +

∞∫︁
x

K(x, 𝜉, t)R(𝜉 + y, t)d𝜉 = 0, x < y

Обернене перетворення

u(x, t) = −2
𝜕

𝜕x
K(x, x, t).

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 90/94 90 / 94



Обернена задача розсiяння Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Схема методу оберненої задачi ГЛМ

Знаходження пари Лакса L, A

Пряма задача розсiяння для оператора Шредiнгера: a(𝜆, 0), b(𝜆, 0)

Еволюцiя даних розсiяння: r(𝜆, t) = b(𝜆,t)
a(𝜆,t) = r(𝜆, 0)e−8i𝜆3t

Обчислення ядра рiвняння ГЛМ R(z, t) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

r(𝜆, t)ei𝜆z

Розв’язання рiвняння ГЛМ:

K(x, y, t) + R(x + y, t) +

∞∫︁
x

K(x, 𝜉, t)R(𝜉 + y, t)d𝜉 = 0, x < y

Обернене перетворення

u(x, t) = −2
𝜕

𝜕x
K(x, x, t).

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 90/94 90 / 94



Обернена задача розсiяння Рiвняння Гельфанда–Левiтана–Марченко

Схема методу оберненої задачi ГЛМ

Знаходження пари Лакса L, A

Пряма задача розсiяння для оператора Шредiнгера: a(𝜆, 0), b(𝜆, 0)

Еволюцiя даних розсiяння: r(𝜆, t) = b(𝜆,t)
a(𝜆,t) = r(𝜆, 0)e−8i𝜆3t

Обчислення ядра рiвняння ГЛМ R(z, t) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

r(𝜆, t)ei𝜆z

Розв’язання рiвняння ГЛМ:

K(x, y, t) + R(x + y, t) +

∞∫︁
x

K(x, 𝜉, t)R(𝜉 + y, t)d𝜉 = 0, x < y

Обернене перетворення

u(x, t) = −2
𝜕

𝜕x
K(x, x, t).

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 90/94 90 / 94



Дискретний спектр в методi оберненої задачi Дискретний спектр

Дискретний спектр в методi оберненої задачi

Власнi числа уявнi: 𝜆n = iκn, κn > 0, n ∈ N

Еволюцiя b: bn(t) = bne−8κ3
nt, bn = const

Обчислення ядра рiвняння ГЛМ:

Неперервний спектр I =
∞∫︀

−∞
d𝜆ei𝜆y

[︂
Φ(x, 𝜆)
a(𝜆)

− e−i𝜆x
]︂
= 0

Дискретний спектр I = 2𝜋i
∑︀

res
𝜆=iκn

Φ(x, 𝜆)
a(𝜆)

ei𝜆y

R(z, t) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

r(𝜆, t)ei𝜆z +
N∑︀

n=1

bne−κnz

ia′(iκn)

Розв’язання рiвняння ГЛМ:

K(x, y, t) + R(x + y, t) +

∞∫︁
x

K(x, 𝜉, t)R(𝜉 + y, t)d𝜉 = 0, x < y

Обернене перетворення

u(x, t) = −2
𝜕

𝜕x
K(x, x, t).
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Розв’язання рiвняння ГЛМ:

K(x, y, t) + R(x + y, t) +

∞∫︁
x

K(x, 𝜉, t)R(𝜉 + y, t)d𝜉 = 0, x < y

Обернене перетворення

u(x, t) = −2
𝜕

𝜕x
K(x, x, t).
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Дискретний спектр в методi оберненої задачi Безвiдбивальний випадок

Розв’язок рiвняння ГЛМ для безвiдбивального випадку

Безвiдбивальний випадок

b(𝜆) ≡ 0 ⇒ r(𝜆) ≡ 0 R(z, t) =
N∑︁

n=1

bne−κnz

ia′(iκn)
=

N∑︁
n=1

𝛽ne−κnz, 𝛽n =
bn

ia′(iκn)

Розв’язування

K(x, y) =
N∑︁

n=1

Kn(x)e−κny

e−κny : Kn(z) +
N∑︁

m=1

Km(x)
𝛽me−(κn+κm)x

κn + κm
= −𝛽ne−κnx

Матричний вигляд: A(x)

⎛⎜⎜⎝
K1(x)
K2(x)
. . .

KN(x)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
−𝛽1e−κ1x
−𝛽2e−κ2x

. . .
−𝛽Ne−κN x

⎞⎟⎟⎠
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Дискретний спектр в методi оберненої задачi Безвiдбивальний випадок

Розв’язок рiвняння ГЛМ для безвiдбивального випадку

Безвiдбивальний випадок

Матричний вигляд: A(x)

⎛⎜⎜⎝
K1(x)
K2(x)
. . .

KN(x)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
−𝛽1e−κ1x
−𝛽2e−κ2x

. . .
−𝛽Ne−κN x

⎞⎟⎟⎠
Aij = 𝛿ij +

𝛽ie−x(κi+κj)

κi + κj

u(x) = −2
𝜕2

𝜕x2
ln detA(x)

Залежнiсть вiд часу

𝛽n =
bn

ia′(iκn)
⇒ 𝛽n(t) = 𝛽ne−8κ3

nt
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Дискретний спектр в методi оберненої задачi Безвiдбивальний випадок

Приклад: N = 1

N = 1

A = 1 +
𝛽e2κx−8κ3t

2κ

⇒ u(x, t) = − 2κ2

ch2 (︀κ(x − 4κ2t − 𝛿)
)︀

𝛿 =
1

2κ
ln

𝛽

2κ
.
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var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton13'){ocgs[i].state=false;}}
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