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Основнi солiтоннi системи

Основнi солiтоннi системи

Три солiтоннi рiвняння

КдВ–рiвняння (рiвняння Кортвега–де Врiза)

𝜑t − 6𝜑𝜑x + 𝜑xxx = 0

СҐ–рiвняння (рiвняння синус Ґордон)

𝜑tt − 𝜑xx = sin𝜑

НЛШ–рiвняння (нелiнiйне рiвняння Шредiнгера)

i𝜑t + 𝜑xx + 2|𝜑|2𝜑 = 0
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Основнi солiтоннi системи

Рiвняння Кортвега–де Врiза: приклад

Нестислива рiдина

u(x, t) — поле швидкостей

du(x, t)
dt

=
𝜕u
𝜕t

+
𝜕u
𝜕x

dx
dt

= ut + uux = 0

Роль дисперсiї

vph = c − 𝛼k2 ⇒ 𝜔(k) = ck − 𝛼k3

u(x, t) = u0 exp(ikx − i𝜔t) Д.З.⇒ ut = −cux − 𝛼uxxx

Дисперсiя+нелiнiйнiсть

ut + uux + uxxx = 0
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Рiвняння Кортвега–де Врiза

КдВ–рiвняння

𝜑t − 6𝜑𝜑x + 𝜑xxx = 0

Застосування

хвилi на неглибокiй водi

iон-акустичнi хвилi в плазмi

хвилi в ангармонiчних ґратках

Однонапрямлена динамiка довгих хвиль в середовищi з

дисперсiєю за умов збереження енергiї
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Основнi солiтоннi системи

Рiвняння синус Ґордон: приклад

Нелiнiйний маятник

ẍ + 𝜔2
0 sin x = 0

Система пружно зв’язаних маятникiв — модель Френкеля–Конторової

ẍn + 𝜔2
0 sin x + k (xn+1 + xn−1 − 2xn) = 0

Континуальне наближення — СҐ–рiвняння

𝜑tt − 𝜑xx = sin𝜑
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Основнi солiтоннi системи

Модель Френкеля–Конторової (ФК)

Найпростiша модель, що описує динамiку ланцюжка частинок, що

взаємодiють з найближчими сусiдами в присутностi зовнiшнього

перiодичного потенцiалу

ẍn + sin xn − g (xn+1 + xn−1 − 2xn) = 0

Приклади

Перше застосування моделi ФК: динамiка дислокацiй

В фiзицi поверхнi модель ФК використовується для опису

динамiки адатомiв

Бiофiзика: нелiнiйна модель динамiки ДНК
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Основнi солiтоннi системи

Механiчна модель ФК
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Основнi солiтоннi системи

Рiвняння синус Ґордон

СҐ–рiвняння

𝜑tt − 𝜑xx = sin𝜑

Застосування

поширення дефектiв в кристалах

динамiка флюксонiв в джозевсонових контактах

динамiка доменних стiнок в феромагнетиках

скалярнi моделi елементарних частинок

поширення хвиль в лiпiдних мембранах

Динамiка хвиль в полi перiодичного потенцiалу

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 37/54 37 / 54



Основнi солiтоннi системи

Рiвняння синус Ґордон

СҐ–рiвняння

𝜑tt − 𝜑xx = sin𝜑

Застосування

поширення дефектiв в кристалах

динамiка флюксонiв в джозевсонових контактах

динамiка доменних стiнок в феромагнетиках

скалярнi моделi елементарних частинок

поширення хвиль в лiпiдних мембранах

Динамiка хвиль в полi перiодичного потенцiалу

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 37/54 37 / 54



Основнi солiтоннi системи

Рiвняння синус Ґордон

СҐ–рiвняння

𝜑tt − 𝜑xx = sin𝜑

Застосування

поширення дефектiв в кристалах

динамiка флюксонiв в джозевсонових контактах

динамiка доменних стiнок в феромагнетиках

скалярнi моделi елементарних частинок

поширення хвиль в лiпiдних мембранах

Динамiка хвиль в полi перiодичного потенцiалу

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 37/54 37 / 54



Основнi солiтоннi системи

Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера: приклад

Хвильовий пакет, дисперсiя та рiвняння огинаючої

Хвильовий пакет u(x, t) =
∞∫︀

−∞
F(k)eikx−i𝜔t dk

2𝜋

Дисперсiя 𝜔(k) ≈ 𝜔0 + 𝛼(k − k0)
2

Огинаюча

u(x, t) = eik0x−i𝜔0t𝜑(x, t), 𝜑(x, t) =
⃒⃒
κ = k − k0

⃒⃒
=

∞∫︀
−∞

F(κ + k0)eiκx−i𝛼κ2t dk
2𝜋

𝜑t =
∞∫︀

−∞
(−i𝛼κ2)F(κ + k0)eiκx−i𝛼κ2t dk

2𝜋 = i𝛼𝜑xx

Рiвняння огинаючої: i𝜑t + 𝛼𝜑xx = 0

Закон дисперсiї 𝜔 = 𝛼κ2

Нелiнiйний хвильовий пакет

Амплiтуда огинаючої хвилi a ∼ |𝜑|
Закон дисперсiї 𝜔 = 𝛼κ2 + 𝛽a2

Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера i𝜑t + 𝛼uxx + 𝛽|𝜑|2𝜑 = 0
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Основнi солiтоннi системи

Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

НЛШ–рiвняння

i𝜑t + 𝜑xx + |𝜑|2𝜑 = 0

Застосування

гiдродинамiчнi хвилi на глибинi

поширення нелiнiйних iмпульсiв в оптичних волокнах

оптичне самофокусування

хвилi Ленґмюра в плазмi

поширення теплових iмпульсiв в твердих тiлах

Нелiнiйна модель з найменшим ступенем нелiнiйностi для опису

однонапрямленої динамiки хвиль в середовищi з дисперсiєю за

умов збереження енергiї
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Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Рiвняння КдВ

Рiвняння КдВ: 𝜑t + 𝜑𝜑x + 𝜑xxx = 0
Пiдстанова: 𝜑(x, t) = 1 + u(x, t) ⇒ ut + (1 + u)ux + uxxx = 0:

Дисперсiя

Лiнеаризацiя в околi u = 0:

ut + ux + uxxx = 0.

Плоска хвиля u(x, t) = eikx−i𝜔t ⇒ Дисперсiя хвиль:

𝜔(k) = k − k3

Роль uxxx — дисперсiя в порiвняннi з ut + ux = 0.
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Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Нелiнiйнiсть

ut + (u + 1)ux = 0.

Початкова умова: u(x, 0) = f(x)

Лiнiйне рiвняння

ut + cux = 0 ⇒ u(x, t) = f(x − ct)

Нелiнiйне рiвняння

ut + (u + 1)ux = 0 ⇒ u(x, t) Д.З.
= f (x − (u + 1)t)
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Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Бездисперсiйний аналог КдВ

ut + (u + 1)ux = 0 ⇒ u(x, t) = f(x − (u + 1)t) = f(𝜉 − ut), 𝜉 ≡ x − t

Початкова умова

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
cx, 0 ≤ x ≤ 1,
c(2 − x), 1 ≤ x ≤ 2,
0, x < 0, x > 2 0 1 2 x

u(x) t = 0

Функцiональне рiвняння

u =

⎧⎪⎨⎪⎩
c(𝜉 − ut), 0 ≤ 𝜉 − ut ≤ 1,
c(2 − 𝜉 + ut), 1 ≤ 𝜉 − ut ≤ 2,
0, решта випадкiв

Розв’язок

u
Д.З.
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
c

𝜉

1 + ct
, 0 ≤ 𝜉 − ut ≤ 1,

c
2 − 𝜉

1 − ct
, 1 ≤ 𝜉 − ut ≤ 2,

0, решта випадкiв
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Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Поява розривiв в розв’язку u = f(𝜉 − ut)

Розв’язок

u =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
c

𝜉

1 + ct
, 0 ≤ 𝜉 − ut ≤ 1,

c
2 − 𝜉

1 − ct
, 1 ≤ 𝜉 − ut ≤ 2,

0, решта випадкiв

Нахил

u′ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
c

1 + ct
, 0 ≤ 𝜉 − ut ≤ 1,

−
c

1 − ct
, 1 ≤ 𝜉 − ut ≤ 2,

0, решта випадкiв

Час розриву (час перевертання):

ts = 1/c

0 1 2 x

u(x) t = 0

0 1 2 x

u(x) t = 0.5/c

0 1 2 x

u(x) t = 1/c

0 1 2 x

u(x) t = 1.5/c
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Елементарнi iдеї в теорiї нелiнiйних хвиль

Знов дисперсiя

КдВ: Забускi i Крускал

ut + (1 + u)ux + 𝛿2uxxx = 0
u(x, t) = u(x + 2𝜋, t)
u(x, 0) = cos x

𝛿 = 0.022 ≪ 1
Norman Zabusky

Martin David

Kruskal

Дисперсiя протидiє тенденцiї

утворення розривiв завдяки

нелiнiйностi
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь Рiвняння Бюргерса

Дисипацiя замiсть дисперсiї

Рiвняння Бюргерса

ut + uux = 𝛿uxx

Лiнеаризацiя рiвняння Бюргерса — перетворення Коула—Хопфа

u(x, t) = 𝛼𝜕x ln f(x, t), 𝛼 = const

Д.З. ⇒
ft
f
+

f2x
f2

(︁
𝛿 +

𝛼

2

)︁
− 𝛿

fxx

f
= c(t)

𝛼 = −2𝛿 ⇒ ft = 𝛿fxx + c(t)f

Розв’язок Тейлора — ударна хвиля

u = A𝛿

(︂
1 − th

Ax − 𝛿A2t
2

)︂

x

u
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)︂

x

u
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь Метод Хiроти для рiвняння КдВ

Метод Хiроти

КдВ–рiвняння у виглядi ut + 12uux + uxxx = 0

Перетворення u = wx ⇒ wt + 6w2
x + wxxx = 0

Перетворення Коула—Хопфа w = 𝜕x ln f
Бiлiнiйне рiвняння Хiроти (R.Hirota, 1971)

ffxxxx − 4fxfxxx + 3f2xx + ffxt − fxft = 0 ⇐ Д.З.

Розв’язок — у виглядi ряда теорiї збурень f = 1 +
∞∑︀

n=1
𝜀nf(n)
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь Метод Хiроти для рiвняння КдВ

Метод Хiроти

Рiвняння Хiроти

f [fxt + fxxxx]− fx [ft + 4fxxx] + 3f2xx = 0, f = 1 + 𝜀f(1) + 𝜀2f(2) + · · ·

𝜀
(︁
1 + 𝜀f(1) + 𝜀2f(2) + · · ·

)︁ [︁
f(1)xt + 𝜀f(2)xt + f(1)xxxx + 𝜀f(2)xxxx

]︁
−

− 𝜀2
(︁
f(1)x + 𝜀f(2)x

)︁ [︁
f(1)t + 𝜀f(2)t + 4f(1)xxx + 𝜀4f(2)xxx

]︁
+ 3𝜀2

(︁
f(1)xx + 𝜀f(2)xx

)︁2
= 0

Лiнiйнi рiвняння в кожному порядку 𝜀: ⇓ Д.З.

𝜀1 :f(1)xt + f(1)xxxx = 0,

𝜀2 :f(2)xt + f(2)xxxx = f(1)x f(1)t + 4f(1)x f(1)xxx − 3
(︁
f(1)xx

)︁2

. . .

Розв’язок рiвняння в порядку 𝜀1:

𝜀1 :𝜕x

(︁
f(1)t + f(1)xxx

)︁
= 0,⇒ f(1) = exp 𝜃1, 𝜃1

Д.З.
= ax − a3t + 𝛿

𝜀2 :f(2)xt + f(2)xxxx = f(1)x f(1)t + 4f(1)x f(1)xxx − 3
(︁
f(1)xx

)︁2 Д.З.
= 0 ⇒ f(3)xt ≡ 0 ⇒ f(N)

xt ≡ 0 . . .
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь Метод Хiроти для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: N = 1

N = 1

f(N=1) = e𝜃1 , 𝜃1 = a1x − a3
1t + 𝛿1 f(N>1) ≡ 0 ⇒ f = 1 +

∞∑︁
n=0

𝜀nf(n) = 1 + e𝜃1

Перетворення Коула–Хопфа: u = 𝜕2

𝜕x2 ln f
Односолiтонний розв’язок

u =
𝜕

𝜕x
fx
f

=
𝜕

𝜕x
a1e𝜃1

1 + e𝜃1

Д.З.
=

a2
1

4

1

ch2(𝜃1/2)
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь Метод Хiроти для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: N = 2

𝜀1 :f(1)xt + f(1)xxxx = 0,

𝜀2 :f(2)xt + f(2)xxxx = f(1)x f(1)t + 4f(1)x f(1)xxx − 3
(︁
f(1)xx

)︁2

. . .

N = 2

f(1) = e𝜃1 + e𝜃2 , 𝜃n = anx − a3
nt + 𝛿n

f(N>2) ≡ 0 ⇒ f = 1 +
∞∑︁

n=0

𝜀nf(n) = 1 + f(1) + f(2)

Для знаходження f(2):

f(2)xt + f(2)xxxx = 3a1a2(a1 − a2)
2e𝜃1+𝜃2

⇒f(2)
Д.З.
= Ae𝜃1+𝜃2 , A =

(︂
a1 − a2

a1 + a2

)︂2
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь Метод Хiроти для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: N = 2

Двосолiтонний розв’язок N = 2

u =
𝜕2

𝜕x2
ln
(︁
1 + e𝜃1 + e𝜃2 + Ae𝜃1+𝜃2

)︁
, A =

(︂
a1 − a2

a1 + a2

)︂2

, 𝜃n = anx − a3
nt + 𝛿n

Приклад: a1 = 2, a2 = 1

u =
9et+x

(︁
9e16t + e4x + 36e9t+x + 18e8t+2x + 4e7t+3x

)︁
(︀
9e9t + e3x + 9e8t+x + 9et+2x

)︀2
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь Метод Хiроти для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: N = 2

𝜃 = ax − a3t + 𝛿

1 солiтон: 𝜃1 ∼ 0, тобто

x ≈ a2
1t ⇒ 𝜃2 ≈ (a2

1 − a2
2)t ⇒

𝜃2 → ±∞, коли t → ±∞
2 солiтон: 𝜃2 ∼ 0, тобто

x ≈ a2
2t ⇒ 𝜃1 → ±∞, коли

t → ±∞

Фазовий зсув

u
Д.З.
≈

2∑︁
i=1

a2
i

4 ch2 𝜃i+Δ
(±)
i

2

, t → ±∞

Δ
(+)
1 = ln A, Δ

(−)
1 = 0,

Δ
(+)
2 = 0, Δ

(−)
2 = ln A

𝛿x1 = (Δ
(+)
1 −Δ

(−)
1 )/a1 = ln A/a1 < 0

𝛿x2 = (Δ
(+)
2 −Δ

(−)
2 )/a2 = − ln A/a2 > 0.

Маса m =
∞∫︀

−∞

a2dx

4 ch2 𝜃/2
= a

Закон збереження iмпульсу

a1𝛿x1 + a2𝛿x2 = 0

m1v⃗1 + m2v⃗2 = 0.
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i=1

a2
i

4 ch2 𝜃i+Δ
(±)
i

2

, t → ±∞

Δ
(+)
1 = ln A, Δ

(−)
1 = 0,

Δ
(+)
2 = 0, Δ

(−)
2 = ln A

𝛿x1 = (Δ
(+)
1 −Δ

(−)
1 )/a1 = ln A/a1 < 0

𝛿x2 = (Δ
(+)
2 −Δ

(−)
2 )/a2 = − ln A/a2 > 0.

Маса m =
∞∫︀

−∞

a2dx

4 ch2 𝜃/2
= a

Закон збереження iмпульсу

a1𝛿x1 + a2𝛿x2 = 0

m1v⃗1 + m2v⃗2 = 0.
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь Метод Хiроти для рiвняння КдВ

Метод Хiроти: N–солiтонний розв’язок

f(1) = 1 +
N∑︁

n=0

e𝜃n , 𝜃n = anx − a3
nt + 𝛿n

⇒ f(N+1) = f(N+2) = · · · = 0

N–солiтонний розв’язок

uN(x, t) = −2
𝜕2

𝜕x2
ln f(x, t),

f(x, t) = det(M), M = ||mij||

mij =
2√κiκj

κi + κj
exp

[︃
κi + κj

2
x −

κ2
i + κ2

j

2
t + 𝛼ij

]︃
+ 𝛿ij
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Перетворення Беклунда

Рiвняння КдВ: ut − 6uux + uxxx = 0
Рiвняння мКдВ: vt − 6(v2 + 6𝜆)vx + vxxx = 0 (модифiковане рiвняння КдВ)

Мiура (1968)

Якщо v — розв’язок мКдВ, то u = vx + v2 + 𝜆 — розв’язок КдВ (𝜆 — стала)

Два розв’язки КдВ–рiвняння

Якщо v є розв’язком мКдВ, то −v також є розв’язком мКдВ{︃
u0 = 𝜆+ v2 + vx

u1 = 𝜆+ v2 − vx
⇒
{︃

u0 − u1 = 2vx

u0 + u1 = 2(𝜆+ v2)
⇒⃒⃒⃒⃒⃒u0 = 2 𝜕w0

𝜕x
u1 = 2 𝜕w1

𝜕x

⃒⃒⃒⃒
⃒⇒

{︃
w0 − w1 = v
(w1 + w0)x = 𝜆+ v2

Перетворення Беклунда{︃
(w1 + w0)x = (w1 − w0)

2 + 𝜆

(w1 − w0)t − 6(w1 + w0)x(w1 − w0)x + (w1 − w0)xxx = 0
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Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь Перетворення Беклунда для рiвняння КдВ

Перетворення Беклунда

u0 = w0 = 0 ⇒
{︃

w1x = 𝜆+ w2
1

−w1t + 6(w1x)
2 − (w1)xxx = 0

w1 = −
fx
f

Д.З.⇒ fxx + 𝜆f = 0 ⇒ f = ea(x+c) + e−a(x+c), 𝜆 = −a2, c = c(t)

w1 = −ath𝜃, 𝜃 = a(x + c)

ct + 4a2 = 0 ⇒ c(t) = −4a2t + 𝛿

Односолiтонний розв’язок N = 1

u1 = 2w1x =
2a2

ch2(a(x − 4a2t + 𝛿))

N–солiтонний розв’язок

0 ↦→ u1 ↦→ u2 ↦→ u3 ↦→ · · · ↦→ uN
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