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Вступ до фiзики солiтонiв
План курсу

1 Солiтони: концепцiя солiтону, основнi солiтоннi рiвняння, приклади солiтонiв

2 Прямi методи iнтегрування солiтонних рiвнянь

3 Обернена задача розсiяння i суперсиметрична квантова механiка

4 Метод оберненої задачi розсiяння в теорiї солiтонiв

5 Рiвняння синус Ґордон

6 Солiтонна теорiя збурень

7 Квантування солiтонiв

Iнформацiя до курсу

Web–адреса курсу: http://ritm.knu.ua/ua/solitons/

Лiтература до курсу

Програма курсу

Презентацiї лекцiй

Iндивiдуальнi завдання

для студентiв

Перелiк запитань до

iспиту

Лiтература до курсу

Скотт Э. “Нелинейная наука”

Додд Р. и др. “Солитоны и нелинейные волновые

уравнения”

Новокшенов В. Ю. “Введение в теорию солитонов”

Новиков С. П. “Теория солитонов: метод обратной

задачи”

Лонгрен К., Скотт Э. “Солитоны в действии”
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Лекцiя № 1

Тема лекцiї:

Солiтони: концепцiя солiтону, основнi солiтоннi

рiвняння, приклади солiтонiв
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План лекцiї

1 Народження концепцiї солiтону

Дослiди Рассела

Рiвняння Кортвега–де–Врiза

Задача Фермi–Паста–Улама

2 Солiтоннi рiвняння

Модель Френкеля–Конторової
Рiвняння синус–Ґордон

Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

Задача про автомобiльнi затори
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В чому специфiка солiтону?

Поняття солiтону

Солiтон (soliton = solitary wave + on) — стiйка уособлена хвиля,

що поширюється в нелiнiйному середовищi

Хвильове рiвняння: �𝜑 ≡ 𝜑xx − 1
c2 𝜑tt = 0

𝜑(x, t) = f(x − ct) =
∫︀

dk [a(k) cos(kx − 𝜔t) + b(k) sin(kx − 𝜔t)]
Основнi властивостi:

Розв’язок 𝜑(x, t) = f(x − ct)
поширюється без деформацiї:

вiдсутнiсть дисперсiї 𝜔 = ck
Асимптотичне збереження

форми пiсля зiткнення:

𝜑(x, t) = f1(x − ct) + f2(x + ct)
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Дисперсiя хвиль

Рiвняння Клейна–Ґордона

�𝜑(x, t) =
m2c2

}2 𝜑(x, t)

Основнi властивостi:

Рiвняння лiнiйне, повний набiр функцiй cos(kx ± 𝜔t),
sin(kx ± 𝜔t)
Закон дисперсiї хвиль: 𝜔2 = c2k2 + m2c4/}2

Завдяки дисперсiї хвильовий пакет

𝜑(x, t = 0) =
∫︁

dk [a(k) cos(kx) + b(k) sin(kx)]

з часом розпливається
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Нелiнiйнi хвилi

Нелiнiйне рiвняння

�𝜑(x, t) = 𝜑3(x, t)

Основнi властивостi:

Енергiя системи

E[𝜑] =
∫︁ ∞

−∞
dx
[︂
𝜑2

t
2c2 +

𝜑2
x

2
+

𝜑4

4

]︂
Мiнiмум енергiї: E = 0 при 𝜑 = 0

Шуканий локалiзований розв’язок: 𝜑(x → ±∞, t) → 0

Закон дисперсiї хвиль: 𝜔 = ck
Завдяки нелiнiйностi хвильовий пакет з часом розпливається
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Нелiнiйнi хвилi з дисперсiєю

Модель 𝜑4

�𝜑 = 𝜑3 − 𝜑

Основнi властивостi:

Енергiя системи

E[𝜑] =
∫︁ ∞

−∞
dx
[︂
𝜑2

t
2c2 +

𝜑2
x

2
+

(𝜑2 − 1)2

4

]︂
Мiнiмум енергiї: E = 0 при 𝜑(x, t) = ±1

Шуканий локалiзований розв’язок: 𝜑(x → ±∞, t) → ±1

Закон дисперсiї для лiнiйних хвиль: 𝜔2 = c2k2 + const
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Статика моделi 𝜑4

Модель 𝜑4 — релятивiстська модель ⇒ 𝜑(x, t) = 𝜑(𝛾(x − vt)), 𝛾 = 1/
√︀

1 − v2/c2

Статичний розв’язок 𝜑 = 𝜑(x)

E[𝜑] =

∞∫︁
−∞

dx
[︂
𝜑2

x

2
+ U(𝜑)

]︂

U(𝜑) =
(𝜑2 − 1)2

4

Аналогiя з лагранжевою механiкою:

S =

∫︁
dt

[︂
mẋ2

2
− V(x)

]︂
𝜑 — «координата»

x — «час»

−U(𝜑) — «потенцiал»

Потенцiал

𝜑

−U(𝜑) 𝜑(x) = th
(︂

x−vt√
2(1−v2/c2)

+ 𝛿

)︂

x

𝜑

c○ Д.Д.Шека 2009–2017 (КНУ) 9/27 9 / 27



Статика моделi 𝜑4

Модель 𝜑4 — релятивiстська модель ⇒ 𝜑(x, t) = 𝜑(𝛾(x − vt)), 𝛾 = 1/
√︀

1 − v2/c2

Статичний розв’язок 𝜑 = 𝜑(x)

E[𝜑] =

∞∫︁
−∞

dx
[︂
𝜑2

x

2
+ U(𝜑)

]︂

U(𝜑) =
(𝜑2 − 1)2

4

Аналогiя з лагранжевою механiкою:

S =

∫︁
dt

[︂
mẋ2
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Умови iснування уособлених хвиль

Лiнiйнi рiвняння без дисперсiї: уособленi хвилi iснують;

Лiнiйнi рiвняння з дисперсiєю: уособленi хвилi не iснують;

Нелiнiйнi рiвняння без дисперсiї: уособленi хвилi не iснують;

Нелiнiйнi рiвняння з дисперсiєю: уособленi хвилi iснують;

Для iснування уособлених хвиль потрiбна нелiнiйнiсть + дисперсiя
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За яких умов нелiнiйне збудження є солiтоном?

Означення солiтону

Солiтон — хвильове збудження 𝜑(x, t) в нелiнiйному середовищi,

яке задовольняє наступним вимогам:

поширюється зi сталою швидкiстю, не змiнюючи при цьому

форми: 𝜑(x − vt)
локалiзоване у просторi: 𝜑′(x) →

x→±∞
0

не змiнюється при зiткненнi з iншим таким збудженням (окрiм

можливого зсуву фаз)

𝜑(x, t) ∼
∑︁

i

𝜑s(x − vit) при t → −∞, vi =const,

𝜑(x, t) ∼
∑︁

i

𝜑s(x − vit + 𝛿i) при t → +∞, 𝛿i =const
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Дослiди Рассела

Народження концепцiї солiтону

Скотт Рассел

Емпiрична формула Рассела

v =
√︀

g(d + h)

v — швидкiсть хвилi, d — глибина каналу, h — висота хвилi
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Дослiди Рассела

Народження концепцiї солiтону

Скотт Рассел
Спостереження Рассела (1834) — солiтон на мiлкiй

водi

Емпiрична формула Рассела

v =
√︀

g(d + h)

v — швидкiсть хвилi, d — глибина каналу, h — висота хвилi
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Дослiди Рассела

Бiографiя солiтону

1834 Рассел: вiдкриття «великої первинної хвилi»

1845 Рассел: «Доповiдь про хвилi»

1845 Ейрi: «Ми не схильнi вважати цю хвилю Великою або

первинною»

1847 Стокс: «Хвиля не може зберiгати форму»

1895 Кортвег i де Врiз: Математичне рiвняння для опису хвилi

Рассела

Рiвняння КдВ: ut = uux − uxxx

1954 Парадокс Фермi–Паста–Улама

1965 Крускал i Забускi: народження поняття «солiтон»

1967 Крускал та iн: метод оберненої задачi розсiяння

Солiтонний бум
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Дослiди Рассела

Вiдтворення експерименту Рассела

Експеримент

Рассела було

вiдтворено в 1995

роцi на конференцiї

по теорiї солiтонiв в

Шотландiї
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Дослiди Рассела

Вiдтворення експерименту Рассела
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Рiвняння Кортвега–де–Врiза

Рiвняння Кортвега–де–Врiза (1895)

Рiвняння КдВ

𝜑t − 6𝜑𝜑x + 𝜑xxx = 0

Kortweges de Vries

Односолiтонний розв’язок рiвняння КдВ

Бiжуча хвиля 𝜑(x, t) = u(x − vt) ⇒
(v + 6u)u′ − u′′′ = 0 ⇒

𝜑(x, t) = −v
2

1

ch2
[︁√

v
2 (x − vt − x0)

]︁
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Рiвняння Кортвега–де–Врiза

Рiвняння Кортвега–де–Врiза

Рiвняння КдВ

𝜑t − 6𝜑𝜑x + 𝜑xxx = 0

Двохсолiтонний розв’язок рiвняння КдВ

𝜑(x, t) = 12
3 + 4 ch(2x − 8t) + ch(4x − 64t)

[3 ch(2x − 8t) + ch(3x − 36t)]2
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Задача Фермi–Паста–Улама

Задача Фермi–Паста–Улама

Модель ФПУ

Fermi, Ulam, Pasta

Рiвняння ФПУ:

M𝜑n = U ′ (𝜑n+1 − 𝜑n)− U ′ (𝜑n − 𝜑n−1)

F(𝜑) = −U ′(𝜑), U(𝜑) =
k𝜑2

2
+

𝛼𝜑3

3
+

𝛽𝜑4

4
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Задача Фермi–Паста–Улама

Задача Фермi–Паста–Улама (моделювання)

Народження комп’ютерної фiзики

Моделювання на суперкомп’ютерi MANIAC

(Mathematical Analyzer, Numerical Integrator, and Computer)

1954 — перший чисельний експеримент

(Fermi–Pasta–Ulam–Tsingou)
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Задача Фермi–Паста–Улама

Парадокс Фермi–Паста–Улама

M𝜑n = U ′ (𝜑n+1 − 𝜑n)− U ′ (𝜑n − 𝜑n−1) , U(𝜑) =
k𝜑2

2
+

𝛼𝜑3

3

Просторова картина розподiлу Часова картина розподiлу енергiї

Парадокс: термолiзацiя не вiдбувається!
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Задача Фермi–Паста–Улама

Теоретичне пояснення ФПУ: Крускал i Забускi (1965)

Рiвняння ФПУ

M𝜑n = U ′ (𝜑n+1 − 𝜑n)− U ′ (𝜑n − 𝜑n−1) , U(𝜑) = k𝜑2

2 + 𝛼𝜑3

3

⇓
Перехiд до неперервного розподiлу: 𝜑n(t) = ap(x, t), x = an

⇓ u(x, t) = px(x, t)

Рiвняння Буссiнеска

utt =
𝜕2

𝜕x2

(︂
l2

12
uxx + 𝛼l4u2 + l2ku

)︂
u(x, t) =

c2

8𝛼
1

ch2 (︀ cx−𝜔t+𝛿
2

)︀ , 𝜔2 = kc2a2 + c4a4/12.
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Солiтоннi рiвняння Модель Френкеля–Конторової

Модель Френкеля–Конторової (ФК)

Найпростiша модель, що описує динамiку ланцюжка частинок, що

взаємодiють з найближчими сусiдами в присутностi зовнiшнього

перiодичного потенцiалу

ẍn + sin xn − g (xn+1 + xn−1 − 2xn) = 0

Приклади

Перше застосування моделi ФК: динамiка дислокацiй

В фiзицi поверхнi модель ФК використовується для опису

динамiки адатомiв

Бiофiзика: нелiнiйна модель динамiки ДНК
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Солiтоннi рiвняння Модель Френкеля–Конторової

Механiчна модель ФК
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Солiтоннi рiвняння Модель Френкеля–Конторової

Рiвняння синус–Ґордон (СГ)

Континуальне наближення моделi ФК ⇒ рiвняння синус–Ґордон

𝜑tt − 𝜑xx + sin𝜑 = 0

Приклади

Надпровiднiсть (джозевсоновi контакти): солiтон — флюксон

Магнетизм: солiтон — доменна стiнка
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Солiтоннi рiвняння Модель Френкеля–Конторової

Солiтони рiвняння СГ

Кiнки — топологiчнi солiтони СГ

tg𝜑(x, t)/4 = exp [−𝜎𝛾(x − vt)]

𝜎 = ±1 — топологiчний заряд,

𝛾 = 1/
√︀

1 − v2/c2

Брiзери — динамiчнi солiтони СГ

tg𝜑(x, t)/4 =

(︃√
1 − Ω2

Ω

)︃
sinΩt

ch(x
√

1 − Ω2)
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Солiтоннi рiвняння Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

i𝜑t + 𝜑xx + 𝜑|𝜑|2 = 0

Приклади

Оптичне самофокусування

Ленгмюрiвськi хвилi в плазмi

Ниткоутворення (утворення рiчок, гiдродинамiчних струменiв,

шляхiв мiграцiй)

нелiнiйнi оптичнi хвилi
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Солiтоннi рiвняння Задача про автомобiльнi затори
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