
Список результатiв та формул з курсу «Рiвняння матфiзики»,
якi студент повинен знати напам’ять

1) Оператор Лапласа в ортогональних системах координат:

а) Вигляд оператора Лапласа в сферичних координатах:

∆ = ∆(3)
r +

1

r2
∆θϕ

де радiальна частина оператора Лапласа:

∆(3)
r =

1

r2
· ∂
∂r

(
r2 ∂

∂r

)
=

∂2

∂r2
+

2

r
· ∂
∂r

кутова частина оператора Лапласа (оператор Лапласа на одиничнiй сферi, або оператор Бель-
трамi)

∆θϕ =
1

sin θ
· ∂
∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ
· ∂

2

∂ϕ2

б) Вигляд оператора Лапласа в цилiндричних координатах:

∆ = ∆(2)
ρ +

1

ρ2
· ∂

2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2

де радiальна частина оператора Лапласа:

∆(2)
ρ =

1

ρ
· ∂
∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
=

∂2

∂ρ2
+

1

ρ
· ∂
∂ρ

2) Загальний вигляд розв’язку лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку методом вiд-
окремлення змiнних:

а) одновимiрне рiвняння дифузiї ut − a2uxx = 0:

u(x, t) =
∑
n

[An cosλnx+Bn sinλnx] · e−a2λ2nt

б) одновимiрне хвильового рiвняння utt − a2uxx = 0:

u(x, t) =
∑
n

[An cosλnx+Bn sinλnx] · [Cn cos(aλnt) +Dn sin(aλnt)]

в) рiвняння Лапласа на площинi в декартових координатах uxx + uyy = 0:

u(x, y) =
∑
n

[An cosλnx+Bn sinλnx] · [Cn ch(λny) +Dn sh(λny)]

г) рiвняння Лапласа на площинi в полярних координатах uρρ + 1
ρ
uρ + 1

ρ2
uϕϕ = 0:

u(ρ, ϕ) = A0 +B0 ln ρ+
∑
ν

ρ|ν| [Aν cos(νϕ) +Bν sin(νϕ)] +
∑
ν

ρ−|ν| [Cν cos(νϕ) +Dν sin(νϕ)]

3) Сферичнi функцiї:
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а) Формула Лапласа для сферичних функцiй:

Ylm(θϕ) = Nlme
imϕ

2π∫
0

dψ [cos θ + i sin θ cosψ]l eimψ

б) Сферичнi функцiї порядку l = 0, 1, 2:

Y00 = const Y10 = const · cos θ Y1,±1 = ±const · sin θe±iϕ

Y20 = const · (3 cos2 θ − 1) Y2,±1 = ±const · sin θ cos θe±iϕ Y2,±2 = const · sin2 θe±2iϕ.

в) Диференцiальне рiвняння для сферичних функцiй:

∆θϕYlm(θ, ϕ) + l(l + 1)Ylm(θ, ϕ) = 0

г) Загальний вигляд розв’язку рiвняння Лапласа в сферичних координатах:

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

[
Almr

l +Blmr
−(l+1)

]
Ylm(θ, ϕ).

д) Розклад фундаментального розв’язку рiвняння Лапласа в ряд по сферичних функцiях:

1

|r −R|
=


1
R

∞∑
l=0

(
r
R

)l
Pl(cos θ) r < R,

1
r

∞∑
l=0

(
R
r

)l
Pl(cos θ) r > R.

4) Цилiндричнi функцiї:

а) Формули Шлеффлi та Зоммерфельда для цилiндричних функцiй:

Zν(z) = C

∫
Γ

dζeizζ sin ζ−iνζ

б) Спiввiдношення мiж функцiями Бесселя, Неймана та Ганкеля 1-го та 2-го роду:

H(1,2)
ν (z) = Jν(z)± iNν(z)

в) Асимптотична поведiнка цилiндричних функцiй у випадку, коли незалежна змiнна прямує до
нуля

J0(0) = 1, Jν(z) ∝ zν , N0(z) ∝ ln z, Nν(z) ∝ z−ν

г) Асимптотична поведiнка цилiндричних функцiй у випадку, коли незалежна змiнна прямує до
нескiнченостi

Jν(z) ∼
√

2

πz
cos(z − νπ/2− π/4), Nν(z) ∼

√
2

πz
sin(z − νπ/2− π/4),

H(1,2)
ν (z) ∼

√
2

πz
exp [±(z − νπ/2− π/4)]

д) Диференцiальне рiвняння для цилiндричних функцiй u ≡ Zν(kρ):

u′′ +
u′

ρ2
+

(
k2 − ν2

ρ2

)
u = 0
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е) Нормування цилiндричних функцiй:
∫ b
a
u1u2ρdρ = δk1k2 ‖Zν(kρ)‖2 , де u1 = Zν(k1ρ), u2 =

Zν(k2ρ), норма:

‖u‖2 = ‖Zν(kρ)‖2 =
ρ2

2

[
u′

2 − uu′′
]∣∣∣∣∣
ρ=b

ρ=a

є) Загальний вигляд розв’язку рiвняння Лапласа в цилiндричних координатах:

u(ρ, ϕ, z) =
∑
k,ν

(AkνJν(kρ) +BkνNν(kρ)) · (Ckν cos νϕ+Dkν sin νϕ) ·
(
Ekνe

kz + Fkνe
−kz)

5) Узагальненi функцiї:

а) Властивостi узагальнених функцiй:

(af, φ) = (f, aφ), (f(y(x)), φ(x)) =

(
f(y)

|det|dy/dx||
, φ(x(y))

)
, (∂αf, φ) = (−1)|α| (f, ∂αφ) ,

f ′ = {f ′}+ [f ]x0δ(x− x0), (f ⊗ g, φ) = (f, (g, φ)) , ∂α[f ⊗ g] = [∂αf ⊗ g],

(f ? g, φ) = (f(x)⊗ g(y), φ(x+ y)), ∂α(f ? g) = ∂αf ? g = f ? ∂αg,

(F [f ], φ) = (f, F [φ]), F−1[f ] =
1

(2π)d
F [f(−k)], ∂αF [f ] = F [(ix)αf ],

F [∂αf ] = (−ik)αF [f ], F [f ? g] = F [f ]F [g]

б) Властивостi дельта–функцiї Дiрака:

(δ, φ) ≡ φ(0), a(x)δ(x) = a(0)δ(x), δ(y(x)) =
∑

xk:y(xk)=0

δ(x− xk)∣∣dy
dx

∣∣
xk

,

(δ′, φ) = −φ′(0), θ′(x) = δ(x), δ ? f = f, F [δ] = 1, F [1] = (2π)dδ(ξ).

в) Формула Сохоцького:
1

x± i0
= P

1

x
∓ iπδ(x).

6) Розв’язок задачi Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння iз сталими коефiцiєнтами через
фундаментальний розв’язок En = θ(t)T (t):

LT (t) = 0, T ′(0) = · · ·T (n−2)(0) = 0, T (n−1)(0) = 1.

7) Фундаментальний розв’язок рiвняння дифузiї:

а) Фундаментальний розв’язок рiвняння дифузiї в d–вимiрному просторi:

Ed(x, t) =
θ(t)(

2a
√
πt
)d exp

[
− |x|

2

4a2t

]

б) Розв’язок задачi Кошi для рiвняння дифузiї в d-вимiрному просторi (формула Пуассона):

ut − a2∆(d)u = f(x, t), u(x, 0) = u0(x)

u(x, t) =

t∫
0

ds

∫
Rd

dyEd(x− y, t− s)f(y, s) +

∫
Rd

dyEd(x− y, t)u0(y)

8) Фундаментальний розв’язок хвильового рiвняння:
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а) Фундаментальний розв’язок хвильового рiвняння в одно– двох– i трьох–вимiрному просторi:

E1(x, t) =
1

2a
· θ(t)θ(at− |x|) E2(x, t) =

1

2πa
· θ(t)θ(at− |x|)√

a2t2 − |x|2
E3(x, t) =

1

4πa|x|
· θ(t)δ(at− |x|)

б) Розв’язок задачi Кошi для хвильового рiвняння в d-вимiрному просторi (формула Пуассона):

utt − a2∆(d)u = f(x, t), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x)

u(x, t) =

t∫
0

ds

∫
Rd

dyEd(x− y, t− s)f(y, s) + ∂t

∫
Rd

dyEd(x− y, t)u0(y) +

∫
Rd

dyEd(x− y, t)u1(y)

в) Розв’язок одновимiрної задачi Кошi для хвильового рiвняння (формула д’Аламбера):

u(x, t) =
1

2a

t∫
0

ds

x+a(t−s)∫
x−a(t−s)

dyf(y, s) +
1

2a

x+at∫
x−at

dyu1(y) +
1

2
(u0(x+ at) + u0(x− at)) .

г) Розв’язок двовимiрної задачi Кошi для хвильового рiвняння (формула Пуассона):

u(x, t) =
1

2πa

t∫
0

ds

∫
|x−y|≤a(t−s)

dy
f(y, s)√

a2(t− s)2 − |x− y|2
+

1

2πa
∂t

∫
|x−y|≤at

dy
u0(y)√

a2t2 − |x− y|2

+
1

2πa

∫
|x−y|≤at

dy
u1(y)√

a2t2 − |x− y|2

д) Розв’язок трьохвимiрної задачi Кошi для хвильового рiвняння (формула Кiрхгофа):

u(x, t) =
1

4πa2

∫
|x−y|≤at

dy
f
(
y, t− |x−y|

a

)
|x− y|

+
1

4πa2
∂t

1

t

∫
|x−y|=at

u0(y)dSy

+
1

4πa2t

∫
|x−y|=at

u1(y)dSy.
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