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Передмова
За основу використано завдання, якi впродовж багатьох рокiв використо-

вуються авторами на радiофiзичному факультетi Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка. Основна частина задач складалася ав-
торами спецiально для «Збiрника», iншi було запозичено з [6–8].

«Збiрник» може бути рекомендовано студентам, аспiрантам i викладачам
фiзичних та фiзико–математичних спецiальностей вищих навчальних закла-
дiв. «Збiрник» може бути корисним також i для самопiдготовки.
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Глава 1

Вступ

§ 1. Класифiкацiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку з двома
незалежними змiнними:

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy = Φ(x, y, u, ux, uy). (1.1)

Для проведення класифiкацiї таких рiвнянь суттєвi тi властивостi рiвнянь,
що не змiнюються при перетвореннях координат. Такою iнварiантною хара-
ктеристикою є знак дискримiнанту

∆ , b2 − ac, (1.2)

тобто величина sign ∆. Ми класифiкуємо рiвняння за цiєю iнварiантною
величиною.

рiвняння (1.1) називається:

1. гiперболiчним, якщо ∆ > 0;

2. елiптичним, якщо ∆ < 0;

3. параболiчним, якщо ∆ = 0.

Для приведення рiвняння до канонiчного вигляду введемо характери-
стичну функцiю (1.1), або його характеристику w(x, y), що задовольняє
наступне характеристичне рiвняння:

a(x, y)w2
x + 2b(x, y)wxwy + c(x, y)w2

y = 0. (1.3)

Крива w(x, y) = const, що є розв’язком характеристичного рiвняння (1.3), має
назву характеристичної кривої, а напрямок {dx, dy}— характеристичним
напрямком. З умови w(x, y) = const випливатиме, що wxdx+wydy = 0, тобто
характеристичний напрямок дуже просто пов’язаний з w: dy

dx = −wx
wy
, звiдки

dy+
dx

=
b+
√

∆

a
, (1.4a)

dy−
dx

=
b−
√

∆

a
. (1.4b)

Iнтеграли рiвнянь (1.4) є характеристиками w(x, y) = const. В залежностi
вiд знаку ∆ маємо рiзнi типи характеристичних кривих (1.4). Розглянемо
кожний з випадкiв окремо.

5



6 Глава 1. Вступ

1. ∆ > 0, рiвняння гiперболiчного типу. Обидва розв’язки y+(x) та y−(x)
дiйснi та рiзнi. В цьому випадку ми маємо двi сiм’ї характеристик,
w+(x, y) = const та w−(x, y) = const. Замiною змiнних

ξ = w+(x, y), η = w−(x, y),

рiвняння зводиться до так званої першої канонiчної форми рiвняння
гiперболiчного типу

uξη = Φ1(ξ, η, u, uξ, uη). (1.5a)

Замiною
ξ = α + β, η = α− β

можна привести рiвняння до другої канонiчної форми

uαα − uββ = Φ2(α, β, u, uα, uβ). (1.5b)

2. ∆ < 0, рiвняння елiптичного типу. Розв’язки y+(x) та y−(x) є комплексно
спряженими. В цьому випадку вiдповiднi характеристики мають вигляд

w±(x, y) = ξ(x, y)± iη(x, y).

В змiнних ξ(x, y), η(x, y) рiвняння елiптичного типу приймає канонiчну
форму

uξξ + uηη = Φ1(ξ, η, u, uξ, uη). (1.5c)

3. ∆ = 0, рiвняння параболiчного типу. В цьому випадку характеристики
w+(x, y) та w−(x, y) збiгаються. Виберемо незалежнi змiннi у виглядi

ξ = w(x, y), η = η(x, y),

де η(x, y)—будь – яка функцiя, незалежна вiд ξ(x, y). Таким чином ми
отримаємо для рiвняння параболiчного типу канонiчну форму

uηη = Φ1(ξ, η, u, uξ, uη). (1.5d)

Приклад 1.1. C Дослiдити тип рiвняння Чаплигiна—Трiкомi

uxx + xuyy = 0 (1.6)

та привести його до канонiчного вигляду.
B

Розв’язання. J Дискримiнант рiвняння (1.1) є ∆ = −x. Отже, рiвняння
Чаплигiна-Трiкомi має рiзний тип в рiзних областях незалежних змiнних:
при x < 0 воно гiперболiчне, при x > 0 елiптичне, а при x = 0—параболiчне.
Розглянемо кожну з перелiчених областей:

Гiперболiчний тип, x < 0. Рiвняння характеристик має вигляд:

dy±
dx

= ±(−x)−1/2.

v. 1 вересня 2015 р. c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015



Роздiл 1. Класифiкацiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними 7

Цi рiвняння мають наступнi iнтеграли w± = const, що визначають його ха-
рактеристики:

w±(x, y) = y ∓ 2

3
(−x)3/2.

Отже, перетворенням координат

ξ = w+(x, y) = y − 2

3
(−x)3/2, η = w−(x, y) = y +

2

3
(−x)3/2 (1.7)

рiвняння приводиться до канонiчного вигляду

uξη =
uξ − uη
6(ξ − η)

. (1.8)

Елiптичний тип, x > 0. Рiвняння

dy±
dx

= ±ix−1/2

має характеристики:

w±(x, y) = y ± i2
3
x3/2.

Отже, перетворенням координат

ξ = Rew+(x, y) = y, η = Imw+(x, y) =
2

3
x3/2 (1.9)

рiвняння зводиться до канонiчного вигляду

uξξ + uηη = −3uη
η
. (1.10)

Параболiчний тип, x = 0. В незалежних змiнних x, y рiвняння Чаплигi-
на—Трiкомi має канонiчний вигляд

uxx = 0. (1.11)

I

В прикладах (1)–(29) треба дослiдити тип рiвнянь.

1. (1+x2)uxx+(1+y2)uyy+xux+yuy =
0.

2. x2uxx + 2xyuxy − 3y2uyy − 2xux +
4yuy + 16x4u = 0.

3. 4y2uxx − exp(2x)uyy − 4y2ux = 0.

4. x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0.

5. y2uxx + 2xyuxy + x2uyy = 0.

6. x2uxx − y2uyy = 0.

7. y2uxx − x2uyy = 0.

8. uxxsigny + 2uxy − uyysignx = 0.

9. uxx + 2uxy + (1− signx)uyy = 0.

10. uxxsigny + 2uxy + uyy = 0.

11. uxx + xyuyy = 0.

12. yuxx + xuyy = 0.

13. xuxx + yuyy = 0.

14. xuxx + yuyy + 2ux + 2uy = 0.

c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015 v. 1 вересня 2015 р.



8 Глава 1. Вступ

15. e2xuxx + 2ex+yuxy + e2yuyy
− xu = 0.

16. uxx −
(
1 + y2

)2
uyy

− 2y
(
1 + y2

)
uy = 0.

17. uxx + 2 sinxuxy −
(
cos2 x

− sin2 x
)
uyy + cosxuy = 0.

18. uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy −
3 cosxuy = 0.

19. 2xuxx − yuxy − 6xuyy − exuy = 0.

20. xuxx − |y|uxy − 6uyy − |x|uy = 0.

21. 2 sinxuxx− cosxuxy − 6 cosxuyy −
12uy + ux − 11u = 0.

22. 2(x+y)uxx−3xuxy−4xuyy+2uy−

8ux − u = 0.

23. 2(x+y)uxx−3xuxy−4xuyy+2uy−
8ux − u = 0.

24. 2(x+y)uxx−3xuxy−xuyy + 2uy−
8ux − u = 0.

25. (x + y)uxx − (3x − y)uxy − (y +
4)uyy − 3uy − 8ux + 5u = 0.

26. (2x−y)uxx−(3x−y)uxy−5xuyy+
2uy − 8ux − u = 0.

27. sin yuxx − 5 cos yuxy + 4 cos yuyy −
2uy + 4ux − 7u = 0.

28. 4 sin(x+ y)uxx + 5 cos(x+ y)uxy +
2 cos(x+ y)uyy − 5uy + 14ux − 6u = 0.

29. ch yuxx − shxuyy − 3ux = 0.

Якщо в рiвняннi (1.1) коефiцiєнти є сталими, то пiсля зведення до кано-
нiчного вигляду можна зробити подальше спрощення. Нехай рiвняння зведе-
но до однiєї з канонiчних форм (1.5) замiною змiнних ξ(x, y), η(x, y). Якщо
ввести невiдому функцiю v(ξ, η) згiдно з спiввiдношенням

u(ξ, η) = v(ξ, η) · eαξ+βη, (1.12)

то вибираючи сталi α й β вiдповiдним чином, завжди можна позбавитись в
рiвняннi однiєї, або двох перших похiдних функцiї v(ξ, η).
Приклад 1.2. C Звести до канонiчного вигляду та спростити наступне рiв-
няння:

uxx − 6uxy + 9uyy − ux + 2uy = 0. (1.13)

B
Розв’язання. J Дискримiнант рiвняння (1.13) дорiвнює нулевi, отже маємо
рiвняння параболiчного типу. Рiвняння характеристик

dy

dx
= −3

має наступний iнтеграл:
w(x, y) = y + 3x,

отже перетворенням координат

ξ = y + 3x, η = x

рiвняння приводиться до канонiчного вигляду:

uηη = uξ − uη.

Для того, щоб спростити це рiвняння далi, скористаємось пiдстановкою
(1.12), звiдки маємо:

vηη = vξ − vη(2β − 1)− v
(
β2 − α + β

)
. (1.14)

v. 1 вересня 2015 р. c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015



Роздiл 1. Класифiкацiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними 9

Оберемо сталi α i β таким чином, щоб позбутися останнiх двох доданкiв в
рiвняннi (1.14). Для цього покладемо α = 1/4 i β = −1/2. Таким чином,
замiною

u(ξ, η) = e
ξ−2η

4 v(ξ, η) = e
x+y
4 v(ξ, η)

рiвняння (1.13) зводиться до наступного спрощеного канонiчного вигляду:

vηη = vξ. (1.15)

I

В прикладах (30)–(57) звести рiвняння до канонiчного вигляду та спро-
стити.

30. uxx−4uxy+5uyy−3ux+uy+u = 0

31. 2uxy−4uyy +ux−2uy +u+x = 0.

32. uxy + 2uyy − ux + 4uy + u = 0

33. 2uxx + 2uxy + uyy + 4ux + 4uy
+ u = 0

34. uxx + 2uxy + uyy + 3ux − 5uy
+ 4u = 0

35. uxx − uyy + ux + uy − 4u = 0

36. uxy + uxx − uy − 10u+ x = 0

37. 3uxx + uxy + 3ux + uy − u+ y = 0

38. uxx + 4uxy + 5uyy − 2ux − 2uy
+ u = 0

39. 5uxx+16uxy+16uyy+24ux+32uy+
64u = 0

40. uxx−2uxy+uyy−3ux+12uy+27u =
0

41. uxx + 4uxy + 13uyy + 3ux + 24uy −
9u+ 9(x+ y) = 0

42. 9uxx− 6uxy + uyy + 10ux− 15uy −
50u+ x− 2y = 0

43. uxx+uxy−2uyy−3ux−15uy+27x =
0

44. 2uxx+3uxy+uyy+7ux+4uy−2u =

0

45. uxx − 2uxy + uyy + 9ux + 9uy
− 9u = 0

46. 3uxx−uxy−uyy+5ux+uy−5u = 0

47. 2uxx + 5uxy + 2uyy − 6ux + 7u = 0

48. 3uxx + 9uxy + 27uyy − 2ux + 7uy −
2u = 0

49. 2uxx + 6uxy + 17uyy + 5ux− 2uy −
7u = 0

50. 12uxx−9uxy+uyy+ux+4uy−5u =
0

51. uxx + 6(x+ 2y)uxy + yuyy + 15ux +
12uy − u = 0

52. 3xuxx+6yuxy+2(x−3y)uyy+4ux+
uy − 21u = 0

53. xuxx+5yuxy+(3x−2y)uyy−2ux+
uy − 4u = 0

54. 3xuxx+6yuxy +xuyy +2ux+3uy−
4u = 0

55. 2uxx − 5uxy + 6uyy + 4ux − 3uy −
15u = 0

56. 11uxx−7uxy+7uyy+ux−8uy+5u =
0

57. 7xuxy +3uyy−11ux+2uy−3u = 0

c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015 v. 1 вересня 2015 р.



Глава 2

Метод вiдокремлення змiнних

Метод вiдокремлення змiнних для диференцiальних рiвнянь з частинни-
ми похiдними зводиться до задачi Штурма—Лiувiлля для функцiї вiд однiєї
незалежної змiнної.

§ 2. Задача Штурма–Лiувiлля

§ 2.1. Регулярна задача Штурма–Лiувiлля

В цьому параграфi ми розглянемо так звану регулярну задачу Штур-
ма—Лiувiлля (ШЛ). Постановка задачi: знайти нетривiальнi (тобто не рiвнi
тотожньо нулевi) розв’язки задачi

− (p(x)X ′(x))′ + q(x)X(x) = λρ(x)X(x), x ∈ (a, b)
α1X(a) + β1X

′(a) = 0, α2
1 + β2

1 > 0
α2X(b) + β2X

′(b) = 0, α2
2 + β2

2 > 0.
(2.1)

При постановцi задачi ШЛ вважається, що p ∈ C1[a, b], q ∈ C[a, b] та p(x) > 0
при x ∈ [a, b].

Перелiчимо деякi важливi властивостi розв’язкiв задачi ШЛ:

• iснує злiчена множина власних чисел λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , якi вiдповiдають
власним функцiям X1(x), X2(x), . . . . При цьому λk ≥ 0, якщо q(x) ≥ 0.

• власнi функцiї Xn1 та Xn2, що вiдповiдають рiзним нумерам n1 та n2 є
ортогональними з вагою ρ(x):

(Xn1, Xn2) ≡
b∫

a

Xn1(x)Xn2(x)ρ(x)dx = ‖X‖2δn1n2, (2.2)

‖X‖ =
√

(X,X) =

 b∫
a

|X(x)|2ρ(x)dx

1/2

. (2.3)

• система власних функцiй {Xn(x)} є повною, тобто будь-яку функцiю
f(x) ∈ L2[a, b] можна подати у виглядi збiжного в середньому квадрати-
чному ряду Фур’є за розв’язками задачi ШЛ:

f(x) =
∑
n

CnXn(x), (2.4)

10



Роздiл 2. Задача Штурма–Лiувiлля 11

де коефiцiєнти Фур’є

Cn =
1

‖X‖2

b∫
a

f(x)Xn(x)dx (2.5)

Якщо функцiя f(x) ∈ C[a, b], то ряд збiгається поточково.

Зауважимо, що власнi функцiї задачi ШЛ завжди можна обрати у дiй-
сному виглядi, тому що коефiцiєнти диференцiального рiвняння p(x), q(x) i
ρ(x) є дiйсними.
Приклад 2.1. C Розв’язати наступну регулярну задачу ШЛ:

X ′′(x) = νX(x),
X(0) = X(l) = 0. (2.6)

B

Розв’язання. J В залежностi вiд параметра ν рiвняння матиме такi розв’язки:

X(x) =

{
A0x+B0 коли ν = 0,

Aν sh νx+Bν ch νx коли ν 6= 0,
(2.7)

Aν та Bν —деякi сталi, яки визначаються межовими умовами. Якщо ν = 0,
матимемо:

X(0) = 0 =⇒ B0 = 0,

X(l) = 0 =⇒ A0 = 0.

Отже при ν = 0 можливi лише тривiальнi розв’язки задачi ШЛ: X(x) = 0.
Нехай ν 6= 0:

X(0) = 0 =⇒ Bν = 0,

X(l) = 0 =⇒ Aν sh νx = 0.

Якщо Aν, задача має лише тривiальнi розв’язки. Виключаючи цей випадок,
з останньої умови маємо sh νl = 0, яке має розв’язки лише при уявних зна-
ченнях параметра ν. Покладемо ν = iλ, де λ ∈ R. Тодi задача ШЛ набуває
вигляду:

X ′′(x) + λ2X(x) = 0,
X(0) = X(l) = 0.

(2.8)

Загальний розв’язок рiвняння

X(x) = Aλ sinλx+Bλ cosλx (2.9)

а межовi умови приймають наступну форму

X(0) = 0 =⇒ Bλ = 0,

X(l) = 0 =⇒ Aλ sinλx = 0,

c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015 v. 1 вересня 2015 р.



12 Глава 2. Метод вiдокремлення змiнних

яке має нетривiальнi розв’язки, якщо

sinλl = 0 =⇒ λl = πn, n ∈ N.

Отже матимемо набiр власних чисел{
λn =

πn

l
, n ∈ N

}
, (2.10a)

яким вiдповiдають власнi функцiї{
Xn(x) = sinλnx = sin

πn

l
x, x ∈ (0, l)

}
. (2.10b)

I

В прикладах (58)–(64) розв’язати задачi ШЛ:

58. X ′′(x) + λ2X(x) = 0,
X(0) = X ′(l) = 0.

59. X ′′(x) +X ′(x) + λ2X(x) = 0,
X(0) = X(l) = 0.

60. X ′′(x)−X ′(x) + λ2X(x) = 0,
X(0) = X(l) = 0.

61. X ′′(x) + λ2X(x) = 0,
X ′(a) = X(b) = 0.

62. X ′′(x) +X ′(x) + λ2X(x) = 0,
X ′(a) = X(b) = 0.

63. X ′′(x) + λ2X(x) = 0,
X ′(0) = X ′(l) = 0.

64.
X ′′(x) + λ2X(x) = 0,
X(0) = 0,
X(l) + hX ′(l) = 0,

де

h > 0.

65.
X ′′(x) + λ2X(x) = 0,
X(0) + hX ′(0) = 0,
X(l) = 0,

де

h > 0.

66.
X ′′(x) +X ′(x) + λ2X(x) = 0,
X(0) + hX ′(0) = 0,
X(l) = 0,

де h > 0.

67.
X ′′(x) + λ2X(x) = 0,
X(0) + hX ′(0) = 0,
X(l)− hX ′(l) = 0,

де

h > 0.

§ 2.2. Сингулярна задача Штурма–Лiувiлля

В цьому параграфi ми розглянемо так звану сингулярну задачу ШЛ. За-
дача Штурма—Лiувiлля називається сингулярною, якщо 1) в однiй кiнцевiй
точцi (або в обох) коефiцiєнт p(x) обертається в 0, або 2) в iнтервалi [a, b]
одна гранична точка (або обидвi) є нескiнченностями. Вiд цього залежать
умови, що накладаються на розв’язок задачi Штурма—Лiувiлля.
Приклад 2.2. C Постановка задачi у випадку p(x) > 0 ∀x ∈ (a, b), p(a) = 0,
p(b) 6= 0, має такий вигляд:

− (p(x)X ′(x))′ + q(x)X(x) = λρ(x)X(x), x ∈ (a, b)
|X(a)| < +∞,
α2X(b) + β2X

′(b) = 0, α2
2 + β2

2 > 0.
(2.11)

B

v. 1 вересня 2015 р. c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015



Роздiл 2. Задача Штурма–Лiувiлля 13

Ми розглянули задачу ШЛ, сингулярну на лiвому кiнцi, коли p(a) = 0.
Аналогiчним чином можна розглянути задачу, сингулярну на правому кiнцi
(p(b) = 0, p(a) 6= 0). В цьому випадку на розв’язок задачi накладається умова
|X(b)| < +∞. Можна розглянути також сингулярну на обох кiнцях задачу
за вiдповiдними умовами.
Приклад 2.3. C Розв’язати наступну сингулярну задачу Штурма—Лiувiлля
[10]:

−(1− x2)X ′′ + 2xX ′ = λX, x ∈ (−1, 1)
|X(−1)| < +∞, |X(1)| < +∞. (2.12)

B

Розв’язання. JШукаємо розв’язок рiвняння (2.12) у виглядi степеневого ря-
ду: X(x) =

∑∞
n=0 cnx

n. В iнтервалi збiжностi степеневий ряд можна почленно
диференцiювати, тому X ′(x) =

∑∞
n=0(n + 1)cn+1x

n, X ′′(x) =
∑∞

n=0(n + 1)(n +
2)cn+2x

n, xX ′(x) =
∑∞

n=0 ncnx
n, x2X ′′(x) =

∑∞
n=0 n(n − 1)cnx

n. Пiдставляю-
чи цi вирази в (2.12) i прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях,
одержуємо рекурентне спiввiдношення

cn+2 =
n(n+ 1)− λ

(n+ 1)(n+ 2)
cn, n ∈ Z+. (2.13)

Щоб обчислювати за ним, потрiбно задати c0, c1 (це i є довiльнi сталi, що
входять у загальний розв’язок), причому якщо один iз цих коефiцiєнтiв по-
кладаємо рiвним нулю, то для отримання ненульового розв’язку iнший пови-
нен бути ненульовим. Розглянемо два випадки.

а) c1 = 0 6= c0. Тодi з формули (2.13) випливає, що для будь-якого k ∈ Z+

c2k+1 = 0, c2k+2 =
2k(2k + 1)− λ

(2k + 1)(2k + 2)
c2k. Звiдси видно, що при λ = 2j/(2j + 1)

буде c2k+2 = 0, як тiльки k ≥ j, i c2k 6= 0, k ≤ j, тобто X буде полiномом
степеня 2j. Очевидно, вiн задовольняє межовi умови. Таким чином, числа
λ2j = 2j(2j + 1), j ∈ Z+, є власними i вiдповiднi їм власнi функцiї X2j —
полiноми степеня 2j.

б) c0 = 0 6= c1. Тодi з формули (2.13) випливає, що для будь-якого k ∈

N c2k = 0, c2k+1 =
2k(2k − 1)− λ

2k(2k + 1)
c2k−1. Мiркуючи аналогiчно випадковi 1,

переконуємося, що числа λ2j−1 = 2j(2j − 1), j ∈ N, є власними i вiдповiднi
їм власнi функцiї X2j−1—полiноми степеня 2j − 1.

Об’єднуючи випадки а) i б), отримуємо таку систему власних елементiв
задачi ШЛ:

λn = n(n+ 1), Xn—полiном n-го степеня, n ∈ Z+.

Покажемо, що iнших власних функцiй немає.
Оскiльки множина скiнчених лiнiйних комбiнацiй функцiй Xn мiстить,

очевидно, усi полiноми, то за теоремою Вейерштрасса вона всюди щiльна
в C[−1; 1], вiдтак i в L2[−1; 1]. Значить, єдиний елемент простору L2[−1; 1],

c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015 v. 1 вересня 2015 р.



14 Глава 2. Метод вiдокремлення змiнних

ортогональний усiм Xn, є нульова функцiя. Водночас, за властивiстю 2◦ спе-
ктральних задач, кожна власна функцiя ортогональна рештi власних фун-
кцiй. Отже, власних функцiй, вiдмiнних вiд знайдених, не iснує. Задачу
(2.12) розв’язано.

Нагадаємо, що власнi функцiї визначаються з точнiстю до сталого мно-
жника. У нашому випадку це рiвносильно заданню тiєї з двох констант c0, c1,
яка вiдмiнна вiд нуля. Загальноприйнятим є такий вибiр константи, за якого
в точцi 1 власна функцiя набирає значення 1. Власнi функцiї, пiдпорядкованi
цiй додатковiй вимозi, називаються полiномами Лежандра i позначаються
Pn. Таким чином, Pn—це єдиний розв’язок лiнiйної диференцiальної задачi

(1− x2)X ′′ − 2xX ′ + n(n+ 1)X = 0, (2.14)
|X(−1 + 0)| <∞, X(1) = 1. (2.15)

Як показано вище, Pn є полiномом n-го степеня. Наведемо �явний� вираз
полiномiв Лежандра та їхнiх норм:

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(
x2 − 1

)n
, (2.16a)

‖Pn‖2 =
2

2n+ 1
. (2.16b)

I

Приклад 2.4. C Постановка задачi у випадку p(x) > 0 ∀x ∈ (a,+∞), має
такий вигляд:

− (p(x)X ′(x))′ + q(x)X(x) = λρ(x)X(x), x ∈ (a, b)
α1X(a) + β1X

′(a) = 0, α2
1 + β2

1 > 0,
|X(x)| = O (|x|σ) , x→ +∞.

(2.17)

B
Ми розглянули сингулярну задачу ШЛ, коли правий кiнець b = +∞.

Аналогiчним чином можна розглянути задачу, коли лiвий кiнець a = −∞.

§ 3. Рiвняння дифузiї на вiдрiзку

Канонiчний вигляд одновимiрного рiвняння дифузiї має наступну форму:

ut − a2uxx = f(x, t). (3.1)

Якщо f(x, t) = 0, рiвняння називається однорiдним; якщо f(x, t) 6= 0, рiвня-
ння називається неоднорiдним. Крайова задача для одновимiрного рiвняння
дифузiї має наступну форму:

ut − a2uxx = f(x, t), x ∈ (0, l), t ∈ (0,∞),
α1u(0, t) + β1ux(0, t) = p(t), t ∈ (0,∞),
α2u(l, t) + β2ux(l, t) = q(t), t ∈ (0,∞),
u(x, 0) = φ(x), x ∈ (0, l).

(3.2)
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Роздiл 3. Рiвняння дифузiї на вiдрiзку 15

Приклад 3.1. C Нехай u = u(x, t) задана на вiдрiзку x ∈ (0, l), t ∈ (0,∞).
Потрiбно знайти розв’язок рiвняння дифузiї

ut − a2uxx = 0 (3.3)

при наступних крайових умовах:

u(x, 0) = φ(x), x ∈ (0, l), (3.4a)
u(0, t) = u(l, t) = 0. (3.4b)

Умова (3.4a) є початковою, а умови (3.4b) — однорiдними межовими умовами.
B

Розв’язання. J Основна iдея метода полягає в тому, щоб побудувати до-
сить велику кiлькiсть частинних розв’язкiв рiвняння (3.3), що мають вигляд
добутку

v(x, t) = X(x)T (t) (3.5)

та задовольняють межовим умовам (3.4b). З цих розв’язкiв будуємо лiнiйну
комбiнацiю, яка за принципом лiнiйної суперпозицiї також є розв’язком за-
дачi. Природно очiкувати, що знайдена лiнiйна комбiнацiя буде задовольняти
також початковим умовам (3.4a), тобто буде розв’язком крайової задачi.

Отже, пiдставляючи вираз (3.5) до рiвняння (3.3), отримаємо

X(x)T ′(t)− a2X ′′(x)T (t) = 0.

Вважаючи, що v 6= 0, та подiливши на v(x, t), матиме

T ′

T
= a2

X ′′

X
. (3.6)

Лiва частина рiвностi (3.6) не залежить вiд x, права — вiд t, тобто кожна з
них є сталою. Подiливши (3.6) на a2, позначимо цю сталу як −λ2. Це — так
звана константа вiдокремлення змiнних:

1

a2
T ′

T
=
X ′′

X
= −λ2, (3.7)

звiдки випливатиме, що рiвняння в частинних похiдних розбивається на два
звичайних рiвняння, кожне з яких залежить тiльки вiд своїх змiнних, тобто
змiнни роздiлiлися,

X ′′λ(x) + λ2Xλ(x) = 0; (3.8a)
T ′λ(t) + a2λ2Tλ(t) = 0; (3.8b)

Завдяки лiнiйностi, можемо побудувати формальний ряд

u(x, t) =
∑
λ

Xλ(x)Tλ(t). (3.9)

c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015 v. 1 вересня 2015 р.



16 Глава 2. Метод вiдокремлення змiнних

Цей розв’язок повинен задовольняти межовим умовам (3.4b):

u(0, t) = 0 =
∑
λ

Xλ(0)Tλ(t) ∀t =⇒ Xλ(0) = 0;

u(l, t) = 0 =
∑
λ

Xλ(l)Tλ(t) ∀t =⇒ Xλ(l) = 0.

Таким чином, потрiбно знайти розв’язки X(x) крайової задачi

X ′′λ(x) + λ2Xλ(x) = 0, x ∈ (0, l),
Xλ(0) = 0, Xλ(l) = 0,

(3.10)

а також чисельнi значення параметра λ, при яких розв’язки iснують. Постав-
лена задача вiдноситься до класу задач Штурма—Лiувiлля (2.8), розв’язком
якої є повна система ортогональних функцiй (2.10):{

Xn(x) = sinλnx;λn =
πn

l
, n ∈ N

}
.

Цей розв’язок визначається з точнiстю до множника, який ми поклали рiвним
одиницi. Розглянемо тепер рiвняння (3.8b) для функцiї T (t). Ненульовим
власним числам λn вiдповiдають розв’язки

Tn(t) = Cne
−a2λ2nt, (3.11)

звiдки загальний розв’язок (3.9) матиме вигляд

u(x, t) =
∞∑
n=1

Cne
−a2λ2ntXn(x). (3.12)

Константу Cn пiдберемо таким чином, щоб задовольнити початковим умовам
(3.4a):

u(x, 0) = φ(x) =
∞∑
n=0

CnXn(x). (3.13)

Але формула (3.13) — це формула розвинення функцiї φ(x) в ряд Фур’є за
власними функццiями задачi ШЛ, пор. (2.4). Коефiцiєнти Фур’є цього роз-
винення, згiдно з (2.5) мають вигляд:

Cn =
1

‖X‖2

l∫
0

φ(x)Xn(x)dx, (3.14)

а норма ‖X‖ має вигляд

‖X‖2 =

l∫
0

|Xn(x)|2 dx =

l∫
0

sin2 nπx

l
dx =

l

2
.
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Роздiл 3. Рiвняння дифузiї на вiдрiзку 17

Таким чином, розв’язок крайової задачi з однорiдними межовими умовами
для рiвняння дифузiї матиме вигляд:

u(x, t) =
∑
n

CnXn(x)e−a
2λ2nt, (3.15a)

Cn =
2

l

l∫
0

φ(x)Xn(x)dx, (3.15b)

Xn(x) = sinλnx, λn =
πn

l
. (3.15c)

I

В прикладах (68)–(94) розв’язати крайову задачу для однорiдного рiвня-
ння дифузiї на вiдрiзку:

68.
ut = 4uxx + u,
ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0,
u(x, 0) = 2 cos 2πx cos 3π

2 x.

69.
ut = uxx + u
ux(0, t) = ux(

π
2 , t) = 0,

u(x, 0) = 8 cos4 x.

70.
ut = uxx − u+ 1
u(0, t) = ux(π, t) = 0,
u(x, 0) = 4 sin3 x

2 .

71.

ut = 5uxx
ux(−1, t) = 0,
u(1, t) = 0,
(x, 0) = 3 + x2.

72.

ut = 4uxx
u(0, t) = 0,
ux(2, t) = 0,
u(x, 0) = 3 sin2 x.

73.

ut = 4uxx
u(1, t) = 0,
ux(2, t) = 0,
u(x, 0) = x sinx.

74.

ut = 3uxx
ux(−2, t) = 0,
u(2, t) = 0,
u(x, 0) = x2 sin 2x.

75.

ut = 9uxx
ux(−2, t) = 0,
ux(−1, t) = 0,
u(x, 0) = 3x2 − 1 + sin x.

76.

ut = 16uxx
ux(−3, t) = 0,
u(3, t) = 0,
u(x, 0) = (x2 − 1)e−x.

77.

ut = 6uxx
ux(−2, t) = 0,
ux(0, t) = 0,
u(x, 0) = (3x2 − 1) sinx.

78.

ut = 7uxx
ux(0, t) = 0,
u(5, t) = 0,
u(x, 0) = (x− 1) sin(x+ 3).

79.

ut = 5uxx
ux(0, t) = 0,
u(2/3, t) = 0,
u(x, 0) = (x− 1) sin(x+ 3)−
−(x+ 1) sin(x− 3).

80.

ut = 4uxx
u(−1, t) = 0,
u(3, t) = 0,
u(x, 0) = ex−1 sin2(x+ 1).

81.

ut = 3uxx
ux(−1, t) = 0,
u(1/2, t) = 0,
u(x, 0) = (x3 − 2)e4x.

82.

ut = 3uxx
u(−1, t) = 0,
ux(1, t) = 0,
u(x, 0) = (2x+ 1)e3x.
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18 Глава 2. Метод вiдокремлення змiнних

83.

ut = 2uxx
ux(0, t) = 0,
u(1, t) = 0,
u(x, 0) = (x+ 2)2 sin(3x− 1).

84.

ut = 12uxx
ux(1/3, t) = 0,
ux(1, t) = 0,
u(x, 0) = [2 + sin(3x− 1)]e−2x.

85.

ut = 10uxx
ux(−1/3, t) = 0,
u(1/3, t) = 0,
u(x, 0) = 2+
+(3x− 1)(3− 2x) sinx.

86.

ut = 4uxx
u(0, t) = 0,
ux(1/3, t) = 0,
u(x, 0) = 2e−x + (x− 1)(x2 + 1).

87.

ut = 6, 25uxx
u(0, t) = 0,
ux(3, t) = 0,
u(x, 0) = e−2x + cos(x+ 2).

88.

ut = 4uxx
u(0, t) = 0,
ux(1/3, t) = 0,
u(x, 0) = 2e−x + (x− 1)(x2 + 1).

89.

ut = 1, 44uxx
ux(−5, t) = 0,
ux(3, t) = 0,
u(x, 0) = x2ex cosx.

90.

ut = 2, 25uxx
u(1/5, t) = 0,
ux(1/3, t) = 0,
u(x, 0) = e−x + (x− 1) cosx.

91.

ut = 0, 49uxx
u(2/3, t) = 0,
u(3/2, t) = 0,
u(x, 0) = (x3 + 2)e−4x.

92.

ut = 0, 81uxx
u(1, t) = 0,
ux(3/2, t) = 0,
u(x, 0) = (x+ 1)e−x+
+x2(1 + cos x).

93.

ut = 36uxx
ux(−1/2, t) = 0,
ux(0, t) = 0,
u(x, 0) = x(ex + cosx).

94.

ut = 0, 64uxx
ux(−1/2, t) = 0,
ux(3/2, t) = 0,
u(x, 0) = x2(sin 2x+ 2 cosx).

В прикладах (95)–(97) розв’язати крайову задачу для неоднорiдного рiв-
няння дифузiї на вiдрiзку:

95.
ut = uxx + u+ 2 sinx sin 2x
ux(0, t) = u(π2 , t) = 0,
u(x, 0) = 0.

96.
ut = 49uxx − u+ cos πx
ux(0, t) = ux(1, t) = 0,
u(x, 0) = 2 cos2 2πx.

97.
ut = uxx + u+ 4 cos3 x
ux(0, t) = u(π2 , t) = 0,
u(x, 0) = 0.

В прикладах (98)–(129) розв’язати мiшану крайову задачу для рiвняння
дифузiї на вiдрiзку:

98.

ut = uxx
ux(0, t) = 1
u(l, t) = 0,
u(x, 0) = 0.

99.

ut = uxx + u+ t(t− 2)
(
x
π−

−1
)

+ sin 3x
u(0, t) = t2,
u(π, t) = 0,
u(x, 0) = 2 sin 3x cos 2x.
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Роздiл 3. Рiвняння дифузiї на вiдрiзку 19

100.

ut = uxx + u− x+ 1+
+4 cos3 5πx

2
ux(0, t) = 1,
u(1, t) = 0,
u(x, 0) = x− 1.

101.

ut = uxx + u− x+ 2 sin 2x cosx
u(0, t) = 0,
ux(

π
2 , t) = 1,

u(x, 0) = x.

102.

ut = uxx + 4u+ x2 − 2t− 4x2t+
+2 cos2 x
ux(0, t) = 0,
ux(π, t) = 2πt,
u(x, 0) = 0.

103.

ut = 9uxx + u− 7 + 4tx− 2tx2+
+18t2 − 2t2x+ t2x2+
+2 sin 3πx sin 5πx
ux(0, t) = 2t2,
ux(1, t) = 0,
u(x, 0) = 7.

104.

ut = uxx + u− x
π (sin t+ cos t) ,

u(0, t) = 0,
u(π, t) = cos t,
u(x, 0) = x

π + 4 sin3 3x.

105.

ut = 25uxx − u+ 3 + et
(
x2+

+2x− 25
)
,

ux(0, t) = et,
ux(1, t) = 2et,
u(x, 0) = x2 + 2x− 22+
+2 cosπx cos 9πx.

106.

ut = 4uxx + u−
−(3x+ 1)(3x− 1)
u(0, t) = sin t,
u(1, t) = 0,
u(x, 0) = 2 cos 2πx cos 3π

2 x.

107.

ut = uxx + t(t− 2)(xπ − 1)+
+ sin 3x
u(0, t) = t2,
u(π, t) = 0,
u(x, 0) = 2 sin 3x cos 2x.

108.

4ut = uxx + u+ e−2t cos2 x
u(0, t) = t sin t,
u(π2 , t) = 0,
u(x, 0) = x+ 8 cos4 x.

109.

ut = uxx + 2u− x+ 1+
+4 cos3 5πx

2
ux(0, t) = 1,
u(l, t) = 0,
u(x, 0) = x− 1.

110.

ut = 9uxx − u+ 1−
−2xe−2x cos 3x,
u(0, t) = 2t,
u(π, t) = 3;
u(x, 0) = 4 sin3 x

2 .

111.

ut = uxx + 3u− x+
+2 sin 2x cosx
u(0, t) = 2 + sin t,
ux(

π
2 , t) = 1;

u(x, 0) = 2x cos2 x.

112.

ut = (1/4)uxx − 2u+
+ sin(t+ 2x)
u(0, t) = sin2 t,
u(l, t) = 5 + 2t;
u(x, 0) = (4x3 − 1) cos 2x.

113.

ut = uxx + 4u+ x2 − 2t−
−4x2t+ 2 cos2 x
u(0, t) = t2 cos t,
ux(π, t) = 2πt,
u(x, 0) = (x2 + 3)e−2x.

114.

ut = uxx + 3u+ 2 sinx sin 2x
ux(0, t) = 2t2 sin t,
u(π2 , t) = 1;
u(x, 0) = 1 + ex cosx.

115.

ut = 9uxx + u+ 4tx+ 18t2−
−2t2x+ 2 sin 3πx sin 5πx
ux(0, t) = 2t2 − 3,
ux(1, t) = 0;
u(x, 0) = 7.

116.

ut = 49uxx − u+ cos πx
ux(0, t) = (t2 + t− 1) sin t,
ux(1, t) = 2;
u(x, 0) = 2 cos2 2πx.

117.

ut = uxx + u− x
π (sin t+ cos t) ,

u(0, t) = 2t3,
u(π, t) = cos t;
u(x, 0) = x

π + 4 sin3 3x.
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20 Глава 2. Метод вiдокремлення змiнних

118.

ut = uxx + u+ 4 cos3 x
ux(0, t) = et cos 2t,
u(π2 , t) = 2t− 3;
u(x, 0) = (sin x+ 2)e−x.

119.

ut = 25uxx − u+ 3+
+et

(
x2 + 2x− 25

)
,

ux(0, t) = et,
ux(1, t) = 2 + t2;
u(x, 0) = x2 + 3+
+2 cosπx cos 9πx.

120.

ut = uxx − 2u+ cos3 πx
ux(0, t) = cos t+ t2 sin t,
ux(1, t) = et;
u(x, 0) = (3x2 − 1)(cosx− 1).

121.

9ut = uxx − u+ 3+
+et

(
2x2 + 8x− 9

)
,

ux(0, t) = 4et,
ux(1, t) = 2 + t3;
u(x, 0) = x2 − 25 + 2 sin 9πx.

122.

ut = 4uxx − 4ux + x sin(2t)
u(−1, t) = e−2t(cos t+ 1),
ux(1, t) = 0;
ux(x, 0) = (x2 + x+ 1)(sinx+
+ cosx).

123.

ut = 2uxx + 3u+ t2 sin(2πx),
ux(0, t) = 1− t,
ux(π, t) = 3t2;
u(x, 0) = (2x− 3)2 − 5 cos 2πx.

124.

16ut = uxx + 3ux + x sin(2t)
u(0, t) = (t+ 2)2et,
ux(3, t) = 3,
u(x, 0) = 2xex cos 2x.

125.

ut = 4uxx − 2u+ (t− 2) cos(πx),
ux(0, t) = t2 − 2,
ux(π, t) = t/3,
u(x, 0) = x− sin2(πx).

126.

4ut = uxx + 4u−
− cos(t+ 1) sin(x− 1)
ux(0, t) = cos(t+ 1),
ux(

π
2 , t) = 2t2 − 4;

u(x, 0) = 1− cos3 x.

127.

ut = 16uxx + ux − (x+ 1)2+
+3 cos2 3πx

2
ux(0, t) = (e2t + cos t)(t− 1),
u(1, t) = 2;
u(x, 0) = (x+ 1)3.

128.

ut = 2uxx − 3u+ e−x sin(t+ 2),
ux(0, t) = 1 + cos t,
ux(

π
2 , t) = −1 + sin t;

u(x, 0) = (x+ 1)2 cos2 x.

129.

9ut = uxx − x2 + 4 cos πx
2

u(0, t) = 2,
ux(1, t) = t(2 + cos t);
u(x, 0) = x3 + 1.

§ 4. Хвильове рiвняння на вiдрiзку

Канонiчний вигляд одновимiрного хвильового рiвняння має наступну
форму:

utt − a2uxx = f(x, t). (4.1)
Якщо f(x, t) = 0, рiвняння називається однорiдним.
Приклад 4.1. C Нехай u = u(x, t) задана на вiдрiзку x ∈ (0, l), t ∈ (0,∞).
Потрiбно знайти розв’язок наступної крайової задачi для хвильового рiвнян-
ня:

utt − a2uxx = 0, x ∈ (0, l), t ∈ (0,∞),
u(0, t) = 0 t ∈ (0,∞),
u(l, t) = 0, t ∈ (0,∞),
u(x, 0) = φ(x), x ∈ (0, l),
ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ (0, l).

(4.2)

B
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Роздiл 4. Хвильове рiвняння на вiдрiзку 21

Розв’язання. J Шукатимемо частиннi розв’язки у виглядi

v(x, t) =
∑
n

Tn(t)Xn(x).

Пiдставляючи цей вираз до хвильового рiвняння (4.2), отримаємо

T ′′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x).

Якщо подiлити обидвi частини цього спiввiдношення на X(x)T (t), отримаємо
що лiва частина є функцiєю лише координати x, права — t, тобто рiвнiсть
може справджуватися лише, коли кожна з частин є сталою (позначимо її
−λ2),

1

a2
T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ2.

Отже змiннi вiдокремилися. Для функцiї X(x) отримали вже розiбрану зада-
чу Штурма—Лiувiлля, розв’язок якої дається формулами (2.10). Для функцiї
Tn(t) отримаємо рiвняння

T ′′n (t) + a2λ2nTn(t) = 0,

що має розв’язок

Tn(t) = An cos (aλnt) +Bn sin (aλnt) . (4.3)

Отже загальний розв’язок дається рядом Фур’є за Xn(x):

u(x, t) =
∑
n

Xn(x)
[
An cos (aλnt) +Bn sin (aλnt)

]
.

Константи An та Bn знаходимо з початкових умов:

φ(x) = u(x, 0) =
∑
n

Xn(x)An =⇒ An =
2

l

l∫
0

Xn(x)φ(x)dx,

ψ(x) = ut(x, 0) =
∑
n

Xn(x)Bnaλn =⇒ aλnBn =
2

l

l∫
0

Xn(x)ψ(x)dx.

Остаточно, розв’язок крайової задачi (4.2) для хвильового рiвняння має
вигляд

u(x, t) =
∑
n

Xn(x)
[
An cos (aλnt) +Bn sin (aλnt)

]
, (4.4a)

Xn(x) = sin (λnx) , λn =
πn

l
, (4.4b)

An =
2

l

l∫
0

Xn(x)φ(x)dx, Bn =
2

aλnl

l∫
0

Xn(x)ψ(x)dx. (4.4c)

I
В прикладах (130)–(137) розв’язати однорiдну крайову задачу для хви-

льового рiвняння на вiдрiзку:
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22 Глава 2. Метод вiдокремлення змiнних

130.

utt = 16uxx,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0,
u(x, 0) = 0,
ut(x, 0) = sin 2πx

l .

131.

utt = 4uxx,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0,
u(x, 0) = sin 5πx

2l ,
ut(x, 0) = cos πx

2l .

132.

utt = 9uxx,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0,
u(x, 0) = 0,
ut(x, 0) = sin πx

2l + sin 3πx
2l .

133.

utt = a2uxx,
ux(−l, t) = u(l, t) = 0,
u(x, 0) = cos πx

2l ,
ut(x, 0) = cos 3πx

2l + cos 5πx
2l .

134.

utt = 4uxx,
ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0,
u(x, 0) = x,
ut(x, 0) = 1.

135.

utt = 25uxx,
ux(0, t) = 0,
ux(l, t) + hu(l, t) = 0,
u(x, 0) = 0,
ut(x, 0) = 1, h > 0.

136.

utt = a2uxx,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0,
u(x, 0) = 0,
ut(x, 0) = x

(
sin 3πx

2l + 1
)
.

137.

utt = a2uxx,
u(0, t) = ux(l, t) = 0,
u(x, 0) = 1,
ut(x, 0) = sin πx

2l .

138.

utt = a2uxx,
ux(0, t) = 0,
u(3, t) = 0,
u(x, 0) = cos πx

6 ,
ut(x, 0) = cos 3πx

6 + cos 5πx
6 .

139.

utt = a2uxx,
ux(−l, t) = 0,
ux(l, t) = 0,
u(x, 0) = x,
ut(x, 0) = 1.

140.

utt = 4a2uxx,
ux(0, t) = 0,
ux(2l, t) + 2u(2l, t) = 0,
u(x, 0) = 0,
ut(x, 0) = 1.

141.

utt = a2uxx + u,
ux(0, t) = 0,
ux(l, t) = 0,
u(x, 0) = 2x+ 1,
ut(x, 0) = 2 sin(x+ 1).

142.

utt = a2uxx + ux,
u(0, t) = 0,
ux(l, t) = 0,
u(x, 0) = x2 + 1,
ut(x, 0) = sin x+ cosx.

143.

utt = a2uxx − 2u,
ux(−l, t) = 0,
u(l, t) = 0,
u(x, 0) = 1 + sin 5πx

l ,
ut(x, 0) = sin 3πx

2l .

144.

utt = a2uxx − 2u,
u(−l, t) = 0,
ux(0, t) = 0,
u(x, 0) = sin 3πx

l ,
ut(x, 0) = 1 + sin 5πx

2l .

145.

utt = a2uxx − 2u,
ux(−l, t) = 0,
ux(l, t) = 0,
u(x, 0) = sin2(3πx/l),
ut(x, 0) = 1.

146.

utt = 49uxx,
u(0, t) = 0,
ux(3, t) = 0,
u(x, 0) = 2− x,
ut(x, 0) = sin πx

a .

147.

utt = 1, 44uxx + 2u,
u(0, t) = 0,
u(l, t) = 0,
u(x, 0) = 3 + 2 cos x,
ut(x, 0) = 1 + 5x3.
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148.

0, 81utt = uxx + 2u,
ux(0, t) = 0,
u(l, t) = 0,
u(x, 0) = (x+ 2) cosx,
ut(x, 0) = 1 + x4.

149.

utt = 25uxx,
ux(−l, t) = 0,
u(l, t) = 0,
u(x, 0) = x2 cosx,
ut(x, 0) = 4 sinx2.

150.

25utt = uxx,
ux(−3, t) = 0,
u(0, t) = 0,
u(x, 0) = cos(x− 2),
ut(x, 0) = 4− x2.

151.

utt = 16uxx + u,
ux(−3, t) = 0,
u(0, t) = 0,
u(x, 0) = 1 + cos2 x,
ut(x, 0) = 8− x3.

152.

utt = 36uxx − 2u,
ux(−2, t) = 0,
u(2, t) = 0,
u(x, 0) = x cosx,
ut(x, 0) = 3 + x3.

153.

4utt = uxx + u,
ux(1, t) = 0,
u(2, t) = 0,
u(x, 0) = x− cosx,
ut(x, 0) = 2 + x.

154.

utt = uxx + 4u,
ux(−1, t) = 0,
u(2, t) = 0,
u(x, 0) = x− 1,
ut(x, 0) = 3 cos(2 + x).

155.

utt = 4uxx,
ux(−3, t) = 0,
ux(3, t) = 0,
u(x, 0) = x tg(x/3),
ut(x, 0) = 3 + cosx.

156.

4utt = 9uxx,
u(−1, t) = 0,
ux(1, t) = 0,
u(x, 0) = x+ 2 tg x,
ut(x, 0) = 2 + 3x.

157.

utt = uxx − 3u,
u(−2, t) = 0,
ux(0, t) = 0,
u(x, 0) = tg(x/8),
ut(x, 0) = 5x.

158.

utt = 4uxx + ux,
ux(−1, t) = 0,
ux(1, t) = 0,
u(x, 0) = (x+ 1) tg x,
ut(x, 0) = exp x.

В прикладах (159)–(182) розв’язати мiшану крайову задачу для хвильо-
вого рiвняння на вiдрiзку:

159.

utt = 0, 81uxx + u+ e−xt,
u(0, t) = t,
u(1, t) = 2 sin t,
u(x, 0) = 1,
ut(x, 0) = 2− cosx.

160.

utt = 36uxx − 2u+ x exp(−t2),
u(−1, t) = cos t,
u(1, t) = 2 + t2,
u(x, 0) = 2 + 3x,
ut(x, 0) = cos x.

161.

(1/4)utt = uxx − 3u+
+(1 + x) exp(−2t),
u(0, t) = cos t,
u(2, t) = 2 sin t,
u(x, 0) = 2 + x2,
ut(x, 0) = (1/2) sin 2x.

162.

(4/9)utt = uxx + 2u+ ch−2(x),
u(−2, t) = 2t,
u(2, t) = 1 + cos t,
u(x, 0) = 2x2,
ut(x, 0) = 1

1+x2 .
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24 Глава 2. Метод вiдокремлення змiнних

163.

utt = 25uxx + 3u+
+ cos t cos 2(x),
u(0, t) = 2 sin 2t,
u(3, t) = (1 + t)2,
u(x, 0) = x2,
ut(x, 0) = 1 + 2 cos x.

164.

utt = 16uxx + u+
+(3 + cos t)(1 + x2)−2,
u(0, t) = 4,
u(1, t) = 3 + cos 2t,
u(x, 0) = 1 + ex,
ut(x, 0) = (x+ 1)2.

165.

utt = 16uxx + u+ t(1 + x2),
u(0, t) = 4,
u(1, t) = 3t,
u(x, 0) = x+ 2,
ut(x, 0) = 0.

166.

utt = a2uxx + u+ x cos 3t,
ux(0, t) + 3u(0, t) = 0,
u(2, t) = 1 + t2,
u(x, 0) = 1 + sinx,
ut(x, 0) = 2x2 + 3.

167.

utt = a2uxx + 2ux + t cos 3x,
3ux(−2, t) + u(−2, t) = 1,
u(0, t) = 2t,
u(x, 0) = cos(x+ 1),
ut(x, 0) = sin(x− 1).

168.

utt = a2uxx − ux + u,
u(0, t) = 2,
ux(l, t) = 1,
u(x, 0) = 2x,
ut(x, 0) = 1 + x3 + sin πx

a .

169.

utt = uxx + 3ux − 2u+ 2t cosx,
u(0, t) = 5t,
ux(l, t) = t cos t,
u(x, 0) = 2x,
ut(x, 0) = 1 + x3 + sin πx

a .

170.

utt = uxx + 4u− cos t sin πx
a ,

u(0, t) = sin t,
ux(l, t) = cos2 t,
u(x, 0) = 1 + x4,
ut(x, 0) = 3 + cos 3x.

171.

utt = 16uxx + u− (1 + 2t) cos2 πxa ,
u(0, t) = t(t2 + 1),
u(4, t) = 3 + sin3 t,
u(x, 0) = 2x+ cosx,
ut(x, 0) = x cos 2x.

172.

16utt = uxx + 3ux − cos t(πxl )2,
u(0, t) = t sin t,
ux(l, t) = (t2 + 1)−1,
u(x, 0) = 2x sinx,
ut(x, 0) = 2 + x+ 3x2.

173.

utt = (1/3)2uxx + 4ux − 2t(3πxl ),
u(−l, t) = t+ sin t,
ux(l, t) = 2t2,
u(x, 0) = ch−2(x+ 1),
ut(x, 0) = (x+ 2)−4.

174.

4utt = uxx + 12ux − 8xt(x+ t),
u(0, t) = 3t+ 1,
ux(1, t) + u(1, t) = sin(t+ 2),
u(x, 0) = 3 + cos(2x+ 3),
ut(x, 0) = x2 + sinx.

175.

utt = uxx + 3ux − 8x cos(x+ t),
u(−1, t) = t+ 3,
ux(0, t) + u(0, t) = 2t sin t,
u(x, 0) = exp(x+ 1),
ut(x, 0) = exp(x+ 2).

176.

utt = 5uxx + u− (x+ t)+
+ sin(x+ t),
ux(0, t) = t+ 3,
ux(π/4, t) + 2u(π/4, t) = t+
+ sin t,
u(x, 0) = 2x,
ut(x, 0) = tg x.

177.

utt = 64uxx + 4u+
+ exp(x+ t) sin t,
ux(0, t) = 3t,
ux(4, t) + 4u(4, t) = cos t,
u(x, 0) = 2 + sinx,
ut(x, 0) = x2.

178.

9utt = uxx + 3u+ exp(−t) sinx,
ux(0, t) = 3 + t3,
2ux(4, t) + u(4, t) = cos(1 + t),
u(x, 0) = x2 sin(x+ 2),
ut(x, 0) = x+ 2.
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179.

3utt = 2uxx + u+ |t| cosx,
ux(0, t) = 3 + t,
5ux(1, t) + u(1, t) = 4 + t4,
u(x, 0) = sinx,
ut(x, 0) = 2x.

180.

utt = 2uxx + ux + t(1 + cos x),
ux(0, t) + 4u(0, t) = 3t+ t2,
ux(2, t) = (1 + cos t)4,
u(x, 0) = 2x+ 3 sinx,
ut(x, 0) = 2− x2.

181.

utt = 144uxx − 3ux + (2t+ x)et,
3ux(−2, t) + 2u(−2, t) = t2,
ux(2, t) = 7 cos t,
u(x, 0) = (x+ 3) sinx,
ut(x, 0) = (2 + x)2.

182.

81utt = uxx + 5u+ 2tex,
2ux(0, t) + 5u(0, t) = (1 + t)2,
ux(2, t) = 3t+ cos t,
u(x, 0) = (3 + x) sinx,
ut(x, 0) = (2 + x) cosx.

§ 5. Крайовi задачi для рiвняння Лапласа на площинi.

§ 5.1. Декартовi координати

Крайова задача для рiвняння Лапласа в прямокутнику [0, a] × [0, b] має
вигляд:

uxx + uyy = 0, x ∈ (0, a), y ∈ (0, b),
α1u(0, y) + β1ux(0, y) = φ1(y), y ∈ (0, b),
α2u(a, y) + β2ux(a, y) = φ2(y), y ∈ (0, b),
α3u(x, 0) + β3uy(x, 0) = φ3(x), x ∈ (0, a),
α4u(x, b) + β4uy(x, b) = φ4(x), x ∈ (0, a).

(5.1)

Приклад 5.1. C Розглянемо простiшу задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа
в прямокутнику:

uxx + uyy = 0, x ∈ (0, a), y ∈ (0, b),
u(x, 0) = φ(x), x ∈ (0, a),
u(x, b) = ψ(x), x ∈ (0, a),
u(0, y) = u(a, y) = 0.

(5.2)

B
Розв’язання. J Шукатимемо частиннi розв’язки у виглядi

v(x, y) = X(x)Y (y) (5.3)

Вiдокремлюючи змiннi, отримаємо два рiвняння

X ′′ = λX, Y ′′ = −λY.

Завдяки однорiдним умовам u(0, y) = u(a, y) = 0, отримаємо

X(0) = X(a) = 0,

тобто для функцiї X(x) маємо задачу Штурма—Лiувiлля, розв’язок якої має
вигляд повної системи функцiй Xn(x) (2.10). Загальний розв’язок рiвняння
для Yn(y) можна подати у виглядi

Yn(y) = Cn ch (λny) + C ′n sh (λny) .
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Однак бiльш зручною є форма розв’язку

Yn(y) = An sh (λny) +Bn sh (λn(b− y)) .

Загальний розв’язок задачi

u(x, y) =
∑
n

Xn(x)Yn(y).

Константи An та Bn знаходимо з додаткових умов

φ(x) = u(x, 0) =
∑
n

Xn(x)Yn(0) =
∑
n

Xn(x)Bn sh (λnb) ,

ψ(x) = u(x, b) =
∑
n

Xn(x)Yn(b) =
∑
n

Xn(x)An sh (λnb) ,

звiдки

An sh (λnb) =
2

a

a∫
0

Xn(x)ψ(x)dx,

Bn sh (λnb) =
2

a

a∫
0

Xn(x)φ(x)dx.

Таким чином, розв’язок задачi Дiрiхле має вигляд

u(x, y) =
∑
n

Xn(x)Yn(y), (5.4a)

Xn(x) = sin (λnx) , λn =
πn

a
, (5.4b)

Yn(y) = An sh (λny) +Bn sh (λn(b− y)) , (5.4c)

An =
2

a sh (λnb)

a∫
0

Xn(x)ψ(x)dx, (5.4d)

Bn =
2

a sh (λnb)

a∫
0

Xn(x)φ(x)dx. (5.4e)

I

В прикладах (183)–(190) розв’язати внутрiшню крайову задачу для рiвня-
ння Лапласа в прямокутнику [0, a]× [0, b], якщо межовi умови мають вигляд:

183.
u(0, y) = A sin πy

b , u(a, y) = 0,
u(x, 0) = B sin πx

a , u(x, b) = 0.

184.
u(0, y) = V1, u(a, y) = V2,
u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0.
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185. u(0, y) = sin πy
2b , u(a, y) = sin 7πy

2b ,
u(x, 0) = 0, uy(x, b) = 0.

186. u(0, y) = 0, u(a, y) = (b− y)2 sin πy
b ,

uy(x, 0) = 0, uy(x, b) = 0.

187.
u(0, y) = 0, u(a, y) = 0,
u(x, 0) = 0, uy(x, b) + hu(x, b) = T.

188. u(0, y) = sin2 πy
b , u(a, y) = 0,

uy(x, 0) = 0, uy(x, b) = 0.

189.
ux(0, y) = 0, ux(a, y) = cos πy

b ,
uy(x, 0) = 0, uy(x, b) = cos 3πx

a .

190.
u(0, y) + βux(0, y) = A, u(a, y) = 0,
u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0.

191. Обчислити розподiл потенцiалу електростатичного поля u(x, y) всере-
динi прямокутника [0, a]× [0, b], якщо потенцiал вздовж боку цього прямоку-
тника, що лежить на осi x, дорiвнює V0, усi iншi боки заземленi (усерединi
прямокутника зарядiв немає).
192. Обчислити розподiл потенцiалу електростатичного поля u(x, y) всере-
динi прямокутника [−a, a]× [−b, b], якщо потенцiали двох протилежних бокiв
(x = ±a) дорiвнюють V0, iншi боки заземленi.

§ 5.2. Спектральна задача для оператора Лапласа у прямокутнику
(рiвняння Гельмгольця)

Приклад 5.2. C Постановка задачi наступна:

uxx + uyy + k2u = 0, x ∈ (0, a), y ∈ (0, b),
u(0, y) = u(a, y) = 0, y ∈ (0, b)
u(x, 0) = u(x, b) = 0, x ∈ (0, a).

(5.5)

Невiдомими є власнi функцiї u(x, y) та власнi числа k, при яких задача має
розв’язок. B

Розв’язання. J Вiдокремлюючи стандартним чином змiннi, матиме

X ′′(x)

X(x)
+
Y ′′(y)

Y (y)
+ k2 = 0,

звiдки прямує, що кожен з доданкiв є сталою та задача розбивається на двi
незалежнi задачi Штурма—Лiувiлля

X ′′(x) + λ21X(x) = 0, X(0) = X(a) = 0, (5.6a)
Y ′′(y) + λ22Y (y) = 0, Y (0) = Y (b) = 0, (5.6b)
k2 = λ21 + λ22. (5.6c)

Розв’язки задач Штурма—Лiувiлля є вiдомими, див. (2.10), отже загальний
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28 Глава 2. Метод вiдокремлення змiнних

розв’язок задачi має вигляд подвiйного ряду Фур’є

u(x, y) =
∑
n,m

CnmXn(x)Ym(y), (5.7a)

Xn(x) = sin (λ1nx) , λ1n =
πn

a
, (5.7b)

Ym(y) = sin (λ2my) , λ2m =
πm

b
, (5.7c)

knm =
√
λ21n + λ22m. (5.7d)

I

§ 5.3. Полярнi координати

Рiвняння Лапласа на площинi в полярних координатах має вигляд:

uρρ +
uρ
ρ

+
uϕϕ
ρ2

= 0. (5.8)

Загальний розв’язок рiвняння (5.8) має форму:

u(ρ, ϕ) = A0 +B0 ln(ρ) +
∑
{λ}

(
A

(1)
λ ρλ +B

(1)
λ ρ−λ

)
cosλϕ

+
∑
{λ}

(
A

(2)
λ ρλ +B

(2)
λ ρ−λ

)
sinλϕ.

(5.9)

Приклад 5.3. C Розглянемо задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа в крузi:

u(ρ, ϕ) : ∆u(ρ, ϕ) = 0, ρ ∈ [0, R), ϕ ∈ S1, (5.10a)
u(a, ϕ) = f(ϕ), (5.10b)

B
де S1—одиничне коле (вiдрiзок [0, 2π] з ототожненими кiнцями).

Розв’язання. J Оскiльки область та межовi умови заданi у полярних коор-
динатах, iстотно записати рiвняння Лапласа також у полярних координатах:

∆u =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= 0. (5.11)

Шукатимемо частиннi розв’язки у виглядi

v(ρ, ϕ) = R(ρ)Φ(ϕ) (5.12)

Вiдокремлюючи змiннi, отримаємо два рiвняння

Φ′′(ϕ) + λ2Φ(ϕ) = 0, ϕ ∈ S1, (5.13a)
ρR′′(ρ) + ρR′(ρ)− λ2R(ρ) = 0. (5.13b)
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Розглянемо рiвняння (5.13a) для функцiї Φ. Його загальний розв’язок має
вигляд

Φ(ϕ) =

{
A0 +B0ϕ при λ = 0,

Aλ cosλϕ+Bλ sinλϕ при λ 6= 0.

Крайовi умови для цього рiвняння явним чином не заданi. Вiдомо тiльки,
що ϕ ∈ S1. Але S1 не є справжнiм вiдрiзком. Його кiнцi ототожненi, тобто
маємо, задачу Штурма—Лiувiлля з так званими перiодичними умовами

Φ(ϕ) = Φ(ϕ+ 2π). (5.14)

Завдяки умовам (5.14) власнi числа λ можуть приймати тiльки цiлi значення,
та розв’язок матиме вигляд

Φn(ϕ) = An cosnϕ+Bn sinnϕ, n ∈ Z+, B0 = 0,

константу A0 тодi, звiсно, можна покласти рiвною одиницi, тому вважатиме,
що Φ0(ϕ) = 1.

Перейдемо до рiвняння (5.13b). Якщо n = 0, його розв’язок

R0(ρ) = A0 +B0 ln(ρ),

в рештi випадкiв
Rn(ρ) = Anρ

n +Bnρ
−n.

В результатi загальний розв’язок

u(ρ, ϕ) = A0 +B0 ln(ρ) +
∞∑
n=1

(
A(1)
n ρn +B(1)

n ρ−n
)

cosnϕ

+
∞∑
n=1

(
A(1)
n ρn +B(1)

n ρ−n
)

sinnϕ

(5.15)

Для внутрiшньої задачi u(ρ, ϕ) має задовольняти умовi u(ρ, ϕ)
∣∣∣
ρ→0

<∞, звiд-
ки усi Bn = 0 та розв’язок має вигляд

u(ρ, ϕ) =
A0

2
+
∞∑
n=1

( ρ
R

)n
(An cosnϕ+Bn sinnϕ) . (5.16a)

Коефiцiєнти An та Bn знаходяться з межових умов (5.10b),

An =
1

π

2π∫
0

f(ϕ) cosnϕdϕ, (5.16b)

Bn =
1

π

2π∫
0

f(ϕ) sinnϕdϕ. (5.16c)

I
В прикладах (193)–(201) розв’язати внутрiшню крайову задачу для рiв-

няння Лапласа у крузi UR, якщо межовi умови мають вигляд:
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193. u(R,ϕ) = A sin3 ϕ.

194. uρ(R,ϕ) = A sin2 ϕ.

195. uρ(R,ϕ) = A+B cos3 ϕ.

196. u(R,ϕ) + huρ(R,ϕ) = A sin 3ϕ.

197. u(R,ϕ) = A cos2 ϕ.

198. u(R,ϕ) = A cos4 ϕ.

199. u(R,ϕ) = A cos6 ϕ+B sin6 ϕ.

200. uρ(R,ϕ) = A cosϕ.

201. uρ(R,ϕ) = A cos 2ϕ.

В прикладах (202)–(205) розв’язати зовнiшню крайову задачу для рiвня-
ння Лапласа у крузi UR, якщо межовi умови мають вигляд:

202. u(R,ϕ) = A+B sin 5ϕ.

203. uρ(R,ϕ) = A cos3 ϕ.

204. uρ(R,ϕ) = A+B sin 2ϕ.

205. u(R,ϕ) + huρ(R,ϕ) = A sin 4ϕ.

В прикладах (206)–(211) розв’язати внутрiшню задачу Дiрiхлє для круга
UR, якщо при x2 + y2 = R2 поле матиме вигляд:

206. u(x, y) = x+ xy.

207. u(x, y) = 2(x2+y).

208. u(x, y) = x3 − y3.

209. u(x, y) = x4 + y4.

210. u(x, y) = x3 + xy2.

211. u(x, y) = x4 +
x3y + x2y2 + y4.

В прикладах (212)–(217) розв’язати внутрiшню задачу Неймана для кру-
га UR, якщо при x2 + y2 = R2 нормальна похiдна дорiвнює:

212. uρ = xy.

213. uρ = x2 − y.
214. uρ = x3.

215. uρ = y4.

216. uρ = xy + x2 − y2.
217. uρ = 3x2y2.

В прикладах (218)–(223) розв’язати зовнiшню Дiрiхлє задачу для круга
UR, якщо при x2 + y2 = R2 поле матиме вигляд:

218. u(x, y) = y + 2xy.

219. u(x, y) = x2 + 1.

220. u(x, y) = x2 − y2.

221. u(x, y) = y2+x+y.

222. u(x, y) = ax+by+
c.

223. u(x, y) = xy2 +
x2y + x3 − y3.

В прикладах (224)–(231) розв’язати крайову задачу для рiвняння Лапла-
са у кiльцi, радiус якого ρ ∈ (R1, R2), якщо межовi умови мають вигляд:

224. uρ(R1, ϕ) = T , uρ(R2, ϕ) = U.

225. uρ(R1, ϕ) − hu(R1, ϕ) = T ,
uρ(R2, ϕ) + hu(R2, ϕ) = U .
226. uρ(R1, ϕ) = A, u(R2, ϕ) = B.

227. u(R1 = 1, ϕ) = 1 + cos2 ϕ,
u(R2 = 2, ϕ) = sin2 ϕ.

228. u(R1, ϕ) = 0, u(R2, ϕ) = sinϕ +

2 cos2 ϕ.

229. uρ(R1, ϕ) = 4 sin3 ϕ, u(R2, ϕ) =
0.

230. u(R1, ϕ) = 1, uρ(R2, ϕ) =
2 sin2 ϕ.

231. uρ(R1, ϕ) = sinϕ, uρ(R2, ϕ) =
cosϕ.
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§ 6. Крайовi задачi для рiвняння Лапласа у тривимiр-
ному просторi

§ 6.1. Декартовi координати

Рiвняння Лапласа в декартових координатах має вигляд:

uxx + uyy + uzz = 0. (6.1)

Приклад 6.1. C Розглянемо простiшу задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа
в прямокутному паралелепiпедi:

uxx + uyy + uzz = 0, x ∈ (0, a), y ∈ (0, b), z ∈ (0, c),
u(x, y, 0) = φ(x, y), x ∈ (0, a),
u(x, y, c) = ψ(x, y), x ∈ (0, a),
u(0, y, z) = u(a, y, z) = 0, y ∈ (0, b), z ∈ (0, c)
u(x, 0, z) = u(x, b, z) = 0, x ∈ (0, a), z ∈ (0, c).

(6.2)

B

Розв’язання. J Шукатимемо частиннi розв’язки у виглядi

v(x, y, z) = w(x, y)Z(z), (6.3)

де ми вiдокремили саме ту змiнну, за якою додатковi умови в задачi (6.2) є
однорiдними. Пiдставляючи вираз (6.3) до рiвняння Лапласа, отримаємо:

wxx + wyy
w(x, y)

− Z ′′

Z(z)
= −k2.

Змiннi вiдокремлено. Для функцiї w(x, y) маємо спектральну задачу 5.2:

wxx + wyy + k2u = 0, x ∈ (0, a), y ∈ (0, b),
w(0, y) = w(a, y) = 0, y ∈ (0, b)
w(x, 0) = w(x, b) = 0, x ∈ (0, a).

(6.4)

Розв’язком цiєї задачi є повний набiр власних елементiв {wnm; knm}, див.
(5.7):

wnm(x, y) = sin (λ1nx) sin (λ2my) ,

knm =
√
λ21n + λ22m, λ1n =

πn

a
, λ2m =

πm

b
.

Для функцiї Z(z), згiдно з (6.3) маємо рiвняння:

Z ′′ + k2n,mZ(z) = 0, z ∈ (0, c),

загальний розв’язок якого запишемо у виглядi:

Zn,m(z) = An,m sh kn,mz +Bn,m sh kn,m(c− z).
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Загальний розв’язок шукаємо у виглядi розвинення по частинних розв’язках
(фактично, по розв’язках спектральної задачi):

u(x, y, z) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

wn,m(x, y)Zn,m(z),

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1

wn,m(x, y) (An,m sh kn,mz +Bn,m sh kn,m(c− z)) .

Коефiцiєнти An,m i Bn,m визначаються з межових умов:

φ(x, y) = u(x, y, 0) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

Bn,mwn,m(x, y),

ψ(x, y) = u(x, y, c) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

An,mwn,m(x, y)

як коефiцiєнти Фур’є розкладу межових умов в подвiйний рiд Фур’є за
розв’язками спектральної задачi (6.4):

An,m =
1

‖w‖2

a∫
0

dx

b∫
0

dyφ(x, y)wn,m(x, y),

Bn,m =
1

‖w‖2

a∫
0

dx

b∫
0

dyψ(x, y)wn,m(x, y).

I

В прикладах (232)–(235) розв’язати внутрiшню крайову задачу для рiвня-
ння Лапласа в прямокутному паралелепiпедi [0, a]× [0, b]× [0, c], якщо межовi
умови мають вигляд:

232.
ux(0, y, z) = 0, ux(a, y, z) = A,
uy(x, 0, z) = 0, uy(x, b, z) = B,
uz(x, y, 0) = 0, uc(x, y, c) = C.

233.

u(0, y, z) = 0, u(π, y, z) = 0,
uy(x, 0, z) = 0, uy(x, π, z) = 0,
u(x, y, 0) = sinx cos y,
u(x, y, c) = sin 2x cos 2y.

234.
u(0, y, z) = 0, u(a, y, z) = 1,
u(x, 0, z) = 0, u(x, b, z) = 1,
u(x, y, 0) = 0, u(x, y, c) = 1.

235.
ux(0, y, z) = 0, ux(a, y, z) = 0,
uy(x, 0, z) = 0, uy(x, b, z) = 0,
u(x, y, 0) = A, u(x, y, c) = B.
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§ 6.2. Сферичнi координати

Оператор Лапласа у сферичних координатах має вигляд:

∆ = ∆r +
1

r2
∆θϕ,

∆r =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
=

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
— радiальна частина;

∆θϕ =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
— кутова частина.

(6.5)

Сферичну функцiєю можна задати формулою Лапласа

Ylm(θ, ϕ) = Nlme
imϕ

2π∫
0

dψ (cos θ + i sin θ cosψ)l eimψ, (6.6)

де сталу Nlm обирають з умови нормування

‖Ylm‖2 ≡
∫
S2

|Ylm(θ, ϕ)|2dΩ = 1. (6.7)

Простiшi сферичнi функцiї мають вигляд

Y00 =
1√
4π
, Y10 =

√
3

4π
cos θ,

Y1,±1 = ±
√

3

8π
sin θe±iϕ, Y20 =

√
5

16π

(
3 cos2 θ − 1

)
,

Y2,±1 = ±
√

15

8π
sin θ cos θe±iϕ, Y2,±2 =

√
15

32π
sin2 θe±2iϕ.

Сферичнi функцiї утворюють повну ортонормовану систему функцiй на сферi
одиничного радiуса, тому будь-яку функцiю f(θ, ϕ) ∈ L2(S2) можливо роз-
класти в ряд Фур’є по сферичних функцiях:

f(θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
l=−m

flmYlm(θ, ϕ), (6.8a)

де коефiцiенти Фур’є

flm =

∫
S2

f(θ, ϕ)Ylm(θ, ϕ)dΩ. (6.8b)

Це дає можливiсть шукати розв’язок крайових задач у сферичних обла-
стях саме у виглядi розвинення в ряд за сферичними функцiями. Загальний
розв’язок рiвняння Лапласа в сферичних координатах має вигляд

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
l=−m

(
Almr

l +Blmr
−(l+1)

)
Ylm(θ, ϕ). (6.9)
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Приклад 6.2. C Розглянемо простiшу задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа
в кулi:

∆u(r, θ, ϕ) = 0, r ∈ [0, R),
u(R, θ, ϕ) = C sin θ cosϕ. (6.10)

B

Розв’язання. J Загальний розв’язок рiвняння Лапласа у сферичних коор-
динатах може бути поданий у виглядi розвинення (6.9) в ряд по сфери-
чних функцiях. Для внутрiшньої задачi Дiрiхле з умов обмеженостi ма-
ємо покласти Blm = 0. Поки константа Alm не визначена, перепозначимо
Almr

l → Alm(r/R)l. Отже

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
l=−m

Alm

( r
R

)l
Ylm(θ, ϕ). (6.11)

Сталi Alm визначимо з межових умов. На сферi r = R

u(R, θ, ϕ) = C sin θ cosϕ = −i
√

2π

3
C (Y1,1 + Y1,−1)

=
∞∑
l=0

l∑
l=−m

AlmYlm(θ, ϕ),

звiдки A1,±1 = −i
√

2π

3
C, Al,m = 0 в рештi випадкiв.

Пiдставляючи цi сталi в загальний розв’язок (6.11), отримаємо:

u(r, θ, ϕ) = C
( r
R

)
sin θ sinϕ.

I

В прикладах (236)–(237) розв’язати внутрiшню крайову задачу для рiв-
няння Лапласа у кулi радiуса R, якщо межовi умови мають вигляд:

236. u(R, θ, ϕ) = sin θ (sinϕ+ sin θ) .

237. ur(R, θ, ϕ) + 2u(R, θ, ϕ) = 1 +
2 cos θ + 3 cos2 θ.

238. ur(R, θ, ϕ) + u(R, θ, ϕ) = 3 +
sin θ (sinϕ+ sin θ) .

239. u(R, θ, ϕ)−ur(R, θ, ϕ) = sin(2θ).

240. u(R, θ, ϕ) = sin θ (sinϕ+ sin θ) .

241. u(R, θ, ϕ) + 2ur(R, θ, ϕ) = 1 +
sin θ (sinϕ+ sin θ) .

В прикладах (242)–(243) розв’язати зовнiшню крайову задачу для рiвня-
ння Лапласа у кулi радiуса R, якщо межовi умови мають вигляд:

242. u(R, θ, ϕ)− ur(R, θ, ϕ) = sin2 θ. 243. ur(R, θ, ϕ) + 2u(R, θ, ϕ) = 1 +
cos θ.

В прикладах (244)–(259) розв’язати крайову задачу для рiвняння Лапла-
са у сефричному шарi r ∈ (R1, R2), якщо межовi умови мають вигляд:
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244. u(1, θ, ϕ) = cos2 θ, u(2, θ, ϕ) = 1
8

(
cos2 θ + 1

)
, радiуси R1 = 1, R2 = 2.

245. u(1, θ, ϕ) = 1− cos 2θ, u(2, θ, ϕ) = 2 cos θ, радiуси R1 = 1, R2 = 2.
246. u(1, θ, ϕ) = 1

2 cos θ, u(2, θ, ϕ) = (1 + cos 2θ), радiуси R1 = 1, R2 = 2.

247. u(1, θ, ϕ) = cos2 θ, u(2, θ, ϕ) = 1
8

(
cos2 θ + 1

)
, радiуси R1 = 1, R2 = 2.

248. u(1, θ, ϕ) = sin θ sinϕ, u(2, θ, ϕ) = 0, радiуси R1 = 1, R2 = 2.
249. u(1/2, θ, ϕ) = 0, u(1, θ, ϕ) = 6 cos2 ϕ sin2 θ, радiуси R1 = 1/2, R2 = 1.
250. ur(1, θ, ϕ) = 1− cos 2θ, u(2, θ, ϕ) = 2, радiуси R1 = 1, R2 = 2.
251. ur(1, θ, ϕ) + u(1, θ, ϕ) = 0, u(2, θ, ϕ) = 1

5 (1 + cos 2θ), радiуси R1 = 1,
R2 = 2.
252. u(1, θ, ϕ) = 1

3 sin2 θ, ur(2, θ, ϕ) =
(
cos2 θ + 1

)
, радiуси R1 = 1, R2 = 2.

253. u(1, θ, ϕ) = sin θ sinϕ, ur(2, θ, ϕ)+5u(2, θ, ϕ) = 0, радiуси R1 = 1, R2 = 2.
254. ur(1/2, θ, ϕ) = 0, u(1, θ, ϕ) = 6 cos2 ϕ sin2 θ, радiуси R1 = 1/2, R2 = 1.
255. u(R1, θ, ϕ) = sin(2θ), u(R2, θ, ϕ) = 2 cos θ.
256. u(1, θ, ϕ) = sin θ sinϕ, u(2, θ, ϕ) = 0, радiуси R1 = 1, R2 = 2.
257. u(1/2, θ, ϕ) = 0, u(1, θ, ϕ) = 6 cos2 ϕ sin2 θ, радiуси R1 = 1/2, R2 = 1.
258. u(1, θ, ϕ) = sin θ sinϕ, u(2, θ, ϕ)+5ur(2, θ, ϕ) = 0, радiуси R1 = 1, R2 = 2.
259. ur(R1, θ, ϕ) = sin θ, u(R2, θ, ϕ) = 6 cos2 ϕ sin2 θ.

Фундаментальний розв’язок рiвняння Лапласа має такий розклад по сфе-
ричних функцiях

1

|~r − ~R|
=

{
1
R

∑∞
l=0

(
r
R

)l
Pl(cos θ), r < R

1
r

∑∞
l=0

(
R
r

)l
Pl(cos θ), r > R

. (6.12)

При запису (6.12) введено полiном Лежандра

Pl(cos θ) =
Yl0(θ, ϕ)

Yl0(0, 0)
=
( 4π

2l + 1

)3/2
Yl0(θ, ϕ). (6.13)

Приклад 6.3. C Знайти потенцiал, створюваний заземленою металевою сфе-
рою радiуса R та точковим зарядом величини q, помiщеним на вiдстанi a < R
вiд центра сфери та густину iндукованих зарядiв. B
Розв’язання. J В сферi 0R видiлимо сферу 0a та розглянемо потенцiал в
сферичному шарi, u = u1 + u2, де u1—потенцiал точкового заряду, u2—
потенцiал зарядiв, iндукованих на сферi.

u1(r, θ) =
q

|~r − ~a|
=
q

r

∞∑
l=0

(a
r

)l
Pl(cos θ),

u2(r, θ) =
∞∑
l=0

Al

(r
a

)l
Yl0(θ, ϕ) =

∞∑
l=0

Cl

(r
a

)l
Pl(cos θ).

З граничної умови u(R, θ) = 0 випливатиме, що

q

R

(a
r

)l
+ Cl

(r
a

)l
= 0 =⇒ Cl = − q

R
·
( a
R

)2l
.
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Таким чином, для u2 можемо записати

u2(r, θ) =
∞∑
l=0

(
− q
R
·
( a
R

)2l)(r
a

)l
Pl(cos θ) =

q′

a′

∞∑
l=0

( r
a′

)l
Pl(cos θ),

де

q′ = q
a

R
, a′ =

R2

a
.

Отже поле u2 iндукованих зарядiв еквiвалентно полю �зображення� заряда
a вiдносно сфери, тобто полю заряда q′, розташованого на однiй прямiй з 0a
на вiдстанi a′ (точки a та a′ є зв’язаними операцiєю iнверсiї, a · a′ = R2). В
цьому полягає вiдомий з електростатики метод зображень. I

260. Куля радiуса a з дiелектричною
сталою ε1 мiститься в середовищi з
дiелектричною сталою ε2. На вiдста-
нi b вiд центра кулi розташований
точковий заряд величини e. Знайти
розподiл електричного потенцiалу в
кулi та середовищi.

261. Дiелектрична куля радiусу R
з дiелектричною сталою ε0 знаходи-
ться в середовищi з дiелектричною
сталою ε1. Знайти потенцiал, що
створюється точковим зарядом вели-
чини q, який знаходиться на вiдста-
нi a вiд центру кулi. Вважати, що
a < R.

262. Дiелектрична куля радiусу R0

з дiелектричною сталою ε0 покри-
та дiелектричним шаром завтовшки
d = R1 − R0 з дiелектричною сталою
ε1 i все це знаходиться в середовищi
з дiелектричною сталою ε2. Знайти
потенцiал, що створюється точковим
зарядом величини q, який знаходи-
ться на вiдстанi a вiд центру кулi.
Вважати, що a > R1.

263. Дiелектрична куля радiусу R0

з дiелектричною сталою ε0 покри-
та дiелектричним шаром завтовшки
d = R1 − R0 з дiелектричною сталою
ε1 i все це знаходиться в середовищi
з дiелектричною сталою ε2. На не-
скiнченностi задане стале однорiдне
електричне поле величини E. Знайти

розподiл потенцiалу в системi.

264. Заземлена металева куля радi-
усу R0 покрита дiелектричним ша-
ром завтовшки d = R1 − R0 з дiеле-
ктричною сталою ε1 i все це знахо-
диться в середовищi з дiелектричною
сталою ε2. На нескiнченностi задане
стале однорiдне електричне поле ве-
личини E. Знайти розподiл потенцi-
алу в системi.

265. На вiдстанi a вiд заземленої
металевої сфери радiусу R знаходи-
ться квадруполь величини Q в дiеле-
ктричному середовищi з дiелектри-
чною сталою ε. Знайти розподiл по-
тенцiалу в системi.

266. Мiж двома металевими сфера-
ми радiусiв R1 та R2, одна з яких
заземлена, знаходиться точковий за-
ряд величини q на вiдстанi a вiд цен-
тру сфер. Середовище мiж металi-
чними сферами заповнене дiелектри-
ком з дiелектричною сталою ε. Зна-
йти розподiл потенцiалу в системi.

267. На вiдстанi a вiд центру не-
заземленої металевої сфери радiусу
R помiщений диполь величини p =
ql, де q—абсолютна величина рiзно-
йменних зарядiв, що створюють ди-
поль, а l—вiдстань мiж ними. Вiсь
диполю направлена вздовж лiнiї, що
з’єднує диполь iз центром сфери.
Знайти розподiл потенцiалу в систе-
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мi та розподiл заряду на поверхнi
сфери.
268. Заземлена металева куля радi-
усу R0 покрита дiелектричним ша-
ром завтовшки d = R1 − R0 з дiеле-
ктричною сталою ε1 i все це знахо-
диться в середовищi з дiелектричною
сталою ε2. На вiдстанi a вiд центру
кулi знаходиться точковий заряд ве-
личини q. Знайти розподiл потенцiа-
лу в системi.
269. Дiелектрична куля радiусу R0

з дiелектричною сталою ε0 покри-
та дiелектричним шаром завтовшки
d = R1 − R0 з дiелектричною сталою
ε1 i все це знаходиться в середовищi
з дiелектричною сталою ε2. Знайти
потенцiал, що створюється точковим
зарядом величини q, який знаходи-
ться на вiдстанi a вiд центру кулi.
Вважати, що a > R1.
270. Мiж двома металевими сфера-
ми радiусiв R1 та R2, одна з яких
заземлена, знаходиться точковий за-
ряд величини q на вiдстанi a вiд цен-
тру сфер. Середовище мiж металi-
чними сферами заповнене дiелектри-
ком з дiелектричною сталою ε. Зна-
йти розподiл потенцiалу в системi.
271. Заземлена металева куля радi-
усу R0 покрита дiелектричним ша-
ром завтовшки d = R1 − R0 з дiеле-
ктричною сталою ε1 i все це знахо-
диться в середовищi з дiелектричною
сталою ε2. На нескiнченностi задане
стале однорiдне електричне поле ве-
личини E. Знайти розподiл потенцi-
алу в системi.
272. На вiдстанi a вiд заземленої
металевої сфери радiусу R знаходи-
ться квадруполь величини Q в дiеле-
ктричному середовищi з дiелектри-
чною сталою ε. Знайти розподiл по-
тенцiалу в системi.
273. Знайти потенцiал, створюва-
ний металевою заземленою (iзольо-

ваною) сферою радiуса R i точковим
диполем величини p, помiщеним на
вiдстанi a вiд центра сфери i напрям-
леним уздовж її радiуса. Розгляну-
ти випадок, коли диполь знаходиться
всерединi сфери.
274. Знайти потенцiал, створюва-
ний металевою заземленою (iзольо-
ваною) сферою радiуса R i точковим
диполем величини p, помiщеним на
вiдстанi a вiд центра сфери i напрям-
леним уздовж її радiуса. Розгляну-
ти випадок, коли диполь знаходиться
зовнi сфери.
275. Куля радiуса a з дiелектричною
сталою ε1 мiститься в середовищi з
дiелектричною сталою ε2. На вiдста-
нi b вiд центра кулi розташований
точковий заряд величини e. Знайти
розподiл електричного потенцiалу в
кулi та середовищi. Розглянути ви-
падок, коли заряд знаходиться все-
рединi сфери.
276. Куля радiуса a з дiелектричною
сталою ε1 мiститься в середовищi з
дiелектричною сталою ε2. На вiдста-
нi b вiд центра кулi розташований
точковий заряд величини e. Знайти
розподiл електричного потенцiалу в
кулi та середовищi. Розглянути ви-
падок, коли заряд знаходиться зовнi
сфери.
277. Дiелектрична куля радiусу a з
дiелектричною сталою εa покрита дi-
електричним шаром завтовшки h =
a− b з дiелектричною сталою εh i все
це знаходиться в середовищi з дiеле-
ктричною сталою εb. Знайти потен-
цiал, що створюється точковим заря-
дом величини q, який знаходиться на
вiдстанi R вiд центру кулi. Вважати,
що a < R < b.
278. Мiж двома металевими сфера-
ми радiусiв R1 та R2, одна з яких
заземлена, знаходиться точковий за-
ряд величини q на вiдстанi a вiд цен-
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тру сфер. Середовище мiж металi-
чними сферами заповнене дiелектри-
ком з дiелектричною сталою ε. Зна-
йти розподiл потенцiалу в системi.
279. На вiдстанi a вiд центру не-
заземленої металевої сфери радiусу
R помiщений диполь величини p =
ql, де q—абсолютна величина рiзно-
йменних зарядiв, що створюють ди-
поль, а l—вiдстань мiж ними. Вiсь
диполю направлена вздовж лiнiї, що
з’єднує диполь iз центром сфери.
Знайти розподiл потенцiалу в систе-
мi та розподiл заряду на поверхнi
сфери.
280. Заземлена металева куля радi-
усу R0 покрита дiелектричним ша-
ром завтовшки d = R1 − R0 з дiеле-
ктричною сталою ε1 i все це знахо-
диться в середовищi з дiелектричною
сталою ε2. На вiдстанi a вiд центру

кулi знаходиться точковий заряд ве-
личини q. Знайти розподiл потенцiа-
лу в системi.

281. Знайти потенцiал, створюва-
ний металевою заземленою (iзольо-
ваною) сферою радiуса R i точковим
диполем величини p, помiщеним на
вiдстанi a вiд центра сфери i напрям-
леним уздовж її радiуса. Розгляну-
ти випадок, коли диполь знаходиться
зовнi сфери.

282. Куля радiуса a з дiелектричною
сталою ε1 мiститься в середовищi з
дiелектричною сталою ε2. На вiдста-
нi b вiд центра кулi розташований
точковий заряд величини e. Знайти
розподiл електричного потенцiалу в
кулi та середовищi. Розглянути ви-
падок, коли заряд знаходиться все-
рединi сфери.

§ 6.3. Цилiндричнi координати

Оператор Лапласа у цилiндричних координатах має вигляд:

∆ =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

∂2

∂z2
=

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂z2
. (6.14)

Перелiчмо деякi властивостi цилiндричних функцiй.
Цилiндричнi функцiї w = Zν(kρ) задовольняють рiвняння Бесселя:

w′′ +
1

ρ
w′ +

(
k2 − ν2

ρ2

)
w = 0. (6.15)

Загальний розв’язок рiвняння Бесселя можна представити у виглядi

w = C1Jν(kρ) + C2Nν(kρ), (6.16a)

w = C1H
(1)
ν (kρ) + C2H

(2)
ν (kρ), (6.16b)

де Jν —функцiя Бесселя, Nν —функцiя Неймана, H(1,2)
ν —функцiї Ханкеля

1-го/2-го роду.
Асимптотичний вигляд цилiндричних функцiй при малих значеннях ар-
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гументу:

Jν(z) ∼ 1

Γ(ν + 1)

(z
2

)ν
; ν /∈ Z−; J0(z) ∼ 1; (6.17a)

Nν(z) ∼ −Γ(ν)

π

(z
2

)−ν
; ν 6= 0; N0(z) ∼ 1

π
ln z; (6.17b)

H(1)
ν (z) ∼ iNν(z), H(2)

ν (z) ∼ −iNν(z). (6.17c)

Асимптотичний вираз для цилiндричних функцiй Zν(x) при x→∞

Jν(x) ∼
√

2

πx
cos
(
x− νπ

2
− π

4

)
(6.18a)

Nν(x) ∼
√

2

πx
sin
(
x− νπ

2
− π

4

)
, (6.18b)

H(1,2)
ν (x) ∼

√
2

πx
e±i(x−ν

π
2−

π
4 ) (6.18c)

Рекурентнi спiввiдношення та формули диференцiювання:

Zν−1(z) + Zν+1(z) =
2ν

z
Zν(z),

Zν−1(z)− Zν+1(z) = 2Z ′ν(z),

d

dz
[zνZν(z)] = zνZν−1(z),

d

dz

[
z−νZν(z)

]
= −z−νZν+1(z),(

1

z

d

dz

)n
[zνZν(z)] = zν−nZν−n(z),(

−1

z

d

dz

)n [
z−νZν(z)

]
= z−(ν−n)Zν+n(z).

(6.19)

За допомогою цiх рекурентних спiввiдношень можна обчислити iнтеграли з
цилiндричними функцiями. Зокрема:∫

zνZν−1(z)dz = zνZν(z),

∫
z−νZν+1(z)dz = −z−νZν(z). (6.20)

Для цилiндричних функцiй можна поставити спектральну задачу Штурма–
Лiувiлля:

(ρu′)′ − ν2

ρ
u = −k2ρu, ρ ∈ [a, b]

αu(a) + βu′(a) = 0, α2 + β2 > 0
γu(b) + δu′(b) = 0, δ2 + γ2 > 0.

(6.21)

Розв’язки задачi ШЛ (6.21) складаються з власних елементiв: власних чисел
k
(ν)
n , де n ∈ N та вiдповiдних до них власних функцiй u = Zν

(
k
(ν)
n ρ
)
, що
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утворюють повну ортогональну з вагою ρ систему функцiй на вiдрiзку [a, b].
Якщо k1 ≡ k

(ν)
1 та k2 ≡ k

(ν)
2 —два власних числа задачi ШЛ, що задовiльня-

ють межовим умовам (6.21), u1 = Zν (k1ρ) та u2 = Zν (k2ρ) вiдповiднi до них
власнi функцiї, тодi умова ортогональностi для цилiндричних функцiй має
вигляд:

b∫
a

ρdρ u1u2 = δk1,k2 ‖Zν (kρ)‖2 , (6.22a)

де норма ‖Zν (kρ)‖ визначається як

‖Zν (kρ)‖2 =

[
ρ

2k

(
∂Zν(kρ)

∂ρ

∂Zν(kρ)

∂k

)
− Zν(kρ)

∂2Zν(kρ)

∂k∂ρ

]∣∣∣∣∣
b

a

. (6.22b)

Завдяки властивостi повноти будь-яку функцiю f(ρ) ∈ L2(ρ, [a, b]) можливо
розкласти в ряд Фур’є за цилiндричними функцiями, так званий ряд Фур’є–
Бесселя

f(ρ) =
∞∑
n=1

fnZν

(
k(ν)n ρ

)
, (6.23a)

де коефiцiєнти Фур’є

fn =
1

‖Zν (kρ)‖2

b∫
a

ρdρ f(ρ)Zν (knρ) . (6.23b)

Це дає можливiсть шукати розв’язок крайових задач у цилiндричних обла-
стях саме у виглядi розвинення в ряд за цилiндричними функцiями. Загаль-
ний розв’язок рiвняння Лапласа в цилiндричних координатах має вигляд

u(ρ, ϕ, z) =
∑
k,ν

(
A

(1)
k,νJν(kρ) +B

(1)
k,νNν(kρ)

)(
A

(2)
k,ν cos νϕ+B

(2)
k,ν sin νϕ

)
×
(
A

(3)
k,νe

kz +B
(3)
k,νe

−kz
)
.

(6.24)

Приклад 6.4. C Розв’язати простiшу задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа
в цилiндрi:

∆u(ρ, ϕ, z) = 0, ρ ∈ [0, R), ϕ ∈ S1, z ∈ (0, h),
u(ρ, ϕ, 0) = f(ρ, ϕ), ρ ∈ [0, R), ϕ ∈ S1

u(ρ, ϕ, h) = 0, ρ ∈ [0, R), ϕ ∈ S1

u(R,ϕ, z) = 0, ϕ ∈ S1, z ∈ (0, h).

(6.25)

Розглянути окремий випадок

f(ρ, ϕ) = Aρ2 sin 2ϕ. (6.26)

B
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Розв’язання. J Загальний розв’язок рiвняння Лапласа в цилiндричних коор-
динатах має вигляд (6.24). Для внутрiшньої задачi Дiрiхле маємо покласти
B1 = 0 внаслiдок розбiжностi Nν(kρ), коли ρ → 0. Крiм того, функцiя u має
бути однозначною, тому

u (ρ, ϕ+ 2π, z) = u (ρ, ϕ, z) ,

звiдки ν має бути цiлим. Отже для внутрiшньої задачi

u(ρ, ϕ, z) =
∑
k

∞∑
n=0

Jn(kρ)
(
A

(2)
k,n cosnϕ+B

(2)
k,n sinnϕ

)
×
(
A

(3)
k,n sh(kz) +B

(3)
k,n sh(k(z − h))

)
.

(6.27)

З умови u(ρ, ϕ, h) = 0 випливатиме, що стала A(3)
k,n = 0. З умови u(R,ϕ, z) = 0

отримаємо, що

Jn (kR) = 0 =⇒ k(n)m =
j
(n)
m

R
, (6.28)

де j
(n)
m —m-й нуль функцiї Бесселя Jn, що задовiльнює умову Jn

(
j
(n)
m

)
=

0. Це— вiдоми протабульованi величини. Отже, загальний розв’язок задачi
(6.25) має вигляд

u(ρ, ϕ, z) =
∞∑
m=1

∞∑
n=0

Jn

(
j(n)m ρ/R

)
sh
(
j(n)m (z − h)/R

)
× (Cnm cosnϕ+Dnm sinnϕ) .

(6.29a)

Коефiцiєнти Cnm та Dnm знаходяться з межової умови u(ρ, ϕ, 0) = f(ρ, ϕ):

f(ρ, ϕ) = −
∞∑
m=1

∞∑
n=0

sh
(
j(n)m h/R

)
Jn

(
j(n)m ρ/R

)
× (Cnm cosnϕ+Dnm sinnϕ) .

(6.29b)

Але ця формула— це розклад функцiї f в подвiйний ряд Фур’є, звiдки кое-
фiцiєнти Фур’є

Cnm =
1

π(1 + δn0) ‖Jn (kρ)‖2

2π∫
0

dϕ

R∫
0

ρdρf(ρ, ϕ) cosnϕJn(k
(n)
m ρ), (6.29c)

Dnm =
1

π ‖Jn (kρ)‖2

2π∫
0

dϕ

R∫
0

ρdρf(ρ, ϕ) sinnϕJn(k
(n)
m ρ). (6.29d)

Пiдрахуємо норму ‖Jn (kρ)‖2. Згiдно з (6.22b):

‖Jn (kρ)‖2 =

[
ρ

2k

(
∂Jn(kρ)

∂ρ

∂Jn(kρ)

∂k

)
− Jn(kρ)

∂2Jn(kρ)

∂k∂ρ

]∣∣∣∣∣
R

0
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Завдяки (6.28) Jn(kρ) на межах дорiвнює нулевi, отже

‖Jn (kρ)‖2 =
R2

2
[J ′n(kR)]

2
. (6.30)

Для випадка (6.26), коли функцiя f(ρ, ϕ) = Aρ2 sin 2ϕ, розрахунки можна
довести до кiнця. Межова умова (6.29b) набуває вигляду:

Aρ2 sin 2ϕ = −
∞∑
m=1

∞∑
n=0

sh

(
j
(n)
m h

R

)
Jn

(
j
(n)
m ρ

R

)
(Cnm cosnϕ+Dnm sinnϕ) ,

звiдки з усiх Фур’є-коефiцiєнтiв Cn,m та Dn,m ненульовими є лише Dn=2,m,
якi визначаються з умови:

Aρ2 = −
∞∑
m=1

D2m sh
(
j(2)m h/R

)
J2

(
j(2)m ρ/R

)
.

Цей ряд— ряд Фур’є-Бесселя, коефiцiєнти Фур’є, згiдно з (6.23b):

D2m =
A

‖J2 (kρ)‖2

R∫
0

dρ ρ3J2

(
j(2)m ρ/R

)
. (6.31)

Згiдно з (6.20)
R∫

0

dρ ρ3J2

(
j(2)m ρ/R

)
=

R

j
(2)
m

ρ3J3

(
j(2)m ρ/R

)∣∣∣R
0

=
R4

j
(2)
m

J3

(
j(2)m

)
.

Пiдставляючи цей вираз до (6.31)разом iз нормою (6.30), остаточно маємо:

u(ρ, ϕ, z) = sin 2ϕ
∞∑
m=1

D2m · J2
(
j(2)m ρ/R

)
sh
(
j(2)m (z − h)/R

)
,

D2m =
2A

j
(2)
m

·
J3

(
j
(2)
m

)
[
J ′2

(
j
(2)
m

)]2 . (6.32)

I
Приклад 6.5. C Розв’язати наступну задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа
в цилiндрi:

∆u(ρ, ϕ, z) = 0, ρ ∈ [0, R), ϕ ∈ S1, z ∈ (0, h),
u(ρ, ϕ, 0) = 0, ρ ∈ [0, R), ϕ ∈ S1

u(ρ, ϕ, h) = 0, ρ ∈ [0, R), ϕ ∈ S1

u(R,ϕ, z) = f(ϕ, z), ϕ ∈ S1, z ∈ (0, h).

(6.33)

Розглянути окремий випадок

f(ϕ, z) = A cosϕ sin
2πz

h
. (6.34)

B
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Розв’язання. J Розв’язок задачi має вигляд (6.27). Але однорiднi умови на
основах цилiндра u(ρ, ϕ, 0) = 0 та u(ρ, ϕ, h) = 0 означають, що функцiя за
змiнною z має бути не гiперболiчною, а тригонометричною. Це означає, що
в виразi умови (6.27) параметр k має бути суто уявним, k = iκ:

u(ρ, ϕ, z) =
∑
κ

∑
n

In(κρ)
(
A(2)

κ,n cosnϕ+B(2)
κ,n sinnϕ

)
×
(
A(3)

κ,n cos(κz) +B(3)
κ,n sin(κz)

)
,

(6.35)

де In—модифiкована функцiя Бесселя, Jn(iz) = inIn(z). З умови u(ρ, ϕ, 0) = 0

випливатиме, що стала A(3)
κ,n = 0. З умови u(ρ, ϕ, h) = 0

sin(κh) = 0 =⇒ κm =
mπ

h
, m ∈ N.

Загальний розв’язок задачi (6.33) має вигляд

u(ρ, ϕ, z) =
∞∑
m=1

∞∑
n=0

In

(πmρ
h

)
sin
(πmz

h

)
(Cnm cosnϕ+Dnm sinnϕ) . (6.36a)

Коефiцiєнти Cnm та Dnm знаходяться з умови u(R,ϕ, z) = f(ϕ, z):

f(ϕ, z) =
∞∑
m=1

∞∑
n=0

In

(
πmR

h

)
sin
(πmz

h

)
(Cnm cosnϕ+Dnm sinnϕ) , (6.36b)

звiдки

Cnm =
1

In
(
πmR
h

) 1

π(1 + δn0)

2

h

2π∫
0

dϕ

h∫
0

dzf(ϕ, z) sin
(πmz

h

)
cosnϕ, (6.36c)

Dnm =
1

In
(
πmR
h

) 1

π(1 + δn0)

2

h

2π∫
0

dϕ

h∫
0

dzf(ϕ, z) sin
(πmz

h

)
sinnϕ. (6.36d)

Для випадка (6.34), коли функцiя f(ϕ, z) = A cosϕ sin 2πz
h , розрахунки можна

довести до кiнця. Межова умова (6.36b) набуває вигляду:

A cosϕ sin
2πz

h
=

∞∑
m=1

∞∑
n=0

In

(
πmR

h

)
sin
(πmz

h

)
(Cnm cosnϕ+Dnm sinnϕ) ,

звiдки з усiх Фур’є-коефiцiєнтiв Cn,m та Dn,m ненульовими є лише Cn=1,m=2,
який визначаються з умови:

A = Cn=1,m=2I1 (2πRh) =⇒ Cn=1,m=2 =
A

I1 (2πR/h)
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Пiдставляючи цей коефiцiєнт до загального розв’язку (6.36a), отримаємо:

u(ρ, ϕ, z) = A
I1(2πρ/h)

I1(2πR/h)
sin(2πz/h) cosϕ. (6.37)

I

В прикладах (283)–(293) розв’язати внутрiшню крайову задачу для рiв-
няння Лапласа в цилiндрi радiуса R i висотою h, якщо межовi умови мають
вигляд:

283.
u(ρ, ϕ, 0) = A1,
u(ρ, ϕ, h) = A2,
(R,ϕ, z) = A3.

284.
u(ρ, ϕ, 0) = Aρ3;
u(ρ, ϕ, h) = B cosϕ;
u(R,ϕ, z) = C cos(αz)

285.

(
∂u

∂n
+ σ1u

)
(R,ϕ, z) = 0,(

∂u

∂n
+ σ2u

)
(ρ, ϕ, h) = 0,

u(ρ, ϕ, 0) = A(R2 − ρ2).

286.

u(ρ, ϕ, 0) = Aρ sinϕ;
∂u

∂n
(ρ, ϕ, h) = Bρ cosϕ;

u(R,ϕ, z) = C cosϕ sin(πz/h).

287.
u(ρ, ϕ, 0) = A(R2 − ρ2);
u(ρ, ϕ, h) = B;
u(R,ϕ, z) = C cos(αz).

288.

u(ρ, ϕ, 0) = A+Bρ;(
∂u

∂n
+ σ1u

)
(ρ, ϕ, h) = C;(

∂u

∂n
+ σ2u

)
(R,ϕ, z) = 0

289.

∂u

∂n
(ρ, ϕ, 0) =

{
I, 0 ≤ ρ < R1,

0, R1 ≤ ρ < R
∂u

∂n
(ρ, ϕ, h) =

{
I, 0 ≤ ρ < R1

0, R1 ≤ ρ < R,
∂u

∂n
(R,ϕ, z) = 0.

290.

u(ρ, ϕ, 0) = V1;
u(ρ, ϕ, h) = V2;

u(R,ϕ, z) =

{
V1, 0 < z < h/2

V2, h/2 < z < h

291.

(
∂u

∂n
+ σ1u

)
(ρ, ϕ, 0) = 0,(

∂u

∂n
+ σ2u

)
(ρ, ϕ, h) = 0,

u(R,ϕ, z) =

{
Az, 0 ≤ z ≤ l/2,

A(h− z), h/2 ≤ z ≤ h

292.

∂u

∂n
(ρ, ϕ, 0) = Aρk;(
∂u

∂n
+ σu

)
(ρ, ϕ, h) = Bρm;

∂u

∂n
(R,ϕ, z) = C +D cos2(πz/l).

293.

u(ρ, ϕ, 0) = 0;
u(ρ, ϕ, h) = 0;(
∂u

∂n
+ σu

)
(R,ϕ, z) =

{
(q/k) cosϕ, 0 < ϕ < π/2;

0, π/2 < ϕ < π
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В прикладах (294)–(298) розв’язати внутрiшню крайову задачу для рiв-
няння Лапласа в цилiндричному шарi, радiус якого ρ ∈ (R1, R2), висота h,
якщо межовi умови мають вигляд:

294.

u(ρ, ϕ, 0) = U1,
u(ρ, ϕ, h) = U2,
u(R1, ϕ, z) = 0,
∂u

∂n
(R2, ϕ, z) = 0.

295.

u(ρ, ϕ, 0) = a1 + b1ρ,
u(ρ, ϕ, h) = a2 + b2ρ,(
∂u

∂n
+ αu

)
(R1, ϕ, z) = 0,(

∂u

∂n
+ βu

)
(R2, ϕ, z) = 0.

296.

u(ρ, ϕ, 0) = A(R1 − ρ)(ρ−R2),
u(ρ, ϕ, h) = B,
u(R1, ϕ, z) = 0,
∂u

∂n
(R2, ϕ, z) = 0.

297.

u(ρ, ϕ, 0) = A cosϕ,
u(ρ, ϕ, h) = Bρ sinϕ,(
∂u

∂n
+ αu

)
(R1, ϕ, z) = C sin

πz

h
,(

∂u

∂n
+ βu

)
(R2, ϕ, z) = 0.

298.

u(ρ, ϕ, 0) = 0,
u(ρ, ϕ, h) = ρ3,(
∂u

∂n
+ αu

)
(R1, ϕ, z) = B cosϕ+ C sin(πz/h),(

∂u

∂n
+ βu

)
(R2, ϕ, z) = sinϕ.

В прикладах (299)–(302) розв’язати внутрiшню крайову задачу для рiвня-
ння Лапласа всерединi прямого цилiндру висоти h, основою якого є круговий
сегмент ρ ∈ [0, R), ϕ ∈ [0, α], якщо межовi умови мають вигляд:

299.

u(ρ, 0, z) = 0,
u(ρ, α, z) = 0,
u(ρ, ϕ, 0) = a1 + b1ρ,
u(ρ, ϕ, h) = a2 + b2ρ,
u(R,ϕ, z) = 0.

300.

u(ρ, 0, z) = Aρ cos(πz/h),
u(ρ, α, z) = B sin(πz/h),
u(ρ, ϕ, 0) = 0,
u(ρ, ϕ, h) = 0,
∂u

∂n
(R,ϕ, z) = Cz cosϕ.

301.

u(ρ, 0, z) = 0, u(ρ, α, z) = 0,
u(ρ, ϕ, 0) = 0, u(ρ, ϕ, h) = 0,

u(R,ϕ, z) = A sin
πz

h
cos

πϕ

α
.

302.

u(ρ, 0, z) = 0,
∂u

∂n
(ρ, π, z) = 0,

u(R,ϕ, z) = 0,
u(ρ, ϕ, 0) = 0,

u(ρ, ϕ, h) = ρ2/3 sin
3ϕ

2
.

В прикладах (303)–(306) розв’язати внутрiшню крайову задачу для рiв-
няння Лапласа всерединi сектора прямого кругового тора прямокутного пе-
ретину: ρ ∈ [R1, R2], ϕ ∈ [0, α], z ∈ [0, h], якщо межовi умови мають вигляд:

303.

u(ρ, 0, z) = 0,
u(ρ, α, z) = 0,
u(ρ, ϕ, 0) = A,
u(ρ, ϕ, h) = Bρ,
u(R1, ϕ, z) = 0,
u(R2, ϕ, z) = 0.

c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015 v. 1 вересня 2015 р.



46 Глава 2. Метод вiдокремлення змiнних

304.

u(ρ, 0, z) = 0,
u(ρ, π, z) = 0,
u(ρ, ϕ, 0) = ρ sinϕ,
u(ρ, ϕ, h) = 0,
u(R1, ϕ, z) = 0,
u(R2, ϕ, z) = 0.

305.

u(R1, ϕ, z) = z cos 2ϕ,
∂u

∂n
(R2, ϕ, z) = 0,

∂u

∂n
(ρ, 0, z) = 0,

∂u

∂n
(ρ, π/2, z) = 0,

u(ρ, ϕ, 0) = 0,
∂u

∂n
(ρ, ϕ, h) = 0.

306.

∂u

∂n
(ρ, 0, z) = 0,

∂u

∂n
(ρ, π/3, z) = 0,

∂u

∂n
(R1, ϕ, z) = 0,

∂u

∂n
(R2, ϕ, z) = 0,

u(ρ, ϕ, 0) = A,
u(ρ, ϕ, h) = B.

В прикладах (307)–(308) розв’язати крайову задачу для рiвняння Лапла-
са в цилiндрiчнiй областi

D = {R < ρ <∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 < z < h} ,

якщо межовi умови маєть вигляд:

307.
u(ρ, ϕ, 0) = 0,
u(ρ, ϕ, h) = 0,
u(R,ϕ, z) = Az(h− z).

308.

u(ρ, ϕ, 0) =

{
A1, R < ρ < R1

0, R < ρ <∞ ,

u(ρ, ϕ, h) =

{
A2, R < ρ < R2

0, R < ρ <∞ ,

u(R,ϕ, z) = Bz(h− z),
|u(ρ, ϕ, z) < +∞, ρ→ +∞| .

309. Знайти функцiю u(ρ, ϕ, z), де ρ, ϕ, z—цилiндричнi координати, що за-
довольняє рiвняння k∆u+Q = 0 в цилiндричний областi D = {0 < ρ < R, 0 ≤
ϕ ≤ 2π, 0 < z < h}. На поверхнi цiєї областi функцiя повинна задовольняти
таки умови:

u(ρ, φ, 0) = 0,
u(ρ, φ, h) = 0,
u(R, φ, z) = 0.

Тут k,Q означають сталi.
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Глава 3

Узагальненi функцiї

§ 7. Основнi означення

Введемо позначення, якi є зручними при використаннi функцiй декiлькох
змiнних та диференцiальних операторiв.

а) x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn— точка n-вимiрного дiйсного евклiдового простору
Rn.

б) α = (α1, α2, . . . , αn)—мультиiндекс α (при цьому αj ∈ Z+).

в) Якщо α—мультиiндекс, то ми покладемо

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn
α! = α1!α2! · · ·αn!
xα = xα1

1 x
α2
2 · · ·xαnn

г) Покладемо ∂j =
∂

∂xj
, ∂ = (∂1, ∂2, . . . , ∂n); ∂α = ∂α1

1 ∂
α2
2 . . . ∂αnn , тобто ∂α =

∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂x

αn
n
.

д) Простором основних функцiй D ≡ D(Rn) будемо вважати простiр усiх
фiнiтних нескiнченно диференцiйовних в Rn функцiй;

е) Носiєм неперервної функцiї φ(x) (позначатимемо supp φ) називають мно-
жину усiх точок x, для яких φ(x) 6= 0:

supp φ = {x : x ∈ Rn, φ(x) 6= 0}. (7.1)

є) Лiнiйний диференцiальний оператор порядку m—це оператор вигляду:

L =
∑
|α|≤m

aα(x)∂α. (7.2)

ж) Символом оператора (або повним символом оператора m-го порядку L
називається функцiя:

a(x, k) =
∑
|α|≤m

aα(x)kα;

з) Головним символом оператора оператора m-го порядку L називається
функцiя:

am(x, k) =
∑
|α|=m

aα(x)kα.

47
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§ 8. Узагальненi функцiї та їх властивостi

§ 8.1. Основнi означення i приклади узагальнених функцiй

Узагальненою функцiєю називають будь–який лiнiйний неперервний фун-
кцiонал на просторi основних (тобто усiх фiнiтних нескiнченно дiференцiйов-
них) функцiй D. Розшифруємо означення узагальненої функцiї.

а) Узагальнена функцiя f є функцiоналом на D, тобто кожнiй основнiй фун-
кцiї φ ∈ D ставиться у вiдповiднiсть комплексне число:

f : φ→ (f, φ) , φ ∈ D, (f, φ) ∈ C.

б) Узагальнена функцiя f є лiнiйним функцiоналом на D, тобто(
f,
∑
k

Ckφk

)
=
∑
k

Ck (f, φk) .

в) Узагальнена функцiя f є неперервним функцiоналом на D, тобто

{φk} →
k→∞

φ, =⇒ (f, φk) →
k→∞

(f, φ) .

Наведемо декiлька прикладiв узагальнених функцiй.
Приклад 8.1. C Простiшим прикладом узагальнених функцiй є �класичнi�,
так званi регулярнi узагальненi функцii—це функцiонали, якi породжено
локально–iнтегровними у Rn функцiями f(x):

(f, φ) =

∫
Rn

f(x)φ(x)dx, φ ∈ D. (8.1)

Важливим прикладом регулярних функцiй в теорiї узагальнених функцiй є
функцiя Хевiсайда

θ : (θ, φ) =

∞∫
0

φ(x)dx

тобто θ(x) =

{
0, x < 0

1, x ≥ 0
.

(8.2)

B
Приклад 8.2. C З функцiєю Хевiсайда пов’язана наступнi функцiї, якi до-
сить часто зустрiчаються в теорiї узагальнених функцiй:

x+ = xθ(x) =

{
0, x < 0

x, x ≥ 0
,

x− = −xθ(−x) =

{
x, x ≤ 0

0, x > 0
.

(8.3)

Зазначимо, що x = x+ − x−, |x| = x+ + x− = xsign x. B
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Приклад 8.3. C Простiшим прикладом сингулярної узагальненої функцiї є
δ–функцiя Дiрака:

(δ, φ) = φ(0), φ ∈ D. (8.4)
B
Приклад 8.4. C Функцiя f(x) = 1/x не є локально-iнтегровною, тому що
не iнтегровна в околi початка координат. Для того, щоб здобути локально-
iнтегровну функцiю, слiд провести регуляризацiю. Для цього введемо уза-
гальнену функцiю P(1/x):(

P
1

x
, φ

)
=

?
R1

φ(x)

x
dx ≡ Vp

∫
R1

φ(x)

x
dx

= lim
ε→+0

 −ε∫
−∞

φ(x)

x
dx+

+∞∫
ε

φ(x)

x
dx

 , φ ∈ D(R1),

(8.5)

яка називається регуляризацiєю функцiї 1/x; iнтеграл, що визначає цю фун-
кцiю є головною частиною за Кошi розбiжного iнтеграла вiд f(x). B
Приклад 8.5. C Iнша можливiсть регуляризацiї пов’язана з псевдофункцiя-
ми. Розглянемо функцiю f(x) = 1/x2. Вона не є локально-iнтегровною, тому
що не iнтегровна в околi початку координат. Введемо узагальнену функцiю
Pf (1/x2), яка називається псевдофункцiєю 1/x2:(

Pf
1

x2
, φ(x)

)
= lim

ε→+0

 −ε∫
−∞

φ(x)

x2
dx+

+∞∫
ε

φ(x)

x2
dx− 2

φ(0)

ε

 . (8.6)

Аналогiчним чином можна визначити узагальненi функцiї Pf (θ(x)/x) i Pf (θ(−x)/x):

(
Pf

θ(x)

x
, φ(x)

)
= lim

ε→+0

 +∞∫
ε

φ(x)

x
dx+ φ(0) ln ε

 , (8.7a)

(
Pf

θ(−x)

x
, φ(x)

)
= lim

ε→+0

 −ε∫
−∞

φ(x)

x
dx− φ(0) ln ε

 . (8.7b)

B
Приклад 8.6. C Довести формулу Сохоцького:

1

x+ i0
= P

1

x
− iπδ(x). (8.8)

B
Розв’язання. J Обчислимо iнтеграл

I =

(
1

x+ i0
, φ(x)

)
= lim

ε→+0

∫
R

φ(x)

x+ iε
dx.
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I = lim
ε→+0

∫
R

x− iε
x2 + ε2

φ(x)dx

= φ(0) lim
ε→+0

∫
R

x− iε
x2 + ε2

dx + lim
ε→+0

∫
R

x− iε
x2 + ε2

[φ(x)− φ(0)] dx

= φ(0) lim
ε→+0

∫
R

x

x2 + ε2
dx− iφ(0) lim

ε→+0
arctg

x

ε

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

+

∫
R

φ(x)− φ(0)

x
dx

= −iπφ(0) +

?
R

φ(x)

x
dx = (−iπδ(x), φ(x)) +

(
P

1

x
, φ(x)

)
,

звiдки отримаємо (8.8). I
310. Довести наступну формулу Сохоцького:

1

x− i0
= P

1

x
+ iπδ(x).

311. Довести наступну формулу:

P
1

x
= Pf

θ(x)

x
+ Pf

θ(−x)

x
.

312. Нехай F(1/|x|)—узагальнена функцiя, що визначається наступним спiв-
вiдношенням: (

F
1

|x|
, φ(x)

)
=

∫
|x|>1

φ(x)

|x|
dx+

∫
|x|<1

φ(x)− φ(0)

|x|
dx.

Довести наступну формулу:

F
1

|x|
= Pf

θ(x)

x
− Pf θ(−x)

x
.

§ 8.2. Операцiї з узагальненими функцiями: множення i замiна
змiнних

Добуток узагальненої функцiї f ∈ D′ та нескiнченно диференцiйовної
a ∈ C∞ визначається наступним чином:

(af, φ) = (f, aφ) . (8.9)

Приклад 8.7. C Розглянемо добуток функцiй a(x)δ(x).

(aδ, φ) = (δ, aφ) = a(0)φ(0) = (a(0)δ, φ) ,

звiдки
a(x)δ(x) = a(0)δ(x).

B
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Приклад 8.8. C(
xP

1

x
, φ

)
=

(
P

1

x
, xφ

)
=

?
xφ(x)

x
dx =

∫
R

φ(x)dx = (1, φ) ,

звiдки xP
1

x
= 1.

B
Замiна змiнних в узагальненiй функцiї визначається наступним чином:

(f(y(x)), φ(x)) =

 f(y)∣∣∣det
(

dy
dx

)∣∣∣ , φ(x(y))

 . (8.10)

Приклад 8.9. C Нехай y = x+a— зсув, тодi (f(x+ a), φ(x)) = (f(y), φ(y − a)) .
B
Приклад 8.10. C Нехай y = Ax, де A—матриця, тодi (f(Ax), φ(x)) =(
f(y)
|A| , φ(A−1y)

)
. B

Приклад 8.11. C Дельта-функцiя вiд складного аргументу, δ(y(x)):

(δ(y(x)), φ(x)) =

δ(y)∣∣∣dydx∣∣∣ , φ(x(y))

 =

δ(y),
φ(x(y))∣∣∣dydx∣∣∣


=

∑
xk:y(xk)=0

φ(xk)∣∣∣dydx∣∣∣xk =
∑

xk:y(xk)=0

(δ(x− xk), φ(x))∣∣∣dydx∣∣∣xk ,

звiдки

δ(y(x)) =
∑

xk:y(xk)=0

δ(x− xk)∣∣∣dydx∣∣∣xk . (8.11)

Зокрема, якщо y(x) = x2 − a2, x± = ±a та
∣∣∣dydx∣∣∣x± = 2a, звiдки

δ(x2 − a2) =
1

2a
(δ(x+ a) + δ(x− a)) .

B
В прикладах (313)–(318) довести спiввiдношення:

313. xmP
1

x
= xm−1.

314. xnδ(x) = 0, де n ∈ N.
315. δ(−x) = δ(x).

316. δ(αx) = 1
|α|δ(x).

317. δ(x3−7x+6) = 1
4δ(x−1)+ 1

5δ(x−
2) + 1

20δ(x+ 3).

318. δ(αx+ β) = 1
|α|δ(x+ β/α).
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В прикладах (319)–(321) спростити вираз:

319. δ(x3 − a3), де a ∈ R.
320. δ(xn − 1), де n ∈ N.
321. δ(sin(πx)).

322. δ(cosx).
323. xδ(sinx).

324. Розглянути узагальнену функцiю P(1/x2):(
P

1

x2
, φ(x)

)
=

?
R

φ(x)− φ(0)

x2
dx.

Довести, що x2P
1

x2
= 1.

§ 8.3. Операцiї з узагальненими функцiями: диференцiювання

Похiдна вiд узагальненої функцiї:

(∂αf, φ) = (−1)|α| (f, ∂αφ) . (8.12)

Приклад 8.12. C δ′-функцiя:

δ′ : (δ′, φ) = − (δ, φ′) = −φ′(0).

B
Приклад 8.13. C Похiдна функцiї Хевiсайда:

(θ′, φ) = − (θ, φ′) = −
∞∫
0

φ′(x)dx = φ(0)− φ(∞) = φ(0) = (δ, φ) ,

звiдки θ′ = δ.

B
В прикладах (325)–(330) обчислити усi похiднi функцiї.

325. y =


1, x ≤ 0

x+ 1, 0 ≤ x ≤ 1

x2 + 1, x ≥ 1

326. y =

{
| sinx|, −π ≤ x ≤ π

0, |x| ≥ π.

327. y(x) = (x− 2)kδ(p)(x) + xθ(q).
328. y(x) = xkθ(x).
329. y = θ(x)eax

330. f(x)— 2π-перiодична функцiя,
причому f(x) = 1/2 − x/2π, де x ∈
(0, 2π].

В прикладах (331)–(350) довести спiввiдношення.

331.
d

dx
ln |x| = P

1

x
. 332.

d

dx
P

1

x
= −P 1

x2
.
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333.
d

dx

1

x± i0
= ∓δ′(x)− P

1

x2
.

334. a(x)δ′(x) = −a′(0)δ(x) +
a(0)δ′(x), де a(x) ∈ C1

(
R1
)
.

335. (θ(x) cosx)′ = δ(x)− θ(x) sinx.
336. (θ(x) sinx)′ = θ(x) cosx.
337. xδ(n)(x) = −nδ(x)(n−1), де n ∈
N.
338. (x+)′ = θ(x).
339. (x−)′ = −θ(−x).

340. (xp+)
′
= pxp−1+ , де p 6∈ Z−.

341. (xp−)
′
= −pxp−1− , де p 6∈ Z−.

342. xnδ(n)(x) = (−1)nn!δ(x), де n ∈
N.
343. |x|′ = 2θ(x)− 1 = sign x.

344. (sign x)′ = 2δ(x).

345.
d

dx
ln(x+ i0) =

1

x+ i0
.

346. (x+ i0)p = xp+ + eiπpxp−, де p 6∈
Z−.

347.
d

dx
(x+ i0)p = p (x+ i0)p−1, де

p 6= 0.
348. (x− i0)p = xp+ + e−iπpxp−, де p 6∈
Z−.

349.
d

dx
(x− i0)p = p (x− i0)p−1, де

p 6= 0.
350. δ(n)[y(x)] =

∑
xk:y(xk)=0

1
|y′(xk)| ·

·
(

1
y′(x)

d
dx

)n
δ(x− xk).

§ 8.4. Операцiї з узагальненими функцiями: прямий добуток, згор-
тка i перетворення Фур’є

Прямий добуток двох узагальнених функцiй:

(f ⊗ g, φ) =
(
f, (g, φ)

)
. (8.13)

Згортка двох узагальнених функцiй:

(f ? g, φ) = (f(x)⊗ g(y), φ(x+ y)) . (8.14)

Приклад 8.14. C Функцiя δ(x) виконує роль одиницi при згортцi:

(δ(x) ? f(x), φ(x)) = (δ(x)⊗ f(y), φ(x+ y)) = (f(y), (δ(x), φ(x+ y)))

= (f(y), φ(y)) =⇒ δ(x) ? f(x) = f(x).
(8.15)

B
В прикладах (351)–(359) довести спiввiдношення.

351. δ(x− a) ? δ(x− b) = δ(x− a− b).
352. δ(x− a) ? f(x) = f(x− a).

353. θ(x) ? θ(x) = x+.

354. θ(x−a)? θ(x− b) = (x−a− b)+.

355. θ(x) ? x+ =
x2+
2
.

356. θ(x) ? xn+ =
xn+1
+

n+ 1
.

357. θ(x) sinx ? θ(x) cosx

=
x+ sinx

2
.

358. θ(x) sinx ? θ(x) sinx

=
θ(x) sinx− x+ cosx

2
.

359. θ(x) cosx ? θ(x) cosx

=
θ(x) sinx+ x+ cosx

2
.
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54 Глава 3. Узагальненi функцiї

Нехай φ(x) ∈ D. Тодi можна ввести операцiю перетворення Фур’є:

F [φ](k) =

∫
Rn

φ(x)ei(k,x)dx, (8.16)

де (k, x) =
∑n

i=1 xiki— скалярний добуток в Rn. Зворотнє перетворення Фур’є:

φ(k) =

∫
RnF [φ](k)e−i(x,k)

dk

(2π)n
. (8.17)

Перетворення Фур’є узагальненої функцiї:

(F [f ], φ) , (f, F [φ]) . (8.18)

Приклад 8.15. C Покажемо, що

F [δ(x− x0)] = ei(k,x0). (8.19)

Дiйсно,

(F [δ(x− x0)], φ) = (δ(x− x0), F [φ]) = F [φ](x0)

=

∫
φ(k)ei(k,x0)dk =

(
ei(k,x0), φ

)
.

Зокрема, поклавши у (8.19) x0 = 0, матиме

F [δ] = 1, (8.20)

звiдки

δ = F−1[1] =
1

(2π)n
F [1],

тобто
F [1] = (2π)nδ(k). (8.21)

B
Приклад 8.16. C Знайдемо F [θ(x)e−ax].

(
F
[
θ(x)e−ax

]
, φ
)

=
(
θ(x)e−ax, F [φ]

)
=

∞∫
0

dxe−ax
∞∫

−∞

dkφ(k)eikx

=

∞∫
−∞

dkφ(k)I(k) = (I, φ) ,

I(k) =

∞∫
0

dx exp [ikx− ax] =

∞∫
0

dx exp [i(k + ia)x] =
i

k + ia
.

звiдки F
[
θ(x)e−ax

]
=

i

k + ia
.

v. 1 вересня 2015 р. c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015



Роздiл 8. Узагальненi функцiї та їх властивостi 55

Зокрема, якщо a→ +0, матимемо:

F [θ(x)] = lim
a→+0

i

k + ia
=

i

k + i0
= iP

1

k
+ πδ(k).

B
Основнi властивостi перетворення Фур’є узагальнених функцiй:

а) Диференцiювання перетворення Фур’є: ∂αF [f ] = F [(ix)αf ] .

б) Перетворення Фур’є похiдной: F [∂αf ] = (−ik)αF [f ] (x).

в) Перетворення Фур’є зсуву: F [f(x− x0)] = ei(x0,k)F [f ].

г) Зсув перетворення Фур’є: F [f ](k + k0) = F
[
ei(k0,x)f

]
(k).

д) Перетворення Фур’є згортки: F [f ? g] = F [g]F [f ].

В прикладах (360)–(379) довести спiввiдношення.

360. F [θ(−x)] = πδ(k) − iP
1

k
=

− i

k − i0
.

361. F [sign x] = 2iP
1

x
.

362. F [δ′(x)] = −ik.
363. F

[
δ(n)(x)

]
= (−ik)n.

364. F
[
δ(2n)(x)

]
= (−1)nk2n.

365. F
[
δ(2n+1)(x)

]
= (−1)n+1ik2n+1.

366. F [θ(a− |x|)] = 2
sin ak

k
, a > 0.

367. F [x+] = − 1

(k + i0)2
.

368. F [xn+] = − n!in+1

(k + i0)n+1
, де n ∈

N.
369. F [x] = −2iπδ′(k).

370. F [|x|] = −2P
1

k2
.

371. F [P(1/x)] = iπsign k.
372. F [xn] = 2(−i)nπδ(n)(k).
373. F

[
xnδ(m)(x)

]
= (−i)n+m ·

· m!
(m−n)!k

m−n.

374. F [sin ax] = iπ [δ(k − a)− δ(k + a)].
375. F [cos ax] = π [δ(k − a) + δ(k + a)].
376. F [sh ax] = π [δ(k − ia)− δ(k + ia)].
377. F [ch ax] = π [δ(k − ia) + δ(k + ia)].
378. F [x2 sin 2x](ξ) = iπ[δ′′(ξ + 2) −
δ′′(ξ − 2)],

379. F
[
e−a|x|

]
=

2a

a2 + k2
.

В прикладах (380)–(382) обчислити вказаний Фур’є образ.

380. F
[
(2 + x)3δ(x)

]
.

381. F [y(x)], F [y′(x)], F [y′′(x)], де
y(x) = θ(x2 + 2x− 15).
382. F [|x|kθ(a− |x|)], x ∈ Rd.

Приклад 8.17. C Знайти всi розв’язки алгебраїчного рiвняння

x3u(x) = 0 (8.22)

в класi узагальнених функцiй. B
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Розв’язання. J Обчислимо Фур’є образ (8.22), F
[
x3u(x)

]
= 0. За властивi-

стю диференцiювання Фур’є перетворення матимемо:

F
[
(ix)3u(x)

]
= ∂3F [u] = 0 =⇒ F [u](k) = c1 + c2k + c3k

2/2

В прикладi 363 доводиться, що kn = inF
[
δ(n)(x)

]
. Перепозначаючи сталi

остаточно матимемо:

u(x) = Aδ(x) +Bδ′(x) + Cδ′′(x).

I

В прикладах (383)–(385) методом перетворення Фур’є знайти всi розв’яз-
ки рiвнянь в класi узагальнених функцiй.

383. xnu(x) = 0.

384. xn
dun(x)

dxn
= 0.

385. xn
dum(x)

dxm
= 0, де n > m.
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Глава 4

Фундаментальнi розв’язки крайових
задач

§ 8.5. Фундаментальний розв’язок лiнiйного диференцiального опе-
ратора

Узагальненим розв’язком рiвняння

Lu =
∑
|α|≤m

aα∂
αu = f(x), aα = const (8.1)

в областi G називають будь–яку узагальнену функцiю u ∈ D′, що задоволь-
няє це рiвняння в G в узагальненому сенсi, тобто для будь–якої φ ∈ D,

(Lu, φ) = (f, φ) .

Фундаментальним розв’язком (функцiєю впливу) оператора L називають
узагальнену функцiю E ∈ D′, що задовольняє у Rn рiвняння

LE = δ(x). (8.2)

Для будь-якого лiнiйного диференцiального оператора L iснує фундамен-
тальний розв’язок повiльного зростання i цей розв’язок задовiльняє алгебра-
їчне рiвняння:

L(−ik)F [E] = 1

Нехай f ∈ D′ така, що E ? f iснує в D′. Тодi розв’язок рiвняння (8.1)
єдиний та має вигляд

u = E ? f. (8.3)

Розглянемо лiнiйний диференцiальний оператор iз звичайними похiдни-
ми

L =
n∑
k=0

an−k
dk

dxk
. (8.4)

Фундаментальний розв’язок оператора (8.4) має вигляд:

E = θ(x)X(x), (8.5)

де функцiя X(x) є розв’язком однорiдного диференцiального рiвняння LX =
0 з початковими умовами:

X(0) = X ′(0) = · · · = X(m−2)(0) = 0, X(m−1)(0) = 1.

57
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Приклад 8.18. C Знайти фундаментальний розв’язок E(x) оператора

L =
d

dx
+ p, p = const.

За допомогою E(x) розв’язати рiвняння:

y′(x) + py(x) = q(x).

B

Розв’язання. J Фундаментальний розв’язок E = θ(x)X(x), де X(x) є розв’яз-
ком задачi

X ′(x) + pX = 0, X(0) = 1.

Очевидно, що розв’язком цiєї задачi є функцiя X(x) = e−px, тому

E(x) = θ(x)e−px.

Тодi розв’язком неоднорiдного рiвняння Ly = q є згортка

y(x) = E ? q =

∞∫
−∞

E(ξ − x)q(ξ)dξ

=

∞∫
−∞

θ(ξ − x)e−p(ξ−x)q(ξ)dξ =

∞∫
x

e−p(ξ−x)q(ξ)dξ.

I

В прикладах (386)–(410) знайти фундаментальний розв’язок E оператора
L. За допомогою E розв’язати рiвняння Ly(x) = θ(x)f(x).

386. L =
d2

dx2
−2

d

dx
+1, f(x) = x−ex.

387. L =
d2y

dx2
−4

dy

dx
+5y, f(x) = 1+x.

388. L =
d2y

dx2
+ 3

dy

dx
+ y, f(x) =

1 + sin x.

389. L =
d3y

dx3
− 3

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
, f(x) =

e2x − cosx.

390. L =
d3y

dx3
− a3y, f(x) = 2 tg x.

391. L =
d4y

dx4
− a4y, f(x) = 2 sinx +

x7.

392. L =
d2y

dx2
− 2

dy

dx
+ y, f(x) =

1− x+ 2 lnx.

393. L =
d2y

dx2
− a2y, f(x) = e2x − x2.

394. L =

(
d

dx
∓ a
)m

y, f(x) = x3 −
tg x.

395. L =
d3y

dx3
+

d2y

dx2
− 2

dy

dx
, f(x) =

3x2.

396. L =
d4y

dx4
− 40

d2y

dx2
− 441y, f(x) =

exp(3x− 2).

397. L =
d4y

dx4
− 9

d2y

dx2
− 400y, f(x) =
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1 + 3x exp 3x.

398. L =
d3y

dx3
−3n

d2y

dx2
−(3n2−1)

dy

dx
−

n(n2 − 1)y, f(x) = x− 2 sinx.

399. L =
d2y

dx2
− (1 + i4)

dy

dx
− (5 + i)y,

f(x) = sin(x+ 2).

400. L =
d2y

dx2
− (4 + i11)

dy

dx
+ (−29 +

i31)y, f(x) = (x− 1)2 sinx.

401. L =
d3y

dx3
− 21

dy

dx
+ 20y, f(x) =

(x+ 1)3 − x.

402. L =
d3y

dx3
+ 10

dy

dx
+ 25y, f(x) =

cos(x+ 1) + x3.

403. L =
d2y

dx2
− 1, 5

dy

dx
− 2, 5y, f(x) =

x ln(x+ 2x3).

404. L =
d4y

dx4
−5

d3y

dx3
−14

d2y

dx2
, f(x) =

x exp(x+ 2).

405. L =
d2y

dx2
+ 6

dy

dx
− 91y, f(x) =

x sinx.

406. L =
d6y

dx6
−7

d4y

dx4
−144

d2y

dx2
, f(x) =

1 + x.

407. L =
d2y

dx2
− 2

dy

dx
+ 2y, f(x) =

1 + ex.

408. L =
d3y

dx3
−4

d2y

dx2
−221

dy

dx
, f(x) =

2 cosx.

409.
d3y

dx3
− 6

d2y

dx2
+ 25

dy

dx
, f(x) = 1.

410.
d2y

dx2
+ 4

dy

dx
, f(x) = 2x+ sin(x3).

411. Довести, що фундаментальними розв’язками оператора L = ∆2 + k2 в
R2 є функцiї

E1,2(x) =

{
− i

4H
(1)
0 (k|x|),

i
4H

(2)
0 (k|x|).

За допомогою E1,2(x) розв’язати рiвняння

(∆2 + k2)y = θ(|x| − 3)θ(8− |x|).

412. Довести, що фундаментальними розв’язками оператора L = ∆3 + k2 в
R3 є функцiї

E(x) = −e
±ık|x|

4π|x|
.

За допомогою E(x) розв’язати рiвняння

(∆3 + k2)y = θ(2− |x|).

413. Довести, що фундаментальними розв’язками оператора L = ∆2 − k2 в
R2 є функцiї

E(x) = − i
4
H

(1)
0 (ik|x|).

За допомогою E(x) розв’язати рiвняння

(∆2 − k2)y = δ(|x| − 3).
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414. Довести, що фундаментальними розв’язками оператора L = ∆3 − k2 в
R3 є функцiї

E(x) = −e
−k|x|

4π|x|
.

За допомогою E(x) розв’язати рiвняння

(∆3 − k2)y = |x|θ(2− |x|).

415. Довести, що фундаментальний розв’язок оператора

L =
∂

∂t
− a2 ∂

2

∂x2
− b ∂

∂x
− c де a,b,c - const,

має вид

E(x, t) =
θ(t)

2a
√
πt

exp

(
ct− (x+ bt)2

4a2t

)
.

За допомогою E(x) розв’язати рiвняння(
∂

∂t
− a2 ∂

2

∂x2
− b ∂

∂x
− c
)
y = θ(|x| − 1)θ(2− |x|).

416. Довести, що фундаментальний розв’язок оператора

L =

(
∂

∂t
− a2∆d

)k
в Rd

має вид

E(x) =
tk−1

Γ(k)

θ(t)

(2a
√
πt)

d
exp

(
−|x|2

4a2t

)
.

За допомогою E(x) розв’язати рiвняння(
∂

∂t
− a2∆d

)k
y = 3e|x|θ(2− |x|).

417. Довести, що фундаментальний розв’язок оператора

L =
∂

∂z

має вид

E(x) =
1

πz
.

За допомогою E(x) розв’язати рiвняння

∂u

∂z
=
z − a
z − z

, z ∈ C.
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418. Довести, що фундаментальний розв’язок оператора

L =

(
∂

∂z
− λ
)k

має вид

E(x) =
zk−1 exp(λz)

Γ(k)πz
.

За допомогою E(x) розв’язати рiвняння(
∂

∂z
− λ
)k

u =
N∏
j=1

(z − aj), z ∈ C.

419. Довести, що фундаментальний розв’язок оператора

L =
∂k+m

∂zk∂zm

має вид

E(x) =
2zk−1zm−1

Γ(k)Γ(m)π
ln |z|, k,m = 1, 2, . . . .

За допомогою E(x) розв’язати рiвняння(
∂

∂z
− λ
)k

u =
N∏
j=1

(z − aj)−1, z ∈ C.

420. Довести, що якщо фундаментальний розв’язок оператора

L =
∂

∂t
+ A(Dx) є E0(x, t),

то фундаментальний розв’язок оператора

L =

(
∂

∂t
+ A(Dx)

)k
є E(x) =

tk−1

Γ(k)
E0(x, t).

За допомогою E(x) розв’язати рiвняння(
∂

∂t
+ A(Dx)

)k
u = θ(1− |x|)e−αt, α > 0.

§ 9. Фундаментальний розв’язок i задача Кошi для рiв-
няння дифузiї

рiвняння дифузiї має вигляд

Lu = f(x, t), x ∈ Rn, t ∈ R, (9.1a)

L , ∂t − a2∆n, (9.1b)
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де ∆n— n-вимiрний оператор Лапласа, L має назву оператора дифузiї.
Диференцiальний оператор дифузiї має фундаментальний розв’язок

En(x, t) =
θ(t)(

2a
√
πt
)ne− |x|

2

4a2t . (9.2)

Задача Кошi для рiвняння дифузiї ставиться наступним чином. Потрiбно
знайти розв’язок рiвняння дифузiї (9.1a) при t > 0, що задовольняє початкову
умову

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn. (9.3)

Розв’язок задачi Кошi для рiвняння дифузiї (9.1a), (9.3) збiгається з
розв’язком рiвняння (

∂t − a2∆n

)
u(x, t) = F (x, t), x ∈ Rn, t ∈ R

F (x, t) = θ(t)f(x, t) + δ(t)u0(x),
(9.4)

що має вигляд
u(x, t) = (En ∗ F ) (x, t), (9.5)

В прикладах (421)–(448) розв’язок наступних задач Кошi для одновимiр-
ного рiвняння дифузiї:

421.
ut = uxx + xex,
u(x, 0) = θ(x)x2.

422. ut = uxx + e−t cosx,
u(x, 0) = cos x.

423. ut = uxx + e−t cosx,
u(x, 0) = cos x.

424.
ut = 2uxx + t cosx,
u(x, 0) = 0.

425. ut = uxx + et sinx,
u(x, 0) = sinx.

426.
4ut = uxx,
u(x, 0) = sinx exp(−x2).

427.
4ut = uxx + sin t,
u(x, 0) = exp(−x2).

428.
ut = uxx + sin t sinx,
u(x, 0) = 1.

429.
ut = uxx + ex,
u(x, 0) = θ(x)x.

430.
4ut = uxx,
u(x, 0) = e2x−x

2

.

431.
ut = uxx + x2,
u(x, 0) = x2.

432.
4ut = uxx,
u(x, 0) = x2 + x4.

433.
ut = uxx + xex,
u(x, 0) = θ(x)x2.

434. ut = uxx + e−t cosx,
u(x, 0) = cos x.

435.
ut = uxx,
u(x, y, 0) = δ′(x0 − x).

436.
ut = uxx + θ(t)δ(x),
u(x, 0) = δ(x− x0).

437. ut = uxx + et sinx,
u(x, 0) = sin x.

438.
4ut = uxx,
u(x, 0) = sin x exp(−x2).

439.
4ut = uxx + sin t,
u(x, 0) = exp(−x2).

440.
ut = uxx + sinx,
u(x, 0) = sin x.

441.
ut = uxx + ex,
u(x, 0) = θ(x)x.

442.
4ut = uxx,
u(x, 0) = e2x−x

2

.
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443.
ut = uxx + x2,
u(x, 0) = x2.

444.
ut = 9uxx + sinx,
u(x, 0) = 1.

445.
4ut = uxx,
u(x, 0) = x2 + x4.

446.
ut = uxx + ex,
u(x, 0) = θ(x)x.

447.
ut = 16uxx + t2 sinx,
u(x, 0) = x3θ(5− x).

448. ut = uxx + eαtδ(x),
u(x, 0) = δ(1− |x|).

В прикладах (449)–(464) розв’язок наступних задач Кошi для багатови-
мiрного рiвняння дифузiї:

449.
ut = ∆u+ 2xyz,
u(x, y, z, 0) = x2 + y2 − 2z2.

450.
ut = ∆u+ sin t cosx,
u(x, y, z, 0) = e−y cos z.

451. ut = ∆u+ e−3t cosx,
u(x, y, z, 0) = y sin z.

452.
ut = 2∆u+ t cosx,
u(x, y, z, 0) = cos y cos z.

453.
ut = a2∆u,
u(x, y, z, 0) = (x2 + y2 + z2)2.

454.
ut = ∆u+ 2xyz,
u(x, y, z, 0) = x2 + y2 − 2z2.

455.
ut = ∆u+ 6xyt,
u(x, y, 0) = x2 − y2.

456.
ut = ∆u+ sin t sinx sin y,
u(x, y, 0) = 1.

457.
ut = ∆u+ 2y,
u(x, y, 0) = x.

458. ut = a2∆u,
u(x, y, z, 0) = cos r.

459.
ut = 9∆u+ e−4tx2z2 sin y,
u(x, y, z, 0) = θ(1− |x|)·
·θ(1− |y|)θ(1− |z|).

460.

ut = 25∆u+ θ(4− t) sinx·
· sin z sin y,
u(x, y, z, 0) = 1− 3(x2+
+y2 + z2).

461. ut = a2∆u+ (x2 + y2 + z2)et,
u(x, y, z, 0) = 0.

462. ut = 4∆u+ e−(x
2+y2+z2) t

1+t2 ,
u(x, y, z, 0) = 1.

463.
ut = ∆u+ e−2t x

1+x2
y

1+y2
z

1+z2 ,

u(x, y, z, 0) = xyδ(4− z2).

464. ut = ∆u+ cos(x2 + y2 + z2)e−t,
u(x, y, z, 0) = 0.

§ 10. Фундаментальний розв’язок i задача Кошi для хви-
льового рiвняння

n–вимiрне хвильове рiвняння має вигляд

�nu(x, t) = f(x, t), �n , ∂2t − a2∆n. (10.1)

Фундаментальний розв’язок хвильового оператора �n має вигляд

En(x, t) = θ(t)F−1k

[
sin a|k|t
a|k|

]
. (10.2)

Для 1, 2 i 3–вимiрного хвильового рiвняння фундаментальний розв’язок
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має вигляд, вiдповiдно:

E1(x, t) =
1

2a
· θ(at− |x|), (10.3a)

E2(x, t) =
1

2πa
· θ(at− |x|)√

a2t2 − |x|2
, (10.3b)

E3(x, t) =
θ(t)

4πa|x|
δ (at− |x|) . (10.3c)

(10.3d)

Задача Кошi для хвильового рiвняння ставиться наступним чином:

�nu(x, t) = f(x, t), x ∈ Rn, t ∈ R+,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn.
(10.4)

Розв’язок задачi Кошi (10.4) збiгається з розв’язком рiвняння(
∂2t − a2∆n

)
u(x, t) = F (x, t), x ∈ Rn, t ∈ R

F (x, t) = θ(t)f(x, t) + δ′(t)u0(x) + δ(t)u1(x),
(10.5)

що має вигляд
u(x, t) = (En ∗ F ) (x, t),

В прикладах (465)–(489) розв’язок наступних задач Кошi для одновимiр-
ного хвильового рiвняння:

465.
utt = uxx + x,
u(x, 0) = δ(x),
ut(x, 0) = 1.

466.
utt = uxx,
u(x, y, 0) = 0,
ut(x, y, 0) = δ′(x0 − x).

467.
utt = uxx + θ(t)δ(x),
u(x, 0) = δ(x− x0),
ut(x, 0) = xδ(x).

468.
utt = a2uxx,
u(x, 0) = x2,
ut(x, 0) = x4.

469.
utt = uxx + x,
u(x, 0) = δ(x),
ut(x, 0) = 0.

470.
utt = uxx + sinx,
u(x, 0) = sinx,
ut(x, 0) = 0.

471.
utt = uxx + 2,
u(x, 0) = x,
ut(x, 0) = δ(x).

472.
utt = a2uxx,
u(x, 0) = cos x,
ut(x, 0) = cos x.

473.
utt = 9uxx + sinx,
u(x, 0) = 1,
ut(x, 0) = δ(x).

474.
utt = a2uxx + x2 · et,
u(x, 0) = 0,
ut(x, 0) = δ(x).

475.
utt = uxx + eαtδ(x),
u(x, 0) = δ(1− |x|),
ut(x, 0) = 0.

476.
utt = uxx + xex,
u(x, 0) = θ(x)x2

ut(x, 0) = θ(1− x).
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477.
utt = 9uxx + e−t cosx,
u(x, 0) = cos x
ut(x, 0) = sin 2x.

478.
utt = uxx + θ(t)δ(x),
u(x, 0) = δ(x− x0),
ut(x, 0) = xδ(x).

479.
utt = uxx + et sinx,
u(x, 0) = sinx,
ut(x, 0) = e−x.

480.
4utt = uxx − θ(2− t) exp(−x),
u(x, 0) = sinx exp(−x2),
ut(x, 0) = 3δ(x− 2).

481.
4utt = uxx + x sin t,
u(x, 0) = exp(−x2),
ut(x, 0) = exp(−2x).

482.
utt = uxx + e−2tex,
u(x, 0) = xθ(x),
ut(x, 0) = x2θ(x).

483.
4utt = uxx + etθ(2− |x|),
u(x, 0) = e2x−x

2

,
ut(x, 0) = ex−2x

2

.

484.
utt = uxx + x2,
u(x, 0) = x2,
ut(x, 0) = (1− |x|)−2.

485.
4utt = uxx,
u(x, 0) = x2 + x4,
ut(x, 0) = 3x6.

486.
utt = uxx + ex,
u(x, 0) = θ(x)x,
ut(x, 0) = δ′(2x).

487.
utt = (1/9)uxx + δ(t− 1)ex,
u(x, 0) = sin xθ(x),
ut(x, 0) = cos(2x).

488.
utt = uxx + (t− 1)3 sin(ex),
u(x, 0) = x sinx,
ut(x, 0) = 3.

489.
utt = uxx + 2t4 sin(x− 1),
u(x, 0) = sin x2,
ut(x, 0) = 2 + e−4x.

В прикладах (490)–(505) розв’язок наступних задач Кошi для багатови-
мiрного хвильового рiвняння:

490.
utt = ∆u+ e−2t2xyz,
u(x, y, z, 0) = x2 + y2 − 2z2,
ut(x, y, z, 0) = 1.

491.

utt = ∆u+ cos 3t·
·θ(1− (x2 + y2)1/2),
u(x, y, 0) = 0,
ut(x, y, 0) = δ′(x0 − x)·
·δ(y0 − y).

492.
utt = 2∆u+ t cosx,
u(x, y, z, 0) = cos x cos y,
ut(x, y, z, 0) = cos y cos z.

493.
utt = 2∆u,
u(x, y, z, 0) = (x2 + y2 + z2)2,
ut(x, y, z, 0) = (x2 + y2 + z2)2.

494.
3utt = ∆u+ 2xyz,
u(x, y, z, 0) = x2 + y2 − 2z2,
ut(x, y, z, 0) = 1.

495.
utt = 4∆u+ 6xyt,
u(x, y, 0) = x2 − y2,
ut(x, y, 0) = xy.

496.
utt = ∆u+ sin t sinx sin y,
u(x, y, 0) = 1,
ut(x, y, 0) = x2e−x.

497.
9utt = ∆u+ sin r,
u(r, 0) = r cos r,
ut(r, 0) = r2.

498.

utt = ∆u+ 2 sin tθ(1− |x|)·
·θ(1− |y|),
u(x, y, 0) = x,
ut(x, y, 0) = y.

499.
utt = 2∆u,
u(x, y, z, 0) = cos r,
ut(x, y, z, 0) = r cos r.

500.
utt = 9∆u+ cos t sin r,
(r, 0) = 1,
ut(r, 0) = (2 + r2)−1.

c© Є. Д. Бiлоколос, Д. Д. Шека, 2015 v. 1 вересня 2015 р.



66 Глава 4. Фундаментальнi розв’язки крайових задач

501.
utt = 25∆u+ (x2 + y2 + z2)et,
u(x, y, z, 0) = 0,
ut(x, y, z, 0) = 1.

502.
utt = 5∆u+ eαtδ(2− r),
u(r, 0) = θ(1− r),
ut(r, 0) = 3 sin 3r.

503.

utt = ∆u+ cos(ωt− α)θ(1− x)·
·θ(2− y)θ(3− z),
u(x, y, z, 0) = xy,
ut(x, y, z, 0) = 3 sin 3z.

504.

utt = ∆u+ cos(ωt−
−α(x2 + y2 + z2)),
u(x, y, z, 0) = (x− y + z)2,
ut(x, y, z, 0) = δ(x− 2).

505.

10utt = ∆u+ (θ(5− t)−
−θ(2− t))δ((x2 + y2 + z2)− 1),
u(x, y, z, 0) = sin x cos yez

2

,
ut(x, y, z, 0) = x.

§ 11. Фундаментальний розв’язок i межовi задачi для
рiвнянь Лапласа i Пуассона

Оператор Лапласа в n–вимiрному просторi має вигляд:

∆n =
n∑
k=1

∂2

∂x2k
. (11.1)

Фундаментальний розв’язок n–вимiрного оператора Лапласа має вигляд

E2(x) =
1

σ2
ln r =

1

2π
ln r, n = 2, (11.2a)

En(x) = − 1

(n− 2)σn
· 1

rn−2
, n ≥ 3, (11.2b)

де σn =
2πn/2

Γ (n/2)
—площа поверхнi одиничної n–сфери.

Функцiєю Грiна задачi Дiрiхле для областi D називають функцiю G(x, y),
x, y ∈ D ⊂ Rn, якщо вона задовольняє двi вимоги:

1. ∆yG(x, y) = δ(x− y), x, y ∈ D ⊂ Rn;

2. G(x, y)
∣∣∣
y∈∂D

= 0.

Функцiю Грiна задачi Дiрiхле можна представити у виглядi

G(x, y) = En(x− y) + g(x, y), (11.3)

де гармонiчна функцiя g(x, y) знаходиться з однорiдних межових умов

g(x, y)
∣∣∣
y∈∂D

= −En(x− y)
∣∣∣
y∈∂D

. (11.4)

Розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона ∆nu = f(x)в областi D
має вигляд

u(x) =

∫
D

f(y)G(x, y)dy +

∫
∂D

u0(y)
∂

∂ny
G(x, y)dSy. (11.5)
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В прикладах (506)–(512) знайти функцiю Грiна задачi Дiрiхле для зада-
них областей.

506. Напiвпростiр x3 > 0 в R3.
507. Двогранний кут x2 > 0, x3 > 0
в R3.
508. Октант x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0 в
R3.
509. Куля |x| < R в R3.

510. Напiвкуля |x| < R, x3 > 0 в R3.
511. Четверта частина кулi |x| < R,
x2 > 0, x3 > 0 в R3.
512. Восьма частина кулi |x| < R,
x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0 в R3.

В прикладах (513)–(519) методом функцiй Грiна розв’язати задачу Дiрi-
хле.

513.
∆u = f(x), x3 > 0,
f(x) = 0,
u
∣∣
x3=0

= cosx1 cosx2.

514.
∆u = f(x), x3 > 0,
f(x) = e−x3 sinx1 cosx2,
u
∣∣
x3=0

= 0.

515.
∆u = f(x), x3 > 0,
f(x) = 0,
u
∣∣
x3=0

= θ(x2 − x1).

516.
∆u = f(x), x3 > 0,
f(x) = 0,

u
∣∣
x3=0

=
(
1 + x21 + x22

)−1/2
.

517.

∆u = f(x), x3 > 0,
f(x) = 0,

u
∣∣
x3=0

=

{
−1 x1 < 0,

+1 x1 > 0.

518.

∆u = f(x), x3 > 0,
f(x) = 2

(
x21 + x22+

+(x3 + 1)2
)−2

,

u
∣∣
x3=0

=
(
1 + x21 + x22

)−1/2
.

519.
∆u = 0, x2 > 0, x3 > 0
u
∣∣
x2=0

= 0,

u
∣∣
x3=0

= e−4x1 sin 5x2.

520.

∆u = 0, x2 > 0, x3 > 0
u
∣∣
x2=0

= 0,

u
∣∣
x3=0

= x2
(
1 + x21 + x22

)−3/2
.

521.
∆u = 0, x2 > 0, x3 > 0
u
∣∣
x2=0

= 0,

u
∣∣
x3=0

= θ(x2 − |x1|).

522.
∆u = f(x), |x| < R,
f(x) = a = const,
u
∣∣
|x|=R = 0.

523.
∆u = f(x), |x| < R,
f(x) = |x|n, n ∈ N
u
∣∣
|x|=R = a = const.

524.
∆u = f(x), |x| < R,
f(x) = e|x|,
u
∣∣
|x|=R = 0.
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