Задача Номер 10
Для опису автоколивного середовища необхідно щонайменше два нелінійних кінетичних рівняння з дифузією вигляду (1.1.11).

Розглянемо автоколивне середовище, яке описується змінними u=u(r,t), v=v(r,t). Введемо замість них одну комплексну змінну η=u+iv. Нехай вона задовольняє рівнянню
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(1.1.63)

Функція λ(ρ) повинна бути монотонно спадною і проходити через нуль при деякому значенні аргументу ρ=ρ0 (рис. 1.1.16). Функцію ω(ρ) вважатимемо додатною.
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	Рис. 1.1.16. Вигляд функції λ(ρ).


Щоб з’ясувати властивості середовища, описуваного рівнянням (1.1.63), перейдемо від комплексної змінної до η чисто дійсних змінних ρ та (, які вводяться із співвідношення η=ρ exp(iφ).


Врахуємо, що
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(1.1.65)


Підставимо співвідношення η=ρ exp(iφ) з урахуванням (1.1.65) до (1.1.63), скоротимо на exp(iφ) і окремо прирівняємо до нуля дійсну та уявну частини отриманого виразу. Таким чином початкове комплексне рівняння (1.1.63) зводиться до системи двох чисто дійсних рівнянь вигляду:
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(1.1.66)

Будемо тепер шукати розв’язок рівняння (1.1.63) у формі
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(1.1.70)

тобто вважати, що ρ(r, t)=ρ0+(ρ(r, t), φ(t)=ω0t+((r, t). Тоді система (1.1.66) набуде вигляду:
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(1.1.71)

Вважаючи, що |(ρ|<<ρ0, знехтуємо (ρ всюди в першому з рівнянь системи (1.1.71), крім першого доданку в правій частині. Тут функцію λ(ρ0+(ρ) розкладемо в ряд Тейлора і скористаємося позначенням (1.1.69). Отримаємо:
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(1.1.72)

(зроблене є справедливим, якщо формально вважати величину (( малою того ж порядку, що й (ρ, тобто припустити, що час релаксації амплітуди коливань є малим). Тоді з (1.1.72) можна записати (ρ як функцію (:
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(1.1.72 а)

У другому рівнянні системи (1.1.71) в першому доданку у правій частині розкладемо ((ρ0+(ρ) в ряд Тейлора, а всіма іншими доданками, пропорційними (ρ, знехтуємо. Отримаємо:
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(1.1.73)

(виконані дії є законними, якщо вважати величину d(/dρ великим параметром). Нарешті, підставимо вираз (1.1.72 а) для (ρ до (1.1.73) і остаточно отримаємо:

ось, вона – відповідь!
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(1.1.74)

де введено позначення
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(1.1.75)

Залежність ω(ρ) виражає закон неізохронності таких автогенераторів.

Х-я, що виводиться далі була в минулому році включена ІОА в умову, так що її теж можна використати:

Знайдемо однорідний стаціонарний розв’язок першого з рівнянь (1.1.66). За умов (ρ/(t=0, (ρ/(xi=0 воно зводиться до вигляду ρλ(ρ)=0, звідки ρ1=0 або ρ2=ρ0.


Для з’ясування стійкості отриманих коренів підставимо до першого з рівнянь (1.1.66) розв’язок у формі ρ(r, t)=ρ1,2+(ρ(exp[(t-i(k(r)], вважаючи другий доданок малим. Після лінеаризації з урахуванням умови (φ/(xi=0 можна отримати відповідно
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(1.1.67)
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(1.1.68)

(враховано, що λ(ρ0)=0). Оскільки λ(0)>0, то перший корінь буде нестійким ((1>0,принаймні при невеликих k). Оскільки функція λ(ρ) є монотонно спадною, тобто dλ(ρ)/dρ<0, то другий корінь, навпаки, завжди буде стійким ((2<0). Система релаксуватиме до стану ρ=ρ0 за час
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(1.1.69)

(при k=0).


Підставимо тепер корінь ρ=ρ0 до другого рівняння системи (1.1.66). Оскільки (0, то це рівняння взагалі не має однорідного стаціонарного розв’язку. За умови (φ/(xi=0 воно набуває вигляду dφ/dt=ω(ρ0)(ω0, звідки φ(t)=ω0t+(. Відповідно комплексна змінна ( набуває вигляду (=ρ0exp[i(ω0t+()].


Очевидно, цей розв’язок описує синфазні автоколивання аналізованого середовища.


Відзначимо, що використана при побудові цього розв’язку умова однорідності еквівалентна до умови відсутності зв’язку між сусідніми елементами середовища (D1=D2=0). Отже, окремі елементи середовища являють собою автогенератори
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