3.1.1
1. Чи однозначно вводяться змінні дія – кут? Яка умова однозначно визначає їхню велечину?
 Канонічні перетворення можна використати для спрощення рівнянь руху. Оптимальним є випадок, коли H’=H’(P), тобто всі узагальнені координати є, як кажуть, циклічними змінними. Тоді
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(3.1.1 б)

Визначенні таким чином імпульси Pi є інтегралами руху. Знання їх дає можливість проінтегрувати рівняння Гамільтона. В результаті отримаємо:
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(3.1.5)

де набір сталих (і визначається з початкових умов.


Умова H’=H’(P) сама по собі ще не дозволяє однозначно ввести нові узагальнені імпульси та узагальнені координати.

Розглянемо гамільтонівську систему з одним ступенем вільності, яка здійснює фінітний рух. Такий рух обов’язково буде періодичним із деяким періодом 2(/(. Нехай для цієї системи Н=Н(Р). Накладемо умову на змінну Q: вимагатимемо, щоб на періоді 2(/( вона змінювалася на 2(. Це, в свою чергу, однозначно визначає змінну Р. Введені таким чином змінні І, ( називаються змінними дія-кут. Можна показати, що дія визначається через “старі” змінні із співвідношення
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(3.1.6)

(інтеграл береться при заданому значенні повної енергії системи). Для найпростішої моделі лінійного осцилятора І=Е/(, тобто дія лінійно пов’язана з повною енергією системи.
2. Чи можливий граничний перехід між резонансними та нерезонансними торами в інтегровній системі?
Як випливає з пункту 3.1.1.7 різниця між резонансними та нерезонансними торами в інтегрованих системах полягає у відношенні частот  ω1/ω2 (у випадку системи з двома ступенями вільності). Граничний перехід неможливий, адже фазовий простір складається з вкладених одного в інший торів з різними фазовими траєкторіями.   У реальних ситуаціях (це стосується як натурних експериментів, так і числового моделювання) час спостереження за системою завжди буває обмеженим, тому при дуже великих m і n відрізнити періодичний і квазіперіодичний рух важко.
3. Дайте фізичну інтерпретацію теореми Ліувілля.

Розглянемо деяку обмежену замкнену область (0 у фазовому просторі, яку назвемо фазовою краплею. Будемо розглядати точки цієї області як початкові умови для набору фазових траєкторій, задані в момент t=0. З плином часу зображувальні точки рухатимуться у фазовому просторі вздовж відповідних фазових траєкторій. Відповідно рухатиметься утворена ними фазова крапля, яку в момент t позначимо через (t.

З рівнянь Гамільтона випливає умова нестисливості фазової рідини:
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(3.1.2)

яку можна переписати у формі:
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(3.1.2 а)

Співвідношення (3.1.2)-(3.1.2 а) складають зміст теореми Ліувілля.

З плином часу фазовий об’єм не змінюється, тобто фазова речовина є нестисливою. Фізичний зміст полягає у тому, що незмінність об’єму фазової речовини каже про те, що система, яка описується даною фазовою картиною, зберігає свою енергію. Тобто для неї виконується закон збереження енергії.  
4. В яких випадках рух інтегровної гамільтонівської системи буде ергодичним?

 Можливо, рух інтегрованої гамільтонівської системи буде ергодичним у випадку, якщо її фазовий портрет буде складатися з нерезонансних торів. Їх фазові траєкторії будуть щільно заповнювати усю поверхню тора. Тому середнє по енергії і по часу будуть дорівнювати одне одному.  
3.1.2

3.1.2.1. Опишіть процедуру введення нових змінних дія-кут для системи, близької до інтегровної.

Нехай для деякої гамільтонівської системи з n ступенями вільності гамільтоніан можна подати у вигляді
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Якщо 0<ε<<1, говорять, що така система є близькою до інтегровної.

Ідея введення нових змінних дія-кут(канонічного перетворення) полягає у знаходженні для збуреного (порівняно з випадком ε=0) гамільтоніана Н(І,(,() нових змінних J,(, для яких можливе канонічне перетворення до нового гамільтоніана K, причому K=K(J). Для знаходження цих змінних необхідно спочатку відшукати твірну функцію F2=F2((,J), таку, що
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.(3.1.12)


Згідно так званого рівняння Гамільтона – Якобі можна знайти компоненту K1(J):
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Таким чином, знаючи вигляд гамільтоніана Н1(І,(), ми за допомогою (3.1.21 в) можемо знайти функцію K1(J). Тоді з рівняння (3.1.21 а) можна знайти похідну від твірної функції:
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(3.1.23)

де
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(3.1.24)

– змінна частина гамільтоніана Н1(І,(). Її також можна розкласти в ряд Фур’є за (:
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(3.1.25)

тобто коефіцієнти Ak(J) можна вважати відомими.

Підставимо ….. та ….. до (3.1.23). Прирівнявши коефіцієнти при однакових експонентах у правій та лівій частинах, можна знайти в явному вигляді коефіцієнти ряду F2
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(3.1.26)

тобто твірну функцію (з точністю до доданків першого порядку за ():
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(3.1.26 а)

В свою чергу, знаючи твірну функцію, із співвідношень (3.1.12) можна знайти нові змінні дія-кут.

3.1.2.2. Чому резонансні тори у фазовому просторі руйнуються при появі в гамільтоніані малої неінтегровної частини?

Відповідь на питання (про те, що відбувається з фазовими траєкторіями на поверхні резонансних торів під дією малого неінтегровного доданку до гамільтоніану) в загальних рисах дає теорема Колмогорова – Арнольда – Мозера (теорема КАМ). Вона була сформульована А.М.Колмогоровим, він же висловив ідею її доведення (ДАН СССР, 1954, 98, 574). Доведення теореми КАМ здійснив В.І.Арнольд (УМН, 1963, 18, 85). Інший частинний випадок теореми КАМ дещо раніше довів Дж. Мозер (J.Moser, Nachr. Akad. Wiss. Goettingen Math. Phys., K1, 1 (1962)).

Розглянемо систему, близьку до інтегровної, з гамільтоніаном
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(3.1.9)

причому 0<ε<<1. Вважатимемо інтегровну частину гамільтоніана невиродженою, так що виконано умову
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(3.1.8)

Врахування неінтегровного збурення в гамільтоніані приводить до того, що нерезонансні тори лише трохи деформуються, а характер руху на них зберігається (такі тори називають інваріантними). Резонансні тори руйнуються, і на їхньому місці виникають області, де рух носить нерегулярний характер, відмінний від періодичного та квазіперіодичного. Розмір цих областей прямує до нуля при ε(0.

Можна сказати точніше: чим більше величина
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(3.1.39)

яка характеризує порядок резонансу (3.1.38), тим менша за розмірами область утворюється на місці відповідного резонансного тора.

Інваріантні нерезонансні тори навколо області нерегулярного руху, що утворилася на місці резонансного тора, який характеризується співвідношенням m((=0, зберігаються за виконання умови
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(3.1.40)

причому, як уже відзначалося, С(()(0 при ((0.

Також ,як випливає з теореми КАМ, криві G+ та G- (нерезонансні)лише дещо деформуються. А теорема Пуанкаре – Біркгофа стверджує, що від кривої G(резонансна) залишиться тільки 2kn (k=1, 2, 3,...) нерухомих точок, причому стійкі (еліптичні, або центри) та нестійкі (гіперболічні, або сідла) точки чергуються. В результаті на місці кола G утворюється структура, показана на рис. 3.1.3 б.
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б

	Рис. 3.1.3: а – лінії перетину з площиною резонансного (крива G) та сусідніх нерезонансних (криві G+ та G-) торів; б – стійкі (Аs) та нестійкі (Au) точки (kn=4), що утворилися на місці зруйнованого резонансного тора, та фазові траєкторії, що їх оточують.


3.1.2.3. Чому мале неінтегровне збурення в гамільтоніані не змінює якісно поведінку фазових траєкторій на нерезонансних торах?

Відповідь на питання (про те, що відбувається з фазовими траєкторіями на поверхні резонансних торів під дією малого неінтегровного доданку до гамільтоніану) в загальних рисах дає теорема Колмогорова – Арнольда – Мозера (теорема КАМ). Вона була сформульована А.М.Колмогоровим, він же висловив ідею її доведення (ДАН СССР, 1954, 98, 574). Доведення теореми КАМ здійснив В.І.Арнольд (УМН, 1963, 18, 85). Інший частинний випадок теореми КАМ дещо раніше довів Дж. Мозер (J.Moser, Nachr. Akad. Wiss. Goettingen Math. Phys., K1, 1 (1962)).

Розглянемо систему, близьку до інтегровної, з гамільтоніаном
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(3.1.9)

причому 0<ε<<1. Вважатимемо інтегровну частину гамільтоніана невиродженою, так що виконано умову
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(3.1.8)

Врахування неінтегровного збурення в гамільтоніані приводить до того, що нерезонансні тори лише трохи деформуються, а характер руху на них зберігається (такі тори називають інваріантними). Резонансні тори руйнуються, і на їхньому місці виникають області, де рух носить нерегулярний характер, відмінний від періодичного та квазіперіодичного. Розмір цих областей прямує до нуля при ε(0.

Можна сказати точніше: чим більше величина
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(3.1.39)

яка характеризує порядок резонансу (3.1.38), тим менша за розмірами область утворюється на місці відповідного резонансного тора.

Інваріантні нерезонансні тори навколо області нерегулярного руху, що утворилася на місці резонансного тора, який характеризується співвідношенням m((=0, зберігаються за виконання умови
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(3.1.40)

причому, як уже відзначалося, С(()(0 при ((0.

Також ,як випливає з теореми КАМ, криві G+ та G- (нерезонансні)лише дещо деформуються. Теорема Пуанкаре – Біркгофа стверджує, що від кривої G(резонансна) залишиться тільки 2kn (k=1, 2, 3,...) нерухомих точок, причому стійкі (еліптичні, або центри) та нестійкі (гіперболічні, або сідла) точки чергуються. В результаті на місці кола G утворюється структура, показана на рис. 3.1.3 б.
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	Рис. 3.1.3: а – лінії перетину з площиною резонансного (крива G) та сусідніх нерезонансних (криві G+ та G-) торів; б – стійкі (Аs) та нестійкі (Au) точки (kn=4), що утворилися на місці зруйнованого резонансного тора, та фазові траєкторії, що їх оточують.


3.1.2.4. Чи можливий у теорії КАМ граничний перехід від резонансних торів до нерезонансних?

Можливий(ну тут спірне питання, див. далі, залежить від трактування). 

Інваріантні нерезонансні тори навколо області нерегулярного руху, що утворилася на місці резонансного тора, який характеризується співвідношенням m((=0, зберігаються за виконання умови
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При збільшенні ε від 0 спочатку буде існувати резонансний тор, потім він перетвориться в область нерегулярного руху, потім вона буде збільшуватись і може «захопити» в себе нерезонансний тор.  Таким чином можна вважати, що резонансний тор перейшов в область, що включає нерезонансний.
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3.1.2.5. Чи є гамільтонівські системи, близькі до інтегровних, орбітально стійкими?

Орбітальна стійкість визначається віддаллю між найближчими точками сусідніх траєкторій(по-суті, між самими траєкторіями А):

Якщо розглядати гамільтонівські системи, близькі до інтегровних, то можна розглянути 2 випадки:

· при дифузії Арнольда: нерезонансні тори не можуть відділити області нерегулярного руху і тому всі такі області з’єднались в павутину Арнольда. Наслідком цього є відсутність орбітальної стійкості

· в інших випадках: області нерегулярного руху розмежовані нерезонансними інваріантними торами і обмежені за розміром. Тут  можна стверджувати про наявність орбітальної стійкості.

3.1.2.6. Чи можлива дифузія Арнольда в системі з двома ступенями вільності?

Не можлива. Так як лише при n(2 з’являється дифузія Арнольда(n – число ступенів вільності).Для появи дифузії потрібно більша кількість ступенів вільності.

3.1.2.7. Чи справедлива теорема КАМ для системи автономних осциляторів?

Так. Хоч така система і не буде невиродженою, тобто в ній
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Але умови теореми КАМ сформульовані таким чином, щоб її можна було строго довести математично. В дійсності її результати в більшості своїй залишаються справедливими і тоді, коли порушується(як тут) умова невиродженості.

3.1.2.8. Чи справедлива теорема КАМ для системи зв’язаних лінійних осциляторів?

[May be bread] У такій системі енергія перекачується з одного осцилятора в інший. Це означає, що можна стверджувати про прямування до 0 хоча б одного з Hi в кожен момент часу. Це призводить до 
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Але умови теореми КАМ сформульовані таким чином, щоб її можна було строго довести математично. В дійсності її результати в більшості своїй залишаються справедливими і тоді, коли порушується(як тут) умова невиродженості.

3.1.2.9. Які магнітні поверхні магнітних пасток звичайно руйнуються в першу чергу?

Струми в плазмі малі, і полоїдальне магнітне поле В(  створюється переважно зовнішніми обмотками. Але провідники, що живлять ці обмотки, несуть потужні струми і вносять помітні збурення у магнітне поле. Ці збурення відіграють роль неінтегровних доданків у гамільтоніані. 
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Під їхнім впливом резонансні тори (раціональні магнітні поверхні rs, на яких q(rs)=m/n - фактор безпеки) руйнуються, і на їхньому місці виникають магнітні острівці, оточені хаотичними силовими лініями магнітного поля. Однак завдяки збереженню інваріантних торів і відсутності дифузії Арнольда глобальна стійкість системи зберігається, якщо розміри острівців невеликі (нагадаємо, що вони зростають із зростанням величини збурення і зменшуються при збільшенні порядку резонансу).

3.1.2.10. Чи можуть малі збурення магнітного поля порушити умови утримання плазми в тороїдальній магнітній пастці? Відповідь обґрунтувати.

У тороїдальних магнітних пастках прагнуть створити магнітне поле, силові лінії якого були б спіралями, намотаними на послідовність вкладених торів, причому крок спіралі повинен змінюватися від тора до тора .Ці реальні поверхні можна розглядати як аналог КАМ-тора в тривимірному фазовому просторі деякої гамільтонівської системи з півтора ступенями вільності.

При малому збуренні резонансні тори руйнуються, але зберігаються інваріантні(нерезонансні) тори. Також завдяки n=1.5 ≤ 2 дифузія Арнольда відсутня і тому глобальна стійкість системи зберігається, при тому, що розміри острівців невеликі (нагадаємо, що вони зростають із зростанням величини збурення і зменшуються при збільшенні порядку резонансу).

3.1.2.11. Опишіть характер руйнування резонансних торів під дією малого неінтегровного збурення.

Згідно КАМ: Врахування неінтегровного збурення в гамільтоніані приводить до того, що нерезонансні тори лише трохи деформуються, а характер руху на них зберігається (такі тори називають інваріантними). Резонансні тори руйнуються, і на їхньому місці виникають області, де рух носить нерегулярний характер, відмінний від періодичного та квазіперіодичного.

Згідно Пуанкаре-Біркгофа(див. відповідний пункт): від кривої залишиться тільки 2kn (k=1, 2, 3,...) нерухомих точок, причому стійкі (еліптичні, або центри) та нестійкі (гіперболічні, або сідла) точки чергуються.
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3.1.3

1. За яких умов у гамільтонівських системах виникає глобальний хаос?
Оцінити умови переходу системи до глобального хаосу можна за допомогою так званого критерію Чирікова. Суть його зводиться до того, що для виникнення глобального хаосу повинне відбутися перекриття резонансів, тобто віддаль між сусідніми резонансами (наприклад, за частотою (( або за дією (І) повинна стати меншою від їхньої ширини (відповідно (( або (І):
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(3.1.52)

(рис. 3.1.10).
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	Рис. 3.1.10. Сусідні нелінійні резонанси (у координатах дія –кут). Показано ширину резонансів та віддаль між ними.


2. Чи існує в гамільтонівських системах із глобальним хаосом мережа Арнольда?
Так, коли кількість ступенів вільності системи більше двох n(2.
Системі з n ступенями вільності відповідає фазовий простір з розмірністю 2n. Для автономної гамільтонівської системи зображувальна точка рухається на гіперповерхні сталої енергії, яка має розмірність 2n-1. З іншого боку, інваріантні тори мають розмірність n. Такі тори можуть відділити області нерегулярного руху одну від одної, якщо їхня розмірність буде не більше ніж на одиницю меншою, ніж розмірність області, де рухається зображувальна точка, тобто від розмірності гіперповерхні сталої енергії. Справді, для того, щоб відділити два об’єми (розмірність 3), потрібна щонайменше поверхня (розмірності 2); лінія (розмірність 1) цього зробити не може. Таким чином, області нерегулярного руху, що виникли на місці зруйнованих резонансних торів, будуть відділені одна від одної за виконання умови n((2n-1)-1, або n(2.

При n(2 інваріантні тори вже не можуть відділити області нерегулярного руху одна від одної. В результаті ці області межують одна з одною, утворюючи єдину складну мережу – так звану павутину Арнольда. Рухаючись уздовж цієї павутини, зображувальна точка може (залишаючись, зрозуміло, на гіперповерхні сталої енергії) відійти як завгодно далеко від свого початкового положення. При цьому, очевидно, може помітно змінюватися не тільки значення кута, але й значення дії. Такий рух зображувальної точки прийнято називати дифузією Арнольда.

3. Чи залежить швидкість розбігання сусідніх зображувальних точок у фазовому просторі системи з локальною нестійкістю від їхнього взаємного розташування?
Якщо під локальною нестійкістю розуміти просторову близькість фазових точок, то для них буде переважати один показник Ляпунова, що в свою чергу значить, що швидкість розбігання цих точок у фазовому просторі буде однаковою і не залежатиме від відстані між ними.

Це слідує з розгляду найбільш загального випадку динамічної системи, що задається диференціальним рівнянням вигляду
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(3.1.62)

з початковими умовами X(t=0)=X0 (N – розмірність фазового простору). Розглянемо тепер деяку близьку фазову траєкторію:
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(3.1.63)

Розрахуємо величину
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(3.1.64)

Можна показати(див методичку), що при всіх можливих поворотах вектора ((0) величина Σ буде змінюватися стрибком і набувати значень зі скінченого набору {σj}, j=1,.., N. Ці величини називають (глобальними) показниками Ляпунова.

4. Чи може бути гамільтонівською система з двома ступенями вільності, яка має чотири різних показники Ляпунова?
Ні, тому що принаймні два показники Ляпунова повинні бути рівні 0. Це випливає з властивостей показників Ляпунова:

2. Один з показників Ляпунова, що відповідає зсуву вздовж фазової траєкторії, яка не закінчується в особливій точці, завжди дорівнює нулеві.

4. Для гамільтонівських систем має місце симетрія:
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(3.1.71)

де k – число ступенів вільності (N =2k). Отже, для гамільтонівських систем принаймні два показника Ляпунова дорівнюють нулеві.

5. Гамільтонівська система з двома ступенями вільності має показник Ляпунова (1=3. Якими будуть інші показники Ляпунова цієї системи?
(1={0,0,-3}. Це випливає з властивостей показників Ляпунова:

2. Один з показників Ляпунова, що відповідає зсуву вздовж фазової траєкторії, яка не закінчується в особливій точці, завжди дорівнює нулеві.

4. Для гамільтонівських систем має місце симетрія:


[image: image50.wmf]1

2

+

-

-

=

i

k

i

s

s

, 


[image: image51.wmf]k

i

,

1

=

,







(3.1.71)

де k – число ступенів вільності (N =2k). Отже, для гамільтонівських систем принаймні два показника Ляпунова дорівнюють нулеві.

6. Який фізичний зміст часу розчеплення кореляцій для гамільтонівської системи? Від чого залежить цей час?
Можна сказати, що корелятор кількісно визначає пам’ять системи про її початкові умови. 

Введемо тепер величини
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(3.1.61)

і побудуємо їхній корелятор:
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Як випливає з (3.1.60),
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(3.1.59 а)

Характерний час спадання корелятора R(f,g,t) і можна розглядати як деяку кількісну характеристику процесу перемішування – характерний час розчеплення кореляцій, або характерний час перемішування. Його точне визначення обирається в залежності від конкретної задачі.

Час розчеплення кореляцій залежить від збурення, яке вноситься до системи (тобто величини не інтегрованого доданку в гамільтоніані).
7. Для визначення огрубленого фазового об’єму користуються n-вимірними кубами з ребром (. Характерний розмір фазової краплі в початковий момент часу – а (a>>(). Через який час огрублений фазовий об’єм почне зростати?
Але для гамільтонівських систем внаслідок теореми Ліувілля об’єм фазової краплі буде зберігатися в процесі її еволюції, тому формально й ентропія S при цьому не змінюватиметься. В той же час структура фазової краплі буде змінюватись. В ній з’являються свого роду порожнини (хоча топологічних змін при цьому не відбувається). З часом пузирчаста структура стає все дрібнішою, а об’єм, у якому вона знаходиться, зростає (рис. 3.1.11).
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	Рис.3.1.11. Еволюція фазової краплі в гамільтонівській системі з перемішуванням.


Введемо величину ε, що має розмірність фазового об’єму, і грубо намалюємо структуру фазової краплі з точністю то εN (тобто лініями завтовшки ε, де N – розмірність фазового простору). Так виникає огрублений фазовий об’єм ΔG. Для нього теорема Ліувілля вже не справджується, і ΔG(t) з часом зростатиме, оскільки він відчуває розтягання, але не відчуває стиснення (починаючи з деякого моменту часу).
Огрублений фазовий об’єм почне зростати в той момент, коли нитки фазової краплі стануть співрозмірні (тонші) за параметр ε. Час до настання цього моменту буде залежати від параметрів системи, що розглядається(тобто показників Ляпунова, які характеризують швидкість зростання збурення в системі).
8. Чим визначається проміжок часу, на якому можна визначити КС-ентропію для гамільтонівської системи?
Проміжок часу визначається моментом, коли огрублений фазовий об’єм почне зростати (товщина утворюваних ниток фазової краплі буде меншою за параметр огрубленого фазового об’єму ( (ребро n-вимірного куба)) і аж до нескінченного часу (в реальному випадку обмежується обчислювальними можливостями :)).
9. Запропонуйте можливі алгоритми визначення КС-ентропії в числовому експерименті.
Ініціалізувати дві сітки (масиви), один з яких більший і визначатиме (моделюватиме) фазовий простір системи, де розповзатиметься фазова крапля. Другий матиме менший розмір і буде слугувати для грубої оцінки фазового простору. Розраховуючи еволюцію системи відстежити момент, коли огрублений фазовий об’єм почне зростати і фіксувати його зміну з часом. Інтерполювати отриману залежність зміни огрубленого фазового об’єму від часу експонентою і показник степені h буде шуканою  КС-ентропією 
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10. Які висновки про рух гамільтонівської системи можна зробити, досліджуючи спектральну інтенсивність її руху?
Спектр потужності (спектральна інтенсивність) І(() звичайно вводиться як перетворення Фур’є від автокореляційної функції Bi(t) деякої змінної qi:
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де
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(усереднення в (3.1.81) здійснюється за ансамблем реалізацій; його можна також розглядати як усереднення за фазовим об’ємом, у якому еволюціонує система). Співвідношення (3.1.80) являє собою частинний випадок теореми Вінера - Хінчина.

Знаючи автокореляційну функцію можна робити висновки про час, за який система забуває свій початковий стан.

Спектр нерегулярної траєкторії буде значно складнішим, ніж для регулярної. Як правило, спостерігається кілька піків, оточених “густою травою”. Можна довести, що для систем із перемішуванням спектр (3.1.83) має бути неперервним.
Втім, існує кілька обставин, які ускладнюють аналіз спектрів.

По-перше, на практиці часовий інтервал спостереження завжди обмежений, і це буде приводити до розширення спектральних ліній. Так, якщо гармонічний сигнал q(t)=Aexp(i(t) спостерігається на проміжку часу |t|<T, то замість (-функції отримаємо функцію
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В результаті замість дискретного спектру спостерігається неперервний.

По-друге, в реальних ситуаціях (включаючи комп’ютерне моделювання) в досліджуваних системах завжди присутні шуми різноманітної природи, які формують неперервний “п’єдестал” навіть для дискретного спектру.

Тим не менше на практиці аналіз спектрів у багатьох випадках дозволяє відділити регулярний та нерегулярний (хаотичний) рух.

11. Чи може КС-ентропія бути від’ємною?
К-С ентропія h визначає швидкість зростання ентропії S в результаті перемішування траєкторій у фазовому просторі.

Якщо система здійснює регулярний рух, то потік фазової рідини є ламінарним. В цьому випадку h=0. Поява додатної ентропії при h>0 пов’язана з перетворенням ламінарної течії фазової рідини на турбулентну.

Від’ємною  КС-ентропія бути не може, так як це значитиме, що система починає самостійно впорядковуватись (фазова крапля стане пузирчастою). Практично це не можливо, і хоча з міркувань однорідності часу в гамільтонівських системах можна задати такі початкові умови, що фазова крапля збереться в кулю, проте такі умови підібрати нереально.
3.1.4

1. Що таке нерухома точка для точкового відображення? Коли вона буде стійкою? Які фазові траєкторії у фазовому просторі відповідають їй?

Точка x* називається нерухомою точкою відображення (, якщо вона задовольняє співвідношенню
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 EMBED Equation.3  [image: image64.wmf](
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Іншими словами, нерухома точка – це точка, яка не змінюється під дією відображення. Такій точці відповідає замкнена траєкторія у фазовому просторі.

Власні значення αk матриці 
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 називаються мультиплікаторами.

Стійкою точка буде при |α1|<1, |α2|<1.

Для двовимірних відображень (N–1=2), очевидно, можливі лише три випадки:

|α1|>1, |α2|>1 – повністю нестійка нерухома точка, якій у фазовому просторі відповідає нестійкий граничний цикл (рис. 3.1.13 а);

|α1|<1, |α2|<1 – стійка нерухома точка, якій відповідає стійкий граничний цикл (рис. 3.1.13 б);

|α1|>1, |α2|<1 – сідлова нерухома точка, якій відповідає так званий сідловий граничний цикл (рис. 3.1.13 в).

	[image: image66.png]



	[image: image67.png]



	[image: image68.png]




	а
	б
	в

	Рис. 3.1.13: а – нестійкий граничний цикл; б – стійкий граничний цикл; 
в – сідловий граничний цикл.


2. Що таке цикл кратності m для точкового відображення? Які фазові траєкторії у фазовому просторі відповідають йому? Коли він буде стійким?

Циклом порядку m (або ж m-кратним циклом) точкового відображення називається послідовність точок x1,x2,…, xm, що задовольняють співвідношенням:
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причому всі точки послідовності – різні. Точки циклу називаються іноді m-кратними нерухомими точками (рис. 3.1.15).
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	Рис. 3.1.15. Двократний стійкий цикл х1*, х2* та нестійка нерухома точка х0*.


Оскільки для m-кратних нерухомих точок 
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(відображення ( послідовно діє m разів), то кожна з точок x1,x2,…,xm одночасно є нерухомою точкою відображення (m. Тому умова стійкості m-кратної нерухомої точки має вигляд
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Цикли на фазовій площині відповідають замкненим траєкторіям, які можуть бути або стійким, або нестійкими (аналогічно до стійкої точки, але відмінність полягає у тому, що цикл замикається через m число відображень, що можна уявити собі як резонансний тор з 
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 системи з двома ступенями вільності, при чому 
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 неціле число, а m,n — цілі.)

3. Яке відображення відповідає нестійкому рухові системи?

Відображення, для якого (((x)>1 в будь-якій точці, відповідає нестійкому рухові системи, бо дві дуже близькі точки через певну кількість відображень будуть розходитися експоненційно швидко.

4. Як пов’язані між собою мультиплікатори та показники Ляпунова?

Показник розтягання визначимо так: нехай у напрямку власного вектора із номером „і” має місце розтягання з характерним числом αі (|αі|>1). Тоді за n кроків довжина вектора зросте як 
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(3.1.90)

 де σi=ln|(i|. Величини σi – це не що інше як показники Ляпунова.

5. Які біфуркації можливі в системах, описуваних монотонно зростаючими відображеннями?

Для монотонно зростаючого відображення можлива біфуркація, яка відповідає народження (зникнення) у фазовому просторі динамічної системи пари граничних циклів – стійкого та нестійкого (як при задоволенні умови самозбудження автогенератора в жорсткому режимі).

6. Які біфуркації можливі в системах, описуваних монотонно спадними відображеннями?

Для взаємно однозначного відображення з (((х)≤0 можливі два типи біфуркації: перехід від стійкої нерухомої точки до нестійкої, оточеної стійким циклом, (рис. 3.1.17 а, б) і народження (зникнення) пари стійкий-нестійкий цикл (рис. 3.1.17 а, в). Першій із цих біфуркацій відповідає подвоєння періоду коливань.
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б
	Рис. 3.1.17. Біфуркації для монотонно спадного відображення: а, б – перетворення стійкої нерухомої точки в нестійку, оточену стійким двократним циклом; а, в – народження (зникнення) пари стійкий – нестійкий двократний цикл.


7. Відображення має цикл кратності 12. Цикли ще якої кратності воно має?

Тут треба скористатися теоремою Шарковського: Нехай φ є неперервне відображення лінійної області R в R, і воно має n-кратний зворотний цикл. Тоді відображення ( має і цикли кратності m, де m – будь-яке число, що передує n у послідовності:

3←5←7←9←…←(2n-1) ←…←2 ∙3←2 ∙5←2 ∙7←…←22 ∙3←22 ∙5←22 ∙7←… ←23←22←2←1,

причому такі цикли відповідають початковим умовам множини ненульової міри.

Тому при наявності циклу 12, відображення буде мати цикли: 22 ∙5←22 ∙7←… ←23←22←2←1.

8. Чому в більярді Синая виникає нестійкість?

Розглянемо найпростішу модель більярду :  відбиття точкової кульки від набору однакових кіл, що заповнюють деяку площину. Нехай характерна віддаль між центрами кіл – R, радіус окремого кола – r.

Для відбиття від одної кулі можна показати, що Зміна кута падіння ( на величину d( після відбиття породжує зміну кута ( (кута відбивання) на величину 
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Як випливає з останього, |d(/d(|>1 при R>r, а останнє співвідношення за умовою задачі виконується завжди. Тому дві близькі точки на фазовій площині з часом будуть розбігатися, що і спричиняє нестійкість системи.

3.1.5

1. Які реальні системи можуть, на Вашу думку, бути описані моделлю універсального відображення?
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Відображення  відоме в літературі як універсальне відображення. 
Усі системи, гамільтоніан яких е суперпозицією інтегровної частини та малого неінтегровного збурення :
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Також на систему може діяти ще періодична сила, яка описується потенціалом V.
2. Який характер нелінійності має осцилятор, що відповідає моделі стандартного відображення?
  Для моделі стандартного відображення : ω(I)=ω0+ω(I., що відповідає квадратичній нелінійності.
3. Що є причиною утворення острівців вищих порядків на фазовому портреті стандартного відображення?

            Наявність малого неінтегровного збурення у гамільтонані, яке як слідує з теореми   Пуанкаре – Біркгофа призводить до виникнення острівців вищих порядків.
4. Опишіть і поясніть залежність часу перемішування за кутом від властивостей моделі нелінійного осцилятора, на який діють короткі удари.

      Час перемішування як слідує з 
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K0=(((0Т.
I0=V0T, (=((I0/I
5. За яких умов час перемішування за дією для стандартного відображення буде значно меншим від часу перемішування за кутом?
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3.2.1
1. Чому в фазовому просторі дисипативних систем виникають атрактори?

Для дисипативних систем теорема Ліувілля вже не справджується, і об’єм фазової краплі з часом змінюється. Він може як зростати, так і зменшуватись, але в середньому з часом він зменшується (це добре видно на прикладі автогенератора, див. рис. 3.2.1). В результаті при t(+( всі зображувальні точки опиняються на деякій підмножині фазового простору з нульовою мірою, яка називається атрактором. Точніше кажучи, атрактор – це деяка підмножина В фазового простору, що задовольняє таким умовам:

- вона інваріантна щодо дії оператора потоку, FtB=B;

- існує деякий окіл U, що стискається до В під дією оператора потоку;

- множину В не можна розбити на дві інваріантні підмножини, що не перетинаються.
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	Рис. 3.2.1. Зміна об’єму фазової краплі на фазовій площині автогенератора.



Прикладами атракторів на фазовій площині можуть бути стаціонарні точки (стійкий фокус, стійкий вузол) та стійкі граничні цикли.


У фазовому просторі з розмірністю вище трьох, крім стаціонарних точок та граничних циклів, з’являється ще один різновид атракторів – багатовимірні інваріантні тори, що відповідають автоколиванням із кількома некратними частотами.


Всі згадані типи атракторів називають простими атракторами.


Крім атракторів, у фазовому просторі дисипативних систем можуть існувати й такі об’єкти, до яких зображувальні точки з деякого околу притягаються при t(–(. Такі об’єкти дістали назву репелерів. Репелери, як і атрактори, інваріантні щодо дії оператора потоку. Прикладами репелерів можуть служити нестійкий фокус, нестійкий вузол та нестійкий граничний цикл.


Відзначимо, що вже в тривимірному фазовому просторі можуть існувати стаціонарні точки, що є комбінаціями стійкого та нестійкого типів .

2. Порівняйте перемішування та його характеристики в гамільтонівських та дисипативних системах.

Гамільтонівські системи – це автономні чи неавтономні консервативні системи з обмеженою кількістю ступенів вільності. Суттєво, що методи дослідження та кількісні характеристики хаотичного руху гамільтонівських систем у багатьох випадках переносяться на дисипативні системи.

Строго кажучи, навіть при виникненні глобального хаосу не всі траєкторії у фазовому просторі відповідають стохастичній динаміці.

Однак, якщо нас цікавлять глобальні характеристики стохастичної поведінки, то наявністю острівців регулярного руху можна знехтувати. Тоді можна сказати, що поведінка систем із глобальним хаосом описується моделлю систем із перемішуванням.
Нагадаємо визначення систем із перемішуванням.

Розглянемо гамільтонівську систему, що здійснює фінітний рух. Тоді фазові траєкторії, що описують цей рух, будуть знаходитись у деякій обмеженій області D фазового простору.

Нехай деяка фазова траєкторія системи X=X(t) задовольняє початковим умовам X(t=0)=X0. Визначимо оператор потоку Ft як оператор, дія якого на точку X0 перетворює її в точку X(t):
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(3.1.54)

Для гамільтонівських систем в силу теореми Ліувілля фазовим об’єм є нестисливим, тобто для довільної області А, що рухається у фазовому просторі під дією оператора потоку,
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(3.1.55)

Розглянемо дві довільні області А і В з мірами μ(A) і μ(B). Нехай область B залишається нерухомою, а область A еволюціонує з плином часу під дією оператора потоку Ft: At=FtA. Позначимо через At∩B сукупність усіх частин області At, що входять до складу області B.

Говорять, що динамічна система має властивість перемішування, якщо при довільному виборі областей А та В виконується умова
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(3.1.56)

Перепишемо (3.1.55) у формі:
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(3.1.56 а)

Запис (3.1.56 а) вказує, що частка шматків області А, які потрапили до нерухомої області В, з часом стає такою самою, як частка області А в усій області D. Оскільки область В часом рівномірно заповнюють усю область D. Це твердження залишається справедливим при довільному початковому положенні та розмірах області А.

Таким чином, наявність перемішування в системі означає, що її фазові траєкторії є абсолютно нестійкими щодо малих збурень, тобто сусідні фазові траєкторії з часом розбігаються. Це випливає з того, що шматки як завгодно малої області А з часом рівномірно заповнюють усю область D. Наявність нестійкості за обмеженості області D означає, що поведінка системи з перемішуванням є непередбачуваною. Нарешті, оскільки з часом шматки області А не можуть знов зібратися разом, це означає, що поведінка такої системи є необоротною.

Наслідком перемішування є також розчеплення часових кореляцій.

Для систем із перемішуванням у фазовому просторі сусідні зображувальні точки розбігаються, але це не характерно для простих атракторів.

Крім простих атракторів, у фазовому просторі можуть існувати ще так звані дивні атрактори, які не є ні стаціонарними точками, ні граничними циклами, ні інваріантними торами. Вони поєднують стійкість із нестійкістю. Зображувальні точки з часом притягаються до дивного атрактора, але на самому атракторі сусідні зображувальні точки з часом розбігаються, тобто має місце нестійкість (щось схоже має місце для стаціонарних точок типу сідло-фокус та сідло-вузол). 

Поведінка фазових траєкторій на дивному атракторі аналогічна поведінці гамільтонівських систем із перемішуванням, їй відповідає стохастична динаміка системи. Зокрема, на дивному атракторі можна визначити КС-ентропію та час перемішування.

Зокрема, зміна огрубленого фазового об’єму для дисипативної системи, що має дивний атрактор у фазовому просторі, визначається співвідношенням:
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(3.2.1)

Час t0 у формулі (3.2.1) повинен задовольняти умові t0(t0*, де t0* – час, за який зображувальні точки, що належать фазовій краплі (G0, потрапляють на дивний атрактор.
3. Назвіть особливості хаотичної динаміки дисипативних систем у порівнянні з гамільтонівськими.

У дисипативних системах стохастична динаміка має свою специфіку. Виявляється, що стохастична динаміка дисипативних систем еквівалентна існуванню в їхньому фазовому просторі деякого особливого об’єкта – дивного атрактора. Дивні атрактори не є ні стаціонарними точками, ні граничними циклами, ні інваріантними торами. Вони поєднують стійкість із нестійкістю. Зображувальні точки з часом притягаються до дивного атрактора, але на самому атракторі сусідні зображувальні точки з часом розбігаються, тобто має місце нестійкість (щось схоже має місце для стаціонарних точок типу сідло-фокус та сідло-вузол, рис.3.2.2). 
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	Рис. 3.2.2. Особливі точки типу сідло-вузол (а, б) та сідло-фокус (в, г)
 у тривимірному фазовому просторі.


Рух інтегровних гамільтонівських систем є регулярним (періодичним або квазіперіодичним). Гамільтонівські системи, близькі до інтегровних, демонструють зародження хаотичної динаміки. 

Причиною виникнення хаотичної динаміки (непередбачуваності) в системах із невеликою кількістю ступенів вільності є поєднання нестійкості системи, яка виявляється в розбіжності з часом сусідніх зображувальних точок з часом, із обмеженістю (фінітністю) руху. Початкові умови, необхідні для передбачення руху системи, завжди відомі лише зі скінченою точністю. Внаслідок нестійкості початкова невизначеність з часом зростає, так що через деякий час вона виявляється за порядком величини такою самою, як передбачене значення. Це й означає непередбачуваність руху системи.

4. Як, на вашу думку, виглядає граничний перехід між гамільтонівськими та дисипативними системами з хаотичною динамікою?

??????????????????????????
5. Які властивості дивних атракторів у фазовому просторі дисипативних систем Вам відомі?


Дивні атрактори не є ні стаціонарними точками, ні граничними циклами, ні інваріантними торами. Вони поєднують стійкість із нестійкістю. Зображувальні точки з часом притягаються до дивного атрактора, але на самому атракторі сусідні зображувальні точки з часом розбігаються, тобто має місце нестійкість (щось схоже має місце для стаціонарних точок типу сідло-фокус та сідло-вузол, рис.3.2.2). 


Поняття дивного атрактора було введене Д.Рюелем та Ф.Такенсом.


Прості атрактори є підмноговидами фазового простору динамічних систем. Підмноговид простору М – це будь-яка підмножина W простору М( (М( включається до М), яка має в кожній точці єдину дотичну гіперплощину, тобто W вкладена в М гладенько. Наприклад, граничний цикл та двовимірний інваріантний тор – це приклади одновимірного та двовимірного підмноговидів.


Але у фазовому просторі дисипативних систем з розмірністю не менше трьох можуть існувати обмежені притягальні множини, що є атракторами, але при цьому не є підмноговидами. Саме такі об’єкти називаються дивними атракторами.


Дивні атрактори мають надзвичайно складну геометричну структуру: вони належать до фракталів і характеризуються нецілою геометричною розмірністю.


Поведінка фазових траєкторій на дивному атракторі аналогічна поведінці гамільтонівських систем із перемішуванням, їй відповідає стохастична динаміка системи. Зокрема, на дивному атракторі можна визначити КС-ентропію та час перемішування.


Зміна огрубленого фазового об’єму для дисипативної системи, що має дивний атрактор у фазовому просторі, визначається співвідношенням:
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(3.2.1)

Час t0 у формулі (3.2.1) повинен задовольняти умові t0(t0*, де t0* – час, за який зображувальні точки, що належать фазовій краплі (G0, потрапляють на дивний атрактор.


Із викладеного вище зрозуміло, що дивні атрактори можуть існувати лише в таких дисипативних системах, які є або відкритими (до яких надходить енергія ззовні), або нерівноважними (тобто мають великий запас внутрішньої енергії). В протилежному випадку коливання в дисипативній системі з часом повинні згасати.

6. Які геометричні властивості дивних атракторів Вам відомі?

Дивні атрактори мають надзвичайно складну геометричну структуру: вони належать до фракталів і характеризуються нецілою геометричною розмірністю.


Поведінка фазових траєкторій на дивному атракторі аналогічна поведінці гамільтонівських систем із перемішуванням, їй відповідає стохастична динаміка системи. Зокрема, на дивному атракторі можна визначити КС-ентропію та час перемішування.


Зокрема, зміна огрубленого фазового об’єму для дисипативної системи, що має дивний атрактор у фазовому просторі, визначається співвідношенням:
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(3.2.1)

Час t0 у формулі (3.2.1) повинен задовольняти умові t0(t0*, де t0* – час, за який зображувальні точки, що належать фазовій краплі (G0, потрапляють на дивний атрактор.

(для розуміння інших властивостей можна звернутися до попереднього питання)

3.2.2
1. Опишіть, як виглядає фазовий портрет системи, описуваної рівняннями (3.2.5 б).

Системі, описуваній рівняннями (3.2.5 б), відповідає структура дивного атрактора.


Можна вважати, що структура фазового простору для системи (3.2.5 б) аналогічна до задачі про рух нелінійного консервативного осцилятора під дією послідовності коротких ударів, яка приводить до стандартного відображення (див. п. 3.1.5.2).


Фазовий портрет нелінійного осцилятора в координатах дія-кут зручно малювати в полярних координатах, де по радіусу відкладена дія І, а по куту – кут (. Він являтиме собою набір концентричних кіл, кожному з яких внаслідок неізохронності відповідає своя частота обертання зображувальної точки (рис. 3.1.1 а).

	[image: image101.png]@
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	Рис. 3.1.1. Фазовий портрет в координатах дія-кут для системи з однією (а) та двома (б) ступенями вільності..


2. Як змінюватиметься фрактальна розмірність дивного атрактора, що відповідає стандартному дисипативному відображенню, при зміні параметра Г від нуля до нескінченності?

Спочатку дивимося на питання 2 розділу 3.2.3 цього колка (трохи далі). Там є детальний розрахунок для оцінки фрактальної розмірності дивного атрактора.

Ось звідти видираємо таку дуже корисну і цікаву формулу (:


[image: image103.wmf]h

Г

h

d

F

+

+

=

1


Тобто, логічно, що при 
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 фрактальна розмірність дивного атрактора буде варіювати у межах 
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3.2.3
1. Які сценарії переходу до хаосу можна реалізувати в генераторі шуму КПР?


При переході до хаосу через переміжність (за сценарієм Помо – Манервіля) спочатку спостерігаються регулярні коливання. При подальшій зміні керуючого параметра вони починають зрідка перериватися хаотичним рухом (рис. 3.2.17 в). При подальшій зміні параметра в коливаннях залишається все менше регулярності, і вони набувають хаотичного характеру. Справді, на графіку поворотного відображення для релаксаційного режиму (рис. 3.2.17 а) існує стійка стаціонарна точка, яка зникає в хаотичному режимі (рис. 3.2.17 б).

Перехід від режиму регулярних релаксаційних коливань  до стохастичного режиму  за сценарієм Фейгенбаума відбувається через послідовні подвоєння періоду.

Додатково див. 3.2.3.10. Особливості біфуркацій

Всі графіки там же....... (
2. Оцініть розмірність дивного атрактора для генератора шуму КПР.

По-перше, необхідно нагадати Вам, що таке дивний атрактор, оскільки

у пана Анісімова цілком логічно може виникнути таке запитання: «А що це воно таке ???»

Користуючися його ж книжечкою «Коливання і хвилі», кажемо таке:
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Тепер говоримо, що ж таке розмірність: 


Нагадаємо спочатку визначення фрактальної (хаусдорфової) розмірності об’єкта в k-вимірному фазовому просторі.


Будемо покривати об’єкт k-вимірними кубами з ребром (. Нехай для цього потрібно N(() кубів. Тоді фрактальна розмірність dF визначається співвідношенням
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(3.2.27)
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геометричною.

Далі все, що написано меншим шрифтом є необовязковою частиною і може бути використано лише для детального розбору теорії:

Розглянемо тепер деяку двовимірну область, яка еволюціонує під дією відображення Пуанкаре. Нехай це відображення характеризується сталими (незалежними від номеру кроку) мультиплікаторами 1,2, причому |1|<1, |2|>1.


Нехай на n-му кроці відображення розмір n, який входить до формули (3.2.27), визначається співвідношенням n=С|1|n, де С – деяка константа. Тоді n0 при n. При великих значеннях n досліджувана область являтиме собою вузьку смугу, довжина якої буде пропорційна до |2|n. Отже, число NnN(n) можна оцінити як
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(3.2.28)

де С1 та С2 – деякі константи. Підставляючи (3.2.28) до (3.2.27), легко отримати, що
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(3.2.29)


Якщо відображення відповідає гамільтонівській системі, то для неї |12|=1, і, відповідно до формули (3.2.29), dF=2. Це результат того, що у випадку перемішування стохастична траєкторія рівномірно заповнює область фазового простору, що відповідає фінітному рухові системи. 

Для дисипативної системи об’єм фазової краплі з часом повинен стискатися, так що (принаймні для великих n, коли точки досліджуваної області наближаються до дивного атрактора) |12|(1, і, відповідно, 1(dF(2.

Повернемося тепер до стандартного дисипативного відображення ((3.2.12 б). Для нього мультиплікатори визначаються формулами (3.2.18 а). Вони залежать від х, а, отже, й від номера кроку. Тоді в формулі для фрактальної розмірності (3.2.9) мультиплікатори 1,2 треба замінити їхніми середніми геометричними (по всіх кроках відображення) значеннями:
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(3.2.30)

де верхній індекс у круглих дужках вказує на номер кроку.


Величина в правій частині (3.2.30) має невипадкову границю. Щоб знайти цю границю, подамо праву частину (3.2.30) у формі
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(3.2.30 а)


Усереднення в правій частині (3.2.30 а) дає:
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(3.2.30 б)

де використане позначення
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(3.2.31)

w(x,y) – стаціонарна функція розподілу на стохастичному атракторі.


Підставимо (3.2.30 б) до (3.2.29) з урахуванням заміни (3.2.30). Отримаємо:
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(3.2.32)

де h=<ln(2> – КС-ентропія (див. п. 3.1.3.5).


При малих h фрактальна розмірність дивного атрактора близька до двійки. Для випадку |(K0|>>Г(1 можна вважати, що h(ln((K0), і
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(3.2.32 а)


Як випливає з (3.2.32 а), фрактальна розмірність менша від двійки на величину, що дорівнює відношенню коефіцієнта дисипації (коефіцієнта стиснення фазового об’єму) до коефіцієнту розбіжності траєкторій (інкременту локальної нестійкості).

Тепер говоримо, як же це все ліпиться до нашого генератора шуму КПР (
Фазовий портрет генератора шуму КПР для мономодального режиму стохастичних коливань має ось такий вигляд (зліва)

А правіше – це діаграма Ламерея для точкового відображення
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Фазовий портрет для мономодального режиму показано на рис. (лівіше). Фазова траєкторія являє собою дивний атрактор, який має характерну фрактальну структуру. Фрактальна розмірність цього атрактора лежить, очевидно, в межах від одиниці до двійки. (Слово «очевидно» не повинно вас лякати, оскільки із попередніх розрахунків все це дійсно випливає...). Область нестійкості на дивному атракторі припадає на ділянку поверхні повільного руху.


Стрибки між поверхнями повільного руху призводять до формування максимумів і різких спадів на діаграмі Ламерея для точкового відображення. Діаграма Ламерея показана на рис. (правіше). Вона має один різкий максимум. Відображення такого типу називають мономодальним. Такий режим хаотичних коливань можна описати за допомогою мономодального відображення, тому й відповідний режим стохастичних коливань генератора КПР можна назвати мономодальним. 

3. Що треба змінити в генераторі КПР, щоб збільшити середню довжину пачок коливань у мономодальному режимі стохастичних коливань?
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Ми маємо деякі сумніви з приводу правильної відповіді, але пропонуємо такий варіант (оскільки інших немає)..... (
Ось радіоелектронна схема генератора КПР:


Довжина пачок коливань (див. на графіку) пропорційна параметрам радіоелектронної схеми генератора КПР, а саме величині сталій часу 
[image: image121.wmf]RC
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. Тому необхідно її збільшити, очевидно. Це звичайно на практиці робиться шляхом регулювання ємності.
Все, бажаємо Вам успіхів.................... !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
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