Квантовая механика

Решение задач по теме 7:

Задачи 

1. Найдите уровни энергии и собственные функции одномерного гармонического осциллятора.

Будем искать решение уравнения Шредингера:
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Сделаем обезразмеривающую замену 
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. Уравнение примет вид:
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Легко убедиться, что при 
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 волновая функция имеет вид 
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. Это легко сделать, пренебрегая 
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 по сравнению с 
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. Тогда функция должна иметь вид 
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. Будем искать решение уравнения
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в виде степенного ряда 
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. Подставим этот ряд в уравнение и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 
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, получим ряд соотношений
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Первые два уравнения являются тождествами, если положить 
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. Из последнего уравнения получаем рекуррентную формулу для коэффициентов ряда
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Все четные 
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 можно определить через 
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, а нечетные – через 
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Бесконечный степенной ряд в общем случае не является сходящимся. Следовательно, его следует сделать конечным, то есть оборвать на некотором члене. То есть в рекуррентной формуле следует положить некоторое 
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 дискретны, а уравнение на собственные функции примет вид:
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,
ему удовлетворяют полиномы Чебышева-Эрмита 
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Волновая функция имеет вид:
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Пронормируем ее.
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Один из полиномов представим в явном виде и проведем 
[image: image36.wmf]n

 раз интегрирование по частям, получим
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так как 
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Ответ: 
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2. Найдите уровни энергии и собственные функции трехмерного гармонического осциллятора вида 
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Рассмотрите случай изотропного осциллятора.

Будем искать решение трехмерного уравнения Шредингера:
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в виде 
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,

. Уравнение примет вид:
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разделим все уравнение на 
[image: image48.wmf]XYZ
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каждое из слагаемых в левой части зависит только от одной переменной, их сумма – постоянная, следовательно, каждое из этих слагаемых тоже константа. 

Тогда уравнения примут вид



[image: image50.wmf]0

2

2

1

2

2

1

2

2

=

+

w

-

¶

¶

X

mE

X

x

x

X

h

, 



[image: image51.wmf]0

2

2

2

2

2

2

2

2

=

+

w

-

¶

¶

Y

mE

Y

y

y

Y

h

, 



[image: image52.wmf]0

2

2

3

2

2

3

2

2

=

+

w

-

¶

¶

Z

mE

Z

z

z

Z

h

,
где 
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. Решения этих уравнений аналогичны решению уравнений для одномерного гармонического осциллятора:
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Тогда волновая функция 
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с учетом нормировки
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и энергия 
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Заметим, что в случае изотропного осциллятора 
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 уровни энергии являются вырожденными:
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Так, например, если 
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 могут быть (2;0;0), (1;1;0), (1;0;1), (0;2;0), (0;1;1), (0;0;2) – уровень энергии 
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Ответ: 
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3. Найдите возможные значения энергии 
[image: image79.wmf]E

 квантового гармонического осциллятора с частотой 
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, находящегося в состоянии, описываемом волновой функцией: 

а) 
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Уравнение Шредингера для гармонического осциллятора с частотой 
[image: image83.wmf]w
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даст значение энергии осциллятора: а) 
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Поскольку энергия не может зависеть от координаты, вероятно, слагаемые, содержащие координату, в сумме равны нулю:
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аналогично 
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Ответ: а) 
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4. Вычислите среднее значение квадрата координаты 
[image: image96.wmf]2
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 и среднюю потенциальную энергию одномерного гармонического осциллятора, находящегося на 
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-ом энергетическом уровне.

По определению среднего значения кинетическая энергия 



[image: image98.wmf]ò

ò

y

=

y

y

=

dx

x

dx

x

x

2

2

2

*

2

ˆ

.
При 
[image: image99.wmf]0

x

x

=

x

, где 
[image: image100.wmf]w

=

m

x

h

0



[image: image101.wmf](

)

x

=

y

x

-

n

n

n

H

e

C

2

2

, где 
[image: image102.wmf]!

2

1

0

n

x

C

n

n

×

p

=

.

Подставим явный вид функции в формулу 
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Заменяя один из полиномов 
[image: image104.wmf](

)

(

)

n

n

n

n

d

e

d

e

H

x

-

=

x

x

-

x

2

2

1

 и интегрируя 
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Очевидно, 
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По рекуррентной формуле
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Подставляя производную в интеграл, получаем
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Эти интегралы легко взять при помощи интеграла Пуассона 
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Тогда средняя потенциальная энергия 
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Ответ: 
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5 Вычислите среднюю кинетическую энергию одномерного гармонического осциллятора, энергия которого равна 
[image: image119.wmf]w

h

2

5

.

Для одномерного осциллятора оператор кинетической энергии 
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то средняя кинетическая энергия 
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В данном случае энергия 
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Подставим явный вид функции в формулу
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Эти интегралы легко взять, если к интегралу Пуассона 
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применить интегрирование по параметру
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Ответ: 
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6. Определите минимальную энергию одномерного квантового осциллятора, пользуясь соотношением неопределенностей.

Среднее значение энергии одномерного квантового осциллятора можно записать
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Из соотношения неопределенностей 
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Найдем минимум энергии, как функции 
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тогда среднее значение энергии
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Ответ: 
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7. Найдите уровни энергии и собственные функции одномерного заряженного гармонического осциллятора, помещенного в однородное электрическое поле напряженностью 
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, направленной вдоль оси колебаний. Заряд осциллятора 
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Потенциальная энергия такого осциллятора
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Будем искать решение уравнения Шредингера:
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Выделим в потенциальной энергии полный квадрат
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где сделана замена 
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 примет вид:
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решение которого известно: 
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Уровни энергии осциллятора в электрическом поле смещены:
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а в волновых функциях 
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Ответ: 
[image: image155.wmf](

)

2

2

2

2

1

2

2

w

e

-

+

w

=

m

q

n

E

n

h

, 
[image: image156.wmf](

)

(

)

x

p

=

x

y

x

-

n

n

n

H

e

n

x

2

4

0

2

!

2

, где 
[image: image157.wmf]0

2

0

x

m

q

x

x

x

÷

ø

ö

ç

è

æ

w

e

-

=

¢

=

x

.
PAGE  
1

_1217867056.unknown

_1217880362.unknown

_1217885243.unknown

_1218093237.unknown

_1218093826.unknown

_1218094611.unknown

_1232344829.unknown

_1232344896.unknown

_1232345885.unknown

_1232344797.unknown

_1218094453.unknown

_1218094514.unknown

_1218094603.unknown

_1218094425.unknown

_1218093715.unknown

_1218093727.unknown

_1218093513.unknown

_1218093691.unknown

_1218092708.unknown

_1218092890.unknown

_1218092901.unknown

_1218092771.unknown

_1217885883.unknown

_1218031335.unknown

_1217885610.unknown

_1217885827.unknown

_1217885852.unknown

_1217885799.unknown

_1217885447.unknown

_1217883489.unknown

_1217884503.unknown

_1217884753.unknown

_1217884941.unknown

_1217884927.unknown

_1217884582.unknown

_1217884285.unknown

_1217884435.unknown

_1217884445.unknown

_1217883564.unknown

_1217881492.unknown

_1217882558.unknown

_1217882745.unknown

_1217881796.unknown

_1217882501.unknown

_1217882123.unknown

_1217881705.unknown

_1217880902.unknown

_1217880932.unknown

_1217880613.unknown

_1217880856.unknown

_1217880390.unknown

_1217868926.unknown

_1217870164.unknown

_1217870714.unknown

_1217879321.unknown

_1217879843.unknown

_1217880256.unknown

_1217870899.unknown

_1217870901.unknown

_1217870831.unknown

_1217870898.unknown

_1217870298.unknown

_1217870392.unknown

_1217870460.unknown

_1217870237.unknown

_1217869767.unknown

_1217869790.unknown

_1217869950.unknown

_1217869782.unknown

_1217869099.unknown

_1217869211.unknown

_1217869064.unknown

_1217867585.unknown

_1217868075.unknown

_1217868246.unknown

_1217868796.unknown

_1217868162.unknown

_1217867649.unknown

_1217868013.unknown

_1217867624.unknown

_1217867244.unknown

_1217867331.unknown

_1217867498.unknown

_1217867306.unknown

_1217867158.unknown

_1217867178.unknown

_1217867067.unknown

_1217862914.unknown

_1217866590.unknown

_1217866900.unknown

_1217866995.unknown

_1217867036.unknown

_1217866934.unknown

_1217866731.unknown

_1217866787.unknown

_1217866601.unknown

_1217863613.unknown

_1217866374.unknown

_1217866509.unknown

_1217866521.unknown

_1217866568.unknown

_1217866415.unknown

_1217866224.unknown

_1217866105.unknown

_1217866123.unknown

_1217863315.unknown

_1217863541.unknown

_1217863587.unknown

_1217863364.unknown

_1217863063.unknown

_1217863131.unknown

_1217863022.unknown

_1217791302.unknown

_1217862714.unknown

_1217862741.unknown

_1217862758.unknown

_1217862731.unknown

_1217862251.unknown

_1217862315.unknown

_1217862480.unknown

_1217862642.unknown

_1217862446.unknown

_1217862300.unknown

_1217862034.unknown

_1217862118.unknown

_1217861996.unknown

_1217861628.unknown

_1217788645.unknown

_1217790948.unknown

_1217791075.unknown

_1217791206.unknown

_1217791226.unknown

_1217791137.unknown

_1217791044.unknown

_1217790319.unknown

_1217790589.unknown

_1217789734.unknown

_1217358978.unknown

_1217359161.unknown

_1217359337.unknown

_1217788036.unknown

_1217359171.unknown

_1217359137.unknown

_1217358811.unknown

_1217358876.unknown

_1217358734.unknown

