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КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 12: 

 
«Атом водорода в магнитном поле. 

Спин» 
 

 Задачи  
 
120. Определите уровни энергии и функции состояния 

свободного электрона в магнитном поле с индукцией B
r

, на-
правленной по оси Oz . 

Выберем координаты так, чтобы векторный потенциал маг-
нитного поля имел компоненты 

 ByAx −= ,   0=yA ,   0=zA . 
Уравнение Шредингера  

 ( )
ψ=ψ

− E
m

Aep
2

2rr

 

приведем к виду 

 ψψψψ EyB
m

e
x

eBy
m
i

m
=+

∂
∂

−Δ− 22
22

22
hh

. 

Так как коэффициенты его не зависят от x  и z , то решение мож-
но искать в виде 

 ( )yfee ibziax=ψ , 
после подстановки и сокращения на экспоненты получим уравне-
ние на ( )yf : 

 ffym
y
f

m
ε=

ω
+

∂
∂

− 2
1

2
0

2
1

22

22
h , 

где вводим обозначения 
m
eB

=ω0 , 
eB
ayy h

+=1 , 
m
bE

2

22h
−=ε . 

Уравнение на ( )yf  аналогично уравнению для квантового 
гармонического осциллятора. Его решение  

 2

 ( ) ( )ξ=
ξ

−

nHCeyf 2
1

2

,  

где ( )ξnH  – полиномы Чебышева-Эрмита, 1
0 ym

h

ω
=ξ , собст-

венные значения этого уравнения 02
1

ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=ε hn . Функция элек-

трона в магнитном поле  

 ( )ξ=ψ
ξ

−

n
ibziax

nnab HeeeC 2

2

, 

 0

22

2
1

2
ω⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= h

h n
m
bEnb . 

Электрон свободно движется в магнитном поле вдоль его ин-
дукции, в плоскости, перпендикулярной вектору магнитной ин-
дукции, спектр энергий дискретен. 

Ответ: 0

22

2
1

2
ω⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= h

h n
m
bEnb , где 

m
eB

=ω0 ,   

( )ξ=ψ
ξ

−

n
ibziax

nnab HeeeC 2

2

, при ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ω
=ξ

eB
aym h

h
0 . 

 
123. Составьте вектор плотности тока для частицы в 

электромагнитном поле. 
Запишем временное уравнение Шредингера  

 ( )
ψΦ+ψ

−
=

∂
ψ∂ e

m
Aep

t
i

2

2rr

h , 

где A
r

 и Φ  – скалярный и векторный потенциал электромагнит-
ного поля. Раскроем скобки 

ψΦ+ψ+ψ+ψ∇⋅+ψΔ−=
∂
ψ∂ eA

m
eA

m
eiA

m
ei

mt
i 2

22

2
div

22

rrhrhh
h . 

Сопряженное ему уравнение: 
 

**2
2

***
2*

2
div

22
ψΦ+ψ+ψ−ψ∇⋅−ψΔ−=

∂
ψ∂

− eA
m

eA
m
eiA

m
ei

mt
i

rrhrhh
h . 
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Составим ψ⋅
∂
ψ∂

+
∂
ψ∂

⋅ψ=ψ
∂
∂

ttt

*
*2 . Домножим первое урав-

нение на *ψ , второе – на ψ−  и сложим, разделим на hi . 
 

( ) ( )AdivAA
m
e

m
i

t

rrrh
ψψ+ψ⋅ψ∇+ψ∇⋅ψ+ψ⋅ψΔ−ψΔ⋅ψ=ψ

∂
∂ *****2

2
. 

так как  
 ( ) ψψψψψψψψ ⋅Δ−Δ⋅=⋅∇−∇⋅ ****div , 
 ( ) ψψ⋅+ψ⋅ψ∇+ψ∇⋅ψ=ψψ **** divdiv AAAA

rrrr
,  

то правую часть равенства можно записать как  

 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψ−ψ∇⋅ψ−ψ⋅ψ∇−=ψ

∂
∂ 2**2

2
A

m
e

m
idiv

t

rh . 

Сравнивая с уравнением непрерывности  

 0div2 =+ψ
∂
∂ j
t

r
, 

делаем вывод, что ( ) 2**

2
ψ−ψ∇⋅ψ−ψ⋅ψ∇= A

m
e

m
ij

rhr
 – плотность 

тока. 

Ответ: ( ) 2**

2
ψ−ψ∇⋅ψ−ψ⋅ψ∇= A

m
e

m
ij

rhr
. 

 
121. Вычислите магнитный момент атома водорода Lμ , 

обусловленный пространственным движением электрона.  
Волновая функция электрона в атоме водорода  
 ( )ϕθψ ,,rnlm . 

Плотность тока  

 ( )**

2
ψ∇ψ−ψ∇ψ−=

em
eij hr

 

в сферических координатах имеет проекции 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψ

∂
∂

ψ−ψ
∂
∂

ψ−= **

2 nlmnlmnlmnlm
e

r rrm
eij h , 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψ

θ∂
∂

ψ−ψ
θ∂
∂

ψ−=θ
**

2 nlmnlmnlmnlm
e rrm
eij h , 
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 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ψ

ϕ∂θ
∂

ψ−ψ
ϕ∂θ

∂
ψ−=ϕ

**

sinsin2 nlmnlmnlmnlm
e rrm
eij h . 

Их средние значения: 

 0=rj ,   0=θj ,   m
rm
ej nlm

e

2

sin
ψ

θ
−=ϕ

h . 

Равенство нулю первых двух средних значений – следствие 
действительности той части волновой функции, которая зависит 
от r  и θ . При вычислении последней проекции был использован 
явный вид зависимости от угла ϕ  волновой функции. 

Ток распределен по поверхности шара. Представим полный 
момент в виде суммы моментов от кольцевых трубок токов ра-
диусов θsinr  и площадью ds . Каждая трубка эквивалентна 
кольцевому току dsjdI ϕ= , обтекающему круг площади 

θπ= 22 sinrS , тогда этот ток создает магнитный момент  

 mds
cm
reSdI

c
d nlm

e
L

2sin1
ψ

θπ
−==μ

h . 

Полный магнитный момент  

 zL
e

nlm
e

L Lg
cm

medV
cm

me
=−=ψ−=μ ∫ 22

2 hh , 

где mLz h=  – проекция момента импульса на ось Oz , а мно-
житель 

 
cm

eg
e

L 2
−= . 

Ответ: zL
e

L Lg
cm

me
=−=μ

2
h . 

 
122. Оцените минимальный размер электрона на основа-

нии наличия у него спина. 
Будем считать электрон однородным шаром радиуса r . Мо-

мент инерции шара 2

5
2 mrI = , следовательно, момент импульса 

L  равен 

 v
5
2

5
2 2 mrmrIL =ω=ω= . 
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Собственный момент электрона (спин) 

 
2
h

=J . 

Из равенства собственного и механического моментов: 

 
2

v
5
2 h

=mr ,   
v4

5
m

r h
= ,  

где v  – максимальная скорость поверхности электрона не может 
превышать скорость света c<v . Для предельного случая возьмем 
максимальное значение скорости c=v  

 13
318

34

105
101,91034

101,15
4
5 −

−

−

⋅=
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅
==

mc
r h м. 

Заметим, что радиус 1110−=r см принято называть классиче-
ским радиусом электрона. 

Ответ: 13105 −⋅=r м. 
 
111. Найдите собственные значения и собственные функ-

ции операторов проекций спина xŜ  и yŜ , выраженных через 
матрицы Паули.  

Операторы спина связаны с матрицами Паули 

 zyxzyxS ,,,, ˆ
2

ˆ σh= ,  

где матрицы Паули 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

ˆ xσ ,   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0
0

ˆ
i

i
yσ ,   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
ˆ zσ . 

Будем искать собственные функции этих операторов в виде 
столбца 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ψ
ψ=Ψ

2

1 , 

где 1ψ  и 2ψ  – произвольные функции. 

 Ψ=Ψ xx σσ̂ ,   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ψ
ψσ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ψ
ψ

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2

1

2

1
01
10

x ,   
⎩
⎨
⎧

ψσ=ψ
ψσ=ψ

21

12

x

x , 

откуда 12 =σx , 1±=σx .  
При 1=σx  21 ψ=ψ , тогда  

 6

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ 1
1

1 ax . 

Пронормируем функцию  

 ( ) ( ) 222
1

*
1 2111

1111 aaaxx =+=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅=ΨΨ= , 

2
1

=a . 

C учетом нормировки 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ 1
1

2
1

1x . 

При 1−=σx  21 ψ−=ψ i , тогда с учетом нормировки 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ 1
1

2
1

2x . 

Аналогично для zσ̂ : при 1=σ y  21 ψ=ψ i , с учетом норми-
ровки 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ iy
1

2
1

1 , 

при 1−=σy  21 ψ−=ψ i , с учетом нормировки 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ iy
1

2
1

2 . 

Те же функции соответствуют и операторам спина xŜ  и yŜ , 
но с собственными значениями:   

при  
2
h

=xS    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ 1
1

2
1

1x ,    
2
h

−=xS    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ 1
1

2
1

2x , 

при  
2
h

=yS    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ iy
1

2
1

1 ,   
2
h

−=yS    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ iy
1

2
1

2 . 

Ответ: 
2,
h

±=yxS , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ 1
1

2
1

1x , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ 1
1

2
1

2x , 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ iy
1

2
1

1 , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ iy
1

2
1

2 . 

 
112. Найдите n

xσ̂ , n
yσ̂ , n

zσ̂ , где xσ̂ , yσ̂ , zσ̂  – матрицы Пау-
ли. 
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Покажем, что 
⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knxn

x
σ

σ  

Воспользуемся методом математической индукции.  

 Ι=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ˆ

10
01

01
10

01
10

ˆ 2
xσ ,  

 xxxx σσσσ ˆ
01
10

01
10

10
01

ˆˆˆ 23 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== . 

Пусть справедливо: Ι= ˆˆ n
xσ , тогда  

 xx
n
x

n
x σσσσ ˆ

01
10

01
10

10
01

ˆˆˆ 1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==+ , 

 Ι=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ++ ˆ

10
01

01
10

01
10

ˆˆˆ 12
x

n
x

n
x σσσ , ч.т.д. 

Пусть справедливо: x
n
x σσ ˆˆ = , тогда  

 Ι=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==+ ˆ

10
01

01
10

01
10

ˆˆˆ 1
x

n
x

n
x σσσ ,  

 xx
n
x

n
x σσσσ ˆ

01
10

01
10

10
01

ˆˆˆ 12 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ++ ,ч.т.д. 

Аналогично 
⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knyn

y

σ
σ     

⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knzn

z

σ
σ  

Ответ: 
⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knxn

x
σ

σ     
⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knyn

y

σ
σ       

⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knzn

z

σ
σ  

 
113. Рассматривая матрицы Паули как компоненты век-

торного оператора σ̂r , найдите скалярное ( )σσ ˆ;ˆ rr
, векторное 

[ ]σσ ˆ;ˆ rr
 и смешанное произведение ( )σσσ ˆˆˆ rrr

 матриц-операторов. 
По определению скалярного произведения 
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 ( ) =++= zzyyxx σσσσσσσσ ˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ rr
 

 

Ι=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ˆ3

10
01

3
10

01
10

01
0

0
0

0
01
10

01
10

i
i

i
i

, 
где Ι̂  – двумерная единичная матрица. 

По определению векторного произведения 
 

[ ] =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=−=

0
0

10
01

10
01

0
0

ˆˆˆˆˆ;ˆ
i

i
i

i
yzzyx σσσσσσ rr

 

 xii
i

i
i

i
σ̂2

01
10

2
0

0
0

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ; 

[ ] =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=−=
10

01
01
10

01
10

10
01

ˆˆˆˆˆ;ˆ
zxxzy σσσσσσ rr

 

 yi
i

i
i σ̂2

0
0

2
01
10

01
10

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= ; 

[ ] =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−=

01
10

0
0

0
0

01
10

ˆˆˆˆˆ;ˆ
i

i
i

i
xyyxz σσσσσσ rr

 

 zii
i

i
i

i
σ̂2

10
01

2
0

0
0

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= ; 

 [ ] ( ) σσσσσσ ˆ2ˆ;ˆ;ˆ2ˆ;ˆ rrr ii zyx == . 
По определению смешанного произведения 
 ( ) [ ]( ) ( ) Ι=Ι⋅=== ˆ6ˆ32ˆ;ˆ2ˆ;ˆ;ˆˆˆˆ iii σσσσσσσσ rrrrrrrr

. 

Ответ: ( ) Ι= ˆ3ˆ;ˆ σσ rr
, [ ] σσσ ˆ2ˆ;ˆ rrr i= , ( ) Ι= ˆ6ˆˆˆ iσσσ rrr

. 
 
114. Найдите коммутаторы операторов xσ̂  и yσ̂ . 
Коммутатор матриц Паули 

 [ ] =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

0
0

0
0

01
10

ˆ;ˆ
i

i
i

i
yx σσ  
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 zii
i

i
i

i
σ̂2

10
01

2
0

0
0

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= . 

Ответ: [ ] zyx iσσσ ˆ2ˆ;ˆ = . 
 

115. Найдите операторы 
2

ˆˆ
ˆ yx iσσ
σ

+
=+  и 

2
ˆˆ

ˆ yx iσσ
σ

−
=− , 

коммутатор операторов 2ˆ+σ  и 2ˆ−σ , коммутатор этих операто-
ров с операторами xσ̂ , yσ̂  и zσ̂ .  

Найдем коммутатор операторов: 
 

[ ] ( )[ ] ( )[ ]( ) =−+−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+
=−+ yxyyxx

yxyx iii
ii

σσσσσσ
σσσσ

σσ ˆˆ;ˆˆˆ;ˆ
4
1

2
ˆˆ

;
2

ˆˆ
ˆ;ˆ

 
 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) =−=++−= yxxyyyxyyxxx
iii σσσσσσσσσσσσ ˆ;ˆˆ;ˆ
4

ˆ;ˆˆ;ˆˆ;ˆˆ;ˆ
4
1

 

 [ ] zzyx iii σσσσ ˆˆ2
2

ˆ;ˆ
2

=⋅−=−= . 

 

[ ] [ ] [ ]( ) zzxyxxx
yx

x iii
i

σσσσσσσ
σσ

σσ ˆˆ2
2

ˆ;ˆˆ;ˆ
2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ =⋅−=+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=+

. 
 

[ ] [ ] [ ]( ) zzyyyxy
yx

y iii
i

σσσσσσσ
σσ

σσ ˆˆ2
2
1ˆ;ˆˆ;ˆ

2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ =⋅=+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=+

. 

 [ ] [ ] [ ]( ) =+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=+ zyzxz

yx
z i

i
σσσσσ

σσ
σσ ˆ;ˆˆ;ˆ

2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ  

 ( ) +−=+−⋅= σσσ ˆˆ2ˆ2
2
1

xy iii . 
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Аналогично 
 

[ ] [ ] [ ]( ) zzxyxxx
yx

x iii
i

σσσσσσσ
σσ

σσ ˆˆ2
2

ˆ;ˆˆ;ˆ
2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ −=⋅=−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=−

. 
 

[ ] [ ] [ ]( ) zzyyyxy
yx

y iii
i

σσσσσσσ
σσ

σσ ˆˆ2
2
1ˆ;ˆˆ;ˆ

2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ −=⋅−=−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=−

. 

 [ ] [ ] [ ]( )=−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=− zyzxz

yx
z i

i
σσσσσ

σσ
σσ ˆ;ˆˆ;ˆ

2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ  

 ( ) −=−−⋅= σσσ ˆˆ2ˆ2
2
1

xy iii . 

( )=−++=
+

⋅
+

=+
222 ˆˆˆˆˆˆ

4
1

2
ˆˆ

2
ˆˆ

ˆ yxyyxx
yxyx ii

ii
σσσσσσ

σσσσ
σ  

 ( )22 ˆˆˆˆˆˆ
4
1

yxyyxx ii σσσσσσ −++= . 

Найдем произведение матриц: 

 zyx ii
i

i
i

i
σσσ ˆ

10
01

0
0

0
0

01
10

ˆˆ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= . 

 zxy ii
i

i
i

i
σσσ ˆ

10
01

0
0

01
10

0
0

ˆˆ −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= . 

 ( ) 0ˆˆˆˆ
4
1ˆ 2 =−+−=+ II zz σσσ . 

( ) =−−−=
−

⋅
−

=−
222 ˆˆˆˆˆˆ

4
1

2
ˆˆ

2
ˆˆ

ˆ yxyyxx
yxyx ii

ii
σσσσσσ

σσσσ
σ  

 ( ) ( ) 0ˆˆˆˆ
4
1ˆˆˆˆˆˆ

4
1 22 =−−+=−−−= IIii zzyxyyxx σσσσσσσσ . 

Ответ: [ ] zσσσ ˆˆ;ˆ =−+ , [ ] zx σσσ ˆˆ;ˆ =+ , [ ] zy iσσσ ˆˆ;ˆ =+ ,  
[ ] ++ −= σσσ ˆˆ;ˆ z , [ ] zx σσσ ˆˆ;ˆ −=− , [ ] zy iσσσ ˆˆ;ˆ −=− , [ ] −− = σσσ ˆˆ;ˆ z , 
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0ˆ 2 =+σ ,  
0ˆ 2 =−σ . 

 

116. Для операторов 
2

ˆˆ
ˆ yx iσσ
σ

+
=+  и 

2
ˆˆ

ˆ yx iσσ
σ

−
=−  пока-

жите, что для любых целых n  справедливо ( ) −+−+ = σσσσ ˆˆˆˆ n .  
Воспользуемся методом математической индукции. Для 1=n  

−+−+ ≡ σσσσ ˆˆˆˆ  – тождество.  
Вычислим  
 

( )( ) ( )=+−+=−+=−+
22 ˆˆˆˆˆˆ

4
1ˆˆˆˆ

4
1ˆˆ yyxxyxyxyx iiii σσσσσσσσσσσσ  

 ( ) ( )zz IiiI σσ ˆˆ
2
1ˆ2ˆ2

4
1

+=−= . 

Проверим для 2=n   

( ) ( ) ( ) ( )=+++=++=−+
222 ˆˆˆˆˆˆ

4
1ˆˆ

2
1ˆˆ

2
1ˆˆ zzzzz IIIII σσσσσσσ  

 ( ) ( ) −+=+=+= σσσσ ˆˆˆˆ
2
1ˆ2ˆ2

4
1

zz II . 

Пусть для n  справедливо ( ) −+−+ = σσσσ ˆˆˆˆ n , покажем, что это 
верно для 1+n : 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) −+−+−+−+−+
+

−+ === σσσσσσσσσσσσ ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 1 nn ,  
это верно для любых n , что требовалось доказать. 

 
117. Найдите собственные значения скалярного произве-

дения ( )21
ˆ;ˆ σσ rr

 двух электронов, пользуясь тем, что 1σ̂
r

 и 2σ̂
r

 
перестановочны. 

Так как 1σ̂
r

 и 2σ̂
r

 перестановочны, то  

 ( ) 21
2
2

2
1

2

21
ˆˆ2ˆˆˆˆ σσσσσσ rrrr

++=+ . 
Сумма двух моментов изменяется от их суммы до разности, 

так что суммарный спин принимает значения 1 и 0. Так как σ̂r  – 
удвоенный оператор спинового момента, то соответствующие 
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максимальные проекции вдвое больше. Поэтому, когда спины 
складываются как параллельные векторы, собственное значение 

квадрата ( )221
ˆˆ σσ rr

+  в четыре раза больше, чем соответствующего 
квадрата момента, т.е. равно 8214 =⋅⋅ , когда же спины антипа-
раллельны, оно равно 0. 

Итак, собственное значение ( )21
ˆ;ˆ σσ rr

 при параллельных спи-

нах равно 1
2

68
=

−  и при антипараллельных спинах 3
2

60
−=

− . 

Ответ: 1, –3.  
 
118. Докажите справедливость равенства:   

а) ( ) ψσ=ψσ sinsin xx
)) , б) ( ) ψψσ coscos =z

) . 
а) Разложим в ряд  

 ( ) ( )
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

ψσ
+

ψσ
+ψσ=ψσ ...

!5!3
sin

53
xx

xx

))
))  

 ψσ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

ψσ
+

ψσ
+ψσ= sin...

!5!3

5533

x
xx

x
)

))
) , ч.т.д. 

б) Аналогично  

 ( ) ( )
ψΙ=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

ψσ
+

ψσ
−=ψσ cos€...

!4!2
1cos

42
xx

z

))
) , ч.т.д. 

119. Докажите справедливость равенства 
ψσ+ψ=ψσ sincos z

i ie z ))

. 
Аналогично решению задачи 85 разложением в ряд экспонен-

ты. 
( ) ( ) ( ) ( )

=+
ψσ

+
ψσ

+
ψσ

+
ψσ

+
ψσ

+=ψσ ...
!5!4!3!2!1

1
5432

zzzzzi iiiiie z

)))))
)

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

=+
ψσ

+
ψσ

+
ψσ

−
ψσ

−
ψσ

+= ...
!5!4!3!2!1

1
5432

zzzzz iii
)))))

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

ψσ
+

ψσ
−

ψσ
++

ψσ
+

ψσ
−= ...

!5!3!1
...

!4!2
1

5342
zzzzz i
)))))

. 

Так как  
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 ( ) ( )
ψσ=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

ψσ
+

ψσ
+ψσ=ψσ sin...

!5!3
sin

53

z
zz

zz
)

))
)) , 

 
( ) ( ) ψψσψσψσ cosˆ...

!4!2
1cos

42

Ι=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= xx

z

))
) , 

то ψσ+ψ=ψσ sincos z
i ie z ))

, ч. т. д. 
 
124. Проверьте, являются ли матрицы Дирака эрмито-

выми. 
Матрицы Дирака связаны с матрицами Паули соотношением: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0ˆ
ˆ0

ˆ
k

k
k i

i
σ

σ
γ ,   ;3,2,1=k    ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

I
I

ˆ0
0ˆ

ˆ4γ , 

где матрицы Паули 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

01
10

ˆˆ1 xσσ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
==

0
0

ˆˆ2 i
i

yσσ ,       

              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==
10

01
ˆˆ3 zσσ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

Î . 

Тогда 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

000
000
000

000

1̂

i
i

i
i

γ ,   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

0001
0010
0100
1000

ˆ2γ ,    

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

000
000

000
000

ˆ3

i
i

i
i

γ ,   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

1000
0100
0010
0001

ˆ4γ . 

Условие эрмитовости: 
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 ( ) ( )ϕψγϕγψ ;ˆˆ; 11 = ,  

где 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ
ψ
ψ
ψ

=ψ

4

3

2

1

, 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

=ϕ

4

3

2

1

,   

первый множитель в скалярном произведении – транспонирован-
ный и комплексно сопряженный вектор. 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

1

2

3

4

4

3

2

1

1

000
000
000

000

ˆ

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

ϕγ

i
i
i
i

i
i

i
i

, 

 ( ) ( ) =
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ϕ
ϕ
ϕ−
ϕ−

ψψψψ=ϕγψ

1

2

3

4

*
4

*
3

*
2

*
11;

i
i
i
i

 

 1
*
42

*
33

*
24

*
1 ϕψ+ϕψ+ϕψ−ϕψ−= iiii . (1) 

Теперь найдем 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

1

2

3

4

4

3

2

1

1

000
000
000

000

ˆ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψγ

i
i
i
i

i
i

i
i

, 

транспонируем и возьмем комплексное сопряжение: 
 ( ) ( )*

1
*
2

*
3

*
4

*
1̂ ψψψψψγ iiiiT −−= , 

найдем скалярное произведение: 

 ( ) ( ) =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−=

4

3

2

1

*
1

*
2

*
3

*
41 ;ˆ

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

ψψψψϕψγ iiii  

 4
*
13

*
22

*
31

*
4 ϕψ−ϕψ−ϕψ+ϕψ= iiii , 

что совпадает с (1). 
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Аналогично можно доказать эрмитовость остальных матриц 
Дирака: 

 ( ) ( ) 4
*
13

*
22

*
31

*
422 ;ˆˆ; ϕψϕψϕψϕψϕψγϕγψ −++−== , 

 ( ) ( ) 4
*
13

*
22

*
31

*
433 ;ˆˆ; ϕψϕψϕψϕψϕψγϕγψ −++−== , 

 ( ) ( ) 4
*
13

*
22

*
31

*
444 ;ˆˆ; ϕψϕψϕψϕψϕψγϕγψ −++−== . 

 
125. Найдите произведения матриц Дирака:  

 41 ˆˆ γγ ,   42 ˆˆ γγ ,   43 ˆˆ γγ ,   21 ˆˆ γγ ,   31 ˆˆ γγ ,   32 ˆˆ γγ . 
Матрицы Дирака: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0ˆ
ˆ0

ˆ
k

k
k i

i
σ

σ
γ ,   ;3,2,1=k    ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

I
I

ˆ0
0ˆ

ˆ4γ . 

Найдем для 3,2,1=k : 

 k
k

k

k

k
k i

i
I

I
i

i
γ

σ
σ

σ
σ

γγ ˆ
0ˆ

ˆ0
ˆ0

0ˆ

0ˆ
ˆ0

ˆˆ 4 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= . 

Найдем для 3,2,1, =nk :  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

nk

nk

n

n

k

k
nk i

i
i

i
σσ

σσ
σ

σ
σ

σ
γγ

ˆˆ0
0ˆˆ

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆ . 

Учитывая, что mnk iσσσ ˆˆˆ =  для ( ) ( ) ( ) ( )312231123 ===knm , и 

mnk iσσσ ˆˆˆ −=  для ( ) ( ) ( ) ( )132213321 ===knm , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

m

m
nk i

i
σ

σ
γγ

ˆ0
0ˆ

ˆˆ  для ( ) ( ) ( ) ( )312231123 ===knm , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

m

m
nk i

i
σ

σ
γγ

ˆ0
0ˆ

ˆˆ  для ( ) ( ) ( ) ( )132213321 ===knm . 

Ответ: 141 ˆˆˆ γγγ = , 242 ˆˆˆ γγγ = , 343 ˆˆˆ γγγ = ,  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3

3
21 ˆ0

0ˆ
ˆˆ

σ
σ

γγ
i

i
, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

2

2
31 ˆ0

0ˆ
ˆˆ

σ
σ

γγ
i

i
, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1

1
32 ˆ0

0ˆ
ˆˆ

σ
σ

γγ
i

i
. 
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126. Покажите, что матрицы Дирака антикоммутируют. 
Найдем произведение матриц для 4, ≠nk : 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

nk

nk

n

n

k

k
nk i

i
i

i
σσ

σσ
σ

σ
σ

σ
γγ

ˆˆ0
0ˆˆ

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆ , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

kn

kn

k

k

n

n
kn i

i
i

i
σσ

σσ
σ

σ
σ

σ
γγ

ˆˆ0
0ˆˆ

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆ . 

Найдем сумму произведений, учитывая, что матрицы Паули 
антикоммутируют, т.е. 0ˆˆˆˆ =+ nkkn σσσσ , 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

nk

nk

kn

kn
nkkn σσ

σσ
σσ

σσ
γγγγ

ˆˆ0
0ˆˆ

ˆˆ0
0ˆˆ

ˆˆˆˆ  

 0
ˆˆˆˆ0

0ˆˆˆˆ
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=

nkkn

nkkn

σσσσ
σσσσ

. 

Аналогично  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0ˆ
ˆ0

ˆ0
0ˆ

0ˆ
ˆ0

ˆˆ 4
k

k

k

k
k i

i
I

I
i

i
σ

σ
σ

σ
γγ , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆ0
0ˆ

ˆˆ4
k

k

k

k
k i

i
i

i
I

I
σ

σ
σ

σ
γγ . 

Найдем сумму произведений 

 0
0ˆ

ˆ0
0ˆ
ˆ0

ˆˆˆˆ 44 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

k

k

k

k
kk i

i
i

i
σ

σ
σ

σ
γγγγ . 

Вывод: матрицы Дирака антикоммутируют. 
 
 
127. Найдите собственные значения матриц Дирака. 
Матрицы Дирака: 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

000
000
000

000

1̂

i
i

i
i

γ ,   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

0001
0010
0100
1000

ˆ2γ ,    
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

000
000

000
000

ˆ3

i
i

i
i

γ ,   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

1000
0100
0010
0001

ˆ4γ . 

Уравнение на собственные функции и собственные значения  
 λψψγ =1̂  

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

4

3

2

1

1

2

3

4

4

3

2

1

1

000
000
000

000

ˆ

λψ
λψ
λψ
λψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψγ

i
i
i
i

i
i

i
i

. 

Получаем систему уравнений на λ : 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

λψ=ψ
λψ=ψ
λψ=ψ−
λψ=ψ−

,
,

,
,

41

32

23

14

i
i

i
i

 ⇒  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ
λψ=ψ−

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ
λψ=ψ−

,
,

,
,

41

14

32

23

i
i

i
i

 ⇒  12 =λ . 

При 1=λ  23 ψ=ψ i , 14 ψ=ψ i , волновая функция:  

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ
ψ
ψ
ψ

=ψ+

1

2

2

1

i
i

. 

При 1−=λ  23 ψ−=ψ i , 14 ψ−=ψ i , волновая функция:   

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ−
ψ−
ψ
ψ

=ψ−

1

2

2

1

i
i

. 

Для 2γ̂ :    

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

4

3

2

1

1

2

3

4

4

3

2

1

2

0001
0010
0100
1000

ˆ

λψ
λψ
λψ
λψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψγ . 

Получаем систему уравнений на λ : 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

λψ=ψ−
λψ=ψ
λψ=ψ
λψ=ψ−

,
,
,

,

41

32

23

14

 ⇒  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ−
λψ=ψ−

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ
λψ=ψ

,
,

,
,

41

14

32

23

 ⇒  12 =λ . 

При 1=λ  23 ψ=ψ , 14 ψ−=ψ , волновая функция:  

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ−
ψ
ψ
ψ

=ψ+

1

2

2

1

. 

При 1−=λ  23 ψ−=ψ , 14 ψ=ψ , волновая функция:  

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ
ψ−
ψ
ψ

=ψ−

1

2

2

1

. 

Для 3γ̂ :   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

4

3

2

1

2

1

4

3

4

3

2

1

3

000
000

000
000

ˆ

λψ
λψ
λψ
λψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψγ

i
i
i
i

i
i

i
i

. 

Получаем систему уравнений на λ : 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

λψ=ψ−
λψ=ψ
λψ=ψ
λψ=ψ−

,
,
,

,

42

31

24

13

i
i
i

i

 ⇒  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ−
λψ=ψ

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ
λψ=ψ−

,
,

,
,

42

24

31

13

i
i

i
i

 ⇒  12 =λ . 

При 1=λ  13 ψ=ψ i , 24 ψ−=ψ i , волновая функция:  

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ−
ψ
ψ
ψ

=ψ+

2

1

2

1

i
i

. 

При 1−=λ  13 ψ−=ψ i , 24 ψ=ψ i , волновая функция:  
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⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ
ψ−

ψ
ψ

=ψ−

2

1

2

1

i
i

. 

Для 4γ̂ : 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

4

1000
0100
0010
0001

ˆ

λψ
λψ
λψ
λψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψγ . 

Получаем систему уравнений на λ : 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

λψ=ψ−
λψ=ψ−

λψ=ψ
λψ=ψ

.
,

,
,

44

33

22

11

 

При 1=λ  034 =ψ=ψ , волновая функция: 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
ψ
ψ

=ψ+

0
0

2

1

. 

При 1−=λ  012 =ψ=ψ , волновая функция: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ
ψ=ψ−

4

3

0
0

. 

Ответ: 1±=λ .  
 
128. Найдите коммутаторы матриц Дирака. 
Найдем произведение матриц для 4, ≠nk : 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

kn

kn

k

k

n

n
kn i

i
i

i
σσ

σσ
σ

σ
σ

σ
γγ

ˆˆ0
0ˆˆ

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆ ,  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

nk

nk

n

n

k

k
nk i

i
i

i
σσ

σσ
σ

σ
σ

σ
γγ

ˆˆ0
0ˆˆ

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆ . 

Найдем разность произведений, учитывая, что коммутаторы 
матриц Паули mnk iσσσ ˆˆˆ =  для ( ) ( ) ( ) ( )312231123 ===knm , и 

mnk iσσσ ˆˆˆ −=  для ( ) ( ) ( ) ( )132213321 ===knm , 
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 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

nk

nk

kn

kn
nkkn σσ

σσ
σσ

σσ
γγγγ

ˆˆ0
0ˆˆ

ˆˆ0
0ˆˆ

ˆˆˆˆ  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

nkkn

nkkn

σσσσ
σσσσ

ˆˆˆˆ0
0ˆˆˆˆ

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

=

.132213321  для         
ˆ0
0ˆ

,312231123  для   
ˆ0

0ˆ

knm
i

i

knm
i

i

m

m

m

m

σ
σ

σ
σ

  

Аналогично  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0ˆ
ˆ0

ˆ0
0ˆ

0ˆ
ˆ0

ˆˆ 4
k

k

k

k
k i

i
I

I
i

i
σ

σ
σ

σ
γγ , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆ0
0ˆ

ˆˆ4
k

k

k

k
k i

i
i

i
I

I
σ

σ
σ

σ
γγ . 

Найдем сумму произведений 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

0ˆ2
ˆ20

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆˆˆ 44
k

k

k

k

k

k
kk i

i
i

i
i

i
σ

σ
σ

σ
σ

σ
γγγγ . 

  
Ответ:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

==−

.132213321  для         
ˆ0
0ˆ

,312231123  для   
ˆ0

0ˆ

ˆˆˆˆ

knm
i

i

knm
i

i

m

m

m

m

nkkn

σ
σ

σ
σ

γγγγ

  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

0ˆ2
ˆ20

ˆˆˆˆ 44
k

k
kk i

i
σ

σ
γγγγ  . 
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129. Докажите, что свободный квант не может образовать 
пару электрон-позитрон в пустом пространстве без дополни-
тельного внешнего поля. 

Воспользуемся законом сохранения энергии и импульса в от-
сутствие поля:  

 2
1

2422242 pccmpccm +=ω++− h ,   1pn
c

p rrhr
=

ω
+ . 

Здесь pr  – импульс электрона в состоянии с отрицательной 
энергией, nr  – единичный вектор направления импульса кванта, 

1pr  – импульс электрона в состоянии с положительной энергией. 
Подставим 1pr  в закон сохранения энергии и возведем в квад-

рат обе части 
2

2422222422242 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ω

++=ω++ω−+ n
c

pccmpccmpccm rhr
hh , 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ω
+

ω
+=ω++ω− 2

22
2222224222 ;22

c
np

c
pcpccmpc hrrh

hh , 

 ( )npcpccm rr;2242 =+− . 
Правая часть равенства может быть отрицательной, но ее мо-

дуль не больше cp , тогда, возведя в квадрат, 
 222242 pcpccm ≤+ , 

что невыполнимо. Следовательно, электрон-позитронная пара не 
может быть возбуждена квантом энергии в отсутствие внешнего 
поля. 

 
130. Покажите, что если ψ  – решение уравнения Дирака с 

положительной энергией E , то ψρ2ˆ  – решение уравнения с 
отрицательной энергией E− . 

 
Уравнение для собственной функции:  
 ( ) ψβψαψ 2ˆˆˆ mcpcE +=

rr
. 

Отсюда 
( ) ( ) =−−=+= ψρβψραψβρψαρψρ 2

2
22

2
22 ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ mcpcmcpcE rrrr

 

 ( )[ ] ψρβα 2
2 ˆˆˆˆ mcpc +−=

rr
, 

тогда 
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 ( ) ψρβψραψρ 2
2

22 ˆˆˆˆˆˆ mcpcE +=−
rr

. 
Это доказывает, что решений с отрицательной энергией нель-

зя избежать.  
 
 


