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КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 10: 

 
«Нестационарная теория возмущений» 

 
 Задачи  

 
 

1. Система, стационарные состояния которой описывают-
ся функциями 1ψ  и 2ψ , находится в состоянии 1ψ . В момент 
времени 0=t  включается возмущение, не зависящее от вре-
мени. Определите зависимость от времени функции ( )tψ , 
описывающую возмущенную систему. 

Функции 1ψ  и 2ψ  удовлетворяют нестационарному уравне-
нию Шредингера 

t
iH

∂
∂

=
ψψ hˆ  и ( ) tEi

n
neru h

−
=ψ ,   nkkn dV δ=ψψ∫ * , n , k  = 1, 2. 

После включения возмущения Ŵ  уравнение приобретает вид: 

 ( )
t

iWH
∂
∂

=+
ψψ hˆˆ . 

Решение его следует искать в виде  
 ( ) ( ) 2211 ψ+ψ=ψ tata , 

где 12
2

2
1 =+ aa  и начальные условия для коэффициентов 

( ) 101 =a  и ( ) 002 =a . Подставим функцию в уравнение, умножим 
полученное уравнение на 1ψ  и 2ψ  и получим два уравнения на 
коэффициенты: 

( )tEEi

eWaWaai 21

2121111

−
+= h&h ,   

( )
2222112

12 WaeWaai
tEEi

+=
−

h&h , 
где матричные элементы оператора возмущения 

( ) ( )( )ruWruW kiik
ˆ;= . Если ввести ( ) ( )tat 11 =α  и 

( ) ( ) ( )tEEi

etat 21

22

−
= hα , то получим уравнения для iα  

 2

 2121111 WWi α+α=α&h ,   [ ]122221212 EEWWi −+α+α=α&h , 
решения этих уравнений можно искать в виде ( ) tiAet Ω−=α1  и 

( ) tiBet Ω−=α2 , подставив, получим уравнения на A  и B : 
 ( ) 02111 =+Ω− BWAW h ,   [ ] 0122212 =Ω−−++ BEEWAW h , 

решения которых существует, если система является совместной, 
т.е.  

 0
122212

2111 =
Ω−−+

Ω−
h

h

EEWW
WW

,  

откуда  

 
42

2
2

21112,1
γ

+±
γ

+=Ω WWh , где 121122 EEWW −+−=γ . 

Находим ( ) titi eAeAt 21
211

Ω−Ω− +=α ,   ( ) titi eBeBt 21
212

Ω−Ω− +=α , 
причем 

 k
k

k A
W

WB
21

11−Ω
=
h . 

Из начальных условий: 121 =+ AA , 021 =+ BB , тогда 

 ( )21

211
1 Ω−Ω

Ω−
=
h

hWA , ( )21

21
1 Ω−Ω
=
h

WB , 

следовательно, 
 ( ) ( ) tititi eeeAt 121

11
Ω−Ω−Ω− ++=α ,    

 ( ) ( )titi eeBt 21
12

Ω−Ω− −=α . 
Ответ: 

( ) ( )( ) ( )[ ] tEi
tititititi eeeBeeeAru 1

21121
11

h
−Ω−Ω−Ω−Ω−Ω− −+++=ψ . 

 
2. На частицу, находящуюся в основном состоянии в бес-

конечно глубокой потенциальной яме шириной a , в момент 
времени 0=t  накладывается слабое возмущение вида:   

а) ( ) 2

2

0,ˆ τ
t

exFtxV
−

−= ;   б) ( ) τ
t

exFtxV
−

−= 0,ˆ .  
Вычислите в первом приближении теории возмущений веро-
ятности возбуждений различных состояний частицы при 

∞→t . 
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В начальный момент времени 0<t  система описывается 
функциями ( )0

nψ , удовлетворяющими стационарному уравнению 
( ) ( ) ( ) ( )0000ˆ

nnn EH ψψ = . После наложения возмущения уравнение  

 ( )( )
t

iWH
∂
Ψ∂

=Ψ+ hˆˆ 0  

решаем в виде  

 ( ) ( )
( )

∑
−

=Ψ
j

tEi

jj
jetc
0

0 hψ , 

при этом ( ) jnjc δ=0  (в начальный момент ( )0
nψ=Ψ ), а для ( )tc j  

получается уравнение  

 ( ) ( ) ( )∑ ω=
∂

∂
j

ti
jkj

k kjetctW
t
tcih , 

где ( ) ( ) ( )∫= dVWtW jkkj
0*0 ˆψψ – матричный элемент оператора воз-

мущения, 
( ) ( )

h

00
jk

kj
EE −

=ω . При условии, что 0ˆ =W  при 0<t  и 

τ>t  решение этого уравнения в первом приближении 

 ( ) ( )∫=
τ

ωτ
0

1 dtetW
i

c ti
kjk

kj

h
. 

Вероятность перехода системы из состояния n  в состояние k  
определяется как ( ) 2τkc , т.е. 

 ( ) ( ) 2
2

2
2 4

knknkkn WcP ω
π

=τ=→
h

, 

где  

 ( ) ( )∫ ω

π
=ω dtetWW ti

knknkn
kn

2
1   

– коэффициент Фурье матричного элемента энергии возмущения. 
Учтем, что constW =  

 ( ) =
ω
−

=
ω
−

==τ

τω
−

τω
τωωτωτ

ω
∫

kj

ii
i

kj

kj

ii
kjtikj

k i
eee

i
W

i
ee

i
W

dte
i

W
c

kjkj
kjkjkj

kj
22

2
0

0 hhh
 

 4

 
kj

kji
kj

kj

e
i

W
ω

τω

=
τω

2
sin

2 2

h
. 

Вероятность 

 

( )
( )nk

kn

nk

nk
kn

kn EEF
W

EE

EE
W

P −=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

τ−

=→ 2

2

2

2

2

2 42
sin4

h

h

h
h

. 

По определению δ -функции ( ) ( ) 2

2sinlim,lim
Ax

AxAxx
AA π

=δ=δ
∞→∞→

, 

тогда ( ) ( )nknk EEEEF −δ
τπ

→−
2
h , а следовательно, 

 ( )nkknkn EEWP −δ
πτ

=→
22

h
. 

Ответ: ( )nkknkn EEWP −δ
πτ

=→
22

h
. 

 
3. На плоский ротатор с моментом инерции J  и диполь-

ным моментом μr  в момент времени 0=t  накладывается сла-
бое электрическое поле напряженностью:   

а) ( ) 2

2

0, τ
−

Ε=Ε
t

etx
rr

;   б) ( ) τ
−

Ε=Ε
t

etx 0,
rr

.  
Вычислите в первом приближении теории возмущений веро-
ятности возбуждений различных состояний частицы при 

∞→t , если при −∞→t  ротатор находился в состоянии с 
квантовым числом .m  

Вероятность возбуждения k -го состояния:  

 ( )( ) 2
2

1 1 IVknW kn
h

=→ , 

где n  – квантовое число начального состояния, k  – конечного, 
knV  – матричные элементы оператора возмущения: 

 ( ) ( ) ( )( )xxVxV nkkn ψψ ˆ;= , 
интеграл I  – Фурье-образ временной функции ( )tf : 
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 ( )∫
∞

∞−

ω= dttfeI ti kn , 

где частота перехода 
( ) ( )

h

00
nk

kn
EE −

=ω . 

В задаче 1=n , ( ) xxV ˆˆ = . Волновые функции и энергии час-
тицы в бесконечно глубокой потенциальной яме шириной a :  

 ( )
a
nx

an
π

=ψ sin20 ,   ( )
2

222
0

2ma
nEn

hπ
= . 

Матричный элемент оператора возмущения: 

=
ππ

=
ππ

= ∫∫
aa

k dx
a
kx

a
xx

a
Fdx

a
x

a
x

a
kx

a
FV

0

0

0
01 sinsin2sin2sin2  

 
( ) ( )

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π

−
−π

=
ππ

= ∫∫
aa

dx
a

xk
a

xkx
a
Fdx

a
kx

a
xx

a
F

0

0

0

0 1cos1cossinsin2  

 ( ) ( )
=

+π
−

−π
= ∫ ∫

a a
dx

a
xkx

a
Fdx

a
xkx

a
F

0 0

00 1cos1cos  

 
( )

( ) ( ) ( )
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −π−π

+
−π

−π
=

a

a
xk

a
xk

a
xk

k
a

a
F

0
22

2
0 1sin11cos

1
 

 
( )

( ) ( ) ( )
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +π+π

+
+π

+π
−

a

a
xk

a
xk

a
xk

k
a

a
F

0
22

2
0 1sin11cos

1
 

 
( )

( )( )
( )

( )( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+
−−−

−π
= +− 11

1
111

1
1 1

2
1

22
0 kk

nk
aF  

 ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−π=

нечетном.  при0

четном;  при
1

42
 222

0

k

k
k

kaF
 

В случае а) ( ) 2

2

τ
−

=
t

etf  

 ∫∫
∞

∞−

τ
−ω∞

∞−

τ
−

ω == dtedteeI
ttit

ti k
k 2

2

12

2

1 . 

В показателе экспоненты выделим полный квадрат 
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4244

2222222

2

2

2

2 τω
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ωτ

−
τ

−=
τω

−
τω

+ω+
τ

−=ω+
τ

−
ittittit . 

 

πτ===
τω

−∞

∞−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ τω
−

τ
−τω

−∞

∞−

τω
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ τω
−

τ
−

∫∫ 42
1

442
1 22

1

22
1

2
22

1
22

1

22
1

2 k
k

kk
k

edteedteeI
itit

. 

Вероятность перехода: 

 ( )( ) ( )

2

4
222

0
2

1
22

1

1

4211 πτ
−π

−=→
τω

− k

e
k

kaFkW
h

. 

Для нечетных k : 

 ( )( ) ( )
2

4232

2
0

222
1

22
1

1

641
τω

−

−π

τ
=→

k

e
k

FkakW
h

, 

где частота перехода 

 
( ) ( ) ( )

2

220
1

0

1 2
1

ma
kEEk

k
−π

=
−

=ω
h

h
. 

В случае б) ( ) τ
−

=
t

etf  

 =+== ∫∫∫
∞

τ
−ω

∞−

τ
+ω∞

∞−

τ
−ω

0

0
11

1 dtedtedteeI
ttitti

t
ti kk

k  

 
1

2
1111 22

111

0
1

0

1

11

+τω
τ

=
−τω

τ
−

+τω
τ

=

τ
−ω

+

τ
+ω

=

∞

τ
−ω

∞−

τ
+ω

kkk
k

tti

k

tti

iii

e

i

e kk

. 

Вероятность перехода: 

 ( )( )
( ) ( )

2

22
1

222
0

2
1

1
2

1
1

1
1211

+τω
τ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−

−π
=→

kkk
aFkW

h
. 

Для нечетных k : 

 ( )( ) ( ) ( )222
1

4242

222
1

11

2561
+τω−π

τ
=→

kk

kakW
h

. 

Общее условие применимости теории возмущений: 



 7 

 mkkm EEV −<< , 
для данной задачи при малых номерах уровней: 

 3

24

0 16ma
F hπ

<< . 

Ответ: а) ( )( ) ( )
2

4232

2
0

222
1

22
1

1

641
τω

−

−π

τ
=→

k

e
k

FkakW
h

,   

б) ( )( ) ( ) ( )222
1

4242

222
1

11

2561
+τω−π

τ
=→

kk

kakW
h

. 

 
4. На плоский ротатор с моментом инерции J  и диполь-

ным моментом μr  в момент времени 0=t  накладывается сла-
бое электрическое поле напряженностью:   

а) ( ) 2

2

0, τ
−

Ε=Ε
t

etx
rr

;   б) ( ) τ
−

Ε=Ε
t

etx 0,
rr

.  
Вычислите в первом приближении теории возмущений веро-
ятности возбуждений различных состояний частицы при 

∞→t , если при −∞→t  ротатор находился в состоянии с 
квантовым числом .m  

Вероятность возбуждения k -го состояния:  

 ( )( ) 2
2

1 1 IVknW kn
h

=→ , 

где n  – квантовое число начального состояния, k  – конечного, 
knV  – матричные элементы оператора возмущения: 

 ( ) ( ) ( )( )xxVxV nkkn ψψ ˆ;= , 
интеграл I  – Фурье-образ временной функции ( )tf : 

 ( )∫
∞

∞−

ω= dttfeI ti kn , 

где частота перехода 
( ) ( )

h

00
nk

kn
EE −

=ω . 

Волновые функции и энергии частицы в бесконечно глубокой 
потенциальной яме шириной a :  

 ( ) ϕ

π
=ψ im

m e
2
10 ,   ( )

J
mEm 2

22
0 h
= . 

 8

Оператор возмущения ( ) ϕμμϕ cosˆ
00 Ε−=⋅Ε−=

rr
V . 

Матричный элемент оператора возмущения: 

 =Ε−= ∫ −
π

ϕϕ ϕ
π

ϕμ
π

2

0
0 2

1cos
2
1 deeV imik

km  

 ( ) =ϕ+
π
μΕ

−= ∫
π

ϕϕ−ϕϕ−
2

0

0

4
deeee imiiik  

 

( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

±≠

±=
μΕ

−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ϕ+ϕ
π
μΕ

−= ∫∫
π

ϕ−−
π

ϕ−+

.10

;1
2

4

02

0

1
2

0

10

mk

mk
dede kmikmi  

В случае а) ( ) 2

2

τ
−

=
t

etf  (см. задачу 3): 

 πτ=
τω

−
4

22
1k

eI . 
Вероятность перехода: 

 ( )( )
2

40
2

1

22
1

2
11 πτ

μΕ
−=±→

τω
− k

emmW
h

. 

Для нечетных k : 

 ( )( ) 2

2222
01

4
1

22
1

h

τω
−

πτμΕ
=±→

k

emmW , 

где частота перехода 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

J
m

J
mmEE mm

mm 2
12

2
1 2200

1
,1

±
±=

−±
=

−
=ω ±

±
hh

h
. 

В случае б) ( ) τ
−

=
t

etf  (см. задачу 3): 

 
1

2
22

1 +τω
τ

=
k

I . 

Вероятность перехода: 

 ( )( ) ( )222
1

2

222
0

2

22
1

0
2

1

11
2

2
11

+τω

τμΕ
=

+τω
τμΕ

−=±→
kk

mmW
hh

. 
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Общее условие применимости теории возмущений: 
 mkkm EEV −<< , 

для данной задачи 

 ( )
J
m 122 +

<<μΕ
h . 

Ответ: а) ( )( ) 2

2222
01

4
1

22
1

h

τω
−

πτμΕ
=±→

k

emmW ,   

б) ( )( ) ( )222
1

2

222
01

1
1

+τω

τμΕ
=±→

k

mmW
h

. 

 
5. Частица массы m  находится в основном состоянии в 

бесконечно глубокой потенциальной яме шириной a . В неко-
торый момент времени правая стенка ямы быстро смещается 
в точку .ab >  Найдите вероятности возбуждения различных 
состояний частицы после остановки стенки. 

Гамильтонианы системы при 0<t  и 0>t : 
 0Ĥ    и   VHH ˆˆˆ

01 += , 
функции состояния этих гамильтонианов 

 ( ) ( ) h

tE

nn

n

extx
−

ψ=ψ ,    и   ( ) ( ) h

tE

nn

n

extx
−

ψ=ψ ~,~ . 
Тогда функцию начального состояния можно разложить по 

новым функциям в ряд: 

 ∑
−

ψ=ψ
k

tE

nnkn

k

ec h~
, 

где dVc nknk ψψ= ∫ *~ . Тогда вероятность перехода из начального 
состояния в конечное: 

 ( ) 2
nkcknW =→ . 

Применим эти рассуждения к бесконечно глубокой потенци-
альной яме, где функции начального состояния 

 
a
nx

an
π

=ψ sin2 , 

для основного состояния  

 10

 
a
x

a
π

=ψ sin2
1  

и конечного 

 
b
kx

bk
π

=ψ sin2~ . 

Коэффициент разложения в ряд: 

 =
ππ

=
ππ

= ∫∫
aa

k dx
b
kx

a
x

ab
dx

b
kx

ba
x

a
c

00
1 sinsin2sin2sin2  

 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π= ∫

a
dxx

ab
bkax

ab
bka

ab 0
coscos

2
12  

 =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

π
=

a

bka

x
ab

bka

bka

x
ab

bka
ab

0

sinsin
 

 =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+π

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−π

π
=

bka
b
ka

bka
b
ka

ab
sinsin

 

 −

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

π⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π−π⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

π
=

bka
b
ka

b
ka

ab
sincoscossin

 

 =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

+

π⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π+π⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

−
bka

b
ka

b
ka sincoscossin

 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

−π
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

+
+

−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

π
=

b
ka

bak
abb

bkabkab
kaab sin211sin 222 . 
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( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

−π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

−π
=→

b
ka

bak

ab
b
ka

bak
abbkW 2

22222

32

222 sin4sin21 . 

При ab 2=  

 ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−π
=→

2
sin

4

321 2
222

k

k
kW , 

при четных mk 2=  0sin =πn , при нечетных 12 += mk  

1
2

sin ±=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+πm , ( )
( )( )( )22 1232

32121
−+π

=+→
mm

mW , то есть 

возможны переходы только на нечетные уровни. 

Ответ: ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

−π
=→

b
ka

bak

abkW 2
22222

3

sin41 . 

 
6. На заряженный линейный гармонический осциллятор, 

находящийся в основном состоянии, внезапно накладывается 
однородное электрическое поле, направленное вдоль оси ко-
лебаний. Найдите вероятность возбуждения первого возбуж-
денного состояния. 

 
Гамильтонианы системы при 0<t  и 0>t : 
 0Ĥ    и   VHH ˆˆˆ

01 += , 
функции состояния этих гамильтонианов 

 ( ) ( ) h

tE

nn

n

extx
−

ψ=ψ ,    и   ( ) ( ) h

tE

nn

n

extx
−

ψ=ψ ~,~ . 
Тогда функцию начального состояния можно разложить по 

новым функциям в ряд: 

 ∑
−

ψ=ψ
k

tE

nnkn

k

ec h~
, 

где dVc nknk ψψ= ∫ *~ . Тогда вероятность перехода из начального 
состояния в конечное: 

 ( ) 2
nkcknW =→ . 

Применим эти рассуждения к бесконечно глубокой потенци-
альной яме, где функции начального состояния 

 12

 
a
nx

an
π

=ψ sin2 , 

для основного состояния  

 2

2

2
0

1 a
x

e
a

−

π
=ψ ,   

ω
=

m
a h  

и первого возбужденного: 

 2

2

2
1

2

2 a
x

e
aa

x −

π
=ψ , 

причем при наложении поля происходит смещение энергетиче-
ских уровней и координат (см. задачу 7 темы 7): 

 2

2

2

2
2

1
2

2
~ a

m
qx

e
aa

m
qx ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω

Ε
−

−

π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−
=ψ . 

Коэффициент разложения в ряд: 

 =
π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−

π
= ∫

∞

∞−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω

Ε
−

−−
dxe

aa
m
qx

e
a

c a
m
qx

a
x

k
2

2

2

2

2

2
2

2
1

2

2
1  

 ∫
∞

∞−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω

Ε
−+

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−
π

= dxe
m
qx

a
a
m
qxx

2

2

2
2

2
22 2

2 . 

Преобразуем показатель экспоненты: 

 =
ω
Ε

+
ω
Ε

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−+ 42

22

2
2

2

2
2 22

m
q

m
qxx

m
qxx  

 

42

222

242

22

42

22

2
2

22
2

242
22

ω
Ε

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−=
ω
Ε

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ω
Ε

+
ω
Ε

−=
m
q

m
qx

m
q

m
q

m
qxx , 

тогда 

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−
π

= ∫
∞

∞−

ω

Ε
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω

Ε
−

−
dxe

m
qx

a
c a

m
q

m
qx

k
2

42

222

2

2
22

2

221 2
2  
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 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−
π

= ∫
∞

∞−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω

Ε
−

−
ω

Ε
−

dxe
m
qxe

a
a
m
qx

ma
q

2

2

2

422

22 2

2
4

2 2
2  

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−
π

=
ω
Ε

−== ∫
∞

∞−

−
ω

Ε
−

dte
m
qte

am
qxt a

t
ma

q
2

2

422

22

2
4

22 22
2

2
 

 =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

ω
Ε

−
π

= ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−−
ω

Ε
−

dte
m
qdttee

a
a
t

a
t

ma
q

2

2

2

2

422

22

2
4

2 22
2  

 422

22

4
22

ω

Ε
−

ω
Ε

−= ma
q

e
ma

q . 

Вероятность перехода 

 ( ) 422

22

422

22

2
422

22
2

4
2 22

10 ω

Ε
−

ω

Ε
−

ω
Ε

=
ω

Ε
−=→ ma

q
ma

q

e
ma

qe
ma

qW . 

Ответ: ( ) 422

22

2
422

22

2
10 ω

Ε
−

ω
Ε

=→ ma
q

e
ma

qW . 

 


