
КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 1: 

 
«Операторы, их собственные функции  

и собственные значения» 
  
 Задачи 
 
1. Перемножьте операторы ML ˆˆ −  и ML ˆˆ + . 
Произведение  
 

( )( ) ( ) ( ) ( )LMMLMLMLMMLLMLML ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22 −+−=+−+=+− . 
Ответ: ( )LMMLML ˆˆˆˆˆˆ 22 −+− . 

 
2. Для операторов L̂  и M̂ , удовлетворяющих соотно-

шению 1ˆˆˆˆ =− LMML , найдите LMML ˆˆˆˆ 22 − . 
К соотношению LMML ˆˆˆˆ 22 −  добавим и отнимем MLM ˆˆˆ  
 

( ) ( ) MLMMLMMLMMLLMMLMMLMML ˆ2ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22 =−+−=−+−
, 
т.к. 1ˆˆˆˆ =− LMML . 

Ответ: MLMML ˆ2ˆˆˆˆ 22 =− . 
 
3. Для операторов L̂  и M̂ , удовлетворяющих соотноше-

нию 1ˆˆˆˆ =− LMML , найдите ( ) ( )LMfMfL ˆˆˆˆ − . 
Используя результаты предыдущей задачи, докажем, что по-

лученное при 2=n  соотношение верно и для 1+n . Пусть 
 1ˆˆˆˆˆ −=− nnn MnLMML ,  

тогда 
 

( ) ( )=−−=−=− −++++ 11111 ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ nnnnnnn MnMLMMLLMMMLLMML
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( ) =+−=−−= +−+ nnnnnn MnMLMMLMnMLMML ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 111  
 ( ) ( ) nnn MnMnMLMML ˆ1ˆˆˆˆˆˆ +=+−= . 

Это соотношение справедливо для любого n . Разложим ( )Mf ˆ  в 
ряд по M̂   
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Ответ: ( ) ( )LMfMfL ˆˆˆˆ − . 
 
4. Проверьте, является ли оператор возведения в квадрат 

линейным. 
Условие линейности оператора 
 ( ) 22112211

ˆˆˆ ψψψψ LCLCCCL +=+ . 
Возведем в квадрат линейную комбинацию функций 
 

( ) ( ) ( ) 2
22

2
112121

2
22

2
11

2
2211 2 ψψψψψψψψ CCCCCCCC +≠++=+ . 

Оператор возведения в квадрат не является линейным. 
 

5. Проверьте, является ли оператор 
dx
dL =ˆ  линейным. 

Условие линейности оператора 
 ( ) 22112211

ˆˆˆ ψψψψ LCLCCCL +=+ . 
Найдем 

 ( )
dx

dC
dx

dCCC
dx
d 2

2
1

12211
ψ

+
ψ

=ψ+ψ . 

Оператор 
dx
dL =ˆ  является линейным. 

 
6. Докажите, что оператор комплексного сопряжения не 

является линейным. 
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Пусть оператор комплексного сопряжения K̂ . Тогда по оп-
ределению 

 *ˆ ψψ =K . 
Тогда для любых 1a , 2a  и 1ψ , 2ψ  имеем  
 ( ) ( ) =+=+=+ *

2
*
2

*
1

*
1

*
22112211

ˆ ψψψψψψ aaaaaaK  
 22112

*
21

*
1

ˆˆˆˆ ψψψψ KaKaKaKa +≠+= , 
что требовалось доказать. 

 

7. Найдите оператор, переводящий функцию ( )xψ  в функ-
цию ( )ax +ψ  (оператор трансляции). 

Воспользуемся определением оператора 
 ( ) ( )axxTa +=ψψˆ  

и разложим функцию ( )ax +ψ  в ряд по степеням a : 

 ( ) ( ) ( )x
dx
d

n
a
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daxax

n
n

nn
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∞
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Заметим, что ( )
∑
∞

=
=

0 !n

ax
n

e
n

ax , можем записать получившийся 

ряд в виде ( )
( )

dx
xda

n
n

nn

ex
dx
d

n
a ψ∞

=
=ψ∑

0 !
, а оператор 

 dx
da

a eT =ˆ . 

Ответ: dx
da

a eT =ˆ . 
 
8. Найдите оператор, переводящий функцию ( )ϕψ  в функ-

цию ( )α+ϕψ , где ϕ  – угловая переменная (оператор поворота 
пространства на угол α ). 

Воспользуемся определением оператора 
 ( ) ( )αϕψϕψα +=T̂  

и разложим функцию ( )α+ϕψ  в ряд по степеням α : 

( ) ( ) ( )ϕψ
ϕ
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ϕ
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. 
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Заметим, что ∑
∞

=

ϕ
α

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

α

0 !n

d
d

n

e
n
d
d

, можем записать оператор 

 ϕ
α

α
d
d

eT =ˆ . 

Ответ: ϕ
α

α
d
d

eT =ˆ . 
 
9. Найдите собственные функции и собственные значения 

оператора 
ϕd
d . 

Уравнение на собственные функции и собственные  
значения  

 λψ=
ϕ
ψ

d
d . 

Решение уравнения следует искать в виде αϕ=ψ Ae , где 
λ=α . По условию угловой периодичности переменной 

( ) ( )π+ϕψ=ϕψ 2 ,   
 ( ) πλλϕπ+ϕλλϕ == 22 eAeAeAe , 12 =πλe , 

что может быть, если im=λ , где m  – целое. 
Пронормируем функцию  

 πϕϕ
ππ

ϕϕ 21 2
2

0

2
2

0

* AdAdAeeA imim === ∫∫ − , 

откуда 
π

=
2
1A , тогда собственная функция 

 ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 

Ответ: im=λ , ϕ

π
ψ im

m e
2
1

= . 

 
10. Найдите собственные функции и собственные значе-

ния оператора 
ϕd
dsin .  
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Уравнение на собственные функции и собственные  
значения  

 λψ=
ϕ
ψ

d
dsin . 

Чтобы решить это уравнение, разложим оператор 
ϕd
dsin  в 

степенной ряд 
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Решение уравнения  

 ( )
( ) λψ=

ϕ
ψ

+
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∞
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следует искать в виде αϕ=ψ Ae  и из требования периодичности 

функции im=α , где m  – целое. Нормировка на 1 дает 
π

=
2
1A . 

Подставим эту функцию в уравнение и получим собственные 
значения: 

 ( )
( ) ( ) ( )imim

kk

k
k

sin
!12

1
0

=
+

−
=λ ∑

∞

=
. 

Ответ: ( )imsin=λ , ϕ

π
=ψ ime

2
1 . 

 

11. Найдите собственное значение оператора 2

2
ˆ

dx
dL = , со-

ответствующее собственной функции ( ) kxxf sin= . 
Согласно определению собственных функций ( )xf  и собст-

венных значений λ  оператора L̂  
 ( ) ( )xfxfL λ=ˆ , 

применим определение к заданной функции 

 kxkkx
dx
d sinsin 2

2

2

−= . 

Сравнивая данное равенство с определением, получаем, что  

 6

заданной  функции  соответствует  собственное  значение  опера-
тора L̂ : 

 2k−=λ . 
Ответ: 2k−=λ . 
 
12. Найдите спектр собственных значений и собственных 

функций уравнения ( ) ( )xfk
dx

xfd 2
2

2

−= , если граничные усло-

вия имеют вид ( ) 00 =f , ( ) 0=af . 
Данное уравнение является дифференциальным уравнением 

второго порядка с постоянными коэффициентами: 

 ( ) ( ) 02
2

2

=+ xfk
dx

xfd  –  

волновое уравнение. Его общее решение: 
 ( ) kxBkxAxf cossin += , 

где A  и B  – произвольные постоянные интегрирования. 
Из граничных условий 
 ( ) 00 =f    ⇒    0=B , 
 ( ) 0=af    ⇒    0cossin =+ kaBkaA . 
То есть постоянная A  – произвольная, а 0sin =ka  при 

nka π= , где n  – целое. Т.е. 
a
nk π

= . Собственные функции урав-

нения: 

 ( )
a
nxAxf π

= sin , 

а соответствующие им собственные значения  

 
a
nk π

= , ,...2,1,0 ±±=n  

Ответ: ( )
a
nxAxf π

= sin , 
a
nk π

= , ,...2,1,0 ±±=n  

 
13. Найдите условие нормировки волн де Бройля. 
Волна де Бройля имеет вид: 



 7 

 ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−ψ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=ψ

hh

iEtxpxEtiCtx expexp, , 

где  

 ( )
h

ipxCx exp=ψ . 

Если период волны де Бройля равен l , то есть 
( ) ( )l+ψ=ψ xx , то 

 
h

l

hh

ipipxCipxC expexpexp ⋅= , 

то есть 

 1exp =
h

lip , 

следовательно,  

 h
l

np π
=

2 . 

Из условий нормировки  

 ( ) 1
0

2 =ψ∫
l

dxx  

или  

 12

0

2

0

* === ∫∫
−

l
ll

hh CdxCdxCeeC
ipxipx

,  

то есть  

 
l

1
=C . 

Отсюда нормировка волны де Бройля имеет вид: 

 ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=ψ pxEtitx

hl
exp1, . 

Для трехмерного случая 

 h
l x

x
x

n
p

π
=

2 ,   h
l y

y
y

n
p

π
=

2
,   h

l z

z
z

np π
=

2 , 

где zyxV lll ⋅⋅=  – параллелепипед периодичности, 
...,2,1,0,, ±±=zyx nnn  

Волна де Бройля 
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 ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−−

⋅⋅
=ψ rpEtitr

zyx

rr

hlll

r exp1, . 

Ответ: ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=ψ pxEtitx

hl
exp1, . 

 
14. Функция ( ) ϕ=ϕ ikCef  задана в интервале π≤ϕ≤ 20 . 

Определите нормирующий на единицу множитель C . 
Условие нормировки на единицу 
 ( ) ( ) 1* =∫ dxxfxf , 

интегрирование производится по всей области определения функ-
ции. Следовательно, для полярной координаты ϕ  нормировка 

 122
2

0

2
2

0

* === ∫∫ − πϕϕ
ππ

ϕϕ CdCdCeeC ikik , 

откуда нормирующий множитель 

 
π

=
2
1C , 

а нормированная функция имеет вид: 

 ( )
π

=ϕ
ϕ

2

ikef . 

Ответ: 
π

=
2
1C . 

 
15. В момент времени 0=t  частица описывается функци-

ей ( ) xikxaAex 0
22

0, +−=ψ , где a  и 0k  – постоянные. Определите 
ширину волнового пакета. 

Разложим данную функцию в ряд Фурье по k : 

 ( ) ( )∫
∞

∞−

=ψ dkekCx ikx0,  

 – волновой пакет, описывающий частицу. 

 ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

−+−
∞

∞−

== dxeAdxexkC xkkixaikx 0
22

2
0,

2
1 *

π
ψ

π
. 

Дополняя показатель экспоненты до полного квадрата, получим 
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 ( )
( ) ( ) ( )

2

2
0

2
0

2

2

2
0

222

22
a

kk
a

kk
ixa

a
kk

e
a

AdxeeAkC
−

−∞

∞−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
−−−

−

π
=

π
= ∫ . 

Значение ( )kC  максимально вблизи 0kk = . Выражение   

 ( )
( )

dke
a

AdkkC a

kk
2

2
0

2

2
2

2

−
−

π
=  

пропорционально вероятности найти у частицы квазиимпульс  в 
интервале dkkk +÷ . Ширину пакета в квазиимпульсном про-

странстве можно определить как 
a

k 1
≈Δ . 

Ответ: 
a

k 1
≈Δ . 
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16. Пусть собственные функции и собственные значения 
двух операторов удовлетворяют условиям ( ) ( )xfxfL 1111̂ λ=  и 

( ) ( )yfyfL 2222
ˆ λ= . Будет ли собственная функция оператора 
( )yx,ψ  иметь вид ( ) ( ) ( )yfxfyx 21, =ψ , если 

( ) ( )yxyxL ,,ˆ λψψ = , а 21
ˆˆˆ LLL ⋅= , причем 

dx
dL =1̂  и 

dy
dL =2

ˆ ? 

Решим уравнение на собственные функции и собственные 
значения: 

 ( ) ( )yxyxL ,,ˆ λψψ = . 

Подставим в него явное значение оператора 
dxdy
dL

2
ˆ =  и 

функцию ( )yx,ψ  в виде произведения ( ) ( ) ( )yfxfyx 21, =ψ : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =λ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= yfxf

dx
dyf

dy
dxf

dx
dyfxf

dxdy
d

2212121

2

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfxfyfxfyfxf
dx
d

21212211221 λλ=λλ=λ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . 

Следовательно, функция ( ) ( ) ( )yfxfyx 21, =ψ  является собст-
венной функцией оператора L̂ , соответствующей собственному 
значению 21λλ=λ . 

Ответ: да. 
 
17. Найдите собственные функции и собственные значе-

ния оператора 
ϕ∂
∂

−= hiLz
ˆ . Какая волновая функция соот-

ветствует проекции момента h3=zL ? 
 
Уравнение на собственные функции и собственные  

значения  
 λψψ =zL̂ ,    

 λψ
ϕ
ψ

=
∂
∂

− hi  

приводит к дифференциальному уравнению  
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 ϕλ=
ψ
ψ did

h , 

его решение λϕ=ψ hiCe . В силу периодичности функции угловой 
координаты ( ) ( )π+ϕψ=ϕψ 2 : 

 πλ+λϕλϕ = 2hhh iii CeCe , 12 =πλhie ,  
следовательно, m=λh , где m  – целое. То есть собственному зна-
чению hmLz =  соответствует собственная функция ϕ=ψ im

m Ce . 
Пронормируем ее: 

 ( ) 22

0

22

0

2 21 CdCdm π=ϕ=ϕϕψ= ∫∫
ππ

, откуда 
π

=
2
1C , 

тогда ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 

Собственному значению h3=zL  соответствует функция  

 ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 

Ответ: ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 , hmLz = , ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 


