
КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 1: 

 
«Операторы, их собственные функции  

и собственные значения» 
  
 Задачи 
 
1. Перемножьте операторы ML ˆˆ −  и ML ˆˆ + . 
Произведение  
 

( )( ) ( ) ( ) ( )LMMLMLMLMMLLMLML ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22 −+−=+−+=+− . 
Ответ: ( )LMMLML ˆˆˆˆˆˆ 22 −+− . 

 
2. Для операторов L̂  и M̂ , удовлетворяющих соотно-

шению 1ˆˆˆˆ =− LMML , найдите LMML ˆˆˆˆ 22 − . 
К соотношению LMML ˆˆˆˆ 22 −  добавим и отнимем MLM ˆˆˆ  
 

( ) ( ) MLMMLMMLMMLLMMLMMLMML ˆ2ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22 =−+−=−+−
, 
т.к. 1ˆˆˆˆ =− LMML . 

Ответ: MLMML ˆ2ˆˆˆˆ 22 =− . 
 
3. Для операторов L̂  и M̂ , удовлетворяющих соотноше-

нию 1ˆˆˆˆ =− LMML , найдите ( ) ( )LMfMfL ˆˆˆˆ − . 
Используя результаты предыдущей задачи, докажем, что по-

лученное при 2=n  соотношение верно и для 1+n . Пусть 
 1ˆˆˆˆˆ −=− nnn MnLMML ,  

тогда 
 

( ) ( )=−−=−=− −++++ 11111 ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ nnnnnnn MnMLMMLLMMMLLMML
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( ) =+−=−−= +−+ nnnnnn MnMLMMLMnMLMML ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 111  
 ( ) ( ) nnn MnMnMLMML ˆ1ˆˆˆˆˆˆ +=+−= . 

Это соотношение справедливо для любого n . Разложим ( )Mf ˆ  в 
ряд по M̂   
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∞
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Ответ: ( ) ( )LMfMfL ˆˆˆˆ − . 
 
4. Проверьте, является ли оператор возведения в квадрат 

линейным. 
Условие линейности оператора 
 ( ) 22112211

ˆˆˆ ψψψψ LCLCCCL +=+ . 
Возведем в квадрат линейную комбинацию функций 
 

( ) ( ) ( ) 2
22

2
112121

2
22

2
11

2
2211 2 ψψψψψψψψ CCCCCCCC +≠++=+ . 

Оператор возведения в квадрат не является линейным. 
 

5. Проверьте, является ли оператор 
dx
dL =ˆ  линейным. 

Условие линейности оператора 
 ( ) 22112211

ˆˆˆ ψψψψ LCLCCCL +=+ . 
Найдем 

 ( )
dx

dC
dx

dCCC
dx
d 2

2
1

12211
ψ

+
ψ

=ψ+ψ . 

Оператор 
dx
dL =ˆ  является линейным. 

 
6. Докажите, что оператор комплексного сопряжения не 

является линейным. 
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Пусть оператор комплексного сопряжения K̂ . Тогда по оп-
ределению 

 *ˆ ψψ =K . 
Тогда для любых 1a , 2a  и 1ψ , 2ψ  имеем  
 ( ) ( ) =+=+=+ *

2
*
2

*
1

*
1

*
22112211

ˆ ψψψψψψ aaaaaaK  
 22112

*
21

*
1

ˆˆˆˆ ψψψψ KaKaKaKa +≠+= , 
что требовалось доказать. 

 

7. Найдите оператор, переводящий функцию ( )xψ  в функ-
цию ( )ax +ψ  (оператор трансляции). 

Воспользуемся определением оператора 
 ( ) ( )axxTa +=ψψˆ  

и разложим функцию ( )ax +ψ  в ряд по степеням a : 

 ( ) ( ) ( )x
dx
d

n
a

dx
da

dx
daxax

n
n

nn

ψ=+
ψ

+
ψ

+ψ=+ψ ∑
∞

=0
2

22

!
...

!2
. 

Заметим, что ( )
∑
∞

=
=

0 !n

ax
n

e
n

ax , можем записать получившийся 

ряд в виде ( )
( )

dx
xda

n
n

nn

ex
dx
d

n
a ψ∞

=
=ψ∑

0 !
, а оператор 

 dx
da

a eT =ˆ . 

Ответ: dx
da

a eT =ˆ . 
 
8. Найдите оператор, переводящий функцию ( )ϕψ  в функ-

цию ( )α+ϕψ , где ϕ  – угловая переменная (оператор поворота 
пространства на угол α ). 

Воспользуемся определением оператора 
 ( ) ( )αϕψϕψα +=T̂  

и разложим функцию ( )α+ϕψ  в ряд по степеням α : 

( ) ( ) ( )ϕψ
ϕ

α
ϕ
ψα

ϕ
ψαϕψαϕψ ∑

∞

=

=+++=+
0

2

22

!
...

!2 n
n

nn

d
d

nd
d

d
d

. 
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Заметим, что ∑
∞

=

ϕ
α

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

α

0 !n

d
d

n

e
n
d
d

, можем записать оператор 

 ϕ
α

α
d
d

eT =ˆ . 

Ответ: ϕ
α

α
d
d

eT =ˆ . 
 
9. Найдите собственные функции и собственные значения 

оператора 
ϕd
d . 

Уравнение на собственные функции и собственные  
значения  

 λψ=
ϕ
ψ

d
d . 

Решение уравнения следует искать в виде αϕ=ψ Ae , где 
λ=α . По условию угловой периодичности переменной 

( ) ( )π+ϕψ=ϕψ 2 ,   
 ( ) πλλϕπ+ϕλλϕ == 22 eAeAeAe , 12 =πλe , 

что может быть, если im=λ , где m  – целое. 
Пронормируем функцию  

 πϕϕ
ππ

ϕϕ 21 2
2

0

2
2

0

* AdAdAeeA imim === ∫∫ − , 

откуда 
π

=
2
1A , тогда собственная функция 

 ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 

Ответ: im=λ , ϕ

π
ψ im

m e
2
1

= . 

 
10. Найдите собственные функции и собственные значе-

ния оператора 
ϕd
dsin .  
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Уравнение на собственные функции и собственные  
значения  

 λψ=
ϕ
ψ

d
dsin . 

Чтобы решить это уравнение, разложим оператор 
ϕd
dsin  в 

степенной ряд 
( )
( )∑

∞

=
+

+

ϕ
ψ

+
−

=ψ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ϕ
+

ϕ
−

ϕ
=ψ

ϕ 0
12

12

5

5

3

3

!12
1...

!5
1

!3
1sin

k
k

kk

d
d

kd
d

d
d

d
d

d
d . 

Решение уравнения  

 ( )
( ) λψ=

ϕ
ψ

+
−

∑
∞

=
+

+

0
12

12

!12
1

k
k

kk

d
d

k
 

следует искать в виде αϕ=ψ Ae  и из требования периодичности 

функции im=α , где m  – целое. Нормировка на 1 дает 
π

=
2
1A . 

Подставим эту функцию в уравнение и получим собственные 
значения: 

 ( )
( ) ( ) ( )imim

kk

k
k

sin
!12

1
0

=
+

−
=λ ∑

∞

=
. 

Ответ: ( )imsin=λ , ϕ

π
=ψ ime

2
1 . 

 

11. Найдите собственное значение оператора 2

2
ˆ

dx
dL = , со-

ответствующее собственной функции ( ) kxxf sin= . 
Согласно определению собственных функций ( )xf  и собст-

венных значений λ  оператора L̂  
 ( ) ( )xfxfL λ=ˆ , 

применим определение к заданной функции 

 kxkkx
dx
d sinsin 2

2

2

−= . 

Сравнивая данное равенство с определением, получаем, что  

 6

заданной  функции  соответствует  собственное  значение  опера-
тора L̂ : 

 2k−=λ . 
Ответ: 2k−=λ . 
 
12. Найдите спектр собственных значений и собственных 

функций уравнения ( ) ( )xfk
dx

xfd 2
2

2

−= , если граничные усло-

вия имеют вид ( ) 00 =f , ( ) 0=af . 
Данное уравнение является дифференциальным уравнением 

второго порядка с постоянными коэффициентами: 

 ( ) ( ) 02
2

2

=+ xfk
dx

xfd  –  

волновое уравнение. Его общее решение: 
 ( ) kxBkxAxf cossin += , 

где A  и B  – произвольные постоянные интегрирования. 
Из граничных условий 
 ( ) 00 =f    ⇒    0=B , 
 ( ) 0=af    ⇒    0cossin =+ kaBkaA . 
То есть постоянная A  – произвольная, а 0sin =ka  при 

nka π= , где n  – целое. Т.е. 
a
nk π

= . Собственные функции урав-

нения: 

 ( )
a
nxAxf π

= sin , 

а соответствующие им собственные значения  

 
a
nk π

= , ,...2,1,0 ±±=n  

Ответ: ( )
a
nxAxf π

= sin , 
a
nk π

= , ,...2,1,0 ±±=n  

 
13. Найдите условие нормировки волн де Бройля. 
Волна де Бройля имеет вид: 
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 ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−ψ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=ψ

hh

iEtxpxEtiCtx expexp, , 

где  

 ( )
h

ipxCx exp=ψ . 

Если период волны де Бройля равен l , то есть 
( ) ( )l+ψ=ψ xx , то 

 
h

l

hh

ipipxCipxC expexpexp ⋅= , 

то есть 

 1exp =
h

lip , 

следовательно,  

 h
l

np π
=

2 . 

Из условий нормировки  

 ( ) 1
0

2 =ψ∫
l

dxx  

или  

 12

0

2

0

* === ∫∫
−

l
ll

hh CdxCdxCeeC
ipxipx

,  

то есть  

 
l

1
=C . 

Отсюда нормировка волны де Бройля имеет вид: 

 ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=ψ pxEtitx

hl
exp1, . 

Для трехмерного случая 

 h
l x

x
x

n
p

π
=

2 ,   h
l y

y
y

n
p

π
=

2
,   h

l z

z
z

np π
=

2 , 

где zyxV lll ⋅⋅=  – параллелепипед периодичности, 
...,2,1,0,, ±±=zyx nnn  

Волна де Бройля 
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 ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−−

⋅⋅
=ψ rpEtitr

zyx

rr

hlll

r exp1, . 

Ответ: ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=ψ pxEtitx

hl
exp1, . 

 
14. Функция ( ) ϕ=ϕ ikCef  задана в интервале π≤ϕ≤ 20 . 

Определите нормирующий на единицу множитель C . 
Условие нормировки на единицу 
 ( ) ( ) 1* =∫ dxxfxf , 

интегрирование производится по всей области определения функ-
ции. Следовательно, для полярной координаты ϕ  нормировка 

 122
2

0

2
2

0

* === ∫∫ − πϕϕ
ππ

ϕϕ CdCdCeeC ikik , 

откуда нормирующий множитель 

 
π

=
2
1C , 

а нормированная функция имеет вид: 

 ( )
π

=ϕ
ϕ

2

ikef . 

Ответ: 
π

=
2
1C . 

 
15. В момент времени 0=t  частица описывается функци-

ей ( ) xikxaAex 0
22

0, +−=ψ , где a  и 0k  – постоянные. Определите 
ширину волнового пакета. 

Разложим данную функцию в ряд Фурье по k : 

 ( ) ( )∫
∞

∞−

=ψ dkekCx ikx0,  

 – волновой пакет, описывающий частицу. 

 ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

−+−
∞

∞−

== dxeAdxexkC xkkixaikx 0
22

2
0,

2
1 *

π
ψ

π
. 

Дополняя показатель экспоненты до полного квадрата, получим 
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 ( )
( ) ( ) ( )

2

2
0

2
0

2

2

2
0

222

22
a

kk
a

kk
ixa

a
kk

e
a

AdxeeAkC
−

−∞

∞−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
−−−

−

π
=

π
= ∫ . 

Значение ( )kC  максимально вблизи 0kk = . Выражение   

 ( )
( )

dke
a

AdkkC a

kk
2

2
0

2

2
2

2

−
−

π
=  

пропорционально вероятности найти у частицы квазиимпульс  в 
интервале dkkk +÷ . Ширину пакета в квазиимпульсном про-

странстве можно определить как 
a

k 1
≈Δ . 

Ответ: 
a

k 1
≈Δ . 
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16. Пусть собственные функции и собственные значения 
двух операторов удовлетворяют условиям ( ) ( )xfxfL 1111̂ λ=  и 

( ) ( )yfyfL 2222
ˆ λ= . Будет ли собственная функция оператора 
( )yx,ψ  иметь вид ( ) ( ) ( )yfxfyx 21, =ψ , если 

( ) ( )yxyxL ,,ˆ λψψ = , а 21
ˆˆˆ LLL ⋅= , причем 

dx
dL =1̂  и 

dy
dL =2

ˆ ? 

Решим уравнение на собственные функции и собственные 
значения: 

 ( ) ( )yxyxL ,,ˆ λψψ = . 

Подставим в него явное значение оператора 
dxdy
dL

2
ˆ =  и 

функцию ( )yx,ψ  в виде произведения ( ) ( ) ( )yfxfyx 21, =ψ : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =λ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= yfxf

dx
dyf

dy
dxf

dx
dyfxf

dxdy
d

2212121

2

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfxfyfxfyfxf
dx
d

21212211221 λλ=λλ=λ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . 

Следовательно, функция ( ) ( ) ( )yfxfyx 21, =ψ  является собст-
венной функцией оператора L̂ , соответствующей собственному 
значению 21λλ=λ . 

Ответ: да. 
 
17. Найдите собственные функции и собственные значе-

ния оператора 
ϕ∂
∂

−= hiLz
ˆ . Какая волновая функция соот-

ветствует проекции момента h3=zL ? 
 
Уравнение на собственные функции и собственные  

значения  
 λψψ =zL̂ ,    

 λψ
ϕ
ψ

=
∂
∂

− hi  

приводит к дифференциальному уравнению  
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 ϕλ=
ψ
ψ did

h , 

его решение λϕ=ψ hiCe . В силу периодичности функции угловой 
координаты ( ) ( )π+ϕψ=ϕψ 2 : 

 πλ+λϕλϕ = 2hhh iii CeCe , 12 =πλhie ,  
следовательно, m=λh , где m  – целое. То есть собственному зна-
чению hmLz =  соответствует собственная функция ϕ=ψ im

m Ce . 
Пронормируем ее: 

 ( ) 22

0

22

0

2 21 CdCdm π=ϕ=ϕϕψ= ∫∫
ππ

, откуда 
π

=
2
1C , 

тогда ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 

Собственному значению h3=zL  соответствует функция  

 ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 

Ответ: ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 , hmLz = , ϕ

π
=ψ im

m e
2
1 . 



КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 2: 

 
 «Понятие вероятности  
 в квантовой механике.  

 Среднее значение физической величины» 
  
  
 Задачи  
 
1. Найдите возможные собственные значения оператора 

zL̂  и их вероятности для частицы, находящейся в состоянии   
а) ( ) ϕ=ϕΨ 3sinA ;  б) ( ) ( )ϕ−=ϕΨ 4cos2A . 

а) Собственные функции оператора zL€  

 ( )
π

=ϕΨ
ϕ

2

im

m
e . 

Выразим функцию состояния через экспоненты. 

 
i
ee ii

2
sin

ϕ−ϕ −
=ϕ , 

тогда  

 ( ) ( )=+−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=ϕΨ ϕϕ−ϕϕ

ϕ−ϕ
iiii

ii

eeee
i

A
i
eeA 33

3

133
82

 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

π
−

π
+

π
−

π
π

−=
ϕϕ−ϕϕ

22
3

2
3

28
2 33 iiii eeee
i

A  

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

π
π

+
π

π
−

π
π

+
π

π
−=

ϕϕ−ϕϕ

28
2

28
23

28
23

28
2 33 iiii e

i
Ae

i
Ae

i
Ae

i
A

 

 

( ) ( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ϕψ

π
+ϕψ

π
−ϕψ

π
+ϕψ

π
−= −− 3113 8

2
8

23
8

23
8

2
i

A
i

A
i

A
i

A . 

 2

Разложение функции состояния по собственным функциям 
оператора zL̂   

 ( ) ( )ϕψ=ϕψ ∑
∞

−∞=m
mmc  

содержит коэффициенты разложения mc , такие, что 2
mm cw =  – 

вероятность системы находиться в состоянии с магнитным кван-
товым числом m . Тогда из разложения функции получаем коэф-
фициенты: 

i
Ac

8
2

3
π

−= ,  
i

Ac
8

23
1

π
= ,  

i
Ac

8
23

1
π

−=− ,  
i

Ac
8

2
3

π
=−  

и вероятности:  

32

2

3
π

=
A

w ,  
32

9 2

1
π

=
A

w ,  
32

9 2

1
π

=−

A
w ,  

32

2

3
π

=−

A
w , 

но поскольку сумма вероятностей должна быть равна 1, то 

 
16

10
3232

9
32

9
32

1
22222 π

=
π

+
π

+
π

+
π

=
AAAAA

, 

откуда 

 
π

=
10
162A , а 

π
=

10
4A , 

тогда 

 
20
1

1032
16

3 =
π⋅

π
=w ,  

20
9

1 =w ,  
20
9

1 =−w ,  
20
9

3 =−w . 

Итак, частица может находиться в состояниях с квантовыми 
числами 3;1 ±±=m , то есть проекция момента импульса может 
иметь значения с соответствующими вероятностями:  

zL –
3 h

– h  h  3 h  

w 0,05 0,45 0,45 0,05 
б) Аналогично: 

 
2

cos
ϕ−ϕ +

=ϕ
ii ee , 

тогда  

 ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

π
+

π
−

π
π=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=ϕΨ

ϕ−ϕϕ−ϕ

222
12

2
1

44344 iiii eeAeeA  



 3 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

π
π+

π
π−

π
π=

ϕ−ϕ

2
2

2
2

2
12

44 ii eAeAA  

 ( ) ( ) ( )( )ϕψπ+ϕψπ−ϕψπ= −440 222 AAA . 
коэффициенты: 
 π= 220 Ac ,   π= 24 Ac ,   π−=− 24 Ac  

и вероятности:  
 π= 2

0 4 Aw ,   π= 2
4 Aw ,   π=−

2
4 Aw , 

но поскольку сумма вероятностей должна быть равна 1, то 
 π=π+π+π= 2222 641 AAAA , 

откуда 

 
π

=
6
12A , а 

π
=

6
1A , 

тогда 

 
3
2

6
4

0 =
π
π

=w ,   
6
1

4 =w ,   
6
1

4 =−w . 

Итак, частица может находиться в состояниях с квантовыми 
числами 4;0 ±=m , то есть проекция момента импульса может 
иметь значения с соответствующими вероятностями:  

zL  0 –4h  4 h  
 

w 3
2  6

1  6
1  

Ответ: а) zL = ± h ; ±3 h ;  w =0,05; 0,45;  

б) zL = 0; ±4 h ;  w = 
3
2 ; 

6
1 . 

 
2. В момент времени 0=t  частица описывается функцией  

 ( ) xikxaAex 0
22

0, +−=ψ , 
где a  и 0k  – постоянные. Пронормируйте функцию и найдите 
область локализации частицы и плотность тока. 

Из условия нормировки 

 ( ) ==ψ= ∫∫
∞

∞−

+−−−
∞

∞−
dxAeeAdxx xikxaxikxa 0

22
0

22*20,1  

 4

 
2

1222 22 π
== ∫

∞

∞−

−

a
AdxeA xa , 

откуда  

 
π

=
2aA . 

Чтобы найти область локализации, найдем плотность вероятности 

 ( ) ( ) 2222 20, xaeaxx −

π
=ψ=ρ . 

Эта функция имеет максимум в точке 00 =x  и быстро убывает с 
ростом x , следовательно, частица локализована в начале коор-

динат. Ширина пакета, заданного такой функцией, порядка 
2

1
a

. 

Плотность тока вероятности 

 ρ=
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ψ∂

ψ−
∂
ψ∂

ψ= −

m
ke

m
ka

xxm
ij xa

x
020*

* 22

2
hhh . 

Конечное выражение для тока совпадает с классическим. 
Множитель ρ  (аналог плотности заряда) зависит только от пара-
метров вещественной части функции состояния, а множитель 

m
k 0h  (аналог скорости частицы) – связан только с мнимой частью. 

Ответ: 00 =x , ( ) xikxaeax 0
222 +−

π
=ψ , 

2220 xa
x e

m
ka

j −

π
=

h
. 

 
3. Определите распределение вероятности различных 

значений импульса для основного состояния частицы, нахо-
дящейся в «ящике» размерами cba ×× . 

Волновая функция такой частицы в координатном представ-
лении  

 ( )
c
z

b
y

a
x

abc
zyx πππ
=Ψ sinsinsin8,, . 

В импульсном представлении 
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 ( ) =
πππ

π
=Ψ ∫∫∫

⋅
−

z
rpi

ba

zyx c
z

b
y

a
x

abc

edzdydxppp
0 3300

sinsinsin,,
h

h

rr

 

∫∫∫
πππ

π
=

−−− z zipb yipa xip

dz
c
zedy

b
yedx

a
xe

abc

zyx

00033
sinsinsin1

hhh

h
. 

Интеграл 

 =
−==

ββ=β=
=β α−

α
α−

α−∫ xx
x

eVdxedV
xdxdUxU

xdxe 1

cossin
sin  

 =β
α
β

+
α
β

−= ∫ α−α− xdxeex xx cossin  

 =
−==

ββ−=β=
= α−

α
α− xx eVdxedV

xdxdUxU
1

sincos
 

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β

α
β

−
α
β

−
α
β

+
α
β

−= ∫ α−α−α− xdxeexex xxx sincossin  

 ∫ β
α
β

−
α
ββ

−
α
β

−= α−α−α− xdxeexex xxx sincossin
2

2

2 , 

 xx exxxdxe α−α−

β+α
ββ+βα

−=β∫ 22
cossinsin  

Распределение вероятности значений импульса 
 

( ) ( )
( )
( )( )( )222222222222

22233
2 2

cos
2

cos
2

cos4
,,

hhh
hhh

h
r

π−π−π−

π
=Ψ=ρ

cpbpap

cpbpapabc
pppp

zyx

zyx

zyx . 

Ответ: ( )
( )
( )( )( )222222222222

22233

2
cos

2
cos

2
cos4

hhh
hhh

h
r

π−π−π−

π
=ρ

cpbpap

cpbpapabc
p

zyx

zyx

. 

 
4. Найдите сумму ∑ δ

n
nknx . 

 6

Так как  
⎩
⎨
⎧

≠
=

=δ
k,n  при  0
k,n  при  1

nk  

то сумма k
n

nkn xx =δ∑ . 

Ответ: kx . 
 
5. Найдите вероятность того, что импульс электрона в ос-

новном состоянии атома водорода заключен в интервале 
( )dppp +, . 

Вероятность частицы иметь указанный импульс 
 ( ) pdpdw rr 2Ψ= , 

где ( )prΨ  – функция состояния в импульсном представлении. 
Функция основного состояния электрона в атоме водорода в 

координатном представлении 

 ( ) a
r

e
a

r
−

π
=Ψ

3

1 , 

где а – радиус первой боровской орбиты электрона. 
Волновая функция в импульсном представлении может быть 

записана так 

 ( )
( )

( )
( )

∫∫
−

⋅
−⋅−

π
=Ψ

π
=Ψ dVe

a
dVrep a

rrpirpi
h

rr
h

rr

hh

r

2
322

3
2

1

2
. 

Вычисление интеграла по бесконечному объему проведем в 
сферических координатах. Ось Oz  направим вдоль вектора им-
пульса, 

 =θθϕ= ∫∫∫∫
π −

θ
−∞π−

⋅
−

0

cos

0

2
2

0
sin dedrrddVe a

rpri
a
rrpi

hh

rr

  

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

π
=θπ= ∫∫∫

∞ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−

−
θ

−∞

0

111

1

cos

0

2 2cos2 rdree
ip

dedrr
rpi

a
rpi

aa
rpri

hhh h  

 ( ) .8
2222

43

h

h

+

π
=

pa

a  

Волновая функция в импульсном представлении имеет вид 
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 ( ) ( )
( )2222

2
3

21

h

hhr

+π
=Ψ

pa

ap . 

Квадрат волновой функции 

 ( )
( )42222

53
2 8

h

hr

+π
=Ψ

pa

ap . 

Умножая на объем шарового слоя в импульсном пространст-
ве dpp24π , получим искомую вероятность 

 ( ) dp
pa

padw 42222

25332

h

h

+π
= . 

Ответ: ( ) dp
pa

padw 42222

25332

h

h

+π
= . 

6. Вычислите вероятности нахождения частицы в интер-
валах значений координаты z  от 1z  до 2z  по заданной волно-

вой функции ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−=Ψ 2

222

2
exp,,

a
zyxAzyx . 

Вероятность частицы иметь координату 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−= ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

2

1

2

2

222

2
exp

z

z a
zyxAdzdydxw  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−= ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

2

1

2

222
2 exp

z

z a
zyxAdzdydx  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

2

1

2

2

2

2

2

2
2 expexpexp

z

z
dz

a
zdy

a
ydx

a
xA  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )12
32

12
2 zerfzerfaAzerfzerfaaaA −π=−ππ= , 

где ( )
α
π

=α−∫
∞

∞−

dxx2exp  – интеграл Пуассона, а функция 

( ) ( )∫
∞

α−=
z

dxxzerf 2exp  – интеграл ошибок. 

Ответ: ( ) ( )( )12
32 zerfzerfaAw −π= . 
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7. Найдите среднее значение проекции момента импульса 

zL̂  и среднее значение квадрата проекции момента импульса 
2ˆ
zL  для частицы, находящейся в состоянии   

а) ( ) ϕ=ϕΨ 3sinA ;   б) ( ) ( )ϕ−=ϕΨ 4cos2A . 
а) Исходя из решения задачи 18, частица может находиться в 

состояниях с квантовыми числами 3;1 ±±=m , то есть проекция 
момента импульса может иметь значения с соответствующими 
вероятностями:  

zL  –3h  – h  h  3 h  
w 0,05 0,45 0,45 0,05 

Тогда среднее значение проекции момента zL  

 ( )∑
∞

−∞=
=

m
mzmz LwL , 

 ( ) ( ) 0305,045,045,0305,0 =⋅+⋅+−⋅+−⋅= hhhhzL , 

а среднее значение квадрата проекции момента 2
zL  

 ( )∑
∞

−∞=
=

m
mzmz LwL 22 , 

 222222 8,1905,045,045,0905,0 hhhhh =⋅+⋅+⋅+⋅=zL . 
Аналогично, частица может находиться в состояниях  

с квантовыми числами 4;0 ±=m , то есть проекция момента  
импульса может иметь значения с соответствующими вероятно-
стями:  

zL  0 –4h  4 h  
 

w 3
2  6

1  6
1  

Тогда среднее значение проекции момента zL  

 ( ) 04
6
14

6
10

3
2

=⋅+−⋅+⋅= hhzL , 

а среднее значение квадрата проекции момента 2
zL  

 2222

3
1616

6
116

6
10

3
2

hhh =⋅+⋅+⋅=zL . 
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Ответ: а) 0=zL , 22 8,1 h=zL ; б) 0=zL , 22

3
16
h=zL . 

 
8. Найдите среднее значение проекции момента импульса 

2€L  частицы, находящейся в состоянии ( ) ϕθ=ϕθΨ cossin, A . 
 
По определению среднего значения физической величины 

2L , которой соответствует оператор 2L̂  
 ( )ψψ 22 ˆ;LL = , 

в сферических координатах оператор 2L̂  имеет вид 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ϕ∂
∂

θ
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

θ∂
∂

θ
θ∂
∂

θ
−= 2

2

2
22

sin
1sin

sin
1€ hL , 

тогда среднее значение  

 == ∫ ∫
π π

ϕθθψψ
2

0 0

2*2 sinˆ ddLL  

 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−= ∫∫
ππ

ϕθθϕθ
ϕθθ

θ
θθ

ϕθ
2

0 0
2

2

2
22 sincossin

sin
1sin

sin
1cossin ddAh

  

 −⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−= ∫ ∫
π π

θθ
θ

θ
θ

ϕ
2

0 0

2222 sinsincos ddAh  

 πθθϕϕ
ϕ

ϕ
π π

22
2

0 0
2

2

3
8sincoscos Add h=⎥

⎦

⎤
∂
∂

− ∫ ∫ . 

Пронормируем функцию ψ  

 =ϕθθϕθ=ϕθθψψ= ∫ ∫∫ ∫
π ππ π 2

0 0

2222

0 0

* sincossinsin1 ddAdd  

 π=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ θ
−θπ−=θθϕϕ−=

π
π π

∫ ∫
2

0

3
22

0 0

222

3
4

3
coscoscossincos AAddA , 
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π

=
4
32A , 

тогда  
 22 2h=L . 

Ответ: 22 2h=L . 

9. Найдите среднее значение координаты x  и импульса 

xp  частицы, находящейся в состоянии ( ) 2

2

a
x

ikx
Aex

−
=Ψ . 

По определению среднего значения  
0

222222 22* ===ψψ= ∫∫∫ −−−− dxxeAdxxeeAdxxx xaxaikxxaikx , 

 =ψ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ψ=ψ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−ψ= ∫∫ dx
a
xikdx

x
ipx

h
hh **  

 kdxx
a
xidxk h
h

h =ψψ+ψψ= ∫∫ ** . 

Ответ: 0=x , kpx h= . 
 
10. Найдите среднее значение квадратичного отклонения 

координаты 2xΔ  частицы, находящейся в состоянии 

( ) 22 xaikxAex −=ψ . 
Поскольку среднее значение координаты в этом состоянии 

равно нулю, то xxxx =−=Δ  и 22 xx =Δ . 
По определению среднего значения квадрата координаты 
 

∫∫∫ −−−− === dxexAdxexeAdxxx xaxaikxxaikx 222222 22222*2 ψψ . 
Воспользуемся интегралом Пуассона 

β
π

=∫
∞

∞−

β− dxe x2
, 

β
π

β∂
∂

=
β∂
∂

∫
∞

∞−

β− dxe x2
, 

β
π

β
−=− ∫

∞

∞−

β−

2
122 dxex x , 

тогда с учетом нормировки 
π

=
aA  (задача 8)  
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 233

2
2

2
1

22 aa
a

a
A

x =
π

π
=

π
= . 

Ответ: 2
2

2
1
a

x = . 

 
11. Проверьте соотношение неопределенностей для части-

цы, описываемой функцией ( ) 2xikxAex α−=Ψ . 
Пронормируем волновую функцию 

 ( ) =⋅=Ψ= ∫∫
∞

∞−

−−−
∞

∞−

dxeeAdxx xikxxikx 22221 αα  

 
α
π

== ∫
∞

∞−

α−

2
222 2

AdxeA x , 

 
4

1
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
π
α

=A . 

Найдем среднее значение квадрата отклонения координаты 
для случая, когда начало отсчета выбрано в точке локализации 
частицы 0=x . 

 ( ) ( ) =ΨΨ=ΨΨ==−=Δ ∫
∞

∞−

dxxxxxxx 2*2222 ˆˆ;  

 ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

−−− ⋅=⋅⋅= dxexdxexe xxikxxikx 222 222 22 ααα

π
α

π
α

. 

Значение интеграла найдем с помощью интеграла Пуассона 

 ( )
α
π

==α ∫
∞

∞−

α− dxeI x2
.  

Продифференцируем интеграл Пуассона по α  

 ( )
3

2

2
12

α
π

−=−=
α∂
α∂

∫
∞

∞−

α− dxexI x . 

 
α

=
α
π

π
α

=Δ
4
1

82
12

3
2x . 
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Найдем среднее значение квадрата отклонения импульса для 
случая, когда начало отсчета движется с постоянной скоростью, 
равной скорости частицы kpp h== 0 . 

 ( ) ( )( ) ( ) =Ψ−Ψ=Ψ−Ψ=−=Δ ∫
∞

∞−

dxppppppp 2
0

*2
0

22 ˆˆ;  

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∂
∂

−⋅
π
α

= ∫
∞

∞−

α−α−− dxep
x

ie xikxxikx 22
2

0
2

h  

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∂
∂

−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∂
∂

π
α

= ∫
∞

∞−

α−α−− dxek
x

iek
x

i xikxxikx 222
hhhh  

 ( ) ( ) =−α+⋅−α−
π
α

= ∫
∞

∞−

α−α−− dxekxikekxik xikxxikx 22
2222h  

 2
3

222222

82
12424

2
hhh α=

α
π

π
α

α=
π
α

α= ∫
∞

∞−

α− dxex x . 

Найдем  

 ( ) ( )
24

1 222 h
h =α

α
=−−=ΔΔ ppxxpx . 

Вывод: соотношение неопределенностей выполняется. 



КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 3: 

 
«Эрмитовы операторы.  
Коммутатор операторов» 

 
 Задачи  

 
1. Найдите правило эрмитового сопряжения произведения 

операторов. 
Правило получим, пользуясь следующими преобразованиями 

матричных элементов операторов L̂  и M̂ . 

 ( ) ( ) ( )( )==⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++

knkn
nk

MLMLML ψψψψ ;ˆˆˆˆ;ˆˆ  

 ( )( ) ( ) ( ) === ∑
m

kmmknk MLML
*** ˆ;ˆ;ˆˆ; ψψψψψψ  

 ( )( ) ( )( )=== ∑∑ ++

m
mknm

m
mkkm MLML ψψψψψψψψ ˆ;ˆ;;ˆ;ˆ  

( )( ) ( ) ( )nknk
m

nmmk LMLMLM ψψψψψψψψ ++++++ ===∑ ˆˆ;ˆˆ;ˆ;ˆ; , 

 ( ) +++
= LMML ˆˆˆˆ . 

Ответ: ( ) +++
= LMML ˆˆˆˆ . 

 
2. Докажите, что оператор Лапласа является самосопря-

женным. 
Воспользуемся равенствами 
 ϕ∇=ϕΔ div  и ( ) ϕ∇⋅+ϕ=ϕ BBdivBdiv

rrr
. 

Рассмотрим произвольные функции 1ψ  и 2ψ , интегрируемые 
с квадратом модуля и равные нулю на бесконечности. Найдем  

 ( ) ( ) =ψ∇ψ=ψΔψ=ψΔψ ∫∫ dVdivdV 2
*
12

*
121;  

 ( ) ∫∫ ψ∇⋅ψ∇−ψ∇ψ= dVdVdiv 2
*
12

*
1 . 

 2

( ) ∫∫ ⋅ψ∇ψ=ψ∇ψ sddVdiv r
2

*
12

*
1  по теореме Остроградского-

Гаусса, 02
*
1 =⋅ψ∇ψ∫ sdr  – по свойству функций.  

Тогда  
 ( ) =ψ∇⋅ψ∇−=ψ∇⋅ψ∇−=ψΔψ ∫∫ dVdV *

122
*
121;  

 ( ){ } ∫∫∫ ψψΔ=ψΔψ=ψ∇ψ−ψ∇⋅ψ−= dVdVdVdivdiv 2
*
1

*
12

*
12

*
12 . 

Выполняется условие самосопряженности оператора 
 ( ) ( )2121 ;; ψψΔ=ψΔψ , 
что требовалось доказать. 

 
3. Оператор Â  эрмитов. Является ли оператор ACB ˆˆ = , 

где C  – произвольная константа, тоже эрмитовым? 
Согласно определению эрмитового оператора  
 ( ) ( )ϕψϕψ ,ˆˆ, AA = , 

где ψ  и ϕ  – произвольные функции. Т.е. 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ = dxxxAdxxAx ϕψϕψ *** ˆˆ . 

Воспользуемся этим определением для оператора B€ 
 ( ) ( ) ( ) ( ) == ∫∫ dxxAxCdxxACx ϕψϕψ ˆˆ **  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ == dxxxACdxxxAC ϕψϕψ **** ˆˆ , 

следовательно, ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ = dxxxBdxxBx ϕψϕψ *** ˆˆ  выполняется 
для действительных C . 

Ответ: является при действительном .C  
 
4. Найдите оператор, сопряженный оператору трансляции 

координаты x  на величину a  ( ) ( )axxTa +=ψψˆ . 
Воспользуемся определением эрмитовости оператора 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xxTxTx aa 2121 ;ˆˆ; ψψψψ +=  

или в явном виде: 
 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ += dxxxTdxxTx aa 2

*
12

*
1

ˆˆ ψψψψ . 
Воспользуемся определением оператора трансляции 
 ( ) ( )axxTa +=ψψˆ : 
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 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ += dxaxxdxxTx a 2
*
12

*
1

ˆ ψψψψ . 
Поскольку интегрирование ведется по всему координатному 

пространству, замена xax ′=+  не отразится на пределах интег-
рирования: 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′′′=′′−′ − xdxxTxdxax a 2
*
12

*
1

ˆ ψψψψ , 

то есть aa TT −
+ = ˆˆ . 

Ответ: aa TT −
+ = ˆˆ . 

 
5. Докажите, что собственные значения эрмитового опе-

ратора действительны. 
Пусть nψ  и nλ  – собственные функции и собственные значе-

ния эрмитового оператора L̂ . Тогда они связаны определением: 
 nnnL ψλψ =ˆ . 
Умножим это уравнение слева скалярно на nψ : 
 ( ) ( ) ( ) nnnnnnnnn L λψψλψλψψψ === ;;ˆ; . 
Умножим это уравнение справа скалярно на nψ : 
 ( ) ( ) ( ) *** ;;;ˆ

nnnnnnnnnL λψψλψψλψψ === . 

Так как оператор L̂  эрмитов, то  
 
 ( ) ( )nnnn LL ψψψψ ;ˆˆ; =  и nn λ=λ* , 

что возможно только для действительных собственных значений. 
 
6. Докажите, что невырожденные собственные функции 

оператора L̂ , принадлежащие различным собственным зна-
чениям, ортогональны друг другу. 

Пусть λ  и μ  – различные ( μ≠λ ) собственные значения опе-
ратора L̂ , а ψ  и φ  – его собственные функции, соответствующие 
этим собственным значениям.  

Тогда для ψ  и φ  выполняется определение 
 λψψ =L̂ , (1) 
 μφφ =L̂ . (2) 
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Домножим (1) на φ  справа, а (2) на ψ  слева и учтем действи-
тельность собственных значений 

 ( ) ( )φψλφψ ;;ˆ *=L   ⇒   ( ) ( )φψλφψ ;;ˆ =L , 
 ( ) ( )μφψφψ ;ˆ; =L   ⇒   ( ) ( )φψμφψ ;ˆ; =L . 

Вычтем одно из другого 
 ( ) ( ) ( )( )φψμλφψφψ ;ˆ;;ˆ −=− LL . (3) 
По определению эрмитового оператора левая часть равенства 

равна 0, по условию μ≠λ , следовательно, ( ) 0; =φψ , что воз-
можно, только если эти функции ортогональны, что требовалось 
доказать. 

 
7. Докажите, что собственные функции вырожденного со-

стояния ортогональны друг другу. 
Пусть оператор L̂ обладает дискретным спектром собствен-

ных значений и имеет место вырождение: 
 ninniL ψλψ =ˆ , (1) 

где ....,,2,1 nmi =  Здесь одному и тому же собственному значе-
нию nλ  принадлежит несколько ( nm ) собственных функций 

,...,,, 21 nnmnn ψψψ  где nm  – кратность вырождения. Уравнению 
(1) удовлетворяет также любая линейная комбинация этих функ-

ций ∑
=

ψ=ψ
nm

i
niij

j
n C

1
.  Эта функция нормирована на единицу. Пока-

жем, что если данные функции niψ  неортогональны, то мы мо-
жем заменить их последовательностью функций, являющихся их 
линейной комбинацией, и потребовать, чтобы они были ортого-
нальными.  

Рассмотрим случай двукратного вырождения. Пусть имеет 
место  

 11
ˆ λψψ =L ;   22

ˆ λψψ =L . 
Допустим, 1ψ  и 2ψ  неортогональны, т. е. ( ) .0, 21 ≠ψψ  Вме-

сто 1ψ  и 2ψ  выберем ортогональные друг другу функции 11 ψ=ψ′  
и 212 ψ+ψ=ψ′ a , тогда ( ) ,0, 21 =ψ′ψ′  т. е. 
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 ( ) 0, 211 =ψ+ψψ a ;   ( ) ( ) ,0,, 2111 =ψψ+ψψ a  

откуда ( )
( )21

11

,
,
ψψ
ψψ

−=a . Аналогично можно провести ортогонализа-

цию собственных функций и при nm -кратном вырождении. 
 
8. Покажите, что унитарный оператор Û  можно предста-

вить в виде Φ= ˆˆ ieU , где Φ̂  – некоторый эрмитов оператор. 
Если Φ= ˆˆ ieU , то Φ−− = ˆ1ˆ ieU . 
Покажем, что +− =UU ˆˆ 1 . Разложим экспоненту в ряд 

 ...ˆ
!3

ˆ
!2

ˆ1ˆ 3
3

2
2

ˆ +Φ+Φ+Φ+== Φ iiieU i  

 ...ˆ
!3

ˆ
!2

ˆ1ˆ 3
3

2
2

ˆ1 +Φ−Φ+Φ−== Φ−− iiieU i  

Поскольку оператор Φ̂  эрмитов, то Φ=Φ+ ˆˆ  и его любая сте-
пень ( ) ( )nnn ++

Φ=Φ=Φ ˆˆˆ , собирая члены разложения опять в экс-
поненту, получим +− =UU ˆˆ 1 . 

 
9. Докажите следующие равенства для коммутаторов:  

а) [ ] hixpx −=ˆ;ˆ ; б) [ ] 0ˆ;ˆ =xpy ; в) ( ) ( )[ ] ( )
x
xfixfpxf x ∂

∂
−=

ˆˆ;ˆˆ h , где 

( )xf €  – функция  оператора x€;   

г) [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0ˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆ =++ bacacbcba . 
а) Найдем коммутатор, действуя им на некоторую произволь-

ную функцию ( )zyx ,,ψ .  
 [ ]ψxpx ˆ;ˆ . 
Раскроем коммутатор и подставим явный вид операторов 

xx =ˆ , 
x

ipx ∂
∂

−= hˆ . 
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[ ] ( )

.

ˆˆˆˆˆ;ˆ

ψψψψ

ψψψψψ

hhhh

hh

i
x

xi
x

xii
x

xix
x

ipxxpxp xxx

−=
∂
∂

+
∂
∂

−−=

=
∂
∂

+
∂
∂

−=−=
 

Поскольку функция была выбрана произвольно, то равенство 
доказано. 

б) Аналогично пункту а) 

 
[ ] ( )

.0

ˆˆˆˆˆ;ˆ

=
∂
∂

+
∂
∂

−=

=
∂
∂

+
∂
∂

−=−=

y
xi

y
xi

y
xix

y
ipxxpxp yyy

ψψ

ψψψψψ

hh

hh

 

в) Покажем, что действие коммутатора на произвольную 
функцию ( )zyx ,,ψ  равносильно умножению этой функции на 
правую часть равенства 

 ( ) ( )[ ] ( )
x
xfixfpxf x ∂

∂
−=

ˆˆ;ˆˆ hψψ . 

Для этого раскроем коммутатор и подставим явный вид опе-

раторов xx =ˆ , 
x

ipx ∂
∂

−= hˆ . 

 

( )[ ] ( ) ( ) ( )( ) ( ) =
∂
∂

+
∂
∂

−=−= ψψψψψ
x

ixfxf
x

ipxfxfpxfp xxx hh ˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ,ˆˆˆˆ

x
xfi

x
xfi

x
xfi

x
xfi

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

−
∂

∂
−= ψψψψ hhhh  

что требовалось доказать. 
г) Раскроем коммутаторы  
 [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]=++ bacacbcba ˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−−−+−−−+−−−= cabbaabbacbcaaccaacbabccbbccba ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

.0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ =+−−++−−++−−= cabcbaabcbacbcabaccabacbabcacbbcacba
 

Для наглядности подчеркнуты некоторые одинаковые сла-
гаемые с разными знаками. 
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10. Найдите коммутаторы операторов   
а) [ ]xLx ˆ;ˆ ; б) [ ]yLx ˆ;ˆ ; в) [ ]zLx ˆ;ˆ ; г) [ ]xx pL ˆ;ˆ ; д) [ ]yx pL ˆ;ˆ ;  

е) [ ]zx pL ˆ;ˆ ; ж) [ ]yx LL ˆ;ˆ ; з) [ ]zx LL ˆ;ˆ ; и) [ ]2ˆ;ˆ LLx . 
а) Найдем коммутатор операторов, используя соотношение 

между операторами проекции момента импульса и проекции им-
пульса и координаты 

 yzx pzpyL ˆˆˆˆˆ −= . 

 [ ] ( ) ( )=−−−=−= yzyzxxx pzpyxxpzpyLxxLxL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  
0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ =+−−=+−−= yzyzyzyz pzxpyxpzxpyxpzxpyxxpzxpy . 

б) Аналогично пункту а) 
 [ ] ( ) ( )=−−−=−= yzyzxxx pzpyyypzpyLyyLyL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  

 
( ) zipzypyyipyzpyypzypyyypzypy yzyzyzyz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ hh =+−−−=+−−=

. 
Здесь использованы результаты предыдущей задачи. Из ком-

мутатора hipyyp yy −=− ˆˆˆˆ  следует hipyyp yy −= ˆˆˆˆ . 
в) Аналогично пункту б) 
 [ ] yizLx ˆˆ;ˆ h−= . 

г)  [ ] ( ) ( )=−−−= yzxxyzxx pzpypppzpypL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ   
 =+−−= yxzxxyxz pzppypppzppy ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  
 .0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ =+−−= yxxzyxxz ppzppyppzppy  

д)  [ ] ( ) ( )=−−−= yzyyyzyx pzpypppzpypL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  
 =+−−= yxzxxyxz pzppypppzppy ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  
 ( ) .ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ zyxzyyyyz pippzpipyppzppy hh =+−−−=  
e) Аналогично пункту д) 
 [ ] yzx pipL ˆˆ;ˆ h−= . 
ж) Используем результаты предыдущих пунктов и соотноше-

ния zxy pxpzL ˆˆˆˆˆ −= , xyz pypxL ˆˆˆˆˆ −= . 

 [ ] ( ) ( ) =−−−=−= xzxzxxxyyxyx LpxpzpxpzLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  
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 =+−−= xzxxzxxx LpxLpzpxLpzL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  

 ( ) =+−−−= xzxxzxxx LpxLpzpLxpyiLz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ h  

 ( ) =−−−−−= xzxxyxzxxx LpxLpzpihLpxpyiLpz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ h  

 ( ) zxyxzyxzx LipypxihLpxpxihLpxpyi ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ hh =−=++−−= . 
з) Аналогично пункту ж) 
 [ ] zyx LiLL ˆˆ;ˆ h= .  
и) Используем результаты предыдущих пунктов  
[ ] ( ) ( ) =++−++=−= xzyxzyxxxxx LLLLLLLLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ 222222222  

 =−−−++= xzxyxxzxyxxx LLLLLLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 222222  
 

( ) ( ) =−−−−+++= xzxyxxzyxzyzxyxx LLLLLLLLiLLLLiLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 2222 hh  

 ( ) ( ) ( )−−+++−= yxzzzxyyzyyz LiLLLLiLLLLLLLi ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ hhh  

 ( ) 0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22 =−−+=−− zyyzzyyzxzxy LLLLLLLLiLLLL h . 

Ответ: a) [ ] 0ˆ;ˆ =xLx , б) [ ] ziyLx ˆˆ;ˆ h= , в) [ ] yizLx ˆˆ;ˆ h−= ,   

г) [ ] 0ˆ;ˆ =xx pL , д) [ ] zyx pipL ˆˆ;ˆ h= , е) [ ] yzx pipL ˆˆ;ˆ h−= ,   

ж) [ ] zyx LiLL ˆˆ;ˆ h= , з) [ ] zyx LiLL ˆˆ;ˆ h= , и) [ ] 0ˆ;ˆ 2 =LLx . 
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11. Докажите, что ( )[ ] ( ) ( )
x
f

i
pxfxfpxfp xxx ∂

∂
=−=
hˆˆˆˆˆ;ˆ , где 

( )xf ˆ  – функция оператора x̂ . 
Воспользуемся явным видом оператора импульса 

x
ipx ∂

∂
−= hˆ  и подействуем коммутатором ( )[ ]xfpx ˆ;ˆ  на произ-

вольную дифференцируемую функцию ( )xψ : 
 ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−= xpxfxxfpxxfp xxx ψψψ ˆˆˆˆˆ;ˆ  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) =ψ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−−ψ
∂
∂

−= x
x

ixfxxf
x

i hh  

 ψ
∂
∂

=ψ
∂
∂

−=
∂
ψ∂

+
∂
ψ∂

−ψ
∂
∂

−=
x
f

ix
fi

x
fif

x
i

x
fi h

hhhh , 

поскольку функция произвольная, то равенство доказано. 
 
12. Докажите, что физические величины L  и M  одновре-

менно могут быть точно измерены тогда и только тогда, когда 
операторы этих величин L̂  и M̂  коммутируют. 

Пусть у этих операторов существует произвольная общая 
собственная функция ψ , и собственные значения операторов, 
которым соответствует эта функция λ  и μ  тогда  

 λμψμψψ == LML ˆˆˆ , μλψλψψ == MLM ˆˆˆ , 
вычтем одно равенство из другого 
 0ˆˆˆˆ =−=− λμψμλψψψ MLLM , 
тогда [ ] 0ˆˆˆˆˆ;ˆ =−= MLLMLM , что требовалось доказать. 

 
13. Перейдите от классической скобки Пуассона к кван-

товой, считая, что ее свойства сохраняются и для операторов.  
Используем свойство классической скобки Пуассона 
 ( ) ( ) ( )ϕ+ϕ=ϕ gffggf ;;; , 

где ϕ,, gf  – функции, представляющие физические величины. 
По первой аксиоме квантовой механики это же соотношение 
справедливо и для операторов физических величин ϕ̂,ˆ,ˆ gf . Ис-
пользуем это соотношение для операторов, считая сначала произ-
ведением первое слагаемое, а затем – второе. Получим: 
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 ( ) ( ) ( )gfffgfgff ˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆ;ˆˆ
212121 += , 

 ( ) ( ) ( )212121 ˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆ;ˆ gfgggfggf += . 
Положим в первом равенстве 21 ˆˆˆ ggg =  и используем второе ра-
венство, получим 

 ( ) ( ) ( )=+= 212122112121 €€;€€€€€;€€€;€€ ggfffggfggff  
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )=+++= 22121212211211 ˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆ gfgggfffgfgggf  
 ( ) ( ) ( ) ( )2211212122112211 ˆ;ˆˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆˆ;ˆ gfgfggfffgfgfggf +++= . 

Положим во втором равенстве 21
ˆˆˆ fff =  и используем первое ра-

венство, получим 
 ( ) ( ) ( )=+= 221121212121 €;€€€€€;€€€€;€€ gffgggffggff  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )=+++= 22122112121211 ˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆ gfffgfgggfffgf  
 ( ) ( ) ( ) ( )2211221121212211 ˆ;ˆˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆˆ;ˆ gffgfgfgggffgfgf +++= . 

Сравнивая правые части, получаем равенство 
 ( )[ ] [ ]( )221111222211 ˆ;ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ gffggffggfgf −=− , 

справедливое для любых самосопряженных операторов. Следова-
тельно, 

 ( ) [ ]fggfCgf ˆˆˆˆˆ;ˆ −= . 

В силу самосопряженности ggff ˆˆ,ˆˆ == ++ , получаем, что 
CC −=* . (Размерность С должна быть обратной размерности 

действия по аналогии с классической скобкой Пуассона 

( ) ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
1

;
i iiii q

f
p
g

q
g

p
fgf , величина 

h

iC =  вполне удовлетво-

ряет этому свойству.) Квантовая скобка Пуассона 

 ( ) [ ]fggfigf ˆˆˆˆˆ;ˆ −=
h

. 

Ответ: ( ) [ ]fggfigf ˆˆˆˆˆ;ˆ −=
h

. 
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14. Докажите, что квантовые скобки Пуассона определя-
ются коммутатором следующим образом:  

 { } ( )FQQFiQF ˆˆˆˆˆ,ˆ −=
h

. 

Квантовые скобки Пуассона для физических величин F  и Q  
определяются условием: 

 { } ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
iiii p

Q
q
F

q
Q

p
FQF , , (1) 

где ip , iq  – обобщенные импульсы и координаты соответствен-
но. Рассмотрим { }QFF ˆ,ˆˆ

21 ⋅ . Эти квантовые скобки в соответствии 
с условием (1) имеют значение: 

 { } ( ) ( )
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
⋅∂

−
∂
∂

∂
⋅∂

=⋅ ∑
iiii p

Q
q

FF
q
Q

p
FFQFF

ˆˆˆˆˆˆˆ,ˆˆ 2121
21  

 ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
iiiiiiii p

Q
q
FFF

p
Q

q
F

q
Q

p
FFF

q
Q

p
F ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

2
12

12
12

1 . 

Рассмотрим первое и третье и второе и четвертое слагаемые, 
получим: 

 { } { } { } 212121
ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆ FQFQFFQFF +=⋅ . (2) 

Аналогично  
 { } { } { } 212121

ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆˆ,ˆ QQFQFQQQF +=⋅ . (3) 
Рассчитаем произведение { }2121

ˆˆ,ˆˆ QQFF ⋅⋅ , используя сначала 
равенство (2), затем (3): 

 { } { } { } =⋅+⋅=⋅⋅ 221121212121
ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆˆ,ˆˆ FQQFQQFFQQFF  

 { } { } { } { } 2211212122112211
ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ FQQFQQFFFQFQQFQF +++= . (4) 

Затем рассчитаем { }2121
ˆˆ,ˆˆ QQFF ⋅⋅ , используя сначала равен-

ство (3), затем (2): 
 { } { } { } =⋅+⋅=⋅⋅ 212122112121

ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆˆˆ,ˆˆ QQFFQFFQQQFF  
 { } { } { } { } 2211221121212211

ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ QFQFFQFQQQFFQFFQ +++= . (5) 
Вычтем из равенства (4) равенство (5): 
 ( ){ } { }( ) 0ˆˆˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆˆˆ

222211221111 =−−− FQQFQFQFQFFQ . (6) 
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Чтобы равенство (6) было абсолютным, необходимо, чтобы 
выполнялись условия: 

 { } ( )111111
ˆˆˆˆˆ,ˆ QFFQCQF −= , 

 { } ( )222222
ˆˆˆˆˆ,ˆ FQQFCQF −= . (7) 

Так как условия (7) должны выполняться для любых операто-

ров, то они должны выполняться и для операторов 
x

ipx ∂
∂

−= hˆ  и 

xx =ˆ . В соответствии с условием (1) и учитывая то, что обоб-
щенные импульс xp  и координата x  независимы, 

 { } ∑ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= 1,
x

x

x

x
x p

x
x
p

x
x

p
pxp , 

но так как из (7): 

 { } ( ) 1ˆ,ˆ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−=
x

xx
x

iCxpx h , 

то необходимо, чтобы  

 
h

iC = ,  

то есть { } ( )FQQFiQF ˆˆˆˆˆ,ˆ −=
h

. 

Квантовые скобки Пуассона пропорциональны коммутатору 
рассматриваемой пары операторов, причем коэффициент пропор-

циональности равен 
h

i . 

 
15. Проверьте, является ли импульс p̂r  интегралом дви-

жения в центральном поле. 
Необходимым и достаточным условием того, что физическая 

величина является интегралом движения, является равенство ну-
лю производной по времени от соответствующего оператора 

 { } 0ˆ,ˆ
ˆˆ

=+
∂
∂

= pH
t
p

dt
pd r

rr
, 

где { } [ ]pHipH ˆ,ˆˆ,ˆ r

h

r
=  – квантовые скобки Пуассона, выраженные 
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через коммутатор оператора p̂r  с оператором Гамильтона. В цен-
тральном поле оператор Гамильтона имеет вид: 

 ( )rU
m

pH ˆ
2

ˆ
ˆ

2

+=
r

,  

где r  – модуль радиус-вектора. Оператор p̂r  явно не зависит от 
времени, следовательно, его частная производная равна нулю, он 

коммутирует со слагаемым кинетической энергии 
m

p
2

ˆ 2r
, но не 

коммутирует с оператором потенциальной энергии: 
 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )( )=∇−∇−=−= ψψψψψ rUrUirUpprUprU ˆˆˆˆˆˆˆ,ˆ h
rrr

 
 ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )ψψψψ rUirUrUrUi ˆˆˆˆ ∇−=∇−∇−∇−= hh , 

следовательно, коммутатор  
 ( )[ ] ( )rUiprU ˆˆ,ˆ ∇−= h

r
. 

Вывод: оператор импульса не является интегралом движения 
в центрально симметричном поле. 

 

16. Проверьте, является ли момент импульса L̂
r

 интегра-
лом движения в центральном поле. 

Необходимым и достаточным условием того, что физическая 
величина является интегралом движения, является равенство ну-
лю производной по времени от соответствующего оператора 

 { } 0ˆ,ˆ
ˆˆ

=+
∂
∂

= LH
t
L

dt
Ld r

rr

, 

где { } ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= LHiLH ˆ,ˆˆ,ˆ r

h

r
 – квантовые скобки Пуассона, выраженные 

через коммутатор оператора L̂
r

 с оператором Гамильтона. Опера-

тор L̂
r

 явно не зависит от времени, следовательно, его частная 
производная равна нулю. В центральном поле оператор Гамиль-
тона имеет вид: 
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 ( )rU
m

pH ˆ
2

ˆ
ˆ

2

+=
r

,  

где r  – модуль радиус-вектора. Найдем коммутатор оператора 
одной из проекций импульса xyz pypxL ˆˆˆˆˆ −=  с оператором Га-
мильтона: 

[ ] ( )[ ] ( )[ ]xyxyzyxz pypxrUpypxppp
m

LH ˆˆˆˆ,ˆˆˆˆˆ,ˆˆˆ
2
1ˆ,ˆ 222 −+−++= . 

Операторы ypxˆˆ  и xpyˆˆ  коммутируют с zp̂ . Воспользуемся 
соотношением [ ] hixpx −=ˆ,ˆ  и [ ] 0ˆ,ˆ =yx pp . 

[ ] [ ] [ ] ( )[ ] ( )[ ]=−+−= xyy
x

x
y

z prUyprUxyp
m

pxp
m

p
LH ˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆ

2
ˆˆ,ˆ

2
ˆˆ,ˆ 22  

 

( ) ( ) ( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+−−= rU
xx

rUyrU
yy

rUx
m
pp

m
pp

i yxxy ˆˆˆˆˆˆ
ˆˆˆˆ

h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0ˆˆˆˆˆˆˆˆ =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−=
x

rU
x
rU

x
rUy

y
rU

y
rU

y
rUxih

Аналогично можно показать, что [ ] 0ˆ,ˆ =xLH  и [ ] 0ˆ,ˆ =xLH . 
Вывод: оператор момента импульса является интегралом дви-

жения в центральном поле. 
 
17. Проверьте, является ли квадрат момента импульса 2€L  

интегралом движения в центральном поле. 
Поскольку оператор 2L̂  явно не зависит от времени, следова-

тельно, его частная производная равна нулю. Тогда необходимым 
и достаточным условием того, что физическая величина является 
интегралом движения, является равенство нулю скобки Пуассона 
соответствующего квантового оператора с оператором Гамильто-
на. 

 { } [ ] ( )HLLHiLHiLH ˆˆˆˆˆ;ˆˆ;ˆ 2222 −==
hh

. 

Оператор Гамильтона для частицы в центральном поле имеет вид:  



 15 

 ( )rU
mr
LH += 2

2

2

ˆˆ , 

где 
ϕθθ

θ
θθ 2

2

2

2
2

sin
1sin

sin
ˆ

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−=
hL  – оператор, содержа-

щий только производные по угловым переменным, следователь-
но, он коммутирует с любой функцией радиальной переменной. 

Тогда  

 [ ] ( )[ ] 0ˆ;ˆˆ;
2

ˆˆ;ˆ 22
2

2
2 =+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= LrUL

mr
LLH , 

следовательно, момент количества движения является интегралом 
движения. В классическом случае модуль момента импульса со-
храняется. 

 
18. Покажите, что квадрат момента количества движения 

свободной частицы является интегралом движения. 
Поскольку оператор 2L̂  явно не зависит от времени, следова-

тельно, его частная производная равна нулю. Тогда необходимым 
и достаточным условием того, что физическая величина является 
интегралом движения, является равенство нулю скобки Пуассона 
соответствующего квантового оператора с оператором Гамильто-
на. 

 { } [ ] ( )HLLHiLHiLH ˆˆˆˆˆ;ˆˆ;ˆ 2222 −==
hh

. 

Оператор Гамильтона для свободной частицы имеет вид:  

 
m

PH
2

ˆˆ
2

= . 

Поскольку коммутатор 

 [ ] [ ] 0ˆ;ˆ
2
1ˆ;

2

ˆˆ;ˆ 222
2

2 ==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= LP

m
L

m
PLH , 

следовательно, момент количества движения является интегралом 
движения свободной частицы. В классическом случае модуль 
момента импульса свободной частицы сохраняется. 

 
 



КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 4: 

 
«Теория представлений» 

 
 Задачи  
 
1. Оператор координаты в координатном представлении 

равен xx =ˆ . Найдите вид оператора координаты x̂  в им-
пульсном представлении.  

Оператор импульса в координатном представлении 

x
ip
∂
∂

−= hˆ . Найдем собственную функцию этого оператора  

 ( ) ( )pxp
x
pxi ,,

ψ=
∂

ψ∂
− h . 

Собственной функцией оператора импульса является про-
странственная часть волны де Бройля: 

 ( ) pxi

epx h

hπ
=ψ

2
1, , 

нормированная на δ -функцию: 
 ( ) ( )( ) ( )pppxpx ′−δ=′ψψ ,;, . 
Определение оператора координаты в импульсном представ-

лении: 
 ( ) ( )pbpcx =ˆ . 
Оператор x̂  в импульсном представлении имеет вид инте-

грального оператора с ядром ( )ppx ,′ : 

 ( ) ( ) ( ) =
π

=ψ′ψ=′ ∫∫
′−

dxxeedxpxxpxppx
pxixpi

hh

h2
1,€,, *  

 
( )

∫
−′−

π
= dxxe

xppi
h

h2
1 . 

По определению 
 ( ) ( ) ( )pbdpppxpc ′=′∫ , , 

 2

 ( ) ( ) ( )pbdpdxxepc
xppi

′=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

π∫ ∫
−′−

h

h2
1 , 

 ( ) ( ) ( ) ( )pbdpdxe
x

ipc
xppi

′=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

π
−

∫ ∫
−′−

h

h

h

2
. 

Учтем, что δ -функция выражается через интеграл: 

 ( ) ( )∫ −′−

π
=−′δ dxepp xppi

2
1 , 

тогда: 

 ( ) ( ) ( )pbdppp
x

pci ′=−′δ
∂
∂

− ∫h , 

проинтегрируем левую часть равенства по частям, учитывая, что 
значение δ -функции на ∞±  равно нулю: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −′δ
∂

∂
+−′δ−=−′δ

∂
∂

− ∞

∞−
dppp

x
pcipppcidppp

x
pci hhh , 

 ( ) ( ) ( ) ( )pb
x
pcidppp

x
pci ′=

∂
′∂

−=−′δ
∂

∂
− ∫ hh . 

Окончательно будем иметь оператор координаты в импульс-
ном представлении 

 
x

ix
∂
∂

−= hˆ . 

Ответ: 
x

ix
∂
∂

−= hˆ . 

 
2. Матрица оператора Â  имеет диагональный вид. Пусть 

оператор B̂  коммутирует с оператором Â  ( 0ˆˆˆˆ =− BAAB ). 
Может ли представление оператора Â  являться собственным 
для оператора B̂ ? 

Поскольку матрица оператора Â  имеет диагональный вид, то 
оператор Â  записан в собственном представлении. Поскольку 
операторы Â  и B̂  коммутируют, то они обладают общей полной 
системой собственных функций, эти функции составляют базис 
общего собственного представления операторов Â  и B̂ . 

Ответ: да. 
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3. Даны два некоммутирующих оператора Â  и B̂ . Найди-

те  представление, в котором оба они имеют диагональный 
вид? 

Так как операторы Â  и B̂  не коммутируют, то системы их 
собственных функций не совпадают. Если матрица оператора Â  
имеет диагональный вид в собственном базисе, то этот базис не 
является собственным для оператора B̂ , тогда в этом представле-
нии матрица B̂  не диагональная. То же самое справедливо для B̂  
и Â . Следовательно, представления, в котором и Â  и B̂  имеют 
одновременно диагональный вид, не существует. 

Ответ: нет. 
 
4. Функция Ψ  является собственной функцией оператора 

L̂ . Какой вид имеет эта функция в представлении оператора 
L̂ ? 

Пусть оператор L̂  имеет дискретный спектр собственных 
значений. Волновая функция в представлении оператора L̂  имеет 
вид вектор-столбца с компонентами  

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Ψ

M

M
nc

c
c

2

1

,   ( )Ψψ= ;nnc , 

где nψ  – собственные функции оператора L̂ . Если Ψ  – собст-
венная функция оператора L̂ , то она – одна из nψ , т.е. n′ψ=Ψ . 
Компоненты вектор-столбца: 

 ( ) ( ) nnnnnnc ′′ δ=ψψ=Ψψ= ,;; , 
тогда 

 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Ψ

M

M

0
1

0

, 

где единица занимает строку с номером n′ . 
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Ответ: 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Ψ

M

M

0
1

0

. 

 



 5 

5. По заданной волновой функции ( )zyx ,,Ψ  вычислите 
вероятности нахождения частицы в интервалах значений ко-
ординаты z  от 1z  до 2z  и импульса yp  от 1p  до 2p . 

Вероятность частицы иметь координату z  от 1z  до 2z   

 ( )∫∫∫ Ψ=
∞

∞−

∞

∞−

2

1

2
,,

z

z
yy zpxdzdpdxw ,  

где ( ) ( ) ( )dyzyxzpx
yip

y

y

,,
2

exp
,, Ψ

π

−
=Ψ ∫

h

h  – функция состояния час-

тицы в представлении оператора yp€ . 

Ответ: 
( ) ( )∫ ∫∫∫ Ψ
π

−
=

∞

∞−

∞

∞−

2

1

2

,,
2

expz

z

yip

y dyzyxdzdpdxw
y

h

h . 

 
6. Запишите в импульсном представлении волновую 

функцию ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−=Ψ 2

222

2
exp,,

a
zyxAzyx . 

Волновая функция в импульсном представлении  
имеет вид 
 ( )=Ψ zyx ppp ,,  

 
( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

Ψ
π

−

π

−

π

−
= dzzyxdydx

zipyipxip zyx

,,
2

exp
2

exp
2

exp
hhh
hhh . 

Подставим явный вид функции 

 ( ) ( ) ( )
×

π

−

π

−
=Ψ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
dydxppp

yipxip

zyx

yx

hh

hh

2
exp

2
exp

,,  

 
( )

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−

π

−
× ∫

∞

∞−
dz

a
zyxA

zipz

2

222

2
exp

2
exp

h

h  

 
( ) ( )

×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π

−
= ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
dy

a
ydx

a
xA

yipxip yx

2

2

2

2

2
exp

2
exp

2
exp

2
exp

hh

hh  

 
( )

∫
∞

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π

−
× dz

a
zzipz

2

2

2
exp

2
exp

h

h . 
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Выделим полный квадрат в показателе экспоненты и найдем 
каждый интеграл в отдельности: 

 =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

22222
2

22

2

2
2

1
2 hhhh

xxxx piapia
x

pia
x

a
xip

a
x  

 .
2
1

2
1 222

2 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

hh
xx appia

x
a

 

Тогда интеграл по х: 

 ( ) ( )
∫∫
∞

∞−

∞

∞−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

π
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π

−
= dxxip

a
xdx

a
xxI x

xipx

hhh

h
2

2

2

2

2
exp

2
1

2
exp

2
exp

 

 ∫
∞

∞−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

π
= dxxip

a
x x

hh
2

2

2
exp

2
1   

 =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

π
= ∫

∞

∞−
dxpapiax

a
xx

2

2222

22
1exp

2
1

hhh
 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
= ∫

∞

∞− hhhh

xxx pia
xd

pia
x

a
pa 222

22

22

2
1expexp

2
1

π⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
= 2

2

22

2exp
2
1 a

pa x

hh
. 

Тогда интеграл ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

22

exp
hh

xpaaxI , аналогично находятся 

интегралы по у и z. Волновая функция в импульсном представ-
лении 

 ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Ψ 2

22

2

22

2

223

exp,,
hhhh

zyx
zyx

papapaappp . 

Ответ: ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++
−=Ψ 2

2222

3

3

exp,,
hh

zyx
zyx

pppaappp . 
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7. Выразите оператор трансляции aTrˆ  параллельного пе-
реноса на конечное расстояние ar  через оператор импульса.  

Согласно определению оператора трансляции aTrˆ  

 ( ) ( )arrTa
rrr

r +=ψψˆ . 
Разложим функцию ( )ar rr

+ψ  в ряд Тейлора по ar  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2
1 2

2

2

+⋅
∂
ψ∂

+⋅
∂
ψ∂

+ψ=+ψ a
r
ra

r
rrar r

r

r
r

r

r
rrr , 

где ∇=
∂
∂ r
rr

 – оператор набла. Оператор импульса может быть вы-

ражен через него: 
 ∇−=

r
h

r ip̂ , 
тогда  

 ( ) ( )rapiapiar rrr

h

rr

h

rr ψψ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅+=+ ...ˆ

2
1ˆ1

2

, 

где множитель в квадратных скобках и есть оператор трансляции  

 
api

a eapiapiT
rr

hr
rr

h

rr

h

⋅
=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅+=

ˆ2

...ˆ
2
1ˆ1ˆ . 

Ответ: 
api

a eT
rr

hr
⋅

=
ˆ

ˆ .    
 

 



 1 

 Задачи  
 
1. Потенциальная энергия системы есть степенная функ-

ция от всех координат с показателем степени n . Найдите со-
отношение между средними значениями кинетической и по-
тенциальной энергии. 

Пусть состояние системы описывается функцией  zyx ,, . 

Средние значения кинетической и потенциальной  
энергии  

   dV
m

T
2

2
* 

,     dVUU ˆ* . 

Пусть масштаб длины изменился в a  раз, arr  . Так как 

функция  zyx ,,  нормирована, то произведение dV*  не из-

менится с изменением масштаба. Оператор Лапласа в интеграле 
кинетической энергии получит дополнительный множитель 

2a


 , то есть 

2a

T
T  , а оператор потенциальной энергии 

по условию задачи UaU n , тогда среднее значение функции 

Гамильтона UTH   преобразуется следующим образом: 

 Ua
a

T
H n

a 
2

. 

Поскольку среднее значение оператора Гамильтона в стацио-
нарном состоянии постоянно, то производная ее равна нулю 

 02 1

3





 Una

a

T

a

H
na

, 

откуда  

 T
na

U
n 2

2


 . 

Возвращаясь к пространству исходного масштаба 1a , по-
лучим соотношение  

 T
n

U
2

 . 

Так, для электрического взаимодействия 1n   

 TU 2 ,   
22

U
U

U
H  . 



 2 

Ответ: TU 2 . 

 
2. Оператор кинетической энергии в декартовых коорди-

натах имеет вид:  

 























2

2

2

2

2

22

2
ˆ

zyxm
T


. 

Запишите этот оператор в сферических координатах. Вырази-
те оператор кинетической энергии через оператор момента 
импульса. 

Выражение, заключенное в скобки, есть оператор Лапласа, 
который в сферических координатах 

 







cos

,sinsin

,cossin

rz

ry

rx

 

имеет вид: 

 


























2

2

2

2

2

2

zyx
 

 










































2

2

222

2

2 sin

1
sin

sin

11

rrr
r

rr
. 

Оператор кинетической энергии в сферических координатах 
имеет вид: 

 























































2

2

2

2

2

2

sin

1
sin

sin

1

2
ˆ

r
r

rmr
T


. 

Поскольку оператор квадрата момента импульса в сфериче-
ских координатах имеет вид: 

 










































2

2

2

222

sin

1
sin

sin

1ˆ
r

r
r

L  , 

то оператор кинетической энергии связан с оператором квадрата 
момента импульса: 

 

















r
r

rmrmr

L
T 2

2

2

2

2

22

ˆ
ˆ 

, 

где в знаменателе Imr 2  – момент инерции частицы относи-
тельно оси Oz . 
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Ответ: 

























































2

2

2

2

2

2

sin

1
sin

sin

1

2
ˆ

r
r

rmr
T


, 



















r
r

rmrmr

L
T 2

2

2

2

2

22

ˆ
ˆ 

. 

 
3. Найдите коммутатор операторов кинетической 


m

T
2

ˆ
2

 и потенциальной энергии частицы в поле 

 zyxU ,,ˆ . 

Найдем действие коммутатора TUUT ˆˆˆˆ   на произвольную 

функцию  zyx ,, .  

     
m

UU
m

TUUT
22

ˆˆˆˆ
22 

 














 U

m
U

mm
U

m
UU

m 22222

22222 
, 

тогда 

 U
m

TUUT 
2

ˆˆˆˆ
2

. 

Ответ: U
m

TUUT 
2

ˆˆˆˆ
2

. 

 
4. Найдите общее решение одномерного временного урав-

нения Шредингера. 
Будем искать решение одномерного уравнения  

Шредингера  

 
2

22

2 xmt
i








 
  

в виде      xXtTtx  ,  (уравнение допускает разделение пере-

менных). Тогда  

a
x

X

mXt

T

T

i










2

22

2


. 
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Чтобы X  было конечным на бесконечности, необходимо, чтобы 

a  было положительным. Обозначим 2

2

2
k

ma



, получим два 

уравнения  

 02

2

2





Xk

x

X
 и 0

2

22





T

m

k

t

T
i


 , 

решения которых  

   ikxexX   и  
t

m

k
i

etT 2

2


 . 

Общее решение имеет вид 

    






 dkekCtx
t

m

k
iikx

2

2

,



. 

Ответ:    






 dkekCtx
t

m

k
iikx

2

2

,



. 

 

5. Частица с импульсом xp  движется вдоль оси Ox  в сво-

бодном пространстве. Найдите волновую функцию частицы. 
Уравнение на собственные функции оператора импульса 

  pp
̂

 

спроецируем на ось Ox : 

  xx pp̂   

и учтем явный вид оператора импульса: 

 
x

iip xx



 ˆ , 

тогда уравнение 

 



 xp

x
i  

дает решение  

 Cx
p

i x lnln 


  

после потенцирования 

 
x

p
i x

Ce  . 

Волновая функция является периодической, ее период по оси 
Ox  равен  , можем найти его из соотношения  
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  2


xp
,   

xp




2
, 

этот период имеет смысл длины волны де Бройля, а волновая 
функция – волна де Бройля без учета времени, где C  – амплитуда 
этой волны. Тогда волновое число  

 


xp
k 






2
. 

Ответ: ikxCe . 

 
6. Запишите временное уравнение Шредингера для заря-

женной частицы в электромагнитном поле. 
Временное уравнение Шредингера 

 
 

 trH
t

tr
i ,ˆ, 



 



, 

где Ĥ  – оператор Гамильтона. В классической механике функ-
ция Гамильтона  

  rU
m

p
H





2

2

 

для заряженной частицы в электромагнитном поле импульс пере-

ходит в сумму A
c

e
pp


 , где A


 – векторный потенциал элек-

тромагнитного поля. К потенциальной энергии следует добавить 
потенциальную энергию взаимодействия заряда с полем 

     erUrU


, тогда функция Гамильтона имеет вид: 

   











 erU
m

A
c

e
p

H




ˆ
2

ˆ

ˆ

2

. 

Тогда уравнение Шредингера имеет вид  

 
    

   trerU
m

Acei

t

tr
i ,ˆ

2

,
2







 





















. 

Ответ: 
    

   trerU
m

Acei

t

tr
i ,ˆ

2

,
2







 





















. 
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 Задачи  
 
1. Частица находится в основном состоянии в бесконечно 

глубокой потенциальной яме шириной a . Найдите среднее 
значение координаты и квадрата координаты частицы. 

Волновая функция частицы в основном состоянии 

 
a

x

a


 sin

2
, 

 






 



 

aa

dx
a

x
x

a
dx

a

x
x

a

x

a
x

00

2
cos1

1
sinsin

2
 

 
22

1

4

2
cos

2

2
sin

2

1 2

0

2

2
2 aa

a

a

x
a

a

x
xa

x

a

a




























  

 






 



 

aa

dx
a

x
x

a
dx

a

x
x

a

x

a
x

0

2

0

22 2
cos1

1
sinsin

2
 

 

































a

a

x
a

a

x
xa

a

x
ax

x

a

0

3

3

2

22
3

4

2
sin

2

2
cos

2

2
sin

3

1
 

 
2

2
2

2

33

6

32

23

1




















 a

aa

a
. 

Ответ: 
2

a
x  , 

2

2
22

6

32




 ax . 

 
2. Найдите уровни энергии и собственные функции ча-

стицы массы ,m  находящейся в бесконечно глубокой потен-

циальной яме вида  

 









.,0,,0,,0

,0,0,00

czzbyyaxxпри

czbyaxпри
U  



 2 

Вне ямы, где потенциал равен  , частица находиться не мо-
жет, то есть вероятность равна 0, волновая функция тоже равна 
нулю. На границах ямы волновая функция тоже равна нулю.  

Будем искать решение трехмерного уравнения Шредингера 
внутри ямы: 

  E
m2

2
,   

 0
2

2




mE
. 

Будем искать решение уравнения в виде  

        zZyYxXzyx  ,, .  

 0
2

22

2

2

2

2

2




























XYZ

mE
XYZ

zyx 
, 

 0
2

22

2

2

2

2

2















XYZ

mE
XY

z

Z
XZ

y

Y
YZ

x

X


, 

разделим все уравнение на XYZ . 

 
22

2

2

2

2

2 2111



mE

z

Z

Zy

Y

Yx

X

X















, 

каждое из слагаемых в левой части зависит от разных перемен-
ных, их сумма – постоянная величина, следовательно, каждое из 
этих слагаемых – тоже константа.  

Тогда уравнения и граничные условия примут вид 

 0
2

2

1

2

2





X

mE

x

X


,     ,00  aXX  

 0
2

2

2

2

2





Y

mE

y

Y


,     ,00  bYY  

 0
2

2

3

2

2





Z

mE

z

Z


,     00  cZZ , 

где 321 EEEE  . Решения этих уравнений аналогичны реше-

нию уравнений для одномерной бесконечно глубокой потенци-
альной ямы: 

  
a

xn

a
xX n

1sin
2

1


 , 2

12

22

1
2

n
ma

E


 , 



 3 

  
b

yn

b
yYn

2sin
2

2


 , 2

22

22

2
2

n
mb

E


 , 

  
c

zn

c
zZn

3sin
2

3


 , 2

32

22

3
2

n
mc

E


 , 

тогда волновая функция  

  
c

zn

b

yn

a

xn

abc
zyxnnn

321 sinsinsin
8

,,
321


  

и энергия  

 


















2

2
3

2

2
2

2

2
1

22

2 c

n

b

n

a

n

m
E


. 

Ответ: 


















2

2
3

2

2
2

2

2
1

22

2 c

n

b

n

a

n

m
E


, 

 
c

zn

b

yn

a

xn

abc
zyxnnn

321 sinsinsin
8

,,
321


 . 

 
3. Найдите возможные собственные значения энергии и 

их вероятности для частицы массы ,m  находящейся в беско-

нечно глубокой потенциальной яме шириной a  в состоянии 

   xaAxx  . 

Сначала пронормируем функцию 

 
3054

2

3
1

52

0

5423
2

0

222 aAxaxax
AdxxaxA

a
a














  , 

 
5

30

a
A  . 

Собственные функции оператора частицы в бесконечно глу-
бокой потенциальной яме 

  
a

nx

a
xn


 sin

2
, 

соответствующие им уровни энергии 

 
ma

n
En

2

222
 . 

Разложение функции состояния по собственным функциям: 



 4 

    xcx
n

nn





1

 

содержит коэффициенты разложения nc , такие, что  

     xxc nn  ; , 

       


 
aa

nn dxxax
aa

nx

a
dxxxc

0
5

0

* 30
sin

2
 

 





 
aa

dx
a

nx
x

a
dx

a

nx
x

a 0

2

3
0

2
sin

60
sin

60
 

 






 







 










 

a

a

nx
d

a

nx

a

nx

n

a

a 0

2

2
sin

60
 

 






 







 










 

a

a

nx
d

a

nx

a

nx

n

a

a 0

23

3
sin

60
 

 
   







 
 nn

ydyy
n

ydyy
n 0

2

3
0

2
sin

60
sin

60
 

 
 

 
   







 nn
yyyy

n
yyy

n 0

2

302
sin2cos1

60
cossin

60
 

 
 

 


 0sincossin
60

2
nnn

n
 

 
 

   


 0cossin2cos1
60 2

3
nnnn

n
 

 
 

    
 

 















четное  2  при0

нечетное  12  при
602

11
602

3
3

kn

kn
n

n

n
 

Вероятности 

 
 

 











четное  2  при0

нечетное  12  при
960

66

kn

kn
nwn  

Ответ: 
 

 











четное  2  при0

нечетное  12  при
960

66

kn

kn
nwn . 
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4. Покажите, что волновая функция    xaAxx   мо-

жет достаточно точно описывать основное состояние частицы 
в бесконечно глубокой потенциальной яме. 

Исходя из ответа задачи 3, видим, что вероятность нахожде-
ния частицы на первом уровне равна 

 .9985,0
960

61 


w  

На следующем разрешенном  3n  

 .0014,0
729

960

3

960
6663 





w  

Вероятности следующих уровней меньше 1w  в 6n  раз. Сле-

довательно, волновая функция    xaAxx   близка к функции 

состояния первого уровня частицы в бесконечно глубокой потен-
циальной яме. 

 
5. Найдите вероятность того, что частица массы ,m  

находящаяся в бесконечно глубокой потенциальной яме ши-

риной a  в состоянии    xaAxx  , имеет энергию 

2

22

2

9

ma

π
E


 . 

Энергия 
2

22

2

9

ma

π
E


  соответствует уровню энергии частицы 

массы m в бесконечно глубокой потенциальной яме ширины a  с 
номером 3n . Исходя из задач 3 и 4 искомая вероятность  

 0014,0
729

960

3

960
6663 





w . 

Ответ: 0014,03 w . 
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6. Частица массы m  находится в полубесконечной по-
тенциальной яме с потенциалом вида   

 

















.

;00

;0

0 axU

ax

x

U  

Найдите уравнение на уровни энергии. 
Найдите условие появления первого и n -го 
дискретного энергетического уровня. 

Разобьем пространство на три области, где волновые функ-
ции 

  
















.

;0

;00

2

1

ax

ax

x

x   

Уравнения Шредингера в одномерном случае 

 0
2

121  


mE
,              

 
0

2
22

0
2 


 



EUm
. 

Условия  непрерывности,  гладкости  и  ограниченности 
функции 

   001  ,      aa 21  ,      aa 21  ,     2 .     

Решение этих уравнений:  

    bkxAx  sin1 , где 


mE
k

2
 , из   001     0b , 

   qxqx CeBex  
2 , где 

 



EUm
q




02
, из   2  0C , 

из    aa 21     qaBekaA sin , 

из    aa 21     qaqBekakA cos .  

Из последних уравнений  

 
q

tgka
k

11
 . 

Преобразуем 

 
22

2

22

1
1

sin
kq

k

q

k
q

k

katg

tgka
ka










 , 
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2

0

22

022 222



mUmEEUm
kq 


 , 

 ka
amU

ka
2

02
sin


   

– уравнение на уровни энергии, т.к. 


mE
k

2
 . 

Это уравнение можно решить 
графически. Решение – точки пере-
сечения синусоиды и прямой, зави-
сящих от параметра ka . Удовле-
творяют условию только те области 
определения синусоиды, где tgka  

отрицателен. Угол наклона прямой 

зависит от множителя 
2

02 amU


, то есть от параметров ямы – 

ширины a  и глубины 0U .  

Количество точек пересечения конечно. Нет ни одного уров-

ня энергии, если 
2


ka , 

m
aU

8

22
2

0


 . Первый уровень появля-

ется, если 
m

aU
8

22
2

0


 . При увеличения размеров ямы количе-

ство уровней увеличивается, появляется n -й уровень при 











2

1
nka ,  2

22
2

0 12
8




 n
m

aU


. 

Ответ: Уравнение a
mE

amU
a

mE







2

2

2
sin

2
0

  дает 

дискретный спектр, первый уровень появляется при 

m
aU

8

22
2

0


 , n -й – при  2

22
2

0 12
8




 n
m

aU


. 
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7. В потенциальной яме задачи 6 энергия единственного 

уровня 20UE  . Определите: а) параметры ямы 2
0aU , б) 

наиболее вероятное значение координаты частицы, в) найди-
те вероятность нахождения частицы внутри ямы, г) построй-
те график плотности вероятности.  

Воспользуемся решением задачи 6. а) Поскольку уровень 
единственный, то  

 
2

3

2





ka ,   

2

32

2





a

mE


,   

2

3

2

0 



a

mU


. 

Уравнение на уровни энергии даст 

 
2

2

22
sin

0

00




 mU

mU
k

mU
ka , 

 
4

3
ka ,   

4

30 
a

mU


,   

m
aU

16

9 22
2

0


 . 

б) волновая функция  

  









 .

;0sin

axBe

axkxA
x

qx
    

 


02 mUmE
k  ,   

 
k

mUEUm
q 






002
. 

Плотность вероятности  

  









 .

;0sin
22

22

axeB

axkxA
xw

qx
 

Очевидно, что наиболее вероятное положение частицы – 
внутри ямы. Чтобы найти эту координату, найдем экстремум 
плотности вероятности. 

 0cossin22  kxkkxa
dx

dw
,  02sin kx ,  nkx 2 ,  

k

n
xn

2


 . 

Из а)  

 
a

k
4

3
 , 

3

2

32

4 anna
xn 




 .  

Наиболее вероятное значение координаты 
3

2
1

a
x  . 

в) Вероятность нахождения частицы внутри ямы 
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  ka

k
a

A
dxkx

A
dxkxAw

aa

2sin
2

1

2
2cos1

2
sin

2

0

2

0

22
1 , 

поскольку 
4

3
ka ,  

 























 




3

2
1

24

3
2sin

32

4

2

22

1

aAa
a

A
w . 

Найдем так же вероятность нахождения частицы вне ямы 

 
q

eB
dxeBw

qa

a

qx

2

22
22

2


   , 

поскольку 
a

kq
4

3
  (см. б)), и qaBekaA sin  (см. 6), то 

 
2

2
ABe qa  , 




3

2

2

aA
w . 

Полная вероятность 121  ww , откуда 

 




















3

2

3

2
1

2
1

2aA
,  

тогда 
 423

62






a
A . 

Вероятность нахождения частицы внутри ямы 

73,0
423

23
1 




w . 

Ответ: а) 
m

aU
16

9 22
2

0


 , б) 

3

2
1

a
x  , в) 73,01 w . 

 

8. Параметры ямы задачи 6 
m

aU
2

2
0

75
 . Определите 

количество уровней энергии. 
Воспользуемся ответом задачи 6 

  2
222

12
8

75



 n

mm


,  

2

2 875
12




n , 3,4n ,  

то есть 4n . 
Ответ: 4n . 
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9. Частица находится в потенциальном поле вида  

  









.;0

;00

0 axxU

ax
xU  

Найдите уравнение, определяющее возмож-

ные значения уровней энергии при 0UE  . 

Покажите, что уровни энергии дискретны. 
Разобьем пространство на три области, где волновые функ-

ции 

  
















.

;0

;0

3

2

1

ax

ax

x

x   

Уравнения Шредингера в одномерном случае 

 0
2

222 


mE
,              

 
0

2
3,12

0
3,1 






EUm
. 

Условия непрерывности, гладкости и ограниченности функ-
ции на бесконечности: 

    00 21  ,      00 21  ,      aa 32  ,      aa 32  , 

   1 ,     3 .     

Решение этих уравнений:  

    bkxAx  sin2 , где 


mE
k

2
 , 

   qxqx CeBex  
1 ,   qxqx EeDex  

3 , где 
 



EUm
q




02
,  

из   1    0B , из   3    0E , 

из    00 21     CbA sin , из    00 21     qCbkA cos ,  

из    aa 21       qaDebkaA sin , 

из    aa 21       qaqDebkakA cos .  

Из последних уравнений  

 
q

k
tgb  ,  

q

k
bkatg  ,  

т.е.   tgkabkatg  , из тригонометрии bnbka  , т.е. 

bnka 2 . 
Преобразуем 



 11 

 
22

2

22

1
1

sin
kq

k

q

k
q

k

btg

tgb
b










 , 

 
2

0

22

022 222



mUmEEUm
kq 


 ,      

02
sin

mU

k
b


 , 

то уравнение на уровни энергии 
02

arcsin2
mU

k
nka


 , 

т.к. 


mE
k

2
 , то 

02

2
arcsin2

2

mU

mE
na

mE 


 , 

 
00

0
arcsin2

2

U

E
n

U

E
a

mU



, 

это уравнение вида znz arcsin2 . Его можно решать графи-
чески. Решение – точки пересечения графика семейства функций 

zny arcsin2  и прямой zy  . Угол наклона прямой зависит 

от множителя a
mU



02
 , то есть от параметров ямы – шири-

ны a  и глубины 0U . Уровни энергии дискретны. 

В этой потенциальной яме обязательно есть 
хотя бы один уровень энергии. Из графика видно, 
что прямая обязательно пересекает хоть одну кри-
вую семейства. Количество точек пересечения ко-
нечно.  

Ответ: 
00

0
arcsin2

2

U

E
n

U

E
a

mU



. 

 
10. Частица находится в потенциальном поле задачи 9. 

Найдите  параметры ямы 2
0aU , при которых: а) энергия ос-

новного состояния равна 20UE  , б) появляется n -й уро-

вень энергии, в) определите количество уровней энергии, если 

размеры ямы удовлетворяют соотношению 
m

aU
2

2
0

75
 . 

а) Воспользуемся результатами задачи 9. 
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0

0

0

00

2
arcsin21

2

2

U

U

U

U
a

mU



, 

 
24

2
0 




a
mU


, 

m
aU

4

22
2

0


 . 

б) Условия возникновения нового уровня –  1 nka , под-

ставим это в 

  
 

02

1
arcsin21

mUa

n
nn





, 

 
 

1
2

1

0




mUa

n
, 

 
m

n
aU

2

1 222
2

0


 . 

в) 
 

mm

n
aU

2222
2

0

75

2

1 



 ,   3,15

150
1

2

2



n , 8,4n , 

поскольку n  – целое, причем по условию предыдущего пункта 
пятый уровень не появился, то 4n . 

Ответ: а) 
m

aU
4

22
2

0


 , б) 

 
m

n
aU

2

1 222
2

0


 , в) 4n . 

 
11. Частица массы m  падает слева на 

симметричную потенциальную яму глубиной 

0U    

  









.;0

;00

0 axxU

ax
xU  

Энергия частицы 0E . Найдите коэффициент прозрачности 
D  ямы и коэффициент отражения частицы R . 

Разобьем пространство на три области, где волновые функ-
ции 

  
















.

;0

;0

3

2

1

ax

ax

x

x   

Уравнения Шредингера в одномерном случае 

 0
2

222 


mE
,              

 
0

2
3,12

0
3,1 






UEm
. 
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Условия непрерывности, гладкости и ограниченности функ-
ции 

    00 21  ,      00 21  ,      aa 32  ,      aa 32  , 

   1 ,     3 .     

Решение этих уравнений:  

  iqxiqx eBeAx  111 ,   iqxiqx eBeAx  333 , где 

 



02 UEm
q


 ,  

   ikxikx eBeAx  222 , где 


mE
k

2
 . 

Аналогично задаче 63 03 B . 

из    00 21     2211 BABA  , 

из    00 21     
k

q
BABA 2211  .  

из    aa 21    iqaiqaiqa eAeBeA 322   iqaiqaiqa eAeBeA 322   , 

из    aa 21    iqaiqaiqa eA
q

k
eBeA 322   .  

Из последних двух уравнений  

 
 

32
2

1
A

q

kq
eA aqki








 
  ,   

 
32

2

1
A

q

kq
eB aqki








 
  . 

Из первых двух уравнений с учетом полученных выражений 

 


























k

q
B

k

q
AA 11

2

1
221  

 
   








 



 

k

qk

q

kq
e

k

kq

q

kq
e

A aqkiaqki

4

3  

      ikaiqaiqa ekqekqe
kq

A 223

4
  . 

 


























k

q
B

k

q
AB 11

2

1
221  

 
   








 



 

k

qk

q

kq
e

k

kq

q

qk
e

A aqkiaqki

4

3  
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     qaekq
kq

iA
ekqee

kq

A ikaikaiqaiqa sin
24

223223  
. 

Коэффициент прозрачности: 

 

   
2

22

22

2

1

2

3

2

2

16

kqekqe

qk

A

A

w

w
D

iqaiqa
пад

прош

пад

прош











. 

Коэффициент отражения: 

 
 

    

2

22

22

2

1

2

1

2

2

sin2

kqekqe

qakq

A

B

w

w
R

iqaiqa

пад

отр

пад

отр












. 

Находим модуль комплексного знаменателя и получаем: 

 
 

qa
qk

qk
D

2

22

222

sin
4

1

1




 . 

 
 

2

0

2

0

2

22 222



mUUEmmE
qk 


 , 

 
   

4

0

2

0

2

22 222



UEmEUEmmE
qk





 . 

В результате 

 
 

a
UEm

UEE

U
D


02

0

2
0

2
sin

4
1

1






 . 

 
 

 

 
 

a
UEm

UEE

U

a
UEm

UEE

U

R





02

0

2
0

02

0

2
0

2
sin

4
1

2
sin

4









 . 

Ответ: 

 
 

a
UEm

UEE

U
D


02

0

2
0

2
sin

4
1

1






 , 
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a
UEm

UEE

U

a
UEm

UEE

U

R





02

0

2
0

02

0

2
0

2
sin

4
1

2
sin

4









 . 

 
12. Для частицы из задачи 11 найдите возможные значе-

ния энергии E , при которых частица беспрепятственно про-
ходит над ямой, и ширину ямы, при которой коэффициент 
прозрачности минимален. 

Воспользуемся результатами задачи 11: 

 

 
 

a
UEm

UEE

U
D


02

0

2
0

2
sin

4
1

1






 , 

в знаменателе может быть 
 

0
2

sin
0




a
UEm


, тогда коэффи-

циент 1D .  

 
 

na
UEm






02
, 02

222

2
U

ma

n
E 





. 

Если 0  – де бройлевская длина волны частицы, то волновое 

число  

 
 

0

0

0 22







k

UEm


,   nak 0 ,   0

2


n
a . 

Это значит, что если ширина ямы равна целому числу полу-
длин волн де Бройля, то частица проходит яму беспрепятственно. 
Для фотона примером такой ямы может служить эффект «про-
светления оптики». 

Коэффициент прозрачности минимален, если 

 
1

2
sin

0



a

UEm


. При этом 

 
 













2

12 0
na

UEm


, 0

2

2

22

2

1

2
Un

ma
E 














. 

 
 

 
 

 20

0

2
00

0
min

2

4

4

4

UE

UEE

UUEE

UEE
D









 . 



 16 

Ширина ямы с минимальным коэффициентом отражения   

 












2

1

2

0 na . 

Для оптики это ширина так называемой «четвертьволновой» 
пленки. 

Ответ: 02

222

2
U

ma

n
E 





, 













2

1

2

0 na . 

 
13. Частица массы m  падает слева на потен-

циальный барьер высотой 0U . Энергия частицы 

0UE  . Найдите коэффициент отражения части-

цы от барьера R  и коэффициент прозрачности 
D . 

Разобьем пространство на две области, где вол-
новые функции 

  









.

;0

2

1

ax

x
x   

Уравнения Шредингера в одномерном случае 

 0
2

121  


mE
,              

 
0

2
22

0
2 






UEm
. 

Условия  непрерывности,  гладкости  и  ограниченности 
функции 

   00 21  ,      00 21  ,     1 ,     2 .     

Решение этих уравнений:  

   ikxikx BeAex 1 , где 


mE
k

2
 ,  

   iqxiqx GeCex 2 , где 
 



EUm
q




02
, 

– плоские волны, в функции  x1  слагаемое ikxAe  описывает 

волну, падающую на барьер, а ikxBe  – отраженную, аналогично в 

 x2  слагаемое iqxCe  описывает прошедшую над барьером вол-

ну, а отраженной волны нет, поэтому 0G . 
Из граничных условий  
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из    00 21     CBA  , 

из    00 21     qCkBkA  , или C
k

q
BA  . 

Выразим коэффициенты  C
k

qk
A

2


 ,   C

k

qk
B

2


 . 

Коэффициент отражения частицы от барьера  

 

 

2

0

0

2

2

2

2

2

22

22

UEmmE

UEmmE

qk

qk

A

B

w

w
R

пад

отр

пад

отр














 , 

сокращая, получим: 

 
 

2

0

2

0

2

0

0

UEE

UEE

UEE

UEE
R









 , 

 

2

00

1212















U

E

U

E
R . 

Коэффициент прозрачности  

 

2

0

2

2

2

2

2

22

UEE

E

qk

k

A

C

w

w
D

пад

прош

пад

прош










 , 

 



























 11214

000 U

E

U

E

U

E
D . 

Ответ:  
2

00

1212















U

E

U

E
R , 




























 11214

000 U

E

U

E

U

E
D .  
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14. Для частицы из задачи 13 найдите приближенные 
значения коэффициента отражения частицы от барьера R  и 
коэффициента прозрачности D  для случаев: а) частица про-

летает непосредственно над барьером 0UE   и б) частица 

пролетает значительно выше над барьером 0UE  . 

Проанализируем полученные в задаче 13 результаты. При 

0UE  , 1
0


U

E
 коэффициент отражения близок к единице, а ко-

эффициент прозрачности – к нулю. В обратном случае, когда 

0UE  , 00 
E

U
  

 0

11

11

2

0

0









E

U

E

U

R ,    1

11

2

2

0







E

U
D  

коэффициент отражения близок к нулю, а коэффициент прозрач-
ности – к единице. 

 
15. Частица массы m  падает слева на потен-

циальный барьер высотой 0U . Энергия частицы 

0UE  . Найдите  эффективную глубину эф  про-

никновения частицы под барьер   









e

w
w эф

0 . 

Вычислите эф  для электрона, если 10 UE  эВ. 

Найдем решение уравнения Шредингера для частицы под ба-
рьером :0x  

 
 

0
2

2

0 





EUm
. 

Решение   qxqx CeBex   , где 
 



EUm
q




02
, в силу 

ограниченности     имеет вид   qxBex  . Плотность ве-

роятности нахождения частицы под барьером  
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   qxeBxw 22  ,  

вероятность иметь координату 0x    20 Bw  . По определению 

эф  такое, что на глубине эф  вероятность частицы уменьшается 

в e  раз по сравнению с вероятностью на границе: 

    
e

B

e

w
eBw эфq

эф

2
22 0




,          
 EUmq

эф



0222

1 
. 

Для электрона  

 
 

10

1930

34

0

10
106,1109,022

1005,1

22
















EUm
эф


м = 0,1 нм. 

Ответ: 
 EUm

эф



022


, 1010эф  м = 0,1 нм. 

 
16. Частица массы m  падает слева на сим-

метричный потенциальный барьер высотой 0U .  
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0 axxU

ax
xU  

Энергия частицы 0UE  . Найдите коэффициент 

отражения частицы от ямы R  и коэффициент прозрачности 
D . 

Воспользуемся результатами задачи 11, заменив в ответе 0U  

на 0U : 
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 . 

Коэффициент прозрачности может равняться 1D , если  в 

знаменателе 
 

0
2

sin
0




a
UEm


.  
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n
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. 

Если 0  – де бройлевская длина волны частицы, то волновое 

число  

 
 

0

0

0 22







k

UEm


,   nak 0 ,   0

2


n
a . 

Это значит, что если ширина ямы равна целому числу полу-
длин волн де Бройля, то частица проходит яму беспрепятственно. 
Для фотона примером такой ямы может служить эффект «про-
светления оптики». 

Коэффициент прозрачности минимален, если 
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2
sin
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. При этом 
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 . 

Ширина ямы с минимальным коэффициентом отражения   

 












2

1

2

0 na . 

Для оптики это толщина так называемой «четвертьволновой» 
пленки. 

При 0UE   аргумент синуса в формуле коэффициента про-

зрачности 
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, тогда  

 

1

2

2
0

2
1


















E

mU
D . 



 21 

Ответ: 
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17. Частица массы m  падает слева на 

симметричный потенциальный барьер вы-

сотой 0U .   
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xU  

Энергия частицы 0UE  . Найдите коэффициент отражения 

частицы от ямы R  и коэффициент прозрачности D . 
Воспользуемся результатами задачи 75. В полученных коэф-

фициентах выражение 
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 на 
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. Т.к. 

yiy shsin   – синус гиперболический, то  
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Ответ: 
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18. Для частицы из задачи 76 найдите коэффициент про-
зрачности для случая 1D , плотность вероятности и изоб-
разите график этой функции. 

Воспользуемся результатами задачи 75. В формуле 
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 ,   где   
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, 

1D , если qash , т.е. qa , то 
2
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qae

a  , тогда 
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222 16
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  qae
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D 2
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016 
 . 

Чтобы найти плотность вероятности 

     2
xxw  , 

нужно обратиться к решению задачи 64. 
Аналогично можно найти волновые функ-
ции  

   ikxikx eBeAx  111 ,   ikxeAx 33  , где 


mE
k

2
 ,  

   qxqx eBeAx  222 , где 
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kq

A
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1

4
  . 

   qaekq
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B ika sin

2

223
1  . 

 
19. Частица массы m  с волновым числом k  движется 

вдоль оси Ox  на промежутке от l  до l . Найдите волновую 
функцию частицы и ее среднюю энергию. 
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Воспользуемся результатом, полученном в задаче 77: 

 ikxCe . 

Пронормируем функцию: 

 
22* 21 CldxCdxCeeC

l

l

l

l

ikxikx  


 ,   
l

C
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1
 ,  

 ikxe
l2

1
 . 

По определению среднего значения физической величины 

   HE ˆ; , 

где оператор Гамильтона свободной частицы в заданной области  
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, 

тогда среднее значение: 
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Ответ: 
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КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 

Решение задач по теме 7: 
 

 Задачи  
 

1. Найдите уровни энергии и собственные функции од-
номерного гармонического осциллятора. 

Будем искать решение уравнения Шредингера: 

 
 

   xEx
xm

dx

xd

m








22

22

2

22
. 

Сделаем обезразмеривающую замену 
0x

x
 ,




m
x


0  и 

обозначим 


E2
. Уравнение примет вид: 

 
      02

2

2





.  

Легко убедиться, что при   волновая функция имеет вид 

2

2


 e . Это легко сделать, пренебрегая   по сравнению с 2 . 

Тогда функция должна иметь вид     2

2


 ef . Будем искать 

решение уравнения 

 
   

    012
2

2










f

ff
 

в виде степенного ряда   





0kk

k
kaf . Подставим этот ряд в 

уравнение и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 
 , получим ряд соотношений 

   01
000  kakk    при   

20 
k

, 

   01 100 0
 kakk    при   

10 
k

, 

      02112 2   kk akakk    при   k , если 0kk  . 



 2 

Первые два уравнения являются тождествами, если положить 

00 k , 00 a , 01 a . Из последнего уравнения получаем рекур-

рентную формулу для коэффициентов ряда 

 
  12

12
2






kk

k
aa kk . 

Все четные ka  можно определить через 0a , а нечетные – че-

рез 1a . 

Бесконечный степенной ряд в общем случае не является схо-
дящимся. Следовательно, его следует сделать конечным, то есть 
оборвать на некотором члене. То есть в рекуррентной формуле 

следует положить некоторое 02 na . Откуда 12  n , 
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E , уровни энергии  12

2



 nEn


 дискретны, а уравне-

ние на собственные функции примет вид: 

 02
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n

nn nf
ff

, 

ему удовлетворяют полиномы Чебышева-Эрмита  

    
n

n
n

n
d

ed
eH
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1 . 

Волновая функция имеет вид: 

    




nn HСe 2

2

. 

Пронормируем ее. 

      122

0
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2 2

 
 dHeCxdxdxx nnnn  

Один из полиномов представим в явном виде и проведем n  
раз интегрирование по частям, получим 
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так как  
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2. Найдите уровни энергии и собственные функции 
трехмерного гармонического осциллятора вида   

  
222

,,
22

3
22

2
22

1 zmymxm
zyxU








 . 

Рассмотрите случай изотропного осциллятора. 
Будем искать решение трехмерного уравнения Шредингера: 

  EU
m2

2
,   

в виде        zZyYxXzyx  ,, . Уравнение примет вид: 
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разделим все уравнение на XYZ . 
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, 

каждое из слагаемых в левой части зависит только от одной пе-
ременной, их сумма – постоянная, следовательно, каждое из этих 
слагаемых тоже константа.  

Тогда уравнения примут вид 
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, 

где 321 EEEE  . Решения этих уравнений аналогичны реше-

нию уравнений для одномерного гармонического осциллятора: 
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Тогда волновая функция  
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с учетом нормировки 
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Заметим, что в случае изотропного осциллятора 

 321  уровни энергии являются вырожденными: 
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3
321 nnnE  . 

Так, например, если 1321  nnn , то значению энергии 

 
2

5
E  соответствуют три набора квантовых чисел  321 ;; nnn  – 

(1;0;0), (0;1;0), (0;0;1), а следовательно, три различные волновые 

функции. Если 2321  nnn , то  321 ;; nnn  могут быть (2;0;0), 

(1;1;0), (1;0;1), (0;2;0), (0;1;1), (0;0;2) – уровень энергии  
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7
E  

шесть раз вырожден, в общем случае если Nnnn  321 , то 

уровень энергии 
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Ответ: 
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3. Найдите возможные значения энергии E  квантового 

гармонического осциллятора с частотой  , находящегося в 
состоянии, описываемом волновой функцией:   

а)  
22xaAex  , б)  

22xaAxex  . 

Уравнение Шредингера для гармонического осциллятора с 
частотой  : 
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Поскольку энергия не может зависеть от координаты, вероятно, 
слагаемые, содержащие координату, в сумме равны нулю: 
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Ответ: а) 
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E , б) 
2

3 



E . 

 
4. Вычислите среднее значение квадрата координаты 

2x  и среднюю потенциальную энергию одномерного гармо-

нического осциллятора, находящегося на n -ом энергетиче-
ском уровне. 

По определению среднего значения кинетическая энергия  
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Подставим явный вид функции в формулу  
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По рекуррентной формуле 
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Подставляя производную в интеграл, получаем 
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Эти интегралы легко взять при помощи интеграла Пуассона  
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Тогда средняя потенциальная энергия  
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5 Вычислите среднюю кинетическую энергию одномер-

ного гармонического осциллятора, энергия которого равна 


2

5
. 

Для одномерного осциллятора оператор кинетической энер-
гии  
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то средняя кинетическая энергия  
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В данном случае энергия 
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5
 соответствует номеру уровня 
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Подставим явный вид функции в формулу 
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Эти интегралы легко взять, если к интегралу Пуассона  
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Ответ: 
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6. Определите минимальную энергию одномерного кван-

тового осциллятора, пользуясь соотношением неопределенно-
стей. 

Среднее значение энергии одномерного квантового осцилля-
тора можно записать 
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Из соотношения неопределенностей  
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Найдем минимум энергии, как функции  2p : 
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Ответ: 
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7. Найдите уровни энергии и собственные функции од-

номерного заряженного гармонического осциллятора, поме-
щенного в однородное электрическое поле напряженностью 




, направленной вдоль оси колебаний. Заряд осциллятора q . 

Потенциальная энергия такого осциллятора 
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Будем искать решение уравнения Шредингера: 
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где сделана замена 
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xx , тогда уравнение с учетом заме-
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решение которого известно:  
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Уровни энергии осциллятора в электрическом поле смещены: 
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а в волновых функциях 02
0

x
m

q
x

x

x















 . 

Ответ:  
2

22

2
12

2 







m

q
nEn


,    







n
n

n He
n

x
2

4

0

2

!2
, 

где 02
0

x
m

q
x

x

x















 . 
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 Задачи  
 

1. Найдите уровни энергии и собственные функции ча-
стицы массы M  в бесконечной цилиндрической потенциаль-
ной яме радиуса a . Потенциальная энергия ямы в цилиндри-
ческих координатах:  

 









.

;0

a

a
U  

Частица не может находиться вне потенциальной ямы, следо-
вательно, волновая функция при a  равна нулю. Граничное 

условие для волновой функции: 

   0 a .  

Уравнение Шредингера для данной частицы 

  EĤ ,   где   
2

2

2

ˆ
ˆ




m

L
H z . 

Поскольку операторы Ĥ  и zL̂  коммутируют, а от координа-

ты z  потенциальная энергия не зависит, то решение уравнения 
Шредингера в цилиндрических координатах 

 






























 E

zM 2

2

2

2

2

2 11

2


 

ищем в виде  

      imez,, , 

 






















 E

m

M 2

22 1

2


 

или 

 0
21

22

2

2

2



























 

MEm
. 

Решение этого уравнения  















2

2



ME
CJm  – функция Бессе-

ля. 



 2 

Из граничного условия 0
2

2















a

ME
Jm


 получаем энергети-

ческий спектр частицы. Пусть km  – k -й корень функции Бессе-

ля, тогда энергия 

 
2

22

2Ma
E km

km





, 

причем основное состояние соответствует квантовому числу 
1k . 

Ответ: 
2

22

2Ma
E km

km





,   














 im

m e
ME

CJ
2

2
,


. 

 
2. Найдите уровни энергии и собственные функции сво-

бодного плоского ротатора с моментом инерции J . Какова 
кратность вырождения уровней? 

Кинетическая энергия плоского ротатора 

 
J

L
K z

2

2

 , 

где zL  – момент импульса ротатора, вращающегося относительно 

оси Oz . Оператор проекции момента импульса в сферических 
координатах  

 



 iLz

ˆ , 

тогда оператор Гамильтона  

 
2

222

22

ˆ
ˆ






JJ

L
H z 

. 

Уравнение Шредингера для ротатора 

 



 E

J 2

22

2


 

имеет решение  

    im
m Ce ,  

где 
2

2 2



JE
m  . С учетом периодичности функции 

    2  ...,2,1,0 m  Тогда уровни энергии 



 3 

 
J

m
Em

2

22
 . 

Все уровни, кроме основного 0m , являются дважды вы-
рожденными. Каждому значению энергии соответствуют две  
функции 

    im
m Ce  и   

  im
m Ce . 

Пронормируем функцию 

   2
2

0

2
2

0

2
21 CdCdm  



, откуда 



2

1
C . 

Ответ: 
J

m
Em

2

22
 ,  






2

im

m

e
. 

 
3. Найдите значения энергии квантового симметричного 

волчка. (Примером такого волчка может служить молекула 
аммиака, имеющая форму пирамиды с правильным тре-
угольником в основании.) 

Кинетическая энергия волчка, записанная через момент им-
пульса, 

   2

3

22

1

ˆ
2

1ˆˆ
2

1ˆ
zyx L

J
LL

J
H  . 

Выразим моменты импульса через квадрат момента импульса 
и проекцию момента на ось Oz  

   2

131

2
2

3

22

1

ˆ
2

1

2

1

2

ˆ
ˆ

2

1ˆˆ
2

1ˆ
zzz L

JJJ

L
L

J
LL

J
H 










 . 

Тогда решение уравнения Шредингера даст  

   











zJJ

m
ll

J
E

11

2
1

2 1

22

1

2 
. 

Ответ:   











zJJ

m
ll

J
E

11

2
1

2 1

22

1

2 
. 

 



 4 

4. Пользуясь тем, что средние значения некоторой вели-
чины в том состоянии, которое является собственным для 
оператора, соответствующей этой величине, совпадают с соб-
ственными, покажите, что собственные значения квадрата 

момента импульса равны  12 ll . 

Квадрат момента  

 2222 ˆˆˆˆ
zyx LLLL  , 

его среднее значение  

 2222 ˆˆˆˆ
zyx LLLL  . 

Воспользуемся тем, что направления момента равновероят-
ны, 

 222 ˆˆˆ
zyx LLL  ,   22 ˆ3ˆ

zLL  . 

Найдем среднее значение квадрата любой проекции, легче 

всего – 2ˆ
zL : 

  
    

3

1

3

121

1212

1ˆ
22

22 








 



lllll

l
m

l
L

l

l
z


 , 

так как все состояния – собственные, то  

 
 

 1
3

1
3ˆ3ˆˆ 2

2
222 


 ll

ll
LLL z 


. 

 
5. Найдите среднее значение квадрата расстояния элек-

трона от ядра в основном состоянии атома водорода. 
Основное состояние электрона в атоме водорода описывается 

функцией 

   a

r

e
a

r





3

1
. 

Среднее значение физической величины  

   LL ˆ; . 

Тогда среднее значение оператора квадрата расстояния 

 
  









0

2
4

3
0

2

3

4

0

2

0

2*2 41
sinˆ drer

a
dre

a
rdddVrr a

r

a

r

. 

Для нахождения интеграла сделаем замену 
a

b
2

 : 



 5 

 
5

0

543

2

2

34

0

4 242424124

b
e

bb

x

b

x

b

x

b

x
dxex bxbx 





















 . 

С учетом замены  

 2
5

3

2 3
32

244
a

a

a
r  . 

Ответ: 22 3ar  . 
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КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 10: 

 
«Нестационарная теория возмущений» 

 
 Задачи  

 
 

1. Система, стационарные состояния которой описывают-
ся функциями 1ψ  и 2ψ , находится в состоянии 1ψ . В момент 
времени 0=t  включается возмущение, не зависящее от вре-
мени. Определите зависимость от времени функции ( )tψ , 
описывающую возмущенную систему. 

Функции 1ψ  и 2ψ  удовлетворяют нестационарному уравне-
нию Шредингера 

t
iH

∂
∂

=
ψψ hˆ  и ( ) tEi

n
neru h

−
=ψ ,   nkkn dV δ=ψψ∫ * , n , k  = 1, 2. 

После включения возмущения Ŵ  уравнение приобретает вид: 

 ( )
t

iWH
∂
∂

=+
ψψ hˆˆ . 

Решение его следует искать в виде  
 ( ) ( ) 2211 ψ+ψ=ψ tata , 

где 12
2

2
1 =+ aa  и начальные условия для коэффициентов 

( ) 101 =a  и ( ) 002 =a . Подставим функцию в уравнение, умножим 
полученное уравнение на 1ψ  и 2ψ  и получим два уравнения на 
коэффициенты: 

( )tEEi

eWaWaai 21

2121111

−
+= h&h ,   

( )
2222112

12 WaeWaai
tEEi

+=
−

h&h , 
где матричные элементы оператора возмущения 

( ) ( )( )ruWruW kiik
ˆ;= . Если ввести ( ) ( )tat 11 =α  и 

( ) ( ) ( )tEEi

etat 21

22

−
= hα , то получим уравнения для iα  

 2

 2121111 WWi α+α=α&h ,   [ ]122221212 EEWWi −+α+α=α&h , 
решения этих уравнений можно искать в виде ( ) tiAet Ω−=α1  и 

( ) tiBet Ω−=α2 , подставив, получим уравнения на A  и B : 
 ( ) 02111 =+Ω− BWAW h ,   [ ] 0122212 =Ω−−++ BEEWAW h , 

решения которых существует, если система является совместной, 
т.е.  

 0
122212

2111 =
Ω−−+

Ω−
h

h

EEWW
WW

,  

откуда  

 
42

2
2

21112,1
γ

+±
γ

+=Ω WWh , где 121122 EEWW −+−=γ . 

Находим ( ) titi eAeAt 21
211

Ω−Ω− +=α ,   ( ) titi eBeBt 21
212

Ω−Ω− +=α , 
причем 

 k
k

k A
W

WB
21

11−Ω
=
h . 

Из начальных условий: 121 =+ AA , 021 =+ BB , тогда 

 ( )21

211
1 Ω−Ω

Ω−
=
h

hWA , ( )21

21
1 Ω−Ω
=
h

WB , 

следовательно, 
 ( ) ( ) tititi eeeAt 121

11
Ω−Ω−Ω− ++=α ,    

 ( ) ( )titi eeBt 21
12

Ω−Ω− −=α . 
Ответ: 

( ) ( )( ) ( )[ ] tEi
tititititi eeeBeeeAru 1

21121
11

h
−Ω−Ω−Ω−Ω−Ω− −+++=ψ . 

 
2. На частицу, находящуюся в основном состоянии в бес-

конечно глубокой потенциальной яме шириной a , в момент 
времени 0=t  накладывается слабое возмущение вида:   

а) ( ) 2

2

0,ˆ τ
t

exFtxV
−

−= ;   б) ( ) τ
t

exFtxV
−

−= 0,ˆ .  
Вычислите в первом приближении теории возмущений веро-
ятности возбуждений различных состояний частицы при 

∞→t . 



 3 

В начальный момент времени 0<t  система описывается 
функциями ( )0

nψ , удовлетворяющими стационарному уравнению 
( ) ( ) ( ) ( )0000ˆ

nnn EH ψψ = . После наложения возмущения уравнение  

 ( )( )
t

iWH
∂
Ψ∂

=Ψ+ hˆˆ 0  

решаем в виде  

 ( ) ( )
( )

∑
−

=Ψ
j

tEi

jj
jetc
0

0 hψ , 

при этом ( ) jnjc δ=0  (в начальный момент ( )0
nψ=Ψ ), а для ( )tc j  

получается уравнение  

 ( ) ( ) ( )∑ ω=
∂

∂
j

ti
jkj

k kjetctW
t
tcih , 

где ( ) ( ) ( )∫= dVWtW jkkj
0*0 ˆψψ – матричный элемент оператора воз-

мущения, 
( ) ( )

h

00
jk

kj
EE −

=ω . При условии, что 0ˆ =W  при 0<t  и 

τ>t  решение этого уравнения в первом приближении 

 ( ) ( )∫=
τ

ωτ
0

1 dtetW
i

c ti
kjk

kj

h
. 

Вероятность перехода системы из состояния n  в состояние k  
определяется как ( ) 2τkc , т.е. 

 ( ) ( ) 2
2

2
2 4

knknkkn WcP ω
π

=τ=→
h

, 

где  

 ( ) ( )∫ ω

π
=ω dtetWW ti

knknkn
kn

2
1   

– коэффициент Фурье матричного элемента энергии возмущения. 
Учтем, что constW =  

 ( ) =
ω
−

=
ω
−

==τ

τω
−

τω
τωωτωτ

ω
∫

kj

ii
i

kj

kj

ii
kjtikj

k i
eee

i
W

i
ee

i
W

dte
i

W
c

kjkj
kjkjkj

kj
22

2
0

0 hhh
 

 4

 
kj

kji
kj

kj

e
i

W
ω

τω

=
τω

2
sin

2 2

h
. 

Вероятность 

 

( )
( )nk

kn

nk

nk
kn

kn EEF
W

EE

EE
W

P −=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

τ−

=→ 2

2

2

2

2

2 42
sin4

h

h

h
h

. 

По определению δ -функции ( ) ( ) 2

2sinlim,lim
Ax

AxAxx
AA π

=δ=δ
∞→∞→

, 

тогда ( ) ( )nknk EEEEF −δ
τπ

→−
2
h , а следовательно, 

 ( )nkknkn EEWP −δ
πτ

=→
22

h
. 

Ответ: ( )nkknkn EEWP −δ
πτ

=→
22

h
. 

 
3. На плоский ротатор с моментом инерции J  и диполь-

ным моментом μr  в момент времени 0=t  накладывается сла-
бое электрическое поле напряженностью:   

а) ( ) 2

2

0, τ
−

Ε=Ε
t

etx
rr

;   б) ( ) τ
−

Ε=Ε
t

etx 0,
rr

.  
Вычислите в первом приближении теории возмущений веро-
ятности возбуждений различных состояний частицы при 

∞→t , если при −∞→t  ротатор находился в состоянии с 
квантовым числом .m  

Вероятность возбуждения k -го состояния:  

 ( )( ) 2
2

1 1 IVknW kn
h

=→ , 

где n  – квантовое число начального состояния, k  – конечного, 
knV  – матричные элементы оператора возмущения: 

 ( ) ( ) ( )( )xxVxV nkkn ψψ ˆ;= , 
интеграл I  – Фурье-образ временной функции ( )tf : 
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 ( )∫
∞

∞−

ω= dttfeI ti kn , 

где частота перехода 
( ) ( )

h

00
nk

kn
EE −

=ω . 

В задаче 1=n , ( ) xxV ˆˆ = . Волновые функции и энергии час-
тицы в бесконечно глубокой потенциальной яме шириной a :  

 ( )
a
nx

an
π

=ψ sin20 ,   ( )
2

222
0

2ma
nEn

hπ
= . 

Матричный элемент оператора возмущения: 

=
ππ

=
ππ

= ∫∫
aa

k dx
a
kx

a
xx

a
Fdx

a
x

a
x

a
kx

a
FV

0

0

0
01 sinsin2sin2sin2  

 
( ) ( )

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π

−
−π

=
ππ

= ∫∫
aa

dx
a

xk
a

xkx
a
Fdx

a
kx

a
xx

a
F

0

0

0

0 1cos1cossinsin2  

 ( ) ( )
=

+π
−

−π
= ∫ ∫

a a
dx

a
xkx

a
Fdx

a
xkx

a
F

0 0

00 1cos1cos  

 
( )

( ) ( ) ( )
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −π−π

+
−π

−π
=

a

a
xk

a
xk

a
xk

k
a

a
F

0
22

2
0 1sin11cos

1
 

 
( )

( ) ( ) ( )
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +π+π

+
+π

+π
−

a

a
xk

a
xk

a
xk

k
a

a
F

0
22

2
0 1sin11cos

1
 

 
( )

( )( )
( )

( )( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+
−−−

−π
= +− 11

1
111

1
1 1

2
1

22
0 kk

nk
aF  

 ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−π=

нечетном.  при0

четном;  при
1

42
 222

0

k

k
k

kaF
 

В случае а) ( ) 2

2

τ
−

=
t

etf  

 ∫∫
∞

∞−

τ
−ω∞

∞−

τ
−

ω == dtedteeI
ttit

ti k
k 2

2

12

2

1 . 

В показателе экспоненты выделим полный квадрат 
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4244

2222222

2

2

2

2 τω
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ωτ

−
τ

−=
τω

−
τω

+ω+
τ

−=ω+
τ

−
ittittit . 

 

πτ===
τω

−∞

∞−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ τω
−

τ
−τω

−∞

∞−

τω
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ τω
−

τ
−

∫∫ 42
1

442
1 22

1

22
1

2
22

1
22

1

22
1

2 k
k

kk
k

edteedteeI
itit

. 

Вероятность перехода: 

 ( )( ) ( )

2

4
222

0
2

1
22

1

1

4211 πτ
−π

−=→
τω

− k

e
k

kaFkW
h

. 

Для нечетных k : 

 ( )( ) ( )
2

4232

2
0

222
1

22
1

1

641
τω

−

−π

τ
=→

k

e
k

FkakW
h

, 

где частота перехода 

 
( ) ( ) ( )

2

220
1

0

1 2
1

ma
kEEk

k
−π

=
−

=ω
h

h
. 

В случае б) ( ) τ
−

=
t

etf  

 =+== ∫∫∫
∞

τ
−ω

∞−

τ
+ω∞

∞−

τ
−ω

0

0
11

1 dtedtedteeI
ttitti

t
ti kk

k  

 
1

2
1111 22

111

0
1

0

1

11

+τω
τ

=
−τω

τ
−

+τω
τ

=

τ
−ω

+

τ
+ω

=

∞

τ
−ω

∞−

τ
+ω

kkk
k

tti

k

tti

iii

e

i

e kk

. 

Вероятность перехода: 

 ( )( )
( ) ( )

2

22
1

222
0

2
1

1
2

1
1

1
1211

+τω
τ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−

−π
=→

kkk
aFkW

h
. 

Для нечетных k : 

 ( )( ) ( ) ( )222
1

4242

222
1

11

2561
+τω−π

τ
=→

kk

kakW
h

. 

Общее условие применимости теории возмущений: 



 7 

 mkkm EEV −<< , 
для данной задачи при малых номерах уровней: 

 3

24

0 16ma
F hπ

<< . 

Ответ: а) ( )( ) ( )
2

4232

2
0

222
1

22
1

1

641
τω

−

−π

τ
=→

k

e
k

FkakW
h

,   

б) ( )( ) ( ) ( )222
1

4242

222
1

11

2561
+τω−π

τ
=→

kk

kakW
h

. 

 
4. На плоский ротатор с моментом инерции J  и диполь-

ным моментом μr  в момент времени 0=t  накладывается сла-
бое электрическое поле напряженностью:   

а) ( ) 2

2

0, τ
−

Ε=Ε
t

etx
rr

;   б) ( ) τ
−

Ε=Ε
t

etx 0,
rr

.  
Вычислите в первом приближении теории возмущений веро-
ятности возбуждений различных состояний частицы при 

∞→t , если при −∞→t  ротатор находился в состоянии с 
квантовым числом .m  

Вероятность возбуждения k -го состояния:  

 ( )( ) 2
2

1 1 IVknW kn
h

=→ , 

где n  – квантовое число начального состояния, k  – конечного, 
knV  – матричные элементы оператора возмущения: 

 ( ) ( ) ( )( )xxVxV nkkn ψψ ˆ;= , 
интеграл I  – Фурье-образ временной функции ( )tf : 

 ( )∫
∞

∞−

ω= dttfeI ti kn , 

где частота перехода 
( ) ( )

h

00
nk

kn
EE −

=ω . 

Волновые функции и энергии частицы в бесконечно глубокой 
потенциальной яме шириной a :  

 ( ) ϕ

π
=ψ im

m e
2
10 ,   ( )

J
mEm 2

22
0 h
= . 

 8

Оператор возмущения ( ) ϕμμϕ cosˆ
00 Ε−=⋅Ε−=

rr
V . 

Матричный элемент оператора возмущения: 

 =Ε−= ∫ −
π

ϕϕ ϕ
π

ϕμ
π

2

0
0 2

1cos
2
1 deeV imik

km  

 ( ) =ϕ+
π
μΕ

−= ∫
π

ϕϕ−ϕϕ−
2

0

0

4
deeee imiiik  

 

( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

±≠

±=
μΕ

−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ϕ+ϕ
π
μΕ

−= ∫∫
π

ϕ−−
π

ϕ−+

.10

;1
2

4

02

0

1
2

0

10

mk

mk
dede kmikmi  

В случае а) ( ) 2

2

τ
−

=
t

etf  (см. задачу 3): 

 πτ=
τω

−
4

22
1k

eI . 
Вероятность перехода: 

 ( )( )
2

40
2

1

22
1

2
11 πτ

μΕ
−=±→

τω
− k

emmW
h

. 

Для нечетных k : 

 ( )( ) 2

2222
01

4
1

22
1

h

τω
−

πτμΕ
=±→

k

emmW , 

где частота перехода 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

J
m

J
mmEE mm

mm 2
12

2
1 2200

1
,1

±
±=

−±
=

−
=ω ±

±
hh

h
. 

В случае б) ( ) τ
−

=
t

etf  (см. задачу 3): 

 
1

2
22

1 +τω
τ

=
k

I . 

Вероятность перехода: 

 ( )( ) ( )222
1

2

222
0

2

22
1

0
2

1

11
2

2
11

+τω

τμΕ
=

+τω
τμΕ

−=±→
kk

mmW
hh

. 
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Общее условие применимости теории возмущений: 
 mkkm EEV −<< , 

для данной задачи 

 ( )
J
m 122 +

<<μΕ
h . 

Ответ: а) ( )( ) 2

2222
01

4
1

22
1

h

τω
−

πτμΕ
=±→

k

emmW ,   

б) ( )( ) ( )222
1

2

222
01

1
1

+τω

τμΕ
=±→

k

mmW
h

. 

 
5. Частица массы m  находится в основном состоянии в 

бесконечно глубокой потенциальной яме шириной a . В неко-
торый момент времени правая стенка ямы быстро смещается 
в точку .ab >  Найдите вероятности возбуждения различных 
состояний частицы после остановки стенки. 

Гамильтонианы системы при 0<t  и 0>t : 
 0Ĥ    и   VHH ˆˆˆ

01 += , 
функции состояния этих гамильтонианов 

 ( ) ( ) h

tE

nn

n

extx
−

ψ=ψ ,    и   ( ) ( ) h

tE

nn

n

extx
−

ψ=ψ ~,~ . 
Тогда функцию начального состояния можно разложить по 

новым функциям в ряд: 

 ∑
−

ψ=ψ
k

tE

nnkn

k

ec h~
, 

где dVc nknk ψψ= ∫ *~ . Тогда вероятность перехода из начального 
состояния в конечное: 

 ( ) 2
nkcknW =→ . 

Применим эти рассуждения к бесконечно глубокой потенци-
альной яме, где функции начального состояния 

 
a
nx

an
π

=ψ sin2 , 

для основного состояния  

 10

 
a
x

a
π

=ψ sin2
1  

и конечного 

 
b
kx

bk
π

=ψ sin2~ . 

Коэффициент разложения в ряд: 

 =
ππ

=
ππ

= ∫∫
aa

k dx
b
kx

a
x

ab
dx

b
kx

ba
x

a
c

00
1 sinsin2sin2sin2  

 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π= ∫

a
dxx

ab
bkax

ab
bka

ab 0
coscos

2
12  

 =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

π
=

a

bka

x
ab

bka

bka

x
ab

bka
ab

0

sinsin
 

 =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+π

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−π

π
=

bka
b
ka

bka
b
ka

ab
sinsin

 

 −

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

π⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π−π⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

π
=

bka
b
ka

b
ka

ab
sincoscossin

 

 =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

+

π⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π+π⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

−
bka

b
ka

b
ka sincoscossin

 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

−π
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

+
+

−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

π
=

b
ka

bak
abb

bkabkab
kaab sin211sin 222 . 
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( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

−π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

−π
=→

b
ka

bak

ab
b
ka

bak
abbkW 2

22222

32

222 sin4sin21 . 

При ab 2=  

 ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−π
=→

2
sin

4

321 2
222

k

k
kW , 

при четных mk 2=  0sin =πn , при нечетных 12 += mk  

1
2

sin ±=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+πm , ( )
( )( )( )22 1232

32121
−+π

=+→
mm

mW , то есть 

возможны переходы только на нечетные уровни. 

Ответ: ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

−π
=→

b
ka

bak

abkW 2
22222

3

sin41 . 

 
6. На заряженный линейный гармонический осциллятор, 

находящийся в основном состоянии, внезапно накладывается 
однородное электрическое поле, направленное вдоль оси ко-
лебаний. Найдите вероятность возбуждения первого возбуж-
денного состояния. 

 
Гамильтонианы системы при 0<t  и 0>t : 
 0Ĥ    и   VHH ˆˆˆ

01 += , 
функции состояния этих гамильтонианов 

 ( ) ( ) h

tE

nn

n

extx
−

ψ=ψ ,    и   ( ) ( ) h

tE

nn

n

extx
−

ψ=ψ ~,~ . 
Тогда функцию начального состояния можно разложить по 

новым функциям в ряд: 

 ∑
−

ψ=ψ
k

tE

nnkn

k

ec h~
, 

где dVc nknk ψψ= ∫ *~ . Тогда вероятность перехода из начального 
состояния в конечное: 

 ( ) 2
nkcknW =→ . 

Применим эти рассуждения к бесконечно глубокой потенци-
альной яме, где функции начального состояния 

 12

 
a
nx

an
π

=ψ sin2 , 

для основного состояния  

 2

2

2
0

1 a
x

e
a

−

π
=ψ ,   

ω
=

m
a h  

и первого возбужденного: 

 2

2

2
1

2

2 a
x

e
aa

x −

π
=ψ , 

причем при наложении поля происходит смещение энергетиче-
ских уровней и координат (см. задачу 7 темы 7): 

 2

2

2

2
2

1
2

2
~ a

m
qx

e
aa

m
qx ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω

Ε
−

−

π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−
=ψ . 

Коэффициент разложения в ряд: 

 =
π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−

π
= ∫

∞

∞−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω

Ε
−

−−
dxe

aa
m
qx

e
a

c a
m
qx

a
x

k
2

2

2

2

2

2
2

2
1

2

2
1  

 ∫
∞

∞−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω

Ε
−+

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−
π

= dxe
m
qx

a
a
m
qxx

2

2

2
2

2
22 2

2 . 

Преобразуем показатель экспоненты: 

 =
ω
Ε

+
ω
Ε

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−+ 42

22

2
2

2

2
2 22

m
q

m
qxx

m
qxx  

 

42

222

242

22

42

22

2
2

22
2

242
22

ω
Ε

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−=
ω
Ε

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ω
Ε

+
ω
Ε

−=
m
q

m
qx

m
q

m
q

m
qxx , 

тогда 

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−
π

= ∫
∞

∞−

ω

Ε
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω

Ε
−

−
dxe

m
qx

a
c a

m
q

m
qx

k
2

42

222

2

2
22

2

221 2
2  
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 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−
π

= ∫
∞

∞−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω

Ε
−

−
ω

Ε
−

dxe
m
qxe

a
a
m
qx

ma
q

2

2

2

422

22 2

2
4

2 2
2  

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
Ε

−
π

=
ω
Ε

−== ∫
∞

∞−

−
ω

Ε
−

dte
m
qte

am
qxt a

t
ma

q
2

2

422

22

2
4

22 22
2

2
 

 =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

ω
Ε

−
π

= ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−−
ω

Ε
−

dte
m
qdttee

a
a
t

a
t

ma
q

2

2

2

2

422

22

2
4

2 22
2  

 422

22

4
22

ω

Ε
−

ω
Ε

−= ma
q

e
ma

q . 

Вероятность перехода 

 ( ) 422

22

422

22

2
422

22
2

4
2 22

10 ω

Ε
−

ω

Ε
−

ω
Ε

=
ω

Ε
−=→ ma

q
ma

q

e
ma

qe
ma

qW . 

Ответ: ( ) 422

22

2
422

22

2
10 ω

Ε
−

ω
Ε

=→ ma
q

e
ma

qW . 
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КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 11: 

 
«Квазиклассическое приближение.  

Вариационный метод» 
 
 Задачи  
 

 
1. Определите уровни энергии квантового линейного гар-

монического осциллятора в квазиклассическом приближе-
нии. 

Вероятность частицы иметь координату z  от 1z  до 2z   

 ( )∫∫∫ Ψ=
∞

∞−

∞

∞−

2

1

2
,,

z

z
yy zpxdzdpdxw ,  

где ( ) ( ) ( )dyzyxzpx
yip

y

y

,,
2

exp
,, Ψ

π

−
=Ψ ∫

h

h  – функция состояния час-

тицы в представлении оператора yp€ . 

Ответ: 
( ) ( )∫ ∫∫∫ Ψ
π

−
=

∞

∞−

∞

∞−

2

1

2

,,
2

expz

z

yip

y dyzyxdzdpdxw
y

h

h . 

 
2. Для частицы, находящейся в потенциальном поле 

,0
ν= xUU  найдите в квазиклассическом приближении харак-

тер изменения расстояния между соседними энергетическими 
уровнями энергий с увеличением n  в зависимости от .ν   

В квазиклассическом приближении условие квантования: 

 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π=−∫

− 2
121 0

0

ndxUEm
x

x
n

h
, 

 2

 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π=−∫

−

ν

2
121 0

0

0 ndxxUEm
x

x
n

h
, 

где точка поворота 
ν

=

1

0
0 U

Ex n . Найдем интеграл, сделав замену 

 νν = x
E
Ut

n

0 ,   10 =t , 

 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π=ν=− ν

−+
ν

−

νν

∫ 2
121

2 1

0
2
111

1

1

0

nCUmEdtt
U
EmE

n
nn

hh
, 

 
( )

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ν=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ν
π

= νν
ν+

2
1

2
1

2

1

0
2

2

nAnU
mC

En
h , 

 ( ) ν+
ν

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ν=

2
2

2
1~ nAEn . 

Расстояние между уровнями 1=Δn : 

 ( ) 2
2

2
1

2
2~ +ν

−ν

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+ν
ν

ν=Δ
∂
∂

=Δ nAn
n

EE n
n . 

Если 0
2
2
>

+ν
−ν , то 12

2

>+ν
−ν

n , тогда nEΔ  увеличивается, если 

0
2
2
<

+ν
−ν , то 12

2

<+ν
−ν

n , тогда nEΔ  уменьшается, при 2=ν  потен-

циальное поле совпадает с гармоническим осциллятором, для ко-
торого уровни энергии эквидистантны.  

Ответ: уровни энергии разрежаются при 2>ν  и сгущаются 
при 2<ν , при 2=ν  расстояние между уровнями постоянно.  

 
3. Используя квазиклассическое 

приближение, найдите верхние энерге-
тические уровни энергии дискретного 
спектра частицы в поле   



 3 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<∞

>
α

−
=

.

;2

ax

ax
xxU  

В квазиклассическом приближении условие квантования: 

 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π=−∫

− 2
121 0

0

ndxUEm
x

x
n

h
, 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α

+∫ 2
121 0

2 ndx
x

Em
x

a
n

h
, 

где точка поворота 
nE

x α
=0 . Верхние энергетические уровни 

дискретного спектра близки к нулю, при этом nn ≈+
2
1 . Найдем 

интеграл, положив в подынтегральном выражении 0=nE : 

 
0

00

ln2221
2

x

a

x

a

x

a
xm

x
dxmdx

x
m

∫∫
α

=
α

=
α

hhh
, 

 n
Ea

m

n

π=
αα
2ln2

h
,   

n
m

n e
a

E α

π
−α

−=
h2

2 . 

Ответ: 
n

m
n e

a
E α

π
−α

−=
h2

2 . 

 
4. Получите приближенное значение энергии основного 

состояния частицы массы ,m  находящейся в бесконечно глу-
бокой потенциальной яме ширины ,a  вариационным мето-
дом, используя пробные функции вида:  

а) ( ) ( )axAxx −=ψ ,   б) ( )
a
xAx π

=ψ 2sin ,   

в) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=ψ

22
axaAx . 

Энергия основного состояния равна минимуму от среднего 
значения оператора .Ĥ  Оператор Гамильтона  

 4

 2

22

2
ˆ

xm
H

∂
∂

−=
h

. 

Найдем среднее значение энергии 

 ( ) =
∂
∂

−== ∫ dx
xm

HE 2

2
*

2

2
ˆ; ψψψψ h

 

 ∫∫ ∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∞

∞−

dx
xm

dx
xxmxm

22*2
*

2

222
ψψψψψ hhh

. 

Воспользуемся полученным выражением для предложенных 
функций: 

а) Пронормируем функцию 

 ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=− ∫∫∫∫

aaaa
dxxadxxadxxAdxaxxA

0

22

0

3

0

42

0

222 2  

 1
303

1
2
1

5
1 52

52 ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

aA
aA , 

откуда 5
30
a

A = . 

Производная функции: 

 ( ) ( )axAaxx
x

A
x

−=−
∂
∂

=
∂
ψ∂ 2  

Среднее значение энергии 

 ( ) 2

2
3

5

2

0

2
22 5

3
130

2
2

2 ma
a

am
dxax

m
A

E
a hhh

==−= ∫ . 

б) Пронормируем функцию 

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

++
π

−=
π

∫∫
aa

dx
a

x
a

xAdx
a
xA

0

2

0

42 4cos12cos42
8
1sin  

 1
4

34sin
4

2sin
2

43
8
1

2

0

2 ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

π
+

π
π

−=
aA

a
x

x
a

a
x

x
axA

a

, 

откуда 
a

A
3
4

= . 

Производная функции: 



 5 

 
a

x
a

A
a
x

a
x

a
A

a
x

x
A

x
ππππππψ 2sin

2
cossinsin2 ==

∂
∂

=
∂
∂

. 

Среднее значение энергии 

2

22

2

22

0

2
2

222

1223
4

8
2sin

42 ma
a

aam
dx

a
x

am
A

E
a

hhh ππππ
=⋅⋅⋅=⋅= ∫ . 

в) Пронормируем функцию 

 ( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− ∫∫∫

a

a

aa
dxxadxxAdxaxaA

2

2
2

0

22

0

2
2

22
 

 1
1212

1 32
32 ===

aA
aA , 

откуда 3
12
a

A = . 

Производная функции: 

 
.2   при
,20   при

22 axa
ax

A
A

Aaxa
x

A
x <<

<<

⎩
⎨
⎧
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

∂
∂

=
∂
ψ∂  

Среднее значение энергии 

 ( ) 2

2

3

2

2

2
2

0

2
22 612

2
11

2 ma
a

am
dxdx

m
A

E
a

a

a hhh
==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+= ∫∫ . 

Из вариантов а) 2

25
ma

E h
= , б) 2

22

12ma
E hπ
= , в) 2

26
ma

E h
=  мини-

мальное значение энергии в случае б) 2

22

12ma
E hπ
= . Это значит, что 

наиболее близка к волновой функции основного состояния функ-

ция ( )
a
x

a
x π
=ψ 2sin

3
4 .  

Ответ: а) 2

25
ma

E h
= , б) 2

22

12ma
E hπ
= , в) 2

26
ma

E h
= . 

 
5. Найдите приближенное значение энергии квантового 

гармонического осциллятора вариационным методом, ис-
пользуя пробные функции вида:  

 6

а) ( )
2

2

1
a
x

Ax
+

=ψ ,   б) ( ) 2

2

2

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=ψ

a
x

Ax ,  

где 
ω

=
m

a h . 

Энергия основного состояния равна минимуму от среднего 
значения оператора .Ĥ  Оператор Гамильтона для гармоническо-
го осциллятора 

 
22

ˆ
22

2

22 xm
xm

H ω
+

∂
∂

−=
h

. 

Найдем среднее значение энергии 

 ( ) =+
∂
∂

−== ∫∫ dxxmdx
xm

HE ψψωψψψψ 2*
2

2

2
*

2

22
ˆ; h

 

 ∫∫ ψ
ω

+
∂
ψ∂

= dxxmdx
xm

2
222

22
h . 

Воспользуемся полученным выражением для предложенных 
функций: 

а) Пронормируем функцию 

 ( ) =
+

=
=

=
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∫∫

π

π
−

∞

∞−

2

2

222

2

2
2

2

2

2

tg1coscos

tg

1

1

tt

adtA
t

adtdx

tax
dx

a
x

A  

 ( ) 1
2

2cos1
2

cos
22

2

22

2

22 =
π

=+== ∫∫

π

π
−

π

π
−

Aa
dtt

Aa
tdtAa , 

откуда 
π

=
a

A 2 . 

Производная функции: 



 7 

 2

2

2
2

2

2

1

2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=
+

∂
∂

=
∂
ψ∂

a
xa

Ax

a
x

A
xx

, 

тогда  

 4

2

2
4

222

1

4

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
∂
ψ∂

a
xa

xA
x

,   2

2

2

22
2

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=ψ

a
x

xA
x . 

Среднее значение энергии 

 ∫∫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

ω
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

= 2

2

2

222

4

2

2

2

4

22

1
2

1

2

a
x

dxxmA

a
x

dxx
ma
A

E
h

, 

где интегралы берутся от ∞−  до ∞ : 

 ( ) =
+

=
=

=
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∫∫

π

π
−

∞

∞−

2

2

422

2
3

2
4

2

2

2

tg1cos

tg

cos

tg

1
tt

tdta
t

adtdx

tax

a
x

dxx  

 ( )( )∫∫

π

π
−

π

π
−

=+−==
2

2

2
32

2

423 2cos12cos1
8

cossin dtttatdtta  

( )
16

0
2

0
8

2cos2cos2cos1
8

332

2

32
3 aadtttta π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
−+π=−−+= ∫

π

π
−

, 

 ( ) =
+

=
=

=
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∫∫

π

π
−

∞

∞−

2

2

222

2
3

2
2

2

2

2

tg1cos

tg

cos

tg

1
tt

tdta
t

adtdx

tax

a
x

dxx  

( )
8

4cos1
8

2sin
4

cossin
32

2

32

2

2
32

2

223 adttatdtatdtta π
=−=== ∫∫∫

π

π
−

π

π
−

π

π
−

. 
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 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω+

π
=

πω
+

π
= 2

4

2323223

4

22

2
168216

2
m

ma
aAamAa

ma
A

E hh
 

Учтем, что 
ω

=
m

a h , а
π

=
a

A 2 , тогда 

 ω=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω+

ω
ω

= h
h

hh

8
32

8
2

2

222

m
m
m

m
E . 

б) Пронормируем функцию 

 ( ) =
+

=
=

=
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∫∫

π

π
−

∞

∞−

2

2

422

2

2
4

2

2

2

tg1coscos

tg

1

1

tt

dtAa
t

adtdx

tax
dx

a
x

A  

 ( ) =+== ∫∫

π

π
−

π

π
−

2

2

3
22

2

62 2cos1
8

cos dtt
Aa

tdtAa  

 ( ) 1
16

5
2cos2cos32cos31

8

22

2

32
2

=
π

=+++= ∫

π

π
−

Aa
dtttt

Aa
, 

откуда 
a

A
π

=
5
16 . 

Производная функции: 

 3

2

222

2

2

1

4

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⋅−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

=
∂
ψ∂

a
x

A
a

x

a
x

A
xx

, 

тогда 

 6

2

2
4

222

1

16

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
∂
ψ∂

a
xa

xA
x

,   4

2

2

22
2

1

16

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=ψ

a
x

xA
x . 

Среднее значение энергии 
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 ∫∫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

ω+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

= 4

2

2

2
22

6

2

2

2

4

22

1

8

1

8

a
x

dxxmA

a
x

dxx
ma
A

E
h

, 

где интегралы берутся от ∞−  до ∞ : 

 ( ) =
+

=
=

=
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∫∫

π

π
−

∞

∞−

2

2

622

2
3

2
6

2

2

2

tg1cos

tg

cos

tg

1
tt

tdta
t

adtdx

tax

a
x

dxx  

 ( )( )
128
52cos12cos1

32
cossin

32

2

4
32

2

823 adtttatdtta π
=+−== ∫∫

π

π
−

π

π
−

. 

 
16

1

3

4

2

2

2 a

a
x

dxx π
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∫
∞

∞−

. 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω+

π
=

π
ω+

π
= 2

4

2323
22

3

4

22

85
1616

8
128
58

m
ma

aAamAa
ma
A

E hh
. 

Учтем, что 
ω

=
m

a h , а
a

A
π

=
5
16 , тогда 

 ω=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω+

ω
ω

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω+= h

h

hhh

5
1385

5
85

5
2

2

222
2

4

22

m
m
m

m
m

ma
aE . 

Из вариантов а) ω= h
8
3E , б) ω= h

5
13E , минимальное значе-

ние энергии в случае а) ω= h
8
3E . Это значит, что наиболее близ-

ка к волновой функции основного состояния функция 

( )
2

2

1
a
x

Ax
+

=ψ .  

Ответ: а) ω= h
8
3E , б) ω= h

5
13E . 
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КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 12: 

 
«Атом водорода в магнитном поле. 

Спин» 
 

 Задачи  
 
120. Определите уровни энергии и функции состояния 

свободного электрона в магнитном поле с индукцией B
r

, на-
правленной по оси Oz . 

Выберем координаты так, чтобы векторный потенциал маг-
нитного поля имел компоненты 

 ByAx −= ,   0=yA ,   0=zA . 
Уравнение Шредингера  

 ( )
ψ=ψ

− E
m

Aep
2

2rr

 

приведем к виду 

 ψψψψ EyB
m

e
x

eBy
m
i

m
=+

∂
∂

−Δ− 22
22

22
hh

. 

Так как коэффициенты его не зависят от x  и z , то решение мож-
но искать в виде 

 ( )yfee ibziax=ψ , 
после подстановки и сокращения на экспоненты получим уравне-
ние на ( )yf : 

 ffym
y
f

m
ε=

ω
+

∂
∂

− 2
1

2
0

2
1

22

22
h , 

где вводим обозначения 
m
eB

=ω0 , 
eB
ayy h

+=1 , 
m
bE

2

22h
−=ε . 

Уравнение на ( )yf  аналогично уравнению для квантового 
гармонического осциллятора. Его решение  

 2

 ( ) ( )ξ=
ξ

−

nHCeyf 2
1

2

,  

где ( )ξnH  – полиномы Чебышева-Эрмита, 1
0 ym

h

ω
=ξ , собст-

венные значения этого уравнения 02
1

ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=ε hn . Функция элек-

трона в магнитном поле  

 ( )ξ=ψ
ξ

−

n
ibziax

nnab HeeeC 2

2

, 

 0

22

2
1

2
ω⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= h

h n
m
bEnb . 

Электрон свободно движется в магнитном поле вдоль его ин-
дукции, в плоскости, перпендикулярной вектору магнитной ин-
дукции, спектр энергий дискретен. 

Ответ: 0

22

2
1

2
ω⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= h

h n
m
bEnb , где 

m
eB

=ω0 ,   

( )ξ=ψ
ξ

−

n
ibziax

nnab HeeeC 2

2

, при ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ω
=ξ

eB
aym h

h
0 . 

 
123. Составьте вектор плотности тока для частицы в 

электромагнитном поле. 
Запишем временное уравнение Шредингера  

 ( )
ψΦ+ψ

−
=

∂
ψ∂ e

m
Aep

t
i

2

2rr

h , 

где A
r

 и Φ  – скалярный и векторный потенциал электромагнит-
ного поля. Раскроем скобки 

ψΦ+ψ+ψ+ψ∇⋅+ψΔ−=
∂
ψ∂ eA

m
eA

m
eiA

m
ei

mt
i 2

22

2
div

22

rrhrhh
h . 

Сопряженное ему уравнение: 
 

**2
2

***
2*

2
div

22
ψΦ+ψ+ψ−ψ∇⋅−ψΔ−=

∂
ψ∂

− eA
m

eA
m
eiA

m
ei

mt
i

rrhrhh
h . 



 3 

Составим ψ⋅
∂
ψ∂

+
∂
ψ∂

⋅ψ=ψ
∂
∂

ttt

*
*2 . Домножим первое урав-

нение на *ψ , второе – на ψ−  и сложим, разделим на hi . 
 

( ) ( )AdivAA
m
e

m
i

t

rrrh
ψψ+ψ⋅ψ∇+ψ∇⋅ψ+ψ⋅ψΔ−ψΔ⋅ψ=ψ

∂
∂ *****2

2
. 

так как  
 ( ) ψψψψψψψψ ⋅Δ−Δ⋅=⋅∇−∇⋅ ****div , 
 ( ) ψψ⋅+ψ⋅ψ∇+ψ∇⋅ψ=ψψ **** divdiv AAAA

rrrr
,  

то правую часть равенства можно записать как  

 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψ−ψ∇⋅ψ−ψ⋅ψ∇−=ψ

∂
∂ 2**2

2
A

m
e

m
idiv

t

rh . 

Сравнивая с уравнением непрерывности  

 0div2 =+ψ
∂
∂ j
t

r
, 

делаем вывод, что ( ) 2**

2
ψ−ψ∇⋅ψ−ψ⋅ψ∇= A

m
e

m
ij

rhr
 – плотность 

тока. 

Ответ: ( ) 2**

2
ψ−ψ∇⋅ψ−ψ⋅ψ∇= A

m
e

m
ij

rhr
. 

 
121. Вычислите магнитный момент атома водорода Lμ , 

обусловленный пространственным движением электрона.  
Волновая функция электрона в атоме водорода  
 ( )ϕθψ ,,rnlm . 

Плотность тока  

 ( )**

2
ψ∇ψ−ψ∇ψ−=

em
eij hr

 

в сферических координатах имеет проекции 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψ

∂
∂

ψ−ψ
∂
∂

ψ−= **

2 nlmnlmnlmnlm
e

r rrm
eij h , 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψ

θ∂
∂

ψ−ψ
θ∂
∂

ψ−=θ
**

2 nlmnlmnlmnlm
e rrm
eij h , 

 4

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ψ

ϕ∂θ
∂

ψ−ψ
ϕ∂θ

∂
ψ−=ϕ

**

sinsin2 nlmnlmnlmnlm
e rrm
eij h . 

Их средние значения: 

 0=rj ,   0=θj ,   m
rm
ej nlm

e

2

sin
ψ

θ
−=ϕ

h . 

Равенство нулю первых двух средних значений – следствие 
действительности той части волновой функции, которая зависит 
от r  и θ . При вычислении последней проекции был использован 
явный вид зависимости от угла ϕ  волновой функции. 

Ток распределен по поверхности шара. Представим полный 
момент в виде суммы моментов от кольцевых трубок токов ра-
диусов θsinr  и площадью ds . Каждая трубка эквивалентна 
кольцевому току dsjdI ϕ= , обтекающему круг площади 

θπ= 22 sinrS , тогда этот ток создает магнитный момент  

 mds
cm
reSdI

c
d nlm

e
L

2sin1
ψ

θπ
−==μ

h . 

Полный магнитный момент  

 zL
e

nlm
e

L Lg
cm

medV
cm

me
=−=ψ−=μ ∫ 22

2 hh , 

где mLz h=  – проекция момента импульса на ось Oz , а мно-
житель 

 
cm

eg
e

L 2
−= . 

Ответ: zL
e

L Lg
cm

me
=−=μ

2
h . 

 
122. Оцените минимальный размер электрона на основа-

нии наличия у него спина. 
Будем считать электрон однородным шаром радиуса r . Мо-

мент инерции шара 2

5
2 mrI = , следовательно, момент импульса 

L  равен 

 v
5
2

5
2 2 mrmrIL =ω=ω= . 
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Собственный момент электрона (спин) 

 
2
h

=J . 

Из равенства собственного и механического моментов: 

 
2

v
5
2 h

=mr ,   
v4

5
m

r h
= ,  

где v  – максимальная скорость поверхности электрона не может 
превышать скорость света c<v . Для предельного случая возьмем 
максимальное значение скорости c=v  

 13
318

34

105
101,91034

101,15
4
5 −

−

−

⋅=
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅
==

mc
r h м. 

Заметим, что радиус 1110−=r см принято называть классиче-
ским радиусом электрона. 

Ответ: 13105 −⋅=r м. 
 
111. Найдите собственные значения и собственные функ-

ции операторов проекций спина xŜ  и yŜ , выраженных через 
матрицы Паули.  

Операторы спина связаны с матрицами Паули 

 zyxzyxS ,,,, ˆ
2

ˆ σh= ,  

где матрицы Паули 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

ˆ xσ ,   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0
0

ˆ
i

i
yσ ,   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
ˆ zσ . 

Будем искать собственные функции этих операторов в виде 
столбца 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ψ
ψ=Ψ

2

1 , 

где 1ψ  и 2ψ  – произвольные функции. 

 Ψ=Ψ xx σσ̂ ,   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ψ
ψσ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ψ
ψ

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2

1

2

1
01
10

x ,   
⎩
⎨
⎧

ψσ=ψ
ψσ=ψ

21

12

x

x , 

откуда 12 =σx , 1±=σx .  
При 1=σx  21 ψ=ψ , тогда  

 6

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ 1
1

1 ax . 

Пронормируем функцию  

 ( ) ( ) 222
1

*
1 2111

1111 aaaxx =+=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅=ΨΨ= , 

2
1

=a . 

C учетом нормировки 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ 1
1

2
1

1x . 

При 1−=σx  21 ψ−=ψ i , тогда с учетом нормировки 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ 1
1

2
1

2x . 

Аналогично для zσ̂ : при 1=σ y  21 ψ=ψ i , с учетом норми-
ровки 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ iy
1

2
1

1 , 

при 1−=σy  21 ψ−=ψ i , с учетом нормировки 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ iy
1

2
1

2 . 

Те же функции соответствуют и операторам спина xŜ  и yŜ , 
но с собственными значениями:   

при  
2
h

=xS    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ 1
1

2
1

1x ,    
2
h

−=xS    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ 1
1

2
1

2x , 

при  
2
h

=yS    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ iy
1

2
1

1 ,   
2
h

−=yS    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ iy
1

2
1

2 . 

Ответ: 
2,
h

±=yxS , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ 1
1

2
1

1x , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ 1
1

2
1

2x , 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Ψ iy
1

2
1

1 , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=Ψ iy
1

2
1

2 . 

 
112. Найдите n

xσ̂ , n
yσ̂ , n

zσ̂ , где xσ̂ , yσ̂ , zσ̂  – матрицы Пау-
ли. 
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Покажем, что 
⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knxn

x
σ

σ  

Воспользуемся методом математической индукции.  

 Ι=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ˆ

10
01

01
10

01
10

ˆ 2
xσ ,  

 xxxx σσσσ ˆ
01
10

01
10

10
01

ˆˆˆ 23 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== . 

Пусть справедливо: Ι= ˆˆ n
xσ , тогда  

 xx
n
x

n
x σσσσ ˆ

01
10

01
10

10
01

ˆˆˆ 1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==+ , 

 Ι=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ++ ˆ

10
01

01
10

01
10

ˆˆˆ 12
x

n
x

n
x σσσ , ч.т.д. 

Пусть справедливо: x
n
x σσ ˆˆ = , тогда  

 Ι=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==+ ˆ

10
01

01
10

01
10

ˆˆˆ 1
x

n
x

n
x σσσ ,  

 xx
n
x

n
x σσσσ ˆ

01
10

01
10

10
01

ˆˆˆ 12 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ++ ,ч.т.д. 

Аналогично 
⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knyn

y

σ
σ     

⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knzn

z

σ
σ  

Ответ: 
⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knxn

x
σ

σ     
⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knyn

y

σ
σ       

⎩
⎨
⎧

=Ι
+=

=
.2ˆ

;12ˆ
ˆ

kn
knzn

z

σ
σ  

 
113. Рассматривая матрицы Паули как компоненты век-

торного оператора σ̂r , найдите скалярное ( )σσ ˆ;ˆ rr
, векторное 

[ ]σσ ˆ;ˆ rr
 и смешанное произведение ( )σσσ ˆˆˆ rrr

 матриц-операторов. 
По определению скалярного произведения 
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 ( ) =++= zzyyxx σσσσσσσσ ˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ rr
 

 

Ι=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ˆ3

10
01

3
10

01
10

01
0

0
0

0
01
10

01
10

i
i

i
i

, 
где Ι̂  – двумерная единичная матрица. 

По определению векторного произведения 
 

[ ] =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=−=

0
0

10
01

10
01

0
0

ˆˆˆˆˆ;ˆ
i

i
i

i
yzzyx σσσσσσ rr

 

 xii
i

i
i

i
σ̂2

01
10

2
0

0
0

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ; 

[ ] =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=−=
10

01
01
10

01
10

10
01

ˆˆˆˆˆ;ˆ
zxxzy σσσσσσ rr

 

 yi
i

i
i σ̂2

0
0

2
01
10

01
10

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= ; 

[ ] =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−=

01
10

0
0

0
0

01
10

ˆˆˆˆˆ;ˆ
i

i
i

i
xyyxz σσσσσσ rr

 

 zii
i

i
i

i
σ̂2

10
01

2
0

0
0

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= ; 

 [ ] ( ) σσσσσσ ˆ2ˆ;ˆ;ˆ2ˆ;ˆ rrr ii zyx == . 
По определению смешанного произведения 
 ( ) [ ]( ) ( ) Ι=Ι⋅=== ˆ6ˆ32ˆ;ˆ2ˆ;ˆ;ˆˆˆˆ iii σσσσσσσσ rrrrrrrr

. 

Ответ: ( ) Ι= ˆ3ˆ;ˆ σσ rr
, [ ] σσσ ˆ2ˆ;ˆ rrr i= , ( ) Ι= ˆ6ˆˆˆ iσσσ rrr

. 
 
114. Найдите коммутаторы операторов xσ̂  и yσ̂ . 
Коммутатор матриц Паули 

 [ ] =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

0
0

0
0

01
10

ˆ;ˆ
i

i
i

i
yx σσ  
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 zii
i

i
i

i
σ̂2

10
01

2
0

0
0

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= . 

Ответ: [ ] zyx iσσσ ˆ2ˆ;ˆ = . 
 

115. Найдите операторы 
2

ˆˆ
ˆ yx iσσ
σ

+
=+  и 

2
ˆˆ

ˆ yx iσσ
σ

−
=− , 

коммутатор операторов 2ˆ+σ  и 2ˆ−σ , коммутатор этих операто-
ров с операторами xσ̂ , yσ̂  и zσ̂ .  

Найдем коммутатор операторов: 
 

[ ] ( )[ ] ( )[ ]( ) =−+−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+
=−+ yxyyxx

yxyx iii
ii

σσσσσσ
σσσσ

σσ ˆˆ;ˆˆˆ;ˆ
4
1

2
ˆˆ

;
2

ˆˆ
ˆ;ˆ

 
 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) =−=++−= yxxyyyxyyxxx
iii σσσσσσσσσσσσ ˆ;ˆˆ;ˆ
4

ˆ;ˆˆ;ˆˆ;ˆˆ;ˆ
4
1

 

 [ ] zzyx iii σσσσ ˆˆ2
2

ˆ;ˆ
2

=⋅−=−= . 

 

[ ] [ ] [ ]( ) zzxyxxx
yx

x iii
i

σσσσσσσ
σσ

σσ ˆˆ2
2

ˆ;ˆˆ;ˆ
2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ =⋅−=+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=+

. 
 

[ ] [ ] [ ]( ) zzyyyxy
yx

y iii
i

σσσσσσσ
σσ

σσ ˆˆ2
2
1ˆ;ˆˆ;ˆ

2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ =⋅=+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=+

. 

 [ ] [ ] [ ]( ) =+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=+ zyzxz

yx
z i

i
σσσσσ

σσ
σσ ˆ;ˆˆ;ˆ

2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ  

 ( ) +−=+−⋅= σσσ ˆˆ2ˆ2
2
1

xy iii . 
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Аналогично 
 

[ ] [ ] [ ]( ) zzxyxxx
yx

x iii
i

σσσσσσσ
σσ

σσ ˆˆ2
2

ˆ;ˆˆ;ˆ
2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ −=⋅=−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=−

. 
 

[ ] [ ] [ ]( ) zzyyyxy
yx

y iii
i

σσσσσσσ
σσ

σσ ˆˆ2
2
1ˆ;ˆˆ;ˆ

2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ −=⋅−=−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=−

. 

 [ ] [ ] [ ]( )=−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=− zyzxz

yx
z i

i
σσσσσ

σσ
σσ ˆ;ˆˆ;ˆ

2
1ˆ;

2
ˆˆ

ˆ;ˆ  

 ( ) −=−−⋅= σσσ ˆˆ2ˆ2
2
1

xy iii . 

( )=−++=
+

⋅
+

=+
222 ˆˆˆˆˆˆ

4
1

2
ˆˆ

2
ˆˆ

ˆ yxyyxx
yxyx ii

ii
σσσσσσ

σσσσ
σ  

 ( )22 ˆˆˆˆˆˆ
4
1

yxyyxx ii σσσσσσ −++= . 

Найдем произведение матриц: 

 zyx ii
i

i
i

i
σσσ ˆ

10
01

0
0

0
0

01
10

ˆˆ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= . 

 zxy ii
i

i
i

i
σσσ ˆ

10
01

0
0

01
10

0
0

ˆˆ −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= . 

 ( ) 0ˆˆˆˆ
4
1ˆ 2 =−+−=+ II zz σσσ . 

( ) =−−−=
−

⋅
−

=−
222 ˆˆˆˆˆˆ

4
1

2
ˆˆ

2
ˆˆ

ˆ yxyyxx
yxyx ii

ii
σσσσσσ

σσσσ
σ  

 ( ) ( ) 0ˆˆˆˆ
4
1ˆˆˆˆˆˆ

4
1 22 =−−+=−−−= IIii zzyxyyxx σσσσσσσσ . 

Ответ: [ ] zσσσ ˆˆ;ˆ =−+ , [ ] zx σσσ ˆˆ;ˆ =+ , [ ] zy iσσσ ˆˆ;ˆ =+ ,  
[ ] ++ −= σσσ ˆˆ;ˆ z , [ ] zx σσσ ˆˆ;ˆ −=− , [ ] zy iσσσ ˆˆ;ˆ −=− , [ ] −− = σσσ ˆˆ;ˆ z , 
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0ˆ 2 =+σ ,  
0ˆ 2 =−σ . 

 

116. Для операторов 
2

ˆˆ
ˆ yx iσσ
σ

+
=+  и 

2
ˆˆ

ˆ yx iσσ
σ

−
=−  пока-

жите, что для любых целых n  справедливо ( ) −+−+ = σσσσ ˆˆˆˆ n .  
Воспользуемся методом математической индукции. Для 1=n  

−+−+ ≡ σσσσ ˆˆˆˆ  – тождество.  
Вычислим  
 

( )( ) ( )=+−+=−+=−+
22 ˆˆˆˆˆˆ

4
1ˆˆˆˆ

4
1ˆˆ yyxxyxyxyx iiii σσσσσσσσσσσσ  

 ( ) ( )zz IiiI σσ ˆˆ
2
1ˆ2ˆ2

4
1

+=−= . 

Проверим для 2=n   

( ) ( ) ( ) ( )=+++=++=−+
222 ˆˆˆˆˆˆ

4
1ˆˆ

2
1ˆˆ

2
1ˆˆ zzzzz IIIII σσσσσσσ  

 ( ) ( ) −+=+=+= σσσσ ˆˆˆˆ
2
1ˆ2ˆ2

4
1

zz II . 

Пусть для n  справедливо ( ) −+−+ = σσσσ ˆˆˆˆ n , покажем, что это 
верно для 1+n : 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) −+−+−+−+−+
+

−+ === σσσσσσσσσσσσ ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 1 nn ,  
это верно для любых n , что требовалось доказать. 

 
117. Найдите собственные значения скалярного произве-

дения ( )21
ˆ;ˆ σσ rr

 двух электронов, пользуясь тем, что 1σ̂
r

 и 2σ̂
r

 
перестановочны. 

Так как 1σ̂
r

 и 2σ̂
r

 перестановочны, то  

 ( ) 21
2
2

2
1

2

21
ˆˆ2ˆˆˆˆ σσσσσσ rrrr

++=+ . 
Сумма двух моментов изменяется от их суммы до разности, 

так что суммарный спин принимает значения 1 и 0. Так как σ̂r  – 
удвоенный оператор спинового момента, то соответствующие 
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максимальные проекции вдвое больше. Поэтому, когда спины 
складываются как параллельные векторы, собственное значение 

квадрата ( )221
ˆˆ σσ rr

+  в четыре раза больше, чем соответствующего 
квадрата момента, т.е. равно 8214 =⋅⋅ , когда же спины антипа-
раллельны, оно равно 0. 

Итак, собственное значение ( )21
ˆ;ˆ σσ rr

 при параллельных спи-

нах равно 1
2

68
=

−  и при антипараллельных спинах 3
2

60
−=

− . 

Ответ: 1, –3.  
 
118. Докажите справедливость равенства:   

а) ( ) ψσ=ψσ sinsin xx
)) , б) ( ) ψψσ coscos =z

) . 
а) Разложим в ряд  

 ( ) ( )
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

ψσ
+

ψσ
+ψσ=ψσ ...

!5!3
sin

53
xx

xx

))
))  

 ψσ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

ψσ
+

ψσ
+ψσ= sin...

!5!3

5533

x
xx

x
)

))
) , ч.т.д. 

б) Аналогично  

 ( ) ( )
ψΙ=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

ψσ
+

ψσ
−=ψσ cos€...

!4!2
1cos

42
xx

z

))
) , ч.т.д. 

119. Докажите справедливость равенства 
ψσ+ψ=ψσ sincos z

i ie z ))

. 
Аналогично решению задачи 85 разложением в ряд экспонен-

ты. 
( ) ( ) ( ) ( )

=+
ψσ

+
ψσ

+
ψσ

+
ψσ

+
ψσ

+=ψσ ...
!5!4!3!2!1

1
5432

zzzzzi iiiiie z

)))))
)

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

=+
ψσ

+
ψσ

+
ψσ

−
ψσ

−
ψσ

+= ...
!5!4!3!2!1

1
5432

zzzzz iii
)))))

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

ψσ
+

ψσ
−

ψσ
++

ψσ
+

ψσ
−= ...

!5!3!1
...

!4!2
1

5342
zzzzz i
)))))

. 

Так как  
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 ( ) ( )
ψσ=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

ψσ
+

ψσ
+ψσ=ψσ sin...

!5!3
sin

53

z
zz

zz
)

))
)) , 

 
( ) ( ) ψψσψσψσ cosˆ...

!4!2
1cos

42

Ι=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= xx

z

))
) , 

то ψσ+ψ=ψσ sincos z
i ie z ))

, ч. т. д. 
 
124. Проверьте, являются ли матрицы Дирака эрмито-

выми. 
Матрицы Дирака связаны с матрицами Паули соотношением: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0ˆ
ˆ0

ˆ
k

k
k i

i
σ

σ
γ ,   ;3,2,1=k    ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

I
I

ˆ0
0ˆ

ˆ4γ , 

где матрицы Паули 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

01
10

ˆˆ1 xσσ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
==

0
0

ˆˆ2 i
i

yσσ ,       

              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==
10

01
ˆˆ3 zσσ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

Î . 

Тогда 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

000
000
000

000

1̂

i
i

i
i

γ ,   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

0001
0010
0100
1000

ˆ2γ ,    

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

000
000

000
000

ˆ3

i
i

i
i

γ ,   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

1000
0100
0010
0001

ˆ4γ . 

Условие эрмитовости: 
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 ( ) ( )ϕψγϕγψ ;ˆˆ; 11 = ,  

где 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ
ψ
ψ
ψ

=ψ

4

3

2

1

, 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

=ϕ

4

3

2

1

,   

первый множитель в скалярном произведении – транспонирован-
ный и комплексно сопряженный вектор. 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

1

2

3

4

4

3

2

1

1

000
000
000

000

ˆ

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

ϕγ

i
i
i
i

i
i

i
i

, 

 ( ) ( ) =
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ϕ
ϕ
ϕ−
ϕ−

ψψψψ=ϕγψ

1

2

3

4

*
4

*
3

*
2

*
11;

i
i
i
i

 

 1
*
42

*
33

*
24

*
1 ϕψ+ϕψ+ϕψ−ϕψ−= iiii . (1) 

Теперь найдем 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

1

2

3

4

4

3

2

1

1

000
000
000

000

ˆ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψγ

i
i
i
i

i
i

i
i

, 

транспонируем и возьмем комплексное сопряжение: 
 ( ) ( )*

1
*
2

*
3

*
4

*
1̂ ψψψψψγ iiiiT −−= , 

найдем скалярное произведение: 

 ( ) ( ) =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−=

4

3

2

1

*
1

*
2

*
3

*
41 ;ˆ

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

ψψψψϕψγ iiii  

 4
*
13

*
22

*
31

*
4 ϕψ−ϕψ−ϕψ+ϕψ= iiii , 

что совпадает с (1). 
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Аналогично можно доказать эрмитовость остальных матриц 
Дирака: 

 ( ) ( ) 4
*
13

*
22

*
31

*
422 ;ˆˆ; ϕψϕψϕψϕψϕψγϕγψ −++−== , 

 ( ) ( ) 4
*
13

*
22

*
31

*
433 ;ˆˆ; ϕψϕψϕψϕψϕψγϕγψ −++−== , 

 ( ) ( ) 4
*
13

*
22

*
31

*
444 ;ˆˆ; ϕψϕψϕψϕψϕψγϕγψ −++−== . 

 
125. Найдите произведения матриц Дирака:  

 41 ˆˆ γγ ,   42 ˆˆ γγ ,   43 ˆˆ γγ ,   21 ˆˆ γγ ,   31 ˆˆ γγ ,   32 ˆˆ γγ . 
Матрицы Дирака: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0ˆ
ˆ0

ˆ
k

k
k i

i
σ

σ
γ ,   ;3,2,1=k    ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

I
I

ˆ0
0ˆ

ˆ4γ . 

Найдем для 3,2,1=k : 

 k
k

k

k

k
k i

i
I

I
i

i
γ

σ
σ

σ
σ

γγ ˆ
0ˆ

ˆ0
ˆ0

0ˆ

0ˆ
ˆ0

ˆˆ 4 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= . 

Найдем для 3,2,1, =nk :  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

nk

nk

n

n

k

k
nk i

i
i

i
σσ

σσ
σ

σ
σ

σ
γγ

ˆˆ0
0ˆˆ

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆ . 

Учитывая, что mnk iσσσ ˆˆˆ =  для ( ) ( ) ( ) ( )312231123 ===knm , и 

mnk iσσσ ˆˆˆ −=  для ( ) ( ) ( ) ( )132213321 ===knm , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

m

m
nk i

i
σ

σ
γγ

ˆ0
0ˆ

ˆˆ  для ( ) ( ) ( ) ( )312231123 ===knm , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

m

m
nk i

i
σ

σ
γγ

ˆ0
0ˆ

ˆˆ  для ( ) ( ) ( ) ( )132213321 ===knm . 

Ответ: 141 ˆˆˆ γγγ = , 242 ˆˆˆ γγγ = , 343 ˆˆˆ γγγ = ,  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3

3
21 ˆ0

0ˆ
ˆˆ

σ
σ

γγ
i

i
, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

2

2
31 ˆ0

0ˆ
ˆˆ

σ
σ

γγ
i

i
, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1

1
32 ˆ0

0ˆ
ˆˆ

σ
σ

γγ
i

i
. 
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126. Покажите, что матрицы Дирака антикоммутируют. 
Найдем произведение матриц для 4, ≠nk : 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

nk

nk

n

n

k

k
nk i

i
i

i
σσ

σσ
σ

σ
σ

σ
γγ

ˆˆ0
0ˆˆ

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆ , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

kn

kn

k

k

n

n
kn i

i
i

i
σσ

σσ
σ

σ
σ

σ
γγ

ˆˆ0
0ˆˆ

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆ . 

Найдем сумму произведений, учитывая, что матрицы Паули 
антикоммутируют, т.е. 0ˆˆˆˆ =+ nkkn σσσσ , 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

nk

nk

kn

kn
nkkn σσ

σσ
σσ

σσ
γγγγ

ˆˆ0
0ˆˆ

ˆˆ0
0ˆˆ

ˆˆˆˆ  

 0
ˆˆˆˆ0

0ˆˆˆˆ
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=

nkkn

nkkn

σσσσ
σσσσ

. 

Аналогично  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0ˆ
ˆ0

ˆ0
0ˆ

0ˆ
ˆ0

ˆˆ 4
k

k

k

k
k i

i
I

I
i

i
σ

σ
σ

σ
γγ , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆ0
0ˆ

ˆˆ4
k

k

k

k
k i

i
i

i
I

I
σ

σ
σ

σ
γγ . 

Найдем сумму произведений 

 0
0ˆ

ˆ0
0ˆ
ˆ0

ˆˆˆˆ 44 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

k

k

k

k
kk i

i
i

i
σ

σ
σ

σ
γγγγ . 

Вывод: матрицы Дирака антикоммутируют. 
 
 
127. Найдите собственные значения матриц Дирака. 
Матрицы Дирака: 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

000
000
000

000

1̂

i
i

i
i

γ ,   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

0001
0010
0100
1000

ˆ2γ ,    
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

000
000

000
000

ˆ3

i
i

i
i

γ ,   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

1000
0100
0010
0001

ˆ4γ . 

Уравнение на собственные функции и собственные значения  
 λψψγ =1̂  

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

4

3

2

1

1

2

3

4

4

3

2

1

1

000
000
000

000

ˆ

λψ
λψ
λψ
λψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψγ

i
i
i
i

i
i

i
i

. 

Получаем систему уравнений на λ : 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

λψ=ψ
λψ=ψ
λψ=ψ−
λψ=ψ−

,
,

,
,

41

32

23

14

i
i

i
i

 ⇒  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ
λψ=ψ−

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ
λψ=ψ−

,
,

,
,

41

14

32

23

i
i

i
i

 ⇒  12 =λ . 

При 1=λ  23 ψ=ψ i , 14 ψ=ψ i , волновая функция:  

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ
ψ
ψ
ψ

=ψ+

1

2

2

1

i
i

. 

При 1−=λ  23 ψ−=ψ i , 14 ψ−=ψ i , волновая функция:   

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ−
ψ−
ψ
ψ

=ψ−

1

2

2

1

i
i

. 

Для 2γ̂ :    

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

4

3

2

1

1

2

3

4

4

3

2

1

2

0001
0010
0100
1000

ˆ

λψ
λψ
λψ
λψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψγ . 

Получаем систему уравнений на λ : 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

λψ=ψ−
λψ=ψ
λψ=ψ
λψ=ψ−

,
,
,

,

41

32

23

14

 ⇒  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ−
λψ=ψ−

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ
λψ=ψ

,
,

,
,

41

14

32

23

 ⇒  12 =λ . 

При 1=λ  23 ψ=ψ , 14 ψ−=ψ , волновая функция:  

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ−
ψ
ψ
ψ

=ψ+

1

2

2

1

. 

При 1−=λ  23 ψ−=ψ , 14 ψ=ψ , волновая функция:  

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ
ψ−
ψ
ψ

=ψ−

1

2

2

1

. 

Для 3γ̂ :   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

4

3

2

1

2

1

4

3

4

3

2

1

3

000
000

000
000

ˆ

λψ
λψ
λψ
λψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψγ

i
i
i
i

i
i

i
i

. 

Получаем систему уравнений на λ : 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

λψ=ψ−
λψ=ψ
λψ=ψ
λψ=ψ−

,
,
,

,

42

31

24

13

i
i
i

i

 ⇒  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ−
λψ=ψ

⎩
⎨
⎧

λψ=ψ
λψ=ψ−

,
,

,
,

42

24

31

13

i
i

i
i

 ⇒  12 =λ . 

При 1=λ  13 ψ=ψ i , 24 ψ−=ψ i , волновая функция:  

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ−
ψ
ψ
ψ

=ψ+

2

1

2

1

i
i

. 

При 1−=λ  13 ψ−=ψ i , 24 ψ=ψ i , волновая функция:  
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⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ
ψ−

ψ
ψ

=ψ−

2

1

2

1

i
i

. 

Для 4γ̂ : 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

4

1000
0100
0010
0001

ˆ

λψ
λψ
λψ
λψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψγ . 

Получаем систему уравнений на λ : 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

λψ=ψ−
λψ=ψ−

λψ=ψ
λψ=ψ

.
,

,
,

44

33

22

11

 

При 1=λ  034 =ψ=ψ , волновая функция: 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
ψ
ψ

=ψ+

0
0

2

1

. 

При 1−=λ  012 =ψ=ψ , волновая функция: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ψ
ψ=ψ−

4

3

0
0

. 

Ответ: 1±=λ .  
 
128. Найдите коммутаторы матриц Дирака. 
Найдем произведение матриц для 4, ≠nk : 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

kn

kn

k

k

n

n
kn i

i
i

i
σσ

σσ
σ

σ
σ

σ
γγ

ˆˆ0
0ˆˆ

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆ ,  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

nk

nk

n

n

k

k
nk i

i
i

i
σσ

σσ
σ

σ
σ

σ
γγ

ˆˆ0
0ˆˆ

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆ . 

Найдем разность произведений, учитывая, что коммутаторы 
матриц Паули mnk iσσσ ˆˆˆ =  для ( ) ( ) ( ) ( )312231123 ===knm , и 

mnk iσσσ ˆˆˆ −=  для ( ) ( ) ( ) ( )132213321 ===knm , 
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 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

nk

nk

kn

kn
nkkn σσ

σσ
σσ

σσ
γγγγ

ˆˆ0
0ˆˆ

ˆˆ0
0ˆˆ

ˆˆˆˆ  

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

nkkn

nkkn

σσσσ
σσσσ

ˆˆˆˆ0
0ˆˆˆˆ

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

=

.132213321  для         
ˆ0
0ˆ

,312231123  для   
ˆ0

0ˆ

knm
i

i

knm
i

i

m

m

m

m

σ
σ

σ
σ

  

Аналогично  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0ˆ
ˆ0

ˆ0
0ˆ

0ˆ
ˆ0

ˆˆ 4
k

k

k

k
k i

i
I

I
i

i
σ

σ
σ

σ
γγ , 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆ0
0ˆ

ˆˆ4
k

k

k

k
k i

i
i

i
I

I
σ

σ
σ

σ
γγ . 

Найдем сумму произведений 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

0ˆ2
ˆ20

0ˆ
ˆ0

0ˆ
ˆ0

ˆˆˆˆ 44
k

k

k

k

k

k
kk i

i
i

i
i

i
σ

σ
σ

σ
σ

σ
γγγγ . 

  
Ответ:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

==−

.132213321  для         
ˆ0
0ˆ

,312231123  для   
ˆ0

0ˆ

ˆˆˆˆ

knm
i

i

knm
i

i

m

m

m

m

nkkn

σ
σ

σ
σ

γγγγ

  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

0ˆ2
ˆ20

ˆˆˆˆ 44
k

k
kk i

i
σ

σ
γγγγ  . 
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129. Докажите, что свободный квант не может образовать 
пару электрон-позитрон в пустом пространстве без дополни-
тельного внешнего поля. 

Воспользуемся законом сохранения энергии и импульса в от-
сутствие поля:  

 2
1

2422242 pccmpccm +=ω++− h ,   1pn
c

p rrhr
=

ω
+ . 

Здесь pr  – импульс электрона в состоянии с отрицательной 
энергией, nr  – единичный вектор направления импульса кванта, 

1pr  – импульс электрона в состоянии с положительной энергией. 
Подставим 1pr  в закон сохранения энергии и возведем в квад-

рат обе части 
2

2422222422242 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ω

++=ω++ω−+ n
c

pccmpccmpccm rhr
hh , 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ω
+

ω
+=ω++ω− 2

22
2222224222 ;22

c
np

c
pcpccmpc hrrh

hh , 

 ( )npcpccm rr;2242 =+− . 
Правая часть равенства может быть отрицательной, но ее мо-

дуль не больше cp , тогда, возведя в квадрат, 
 222242 pcpccm ≤+ , 

что невыполнимо. Следовательно, электрон-позитронная пара не 
может быть возбуждена квантом энергии в отсутствие внешнего 
поля. 

 
130. Покажите, что если ψ  – решение уравнения Дирака с 

положительной энергией E , то ψρ2ˆ  – решение уравнения с 
отрицательной энергией E− . 

 
Уравнение для собственной функции:  
 ( ) ψβψαψ 2ˆˆˆ mcpcE +=

rr
. 

Отсюда 
( ) ( ) =−−=+= ψρβψραψβρψαρψρ 2

2
22

2
22 ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ mcpcmcpcE rrrr

 

 ( )[ ] ψρβα 2
2 ˆˆˆˆ mcpc +−=

rr
, 

тогда 

 22

 ( ) ψρβψραψρ 2
2

22 ˆˆˆˆˆˆ mcpcE +=−
rr

. 
Это доказывает, что решений с отрицательной энергией нель-

зя избежать.  
 
 



 1 

КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 13: 

 
«Элементы теории рассеяния» 

 
 Задачи  
 
131. Получите общее выражение дифференциального се-

чения рассеяния неполяризованных тождественных частиц со 
спином 21=s  через амплитуду рассеяния, вычисленную без 
учета тождественности частиц. 

Рассеяние происходит равновероятно в любом состоянии с 
полным спином S  и проекцией zS . В синглетном состоянии 
( )0=S  координатная часть волновой функции должна быть сим-
метричной относительно перестановки частиц, что соответствует 
симметричной амплитуде рассеяния  

 ( ) ( ) ( )θ−π+θ=θ= fffS 0 . 
В триплетном состоянии ( )1=S  амплитуда антисимметрична и не 
зависит от zS : 

 ( ) ( ) ( )θ−π−θ=θ= fffS 1 . 
Усредняя по различным спиновым состояниям, получаем 

дифференциальное сечение  

 ( ) ( ) =θ+θ=
Ω
σ

====
2

11
2

00 SSSS fwfw
d
d  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 22

4
3

4
1

θ−π−θ+θ−π+θ= ffff . 

Ответ: ( ) ( ) ( ) ( ) 22

4
3

4
1

θ−π−θ+θ−π+θ=
Ω
σ ffff

d
d . 

 
132. Вычислите в борновском приближении дифференци-

альное сечение рассеяния частиц, взаимодействующих по за-

кону Кулона ( )
r

rU α
= . 

Амплитуда рассеяния в первом порядке теории возмущений 
на потенциале ( )rU  может быть определена по формуле 

 2

 ( ) ( )( ) ( )∫ ′′
π

−=θ≈θ ′− VdrUemff rqi rr

h2
1

2
, 

где kkq
rrr

−′= . 
Вычисление интеграла дает 

 ( ) 22
122

q
mf

h

α
−=θ . 

Дифференциальное сечение равно 

 ( ) ( )
2

22
1221 2
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ α
=θ=

Ω
σ

hq
mf

d
d . 

Ответ: 
2

22
122
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ α
=

Ω
σ

hq
m

d
d . 

 
133. Вычислите в борновском приближении сечение рас-

сеяния частиц, взаимодействующих по закону ( )
r

erU
rβ−α

=  

(потенциал Юкавы). 
Амплитуда рассеяния в первом порядке теории возмущений 

на потенциале ( )rU  может быть определена по формуле 

 ( ) ( )( ) ( )∫ ′′
π

−=θ≈θ ′− VdrUemff rqi rr

h2
1

2
, 

где kkq
rrr

−′= . 
Вычисление интеграла дает 

 ( ) ( )222
122
β+

α
−=θ

q
mf

h
. 

Полное сечение равно 

 ( ) 22

2

2
122

4
16

β+
π

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

β
α

=Ωθ=σ ∫ k
mdf
h

. 

Ответ: 22

2

2
12

4
16

β+
π

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

β
α

=σ
k

m
h

. 
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134. Вычислите в борновском приближении сечение рас-
сеяния частиц, взаимодействующих по закону   

 ( )
⎩
⎨
⎧

>
<<−

=
 R.r      при    0   
R,r0    при 0U

rU r  

Амплитуда рассеяния в первом порядке теории возмущений 
на потенциале ( )rU  может быть определена по формуле 

 ( ) ( )( ) ( )∫ ′′
π

−=θ≈θ ′− VdrUemff rqi rr

h2
1

2
, 

где kkq
rrr

−′= . 
При интегрировании  

( ) 32
012

0

2
02

12 cossin2
2 q

qRqRqRUmdrrUemf
R

iqr −
⋅−=

π
−=θ ∫ −

hh
.  

При малых энергиях рассеяние изотропно и не зависит от 
энергии, а при высоких энергиях ( )1>>kR  рассеяние происходит 
в узком конусе углов шириной θΔ ∼ 11 <<kR . Полное сечение 
получается интегрированием квадрата амплитуды по углам: 

 
( ) ( ) ( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛π
=σ 4

2

32

2

2

2
012

2 2
2sin

2
4sin

2
112

kR
kR

kR
kR

kR
RUm

hh
. 

В пределе при очень малых и очень больших энергиях имеем 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛π

<<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛π

=σ

.1     при          2

,1     при    
9

16

2

2

2
012

2

2

2

2
012

2

kRRUm
k

kRRUmR

h

h
 

Ответ: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛π

<<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛π

=σ

.1     при          2

,1     при    
9

16

2

2

2
012

2

2

2

2
012

2

kRRUm
k

kRRUmR

h

h
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135. Вычислите в борновском приближении сечение рас-
сеяния частицы на потенциале вида ( ) ( )rUrU rr

δ= 0 . 
Амплитуда рассеяния в первом порядке теории возмущений 

на потенциале ( )rU  может быть определена по формуле 

 ( ) ( )( ) ( )∫ ′′
π

−=θ≈θ ′− VdrUemff rqi rr

h2
1

2
, 

где kkq
rrr

−′= . 
При интегрировании  

 ( ) ( ) 2
0

02 22 hh

rr

π
−=′′δ

π
−=θ ∫

′− mUVdrUemf rqi .  

Амплитуда не зависит от угла рассеяния, тогда сечение рас-
сеяния 

 ( ) 4

2
0

2

42

2
0

2

0

2

0

2

2
2 4

4
sin

2 hhh π
=π

π
=ϕθθ

π
−=Ωθ=σ ∫ ∫∫

π π UmUmddmdf . 

 

Ответ: 4

2
0

2

hπ
=σ

Um . 
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КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 14: 

 
«Многоэлектронные системы» 

 
 Задачи  
 
1. Вычислите скалярное произведение спинов двух частиц 

в синглетном и триплетном состояниях. Спин частиц 
2
h . 

Пусть спинам частиц соответствуют операторы 11
ˆ

2
ˆ σrhr
=S  и 

22
ˆ

2
ˆ σrhr
=S , причем 3ˆ 2 =iσ

r
, т.к. 1ˆˆˆ 222 === iziyix σσσ . 

Найдем квадрат суммы операторов  

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅++=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += 21

2
2

2
1

2

21
2 ˆˆ2ˆˆˆˆˆ SSSSSSS

rrrrrrr
, 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅ 2

2
2

1
2

21
ˆˆˆ

2
1ˆˆ SSSSS

rrrrr
. 

Значение ( )122 += ssS h
r

, для синглетного состояния 0=s , 
для триплетного – 1=s , тогда для синглетного состояния: 

 
4

3
4

3
4

30
2
1ˆˆ 222

21
hhhrr

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅SS , 

для триплетного состояния: 

 
44

3
4

32
2
1ˆˆ 222

2
21

hhh
h

rr
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅ SS .  

Ответ: 
4

3 2h
− , 

4

2h . 

 
2. Укажите нормальный терм атома с электронной кон-

фигурацией ( )2nd  в незаполненной оболочке. 

 2

По правилу Хунда нормальный терм имеет максимальное 
значение спина, т.е. является в данном случае триплетом. Кроме 
того, полный орбитальный момент L  должен иметь максимально 
возможное значение. По правилу сложения моментов два d -
электрона могут находиться в состояниях с L = 4, 3, 2, 1, 0. При 

4=L  координатная функция симметрична, поэтому она запре-
щена принципом Паули для триплетных состояний (симметрич-
ная спиновая функция). Максимально возможное значение L , 
совместимое с принципом Паули, равно 3. Оболочка с двумя  
d -электронами заполнена менее чем наполовину, поэтому для 
полного момента имеем: 2=−= SLJ . Значит, нормальный терм 
атома есть 2

3F . Рассмотренный случай имеет место, например, у 
титана, циркония, графита ( Z = 22, 40, 72). 

Ответ: 2
3F . 

3. Атом с квантовыми числами 
2
1

=j  и 
2
1

=jm  находится 

в однородном магнитном поле, которое в некоторый момент 
мгновенно поворачивается на угол °60 . Найдите вероятность 
того, что после этого поворота атом окажется в одном из со-

стояний 
2
1

=′jm  или 
2
1

−=′jm  относительно нового направле-

ния поля. 
Ориентируем ось Oz  с первоначальным направлением поля. 

Волновые функции до и после мгновенного поворота поля одина-
ковы. До поворота поля  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=ψ

0
1

0 . 

После поворота поля при диагональном j′  волновая функция 
будет иметь вид: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ
ϕ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕϕ
ϕ−ϕ

=αψ=ψ
sin
cos

0
1

cossin
sincos

0 , 

где матрица поворота  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕϕ
ϕ−ϕ

=α
cossin
sincos

. 
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После поворота вероятность обнаружить частицу в состоянии 

с 
2
1

+=′jm  равна 

 
4
1cos2 =ϕ=+P , 

для 
2
1

−=′jm  равна 

 
4
3sin2 =ϕ=−P . 

Ответ: 
4
1 , 

4
3 . 

 
4. Атом с одним p2 -электроном помещен в электрическое 

поле с потенциалом ( ) 222ˆ zBAByAxV +−+= . Определите 
среднее значение zL . Спин электрона не следует учитывать. 
Потенциал поля считать малым по сравнению с потенциалом 
электрона в атоме. 

При отсутствии поля электрон имеет квантовые числа 1=L  и 
1,0 ±=zL . Волновые функции электрона имеют вид: в отсутствие 

поля 
 0,10 ===ψ zLL , 

при наличии поля: 
 1,11,1 −==±+===ψ± zz LLLL . 
Так как состояния 1+=zL  и 1−=zL  равновероятны, то сред-

нее значение zL  равно нулю, при этом +ψ  и −ψ  являются невы-
рожденными. 

Ответ: 0. 
 
5. Опишите движение электрона в поле периодического 

потенциала. 
Пусть период потенциального поля равен p , то есть парал-

лельный перенос вдоль линии одномерной решетки на величину 
T , кратную p , приведет к самосовпадению. Такая операция на-
зывается трансляцией tpT =  ( t  – целое число), а pT̂  – оператор 
трансляции, удовлетворяющий условию 
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 ( ) ( )tpxxTp +=ψψˆ , 
причем 

 ( ) ( ) ( )xCtpxxT pp ψψψ =+=ˆ , 

где pC  – собственное значение оператора pT̂ . 
Из условия 
 ( ) ( ) ( )xCCxCTxTT pppppp ψψψ ′′′ == ˆˆˆ , 

но  
 pppppp CTTT +′+′′ == ˆˆˆ , 

то есть должно выполняться условие: 
 pppp CCC ⋅= ′+′ , 

которому удовлетворяет функция 
 ikp

p eC π= 2 , 
следовательно, 

 ( ) ( )xexT ikp
p ψψ π2ˆ = , 

а также 
 ( ) ( ) ( )xEexETxHT ikp

pp ψψψ π2ˆˆˆ == . 
Следовательно, при движении электрона в поле периодиче-

ского потенциала волновая функция имеет тот же вид, что и в 
уравнении Шредингера 

 ( ) ( )xExH ψψ =ˆ , 
только при этом появляется экспоненциальный множитель пе-
риодичностью трансляции. Это утверждение для трехмерного 
случая известно как теорема Блоха, а для одномерного – как тео-
рема Флоке. 

 
6. Покажите, что при наличии поверхностного потенциа-

ла любого вида состояние приповерхностных электронов опи-
сывается волновыми функциями, отличными от тех, которые 
характеризуют электрон в объемном кристалле. 

Оператор Гамильтона в объемном кристалле ( )0Ĥ  отличается 
от гамильтониана в поверхностном слое Ĥ , так как имеется при-
поверхностный потенциал. Пусть решениями уравнений Шредин-
гера являются волновые функции ( )0

kψ  и nψ  дискретного спектра: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )0000ˆ
kkk EH ψψ = , 

 nnn EH ψψ =ˆ . 

Так как ( ) HH ˆˆ 0 ≠ , то  
 ( ) ( )( ) ( )( )000 ;ˆˆ; knkn HH ψψψψ ≠ . 
Так как  
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )000000 ;;ˆ; knkkknkn EEH ψψψψψψ == , 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )000 ;;;ˆ
knnknnkn EEH ψψψψψψ == , 

то 
 ( )( ) ( )( ) 0; 00 ≠− knnk EE ψψ . 
Следовательно, при любых k  и n  
 ( )( ) 0; 0 ≠kn ψψ . 
Значит, волновые функции ( )0

kψ  и nψ  не образуют линейно 
связанных решений, а принадлежат к различным системам волно-
вых функций, спектры которых отличаются как собственными 
значениями, так и числом решений. 

 
7. Выведите выражение для взаимодействия Ван-дер-

Ваальса.  
Рассмотрим систему двух одинаковых линейных осциллято-

ров 1 и 2, расстояние между которыми R , e±  – заряды на каж-
дом осцилляторе, 1x  и 2x  – отклонения отрицательных зарядов от 
положительных. 

  
Полагаем, что колебания происходят вдоль оси x , так что 

импульсы отрицательных зарядов 
dt
dxmp 1

1 =  и 
dt

dxmp 2
2 = . Га-

мильтониан такой системы 0Ĥ  в отсутствие взаимодействия ме-
жду осцилляторами 

 
2
ˆ

2
ˆ

2
ˆ

2
ˆˆ

2
2

2
2

2
1

2
1

0
x

m
px

m
pH ββ

+++= , (1) 

где β  – коэффициент упругости осцилляторов. При достаточно 
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большом R , когда можно пренебречь взаимодействием между 
осцилляторами, их резонансные частоты одинаковы и зависят от 
коэффициента упругости: 

 ( ) ( )
m
β

=ω=ω=ω 0
2

0
1
0 . (2) 

Используя геометрию системы, запишем энергию взаимодей-
ствия между осцилляторами 

 
2

2

1

2

21

22

1 ˆˆˆˆ
ˆ

xR
e

xR
e

xxR
e

R
eH

−
−

+
−

−+
+= . 

При Rxx <<21 ˆ,ˆ  получаем 

 3
21

2

1
ˆˆ2ˆ

R
xxeH −≈ . (3) 

Полный гамильтониан 10
ˆˆˆ HHH += , если для 1Ĥ  использо-

вать его приближенное выражение (3), может быть диагонализо-
ван путем линейного преобразования к нормальным модам. Вве-
дем нормальные координаты sx̂  и ax̂ : 

 ( )21 ˆˆ
2

1ˆ xxxs +=    и   ( )21 ˆˆ
2

1ˆ xxxa −= . 

Выразим через них 1x  и 2x : 

 ( )as xxx ˆˆ
2

1
1̂ +=    и   ( )as xxx ˆˆ

2
1ˆ2 −= . (4) 

Индексы s  и a  соответствуют симметричной и антисиммет-
ричной модам соответственно. Соответствующие этим модам им-
пульсы имеют вид: 

 ( )as ppp ˆˆ
2

1ˆ1 +=    и   ( )as ppp ˆˆ
2

1ˆ2 −= . (5) 

С учетом (4) и (5) полный гамильтониан преобразуется таким 
образом: 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+= 2

3

22
2

3

22

ˆ2
2
1

2
ˆˆ2

2
1

2
ˆˆ

a
a

s
s x

R
e

m
px

R
e

m
pH ββ . (6) 

Сравнивая (6) с (1), получаем выражения для частот (2) свя-
занных осцилляторов  
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 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

β
−

β
±ω≈±

β
=ω± ...2

8
12

2
112

2

3

2

3

2

03

2

R
e

R
e

mR
e

m
, 

здесь используется разложение в ряд по малому слагаемому 3

22
R
e

β
. 

Взаимодействие таких осцилляторов приводит к уменьшению 
энергии системы 

 ( )
2

3

2

0
2

8
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Δ−Δ=Δ

R
eU as β

ωωω hh . 

Видно, что взаимодействие осцилляторов выражается в при-
тяжении, сила которого обратно пропорциональна 7R . Это при-
тяжение носит квантовый характер, так как при 0→h  добавоч-
ная энергия 0→ΔU . 

Введем поляризуемость осциллятора 

 
β

==α
2

 поля  когоэлектричес стьнапряженно
момент дипольный кийэлектричес e , 

получим для UΔ : 

 66

2

0 2 R
const

R
U −=

α
ω−=Δ h , 

где 
2

2
0αω

=
hconst . Полученное выражение для UΔ  есть энергия 

взаимодействия Ван-дер-Ваальса. 

Ответ: 
2

3

2

0
2

8
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

β
ω−=Δ

R
eU h . 

 
8. На основе данных о потенциале ионизации атомов во-

дорода и гелия оцените энергию взаимодействия электронов в 
атоме гелия. 

Потенциал ионизации атома водорода =HuU , 13,539 В.  
Энергия, необходимая для отрыва электрона от ядра:  
 HuH eUW ,= . 
Это энергия взаимодействия электрона с ядром, состоящим 

из одного протона. Она равна 
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 HH eW ϕ= ,  

где потенциал ядра атома водорода – HuH U
r
e

,

2

==ϕ . 

Потенциал ионизации атома гелия =HeuU , 24,45 В. Энергия, 
необходимая для отрыва одного из электронов от ядра 

 HeuHe eUW ,= . 
Это энергия взаимодействия электрона с ядром, состоящим 

из двух протонов, и с другим электроном. Она равна 
 eHeHe WeW −ϕ= ,  

где потенциал ядра атома гелия – HHe r
e

ϕ==ϕ 22 2

, а eW  –энергия 

взаимодействия электронов. Тогда  
 eHeHeHeu WeWeeU −ϕ=−ϕ= 2, , 

откуда энергия взаимодействия электронов: 
 ( )HeuHHeuHe UeeUeW ,, 22 −ϕ=−ϕ= , 

то есть  
 =eW 2⋅13,539 – 24,45 эВ = 2,628 эВ. 
Ответ: 2,628 эВ. 
 
9. На основе анализа порядка заполнения электронных 

уровней атомов оцените энергию спин-орбитального взаимо-
действия. 

До определенного номера атома в таблице Менделеева элек-
тронные уровни заполняются последовательно. Однако, начиная с 
19 атома (калия) девятнадцатый электрон попадает не на d3  уро-
вень, а заполняет s4  уровень. Это значит, что s4 -состояние ока-
зывается энергетически более выгодным. Это значит, что  

Потенциал ионизации атома калия =HuU , 13,539 В.  
Энергия, необходимая для отрыва электрона от ядра:  
 HuH eUW ,= . 
Это энергия взаимодействия электрона с ядром, состоящим 

из одного протона. Она равна 
 HH eW ϕ= ,  

где потенциал ядра атома водорода – HuH U
r
e

,

2

==ϕ . 

 


