Звіти
з лабораторних робіт
з чисельних методів

студента 2-го курсу 4-ої групи

радіофізичного факультету

Андріуци  Костянтина
1.Умова задачі.
   Побудувати таблицю фунції  f(x), x [0,3] з кроком h=0,06, якщо f(x)=ex,  f(x)=arctgsin2(x) ,xє<0,1.5>, де  g(x)- задана таблицею : 

	X
	0.3
	0.45
	0.6
	0.9
	1.4
	1.8
	1.95
	2.15
	2.4
	2.56
	2.8

	g(x)
	-3.2
	-2.8
	-0.1
	0.15
	-0.2
	0.1
	0.05
	2.3
	1.8
	1.4
	0.85


Використовуючи  лінійну апроксимацію фунції g(x). Порівняти з результатом отриманим при апроксимації g(x) поліномом Лагранжа, побудованим по всім точкам.

2.Особливості  методу.

   Інтерполяційний многочлен Лагранжа. Серед методів інтерполяції найбільш поширений випадок лінійної інтерполяції, коли наближення шукається у вигляді: 
                                 g(xa1, … , an)= Ci i (x)                                                                                                 де i (x)- фіксовані функції, значення коєфіцієнтів Ci  з умови співпадання наближеної функції у вузлах інтерполяції xj :

                                 f(xj)=aii (xj),      j=1,…,n                                                                                           (1) метод рішення задачі, при якій коєфіцієнти ai визначаються рішенням системи  (1) називається невизначених коєфіцієнтів.

      Найбільш вивчений випадок інтерполяції многочленів  aixi-1                                                                  (2)                                                                Тоді i (x)= xi-1,  i=1,n   і система рівнянь (1) має вид 
                                                aixji-1= f(xj),  j=1,n                                                                                          (3)

   Далі ми передбачаємо що всі xj різні. Визначник цієї системи відмінний від 0. Звідси, система (3) завжди має розв`язок і при цьому єдиний. Таким чином, довели існування і єдиності інтерполяційного многочлена (2).              
      Безпосереднього знаходження коєфіцієнтів aj за допомогою розв`язку цієї системи вже при n, приводить до катострафічного спотворення  коєфіцвєнтів aj обчислювальної похибки.

     Нам вдається отримати ряд явних предсталень інтерполяційного многочлена (2), не звертаючись до безпосередньо до розв`язку системи (3).

       Нехай ji є символ, визначений співвідношенням     
                                                                  1  при  ij
                                                       ji=   

                                                                   0 при ij
   Задача інтерполяції буде розв`язана, якщо вдається отримати многочлени Фi(x) степеня не вище     n-1такий що, Фi(xj)=ji    при i,j=1,n. Многочлен 

           



gn(x)=f(xi)Фi(x)
є шуканий інтерполяційний многочлен. Дійсно, 

                             
      gn(x)=f(xi)Фi(xj) =f(xi)ji= f(xi)

Крім цього, gn(x)- многочлен степеня n-1. 
   Так як Фi(xj) =при ij, то Фi(x) ділиться на (x-xj) при ij. Таким чином нам відомі n-1дільників многочлен степеня n-1, тому

                   Фi(x)=const (x- xj)
З умови Фi(xj)=1 отримуємо
                             Фi(x)= ((x-xj)/ (xi-xj))
Інтерполяційний многочлен (2) записаний у формі

                                        gn(x)=Ln(x)= f(xi)  ((x-xj)/ (xi-xj))
називається інтерполяційним многочленом Лагранжа.

                   Лінійна інтерполяція.

   Лінійна інтерполяція- інтерполяція першого степеня.
   Для обчислення значення f(x) за допомогою таблиці беруться вузли xq і xq+1 праворуч і ліворуч від точки x: xq<x<xq+1 потім f(x) замінюється інтерполяційним многочленом першого степеня по цим вузлам.            
Текст програми:

 uses crt,Lagrang;

Const
 n=13;

 X:Array[1..n]of Real=(0.3,0.45,0.6,0.9,1.4,1.8,1.95,2.15,2.4,2.56,2.8,2.9,3.2);

 Y:Array[1..n]of Real=(-3.2,-2.8,-0.1,0.15,-0.2,0.1,0.05,2.3,1.8,1.4,0.85,-0.05,-1.1);

Function Intrpol(ax:real;a1,a2,a3,a4:word):real;

 Begin

Intrpol:= y[a1]*(ax-x[a2])*(ax-x[a3])*(ax-x[a4])/( (x[a1]-x[a2])*(x[a1]-x[a3])*(x[a1]-x[a4]) )+

          y[a2]*(ax-x[a1])*(ax-x[a3])*(ax-x[a4])/( (x[a2]-x[a1])*(x[a2]-x[a3])*(x[a2]-x[a4]) )+

          y[a3]*(ax-x[a1])*(ax-x[a2])*(ax-x[a4])/( (x[a3]-x[a1])*(x[a3]-x[a2])*(x[a3]-x[a4]) )+

          y[a4]*(ax-x[a1])*(ax-x[a2])*(ax-x[a3])/( (x[a4]-x[a1])*(x[a4]-x[a2])*(x[a4]-x[a3]) );

 End;

Function F(ax:real):real;

var i,j:word;

begin

 if ax<=1.5 then

  F:=arctan(sqr(sin(ax)))

 else

 Begin

  i:=6;

  while x[i]<ax do inc(i);

  if i<>13 then

   F:=Intrpol(ax,i-2,i-1,i,i+1)

  else

   F:=Intrpol(ax,i-3,i-2,i-1,i);

 end;

end;

Function F1(ax:real):real;

var i,j:word;

begin

 if ax<=1.5 then

  F1:=arctan(sqr(sin(ax)))

 else

  F1:=Langrang(X,Y,ax);

end;

var h:real;

tf:text;

Begin

assign(tf,'output.txt');

rewrite(tf);

h:=0;

Writeln(tf,'ЙНННННННННННЛННННННННННН»');

repeat

writeln(tf,'є  ',f(h):8:4,' є  ' ,f1(h):8:4 ,' є');

h:=h+0.06;

until h>3;

Writeln(tf,'ИНННННННННННКНННННННННННј');

close(tf);

End.
Результати розрахунків:

   X=1.0          F=6.033         L=7.477             X=2.1         F=8.158         L=8.241
  X=1.1          F=6.366         L=8.306             X=2.2         F=8.061         L=8.121

  X=1.2          F=6.696         L=7.781             X=2.3         F=7.965         L=7.974

  X=1.3          F=7.025         L=7.110             X=2.4         F=7.861         L=7.843

  X=1.4          F=7.108         L=6.768             X=2.5         F=7.756         L=7.752

  X=1.5          F=7.163         L=6.821             X=2.6         F=7.756         L=7.708

  X=1.6          F=7.216         L=7.145             X=2.7         F=7.769         L=7.712

  X=1.7          F=7.460         L=7.567             X=2.8         F=7.784         L=7.763

  X=1.8          F=7.751         L=7.943             X=2.9         F=7.879         L=7.866

  X=1.9          F=8.041         L=8.189             X=3.0         F=8.017         L=8.017

 Постановка задачі.
Побудувати таблицю фунції  f `(x) і f ``(x), x [0,1] з кроком h=0,05, якщо f(x)=cos(x)+ln|g(x)|, де  g(x)- задана таблицею : 

	X
	-0.1
	-0.01
	0.1
	0.16
	0.27
	0.34
	0.61
	0.73
	0.82
	0.99
	1.01

	g(x)
	2.62
	2.45
	2.71
	3.6
	3.68
	2.73
	2.68
	2.5
	2.91
	2.61
	1.91


використовуючи кубічну апроксимацію.

I. Опис методу розв`язку задачі.

   Найпростіші формули чисельного диференціювання отримуються в результаті диференціюванні інтерполяційних формул.
   Нехай, відомі значення функції в точках x1,…,xn і потрібно обчислити похідну f (k)(x0). Побудуємо інтерполяційний многочлен Ln(x) і покладемо f ( k)(x0)Ln( k) (x0).

   Другий спосіб побудови формул чисельного диференціювання. Найбільш використовуючий він у багатовимірному випадку, коли незавжди легко визначити інтерполяційний многочлен. Коєфіцієнти Ci формули чисельного диференціювання

                                f ( k)(x)Ci f(xi)                                                                                                   (1)

вибираються з умови, щоб формула була точна для многочленів з максимально високим степенем.

   Візьмем f(x)=  aj x j  і вимагатимемо щоб, такого многочлена співвідношення (1) обернулося в тотожність

                           
   aj(x j) (k)     = Ci(aj x ij)




                   x0

Щоб рівність вмконувалася для довільного многочлена степеня m, необхідно і достатньо, щоб коєфіцієнти aj  в правій і лівій частинах були рівні.

   Так як    




(x j)(k)=j(j-1)…(j-k-1)x j-k
то отримаємо лінійну систему рівнянь    

                                           j(j-1)…(j-k+1)x0 j-k= Cix ij           j=0,…,m                                               (2)      
відносно невідомих Ci. Якщо m=n-1, то кількість рівнянь дорівнює кількості невідомих. Визначник відмінний від нуля. Таким чином, завжди можна побудувати формулу чисельного диференціювання з n вузлами, точну для многочленів степня n-1.

   При m=n-1і при певному розташуванню вузлів інколи оказується що, рівність (2) виконана і при j=n. Як правило, це буде у випадку, коли вузли розміщені симетрично відносно точки x0.  
II. Арифметизація задачі.

   Формула для 1- ї похідної по 3- м  токах :

            k=1 n=2  по точках i+1, i , i-1

         f i+1=f i +f i `*h+ ½*f i ``*h2+ 1/6*f i ```*h3+o(h3)

       +
         f i-1=f i -f i `*h-½*f i ``*h2- 1/6*f i ```*h3+o(h3)

 f i+1-f i-1=2 *f i `*h+1/3 *f i ```*h3+o(h3)

                f i `= (f i+1-f i-1)/2*h









         Y
   Формула для 2- ї похідної по 3- м  токах :

            k=2 n=2  по точках i+1, i , i-1

           f i+1=f i +f i `*h+ ½*f i ``*h2+ 1/6*f i ```* h3+1/24*f i(4) *h4 +o(h4) 

        + 

           f i-1=f i -f i `*h+ ½*f i ``*h2- 1/6*f i ``*h3+1/24*f i(4) *h4 +o(h4)










                                             X

                   f i+1+f i-1=2 *f i*f i ``*h2  +  1/24*f i(4) *h4 +o(h4)

                                     f i ``=( f i-1 - 2 *f i+ f i+1)/ h2

Текст програми:

Program Proiz;

USES CRT;

Type  Table = Array[1..2, 1..11] of Real;

Const G:Table  = 

((-0.1, -0.001, 0.1, 0.16, 0.27, 0.34, 0.61, 0.73, 0.82,0.94,1.01)      (2.6, 2.45, 2.71, 3.6, 3.08, 2.73, 2.68, 2.5, 2.91, 2.61, 1.91));

Var x,h,Xk,P1,P2 : Real;

function lag( x: Real ) : Real;

Var i1,i,j : Integer;

    f,d : Real;

Begin

   f:=0;

   i1:=1;

   While x>G[1,i1] do

      i1 := i1+1;

      i1:=i1-2;

   For i:=1 to 4 do

    Begin

     d:=1;

     If (i1+4)>11 then

        i1:=i1-1;

   For j:=1 to 4 do

     Begin

        If i<>j

        then d:=d*(x-G[1,j+i1])/(G[1,i+i1]-G[1,j+i1])

     End;

     f:=f+G[2,i+i1]*d;

   End;

   lag := f;

End;

Function func( x: real ) : real;

Begin

   func := cos(x)+ln(abs(lag(x)));

End;

Begin

   CLRSCR;

   x:=0;

   Xk:=1.05;

   h:=0.05;

   While x<Xk do

   Begin

      P1:=(func(x+h)-func(x-h))/(2*h);

      P2:=(func(x+h)-2*func(x)+func(x-h))/(h*h);

      Writeln( 'x=',x:3:2  ,'  F=',func(x):5:3  ,'  P1=',P1:5:3  ,'   P2=',P2:5:3);

      x:=x+h;

   End;

   Readln;

End.

Результати розрахунків:
	x
	F
	F`
	F``

	0.00
	1.889
	-1.537
	-24.216

	0.05
	1.782
	1.026
	126.707

	0.10
	1.992
	4.699
	20.241

	0.15
	2.252
	2.203
	-120.079

	0.20
	2.212
	-1.255
	-18.253

	0.25
	2.127
	-1.926
	-8.599

	0.30
	2.020
	-1.566
	23.024

	0.35
	1.970
	0.134
	44.963

	0.40
	2.033
	0.616
	-25.684

	0.45
	2.032
	-0.465
	-17.535

	0.50
	1.912
	-1.631
	-11.647

	0.55
	1.912
	-1.631
	-5.820

	0.60
	1.823
	-2.305
	-21.140

	0.65
	1.682
	-1.808
	41.030

	0.70
	1.643
	0.178
	38.398

	0.75
	1.700
	1.054
	-3.356

	0.80
	1.748
	0.362
	-24.333

	0.85
	1.736
	-0.867
	-24.806

	0.90
	1.662
	-2.673
	-47.453

	0.95
	1.469
	-4.709
	-33.992

	1.00
	1.191
	4.555
	404.548



Постановка задачі.

   Обчислити значення функції 
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   Точність оцінити принципом Рунге.  
[image: image5.wmf]
I. Опис методу розв`язку задачі.

            Формула трапецій 

   Для обчислення наближеного значення I=
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] (h>0), замінюють інтерполяційним многочленом Лагранжа, що проходить через точки  
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Проінтегрувавши цю рівність по x у межах від 
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Відкинувши в цій рівності залишковий член 
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дістанемо квадратурну формулу
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   Якщо f(x) неперервна невід`ємна функція на відрізку 
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наближену рівність (2) можна геометрично тлумачити: за наближене 

значення криволінійної трапеції ABCD (рис.1) береться площа заштри-                               

хованої трапеції ABCD. Тому формула дістала назву формули трапецій.
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 (3)

 Звідси випливає така оцінка для абсолютної похибки чисельного інтегрування за формулою трапецій 
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    Щоб обчислити наближене значення інтеграла  
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яку називають узагальненою формулою трапецій.
   Оскільки 
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 З (5) випливає, що узагальнена формула трапецій точна для лінійної функції, бо друга похідна від лінійної функції дорівнює нулю. Обчислити похибку .чисельного інтегрування за узагальненою форму​лою трапецій не можна через те, що точка 
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              Принцип Рунге.Нехай залишковий член деякої квадратурної формули має порядок відносно кроку інтегрування h, тобто R(f) =O(hp), 
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де М — деяка невідома стала.

   Якщо відрізок [а;b] поділити на n і 2n рівні частини 
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   Ці рівності можна розглядати як лінійну систему рівнянь відносно I та M. Виключивши з цієї системи I, знайдемо для M значення
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   Отже, залишковий член квадратурної формули пропорційний різни​ці двох наближених значень інтеграла, обчислених за цією ж квадра​турною формулою з кроками h і 
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Програма:

uses crt;

Const E=1e-4;

Function F(x:extended):extended;

Begin

f:=sqrt(3+cos(x));

End;

Function Integ(x:Extended;m:longint):Extended;

var

 d,In1:extended;

 i:longint;

Begin

 d:=x/m;

 in1:=(f(0)+f(x))/2;

 for i:=1 to m-1 do

 in1:=in1 + f(i*d);

 integ:=in1*d;

End;

Function Integral(x:Extended):extended;

var m:longint;

t:extended;

begin

m:=1;

while abs(Integ(x,2*m)-Integ(x,m))>E do m:=4*m;

Integral:=Integ(x,2*m);

end;

var h:Extended;

i:integer;

Begin

for i:=0 to 10 do

writeln( i ,' Int =  ',Integral(i*Pi/10));

End.



Результати розрахунків
0 Int =   0.00000000000000E+0000

1 Int =   6.27020600282088E-0001

2 Int =   1.24642463440982E+0000

3 Int =   1.85103193166101E+0000

4 Int =   2.43471012340723E+0000

5 Int =   2.99274239387239E+0000

6 Int =   3.52249808391671E+0000

7 Int =   4.02389713108125E+0000

8 Int =   4.49986157728351E+0000

9 Int =   4.95647139929617E+0000

10 Int =   5.40257552419068E+0000
Постановка задачі.

   Знайти корінь рівняння з точністю 
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I. Опис методу розв`язку задачі.
   Метод хорд.

       Метод хорд – один з поширених ітераційних методів. Його ще називають методом лінійного інтерполювання, або методом хибного положення.

        Нехай задано рівняння f(x)=0 на відрізку [a,b] має неперервні похідні першого й другого порядків, які зберігають сталі знаки на цьому відрізку, і f(a)f(b)<0, тобто корінь x* рівняння відокремлений на [a,b].

         Ідея методу хорд в тому, що на досить малому відрізку дуга кривої y=f(x) замінюється хордою і абсциса точки перетину хорди з віссю Ox є наближеним значенням кореня.

   У загальному випадку нерухомим буде той кінець відрізка ізоляції кореня, в якому знак функції f(x) збігається із знаком другої похідної, а за початкове наближення x0 можна взяти точку відрізка [a,b], в якій 
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   Отже, метод хорд можна записати так:
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   За формулою (1) видно, що метод хорд є методом ітерації 
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   Зауважимо, що рівняння
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на відрізку [a,b] рівносильне рівняння f(x)=0.

Текст програми:
Uses crt;

Const

 N=30;

 E=1e-4;

 Type Vec=Array[1..n]of extended;

Var

 x,xi:Vec;

 i,j:byte;

 Function Abs_(const x,xi:Vec):extended;

 var

  i:byte;

  A:extended;

 Begin

  a:=0;

   for i:=1 to n do

    a:=a+sqr(x[i]-xi[i]);

   Abs_:=sqrt(a);

 End;

Procedure  Out;

 var

  i:byte;

 Begin

   for i:=1 to n do

        Write(i:2,' =',x[i]:15:10,' ');

 End;

Begin

clrscr;

writeln('Run ...');

for i:=1 to n do;

x[i]:=0;

x[1]:=0;

repeat

write('.');

 xi:=x;

 For j:=1 To n Do

 begin

  For i:=1 To n Do

   x[j]:=x[j]+xi[i]/(j+i*i*i);

   x[j]:=x[j]/3+1/j;

 end;

until Abs_(x,xi)<E;

writeln('.');

writeln('Done...');

out;

End.
I. Постановка задачі.
   На відрізку 
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II. Опис методу розв`язку задачі.
    З появою і розвитком ЕОМ у чисельному інтегруванні звичайних диференціальних рівнянь бурхливого розвитку набули методи типу Рунге-Кутта .Такі методи побудовано до 10-го порядку точності включно. В обчислювальній практиці їх широко застосовують завдяки тому, що вони: 

     однокровні, тобто для обчислення розв’язку задачі 
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 в точці хk+1 треба знати її розв’язок лише в точці хk; 

     дають змогу здійснювати чисельне інтегрування із змінним кроком;

     особливо зручні для програмування на ЕОМ, оскільки обчислення за ними має циклічний характер.

   Задачу Коші y`=f(x,y) та 
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розв`язуватимемо чисельно методами Рунге-Кутта, порядок точності яких не перевищує чотирьох. Припустимемо, що функція f(x,y) в прямокутнику 
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Похідні 
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де індекс k тут і далі означає, відповідні функції обчислюють у точці 
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   Замість похідних 
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 (i=1,2,…,n+1), що входять у праву частину формули (1), Рунге запропонував значення наближеного розв`язку 
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Текст програми:             
Uses crt;

Const

 N=50;

 E=1e-4;

 Type Vec=Array[1..n]of extended;

Var

 x,xi:Vec;

 i,j:byte;

 Function Abs_(const x,xi:Vec):extended;

 var

  i:byte;

  A:extended;

 Begin

  a:=0;

   for i:=1 to n do

    a:=a+sqr(x[i]-xi[i]);

   Abs_:=sqrt(a);

 End;

Procedure  Out;

 var

  i:byte;

 Begin

   for i:=1 to n do

        Write(i:2,' =',x[i]:15:10,' ');

 End;

Begin

clrscr;

writeln('Run ...');

for i:=1 to n do;

x[i]:=0;

x[2]:=1;

repeat

write('.');

 xi:=x;

 For j:=1 To n Do

 begin

  For i:=1 To n Do

   x[j]:=x[j]+xi[i]/(3+j*j+i*i*i);

   x[j]:=x[j]/10+1/j;

 end;

until Abs_(x,xi)<E;

writeln('.');

writeln('Done...');

out;

End.
Результати розрахунків:

	x 
	y

	0.1
	-0.10000

	0.2
	-0.20006

	0.3
	-0.30049

	0.4
	-0.40207

	0.5
	-0.50638

	0.6
	-0.61626

	0.7
	-0.736557

	0.8
	-0.87609

	0.9
	-1.05234

	1.0
	-1.30720


I. Постановка задачі.

   Розв`язати систему рівнань з точністю 
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II. Опис методу розв`язку задачі.

Метод Зейделя – деяка модифікація методу простої ітерації. У методі простої ітерації при обчисленні компонентів x1(k+1) , x2(k+1) , …, xn(k+1) вектора-стовпця x(k+1)  на (k+1)-му кроці використовуються значення x1(k) , x2(k) , …, xn(k) вектора-стовпця x(k) ,об-

численого в попередньому кроці. Метод Зейделя відрізняється від методу простої іте-

рації тільки тим, що при обчисленні(k+1)-го наближення компоненти xi враховуються

значення x1, x2, …, xi-1, обчислені на цьому ж кроці.


Формули для знаходження послідовних наближень мають вигляд 
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Зазначимо, що достатні умови збіжності для методу простої ітерації справедливі й для методу Зейделя.


Програма методу Зейделя відрізняється від програми методу простої ітерації  тільки фрагментом обчислень наступних наближенью. У програмі методу простої ітерації нобхідно одночасно зберігати усі попередні xi(k) й наступні xi(k+1) наближення, оскільки найбільшу різницю        [ xi(k+1) – xi(k) ] можна знайти тільки після закінчення кроку ітерації. Користуючись методом Зейделя, немає потреби зберігати всі знайдені наближення xi(k) (i = 1,2,…,n), оскільки вони відразу використовуються для знаходження xi(k+1).Тому у програмі методу Зейделя змінну xi(k+1) позначимо змінною y, яка зберігає значення xi(k+1) до того часу, поки воно не присвоїться змінній xi(k) (у програмі вона позначена X (I)). 


Перевага ітераційних методів перед точним методом Гаусса в тому, що машин- ний час, потрібний для обчислень методом Гаусса, пропорційний n3 , а ітераційними   методами він пропорційний n2 на одну ітерацію.Тому, якщо для розвязування лінійної системи n рівнянь з n змінними ітераційними методами потрібно менше n ітераційб то ці методи мають перевагу перед методом Гаусса.


Слід зазначити, що ітераційні методи дають можливість значно скоротити обсяг пам’яті EOM, потрібної для зберігання коефіцієнтів системи, оскільки для обчислення наближення xi використовуються коефіцієнти тільки і-го рівняння. Ця обставина особ-

Ливо важлива для розв’язування систем рівняньб коефіцієнти яких не вміщуються в оперативній  пам’яті ЕОМ.
Текст програми:

Program Zeedel ;

USES CRT;

 Var x1_1, x2_1, x3_1, x4_1, x1_2, x2_2, x3_2, x4_2, Eps : Real;

 Begin

  CLRSCR;

  x1_1:=-10.15;

  x2_1:=-10;

  x3_1:=-10;

  x4_1:=0.0;

  e:=1;

  REPEAT

   x1_2:=x1_1;

   x2_2:=x2_1;

   x3_2:=x3_1;

   x4_2:=x4_1;

   x1_1:=-3.15-2.1*x2_1+4.23*x4_1;

   x2_1:=-(22.3-1.1*x1_1+4.17*x3_1-9.16*x4_1)/0.86;

   x3_1:=(3.2-3*x1_1+2.1*x2_1-x4_1)/5.4;

   x4_1:=(-3.6-2.4*x1_1+3.11*x2_1-0.9*x3_1)/5.15;

  UNTIL ( ((abs(x1_1-x1_2))<=Eps) and ((abs(x2_1-x2_2))<=Eps) and 

                 ((abs(x3_1-x3_2))<=Eps) and ((abs(x4_1-x4_2))<=Eps) );

  Writeln('x1=',x1_2);

  Writeln('x2=',x2_2);

  Writeln('x3=',x3_2);

  Writeln('x4=',x4_2);

   REPEAT

    Until KeyPressed;

 end.
III. Результати розрахунків:

	x1
	x2
	x3
	x4

	-1.55026
	10.74281
	4.57392
	5.7115
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