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Стан рівноваги як найбільш імовірний. Розподіл Больцмана

Яким же буде найімовірніший стан системи ? Ми весь час кажемо про зростання ентропії і досягнення нею максимуму. Який же розподіл відповідатиме максимуму ентропії ?
	Візьмемо об’єм і помістимо його у адіабатну оболонку. Будемо вважати, що він складається із окремих комірок. Повна кількість молекул у такому об’ємі становить[image: 10_33]


.
Оскільки оболонка адіабатна, то і повна енергія системи є сталою величиною

.


	Помістимо об’єм у потенціальне поле. Кожній комірці можна приписати певну енергію, середню по комірці. Якщо ми розглядаємо тільки потенціальну енергію частинок, у нас є 3-вимірний простір координат . Він обмежений чи ні ? Обмежений, оскільки система знаходиться у адіабатній оболонці скінчених розмірів. Якщо розглядати тільки кінетичну енергію, маємо 3-вимірний простір швидкостей . Цей простір необмежений. Незважаючи на обмеженість просторової оболонки, швидкості можуть набувати будь-якого значення.

	А ми розглянемо 6-вимірний простір координат і швидкостей , щоб врахувати як кінетичну, так і потенціальну енергію. Цей простір буде також необмежений, тому ми можемо вважати кількість комірок у ньому нескінченною.  У кожній комірці молекула може бути, а може і не бути. Якщо вона є у комірці, то комірці приписується сумарна енергія, середня по комірці,

.
Скористаємось формулою Больцмана

,
де у нашому випадку




у знаменнику немає обмеження , оскільки кількість комірок є нескінченною . 




	Молекули по комірках розподілені довільним чином. Ми можемо помістити всі молекули у одну вибрану комірку. Тоді енергія, що припадає на цю комірку, , де сумарна (кінетична і потенціальна) енергія, середня по комірці. Чи імовірним буде такий розподіл ? Ми вже оцінювали такі імовірності : 

.

Але якщо врахувати, що комірки всі однакові і їх нескінченна кількість , то імовірністю такої події можна знехтувати. Тому давайте шукати найімовірніший розподіл.


	Дослідимо функцію  на екстремум. Умовою екстремуму буде . Але цього недостатньо. Ми повинні шукати так званий умовний екстремум, оскільки накладаються додаткові умови сталості повної кількості молекул у системі та сталості повної енергії :

.
	Скористаємось виразом для статистичної ваги

       .
Знайдемо диференціал ентропії. Перший доданок є сталою величиною, тому

.


Давайте згадаємо, як диференціювати  . Приріст  вважаємо одиничним, оскільки кількість молекул є дискретною величиною. Тоді

,

одиницею нехтуємо порівняно із, оскільки це велике число. Звідси 

  ;   [image: ].
Підставивши диференціал ентропії у рівняння та знайшовши диференціали енергії та повної концентрації, можемо переписати систему рівнянь у вигляді

.
Це умова нашого умовного екстремуму.  Таку систему неможливо розв’язати у загальному вигляді, якщо кількість невідомих не співпадає із кількістю рівнянь.
	Для розв’язку такої задачі використаємо метод невизначених множників Лагранжа.




помноживши друге рівняння на , а третє на , введемо ці дві нові змінні, що мають назву невизначених множників Лагранжа. Додавши почленно рівняння, отримаємо диференціал нової функції

.
Екстремальне значення нової функції співпадатиме із екстремальним значенням нашої вихідної функції (тобто ентропії), якщо виконуються додаткові умови (умови сталості енергії та концентрації).
	Щоб ця рівність виконувалась для будь-яких значень диференціалів незалежних змінних, необхідна рівність нулю коефіцієнтів при диференціалах, отже


;    ,
звідки

.
Нові змінні Лагранжа визначаються із умови нормування та інших додаткових умов.
	Давайте знімемо обмеження адіабатності системи. Системі оборотно надають кількість теплоти 

.
Енергія системи при цьому зміниться на 

.

Система тепер не адіабатно, отже  і

.
Тому

.
Розіб’ємо вираз на дві суми

.

Другий доданок рівний нулю, оскільки з умови сталості повної концентрації . Звідси кількість тепла виглядає як

,
а з іншого боку вона змінила енергію системи на

.
Порівнявши два отримані вирази, маємо


,     або        .

Тобто змінна Лагранжа  визначається лише температурою. Розподіл концентрації набуває вигляду

.
Знайомий вираз ? Виявляється, що розподіл Больцмана є найбільш імовірним розподілом молекул за енергіями.

	Змінну Лагранжа  можна знайти з умови нормування

.




Звідси можна знайти , а через нього і , але це не буде така узагальнена змінна, як . Змінну  треба шукати у кожному окремому випадку.
	Розподілів молекул існує нескінченно багато, але вони будуть перерозподілятись таким чином, щоб дійти до найбільш імовірного – розподілу Больцмана за енергіями 

.
При цьому ентропія системи досягає максимуму.
	Останнє зауваження. Ми отримали класичний розподіл, користуючись невірними посиланнями, не враховуючи існування бозонів і ферміонів (частинок із цілим і напівцілим спіном), не враховуючи хвильових властивостей частинок. Але формула Больцмана теж має право на існування, оскільки вона є граничним випадком  квантових розподілів Бозе-Ейнштейна та Фермі-Дірака. За певних умов, які ви детальніше розглянете у курсі квантової механіки, ці розподіли переходять у розподіл Больцмана.
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