Формула Планка для середньої енергії системи осциляторів



Щоб оцінити молярну теплоємність  двоатомного газу у рамках квантової теорії, треба знати, який внесок дають поступальний, обертальний і коливальний рух. Поступальний рух не квантується, на кожен ступінь вільності припадає середня кінетична енергія . Нам треба знайти середню енергію, яка припадає на ступінь вільності коливального руху.









	Візьмемо газ двоатомних молекул, кількість яких . Будемо вважати двоатомну молекулу лінійним квантовим осцилятором, середня енергія якого дорівнює . Будемо вважати, що квант енергії коливального руху , а на нульовому рівні енергія дорівнює нулю ( нехтуємо на фоні дуже великої кількості молекул). Нехай на рівні енергії знаходиться  молекул з енергією  (це означає, що  молекул мають енергію ). Для визначення кількості молекул на кожному енергетичному рівні скористаємось розподілом Больцмана за енергіями
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де кількість молекул на нульовому рівні.
	Середня енергія осцилятора визначається як

.
Підставимо у вираз значення величин

.
Зробимо наступну заміну змінної

,
тоді

.
	Розглянемо окремо чисельний і знаменник. Спочатку знаменник :

.






Цей ряд збігається, якщо . Це означає, що , або . Це не суперечить нашим граничним умовам  і , оскільки всі величини не міняють знак. Умова  у нас завжди буде виконуватись. Тоді

.
Тепер візьмемось за чисельник

.
	Підставимо перетворені ряди у вираз для середньої енергії осцилятора :



.
Перейдемо до позначення :

.

	Ми отримали середню енергію квантового осцилятора. Вона залежить від частоти осцилятора і, головне, від температури. 

	З класичної точки зору на коливальний ступінь вільності припадала середня енергія  сумарно від внеску кінетичної і потенціальної енергії.
	
Розглянемо граничні випадки.

1. Область високих температур . Отже 


             і             .
Тоді

.
Такий самий результат ми отримали і із класичних уявлень. При високих температурах до коливань молекул можна підходити із класичної точки зору.


2. Область низьких температур . Величина  буде дуже великою, і одиницею поряд із нею можна знехтувати. Тоді 

.
При низьких температурах коливальні ступені вільності виморожуються, їх енергія прямує до нуля.
3. У проміжних випадках треба користуватись загальною формулою для середньої енергії осцилятора. 

	Аналогічні співвідношення можна отримати і для обертального руху. Ми не будемо їх виводити, запишемо готовий результат

.
Це середня енергія, що припадає на ступінь вільності обертального руху. 

	Так само розглянемо граничні випадки.

1. Область високих температур . 
Тоді

.
Такий самий результат ми отримали і із класичних уявлень. При високих температурах до обертань молекул можна підходити із класичної точки зору.


2. Область низьких температур . Величина  буде дуже великою, і одиницею поряд із нею можна знехтувати. Тоді 

.
При низьких температурах коливальні ступені вільності виморожуються, їх енергія прямує до нуля.
3. У проміжних випадках треба користуватись загальною формулою для середньої енергії обертального руху. 
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