Середня довжина вільного пробігу молекул (залежність від тиску)

	Для початку скористаємось деякими припущеннями.

1. Розглянемо молекулу, яка рухається із деякою середньою швидкістю  і при зіткненнях не змінює швидкості. Тут мається на увазі, що не змінюється абсолютне значення швидкості, оскільки напрямок руху, а отже і швидкості буде змінюватись після кожного зіткнення.
2. Будемо вважати, що рухається тільки одна молекула, за якою ми спостерігаємо, а решта – нерухомі.

	Виберемо проміжок часу, рівний одній секунді (тобто будемо розглядати шлях молекули за одиницю часу). Намалюємо її траєкторію за цей час. За одиницю часу молекула пройде час, чисельно рівний її середній швидкості . Будемо вважати, що у точках відбулися зіткнення.[image: 5_4.bmp]


	Оточимо молекулу сферою, радіус якої дорівнює діаметру молекули. Цю сферу називають сферою молекулярної дії. При переміщенні молекули між двома послідовними зіткненнями вона описує циліндр, висота якого дорівнює довжині вільного пробігу, а радіус основи дорівнює .





	Для зручності випростаємо циліндр. Висотою прямого циліндра буде шлях, пройдений за одиницю часу . На кожній ділянці, крім крайніх, ми при цьому практично не робимо похибки, оскільки внутрішня висота циліндра менше висоти по осі, а зовнішня – більша. Абсолютна похибка набігає на краях, і становить , отже відносна похибка становитиме , де середня довжина вільного пробігу. Ця величина зазвичай становить , отже така процедура цілком припустима.[image: 5_5.bmp]

	Об’єм утвореного зовнішнього циліндра дорівнює

,

оскільки тут радіус основи циліндра. 


Нас цікавить кількість молекул, з якими зіткнеться наша виділена молекула за одиницю часу. Це молекули, які лежать у межах випростаного циліндра. Але у нас тепер молекули не є матеріальними точками, а мають розмір – діаметр . Які молекули будемо вважати такими, що лежать у циліндрі ? Якщо всі вони одного розміру, то молекула, що простує по осі циліндра, зачепить тільки ті молекули, центри яких лежать на відстані  від траєкторії руху молекули (тобто від осі циліндру). Тобто це будуть ті молекули, які більше ніж наполовину потрапляють у сферу молекулярної дії молекули.

	Нехай кількість молекул у одиниці об’єму (концентрація). Тоді кількість молекул у циліндрі, з якими відбудуться зіткнення, дорівнює концентрації, помноженій на об’єм циліндру

.


Середня довжина вільного пробігу визначається як відношення довжини шляху, пройденого молекулою, ( у нашому випадку ), до кількості зіткнень , що відбулися на цьому шляху 

,



за умови, що достатньо велике число. Для чого останнє уточнення ? У розділі, присвяченому флуктуаціям, ми показали, що характеризувати фізичну величину її середнім значенням можна лише для великої кількості частинок , оскільки відносна флуктуація .
	Тоді ми отримаємо у першому наближенні

.

Дивіться, ми отримали, що . Це розумний результат. Чим більшою є концентрація молекул, тим, природно, частіше вони будуть мати зіткнення одна із одною. 

Ми отримали результат, що середня довжина вільного пробігу залежить від концентрації молекул. Якщо ми скористаємось основним рівнянням молекулярно-кінетичної теорії, то перейдемо до залежності від тиску .

Тепер настав час позбавлятись цих припущень. Дотепер ми вважали, що рухається лише наша молекула, а решта молекул стоїть на місці. Зараз врахуємо той факт, що всі молекули рухаються.
Давайте виділимо групу молекул, швидкості яких лежать у проміжку

.


Швидкість нашої молекули по відношенню до цієї групи становить . Кількість молекул у цій групі . Тоді кількість зіткнень із молекулами цієї групи

.
Щоб отримати повну кількість зіткнень, проінтегруємо по всіх відносних швидкостях.

.

Отримати розв’язок у неявному вигляді можна, помноживши чисельник і знаменник на концентрацію :



Що являє собою відношення ? Це імовірність потрапляння у інтервал швидкостей. А сам інтеграл дасть середню відносну швидкість

.
Тоді середня довжина вільного пробігу набуває вигляду

.
Тепер, щоб знайти у явному вигляді середню довжину вільного пробігу, треба скористатись розподілом Максвелла за швидкостями

.



Відносна швидкість також буде розподілена за законом Максвелла, оскільки завжди можна пов’язати відносну швидкість молекул з абсолютною, тобто із швидкістю відносно стінок посудини. У розподілі Максвелла потрібно буде зробити певні заміни. Замість абсолютної швидкості  будемо використовувати відносну [image: ], а замість звичайної маси частинки  будемо використовувати зведену масу, яка для двох однакових частинок  має вигляд

.

Підставою для такої заміни є те, що з погляду класичної механіки відносний рух двох молекул описується рівнянням руху фіктивної частинки зі зведеною масою  під дією сили, з якою взаємодіють між собою ці молекули. Тоді розподіл Максвелла набуває вигляду


За допомогою розподілу Максвелла знайдемо середнє значення відносної швидкості :

.
Скористаємось інтегралом Пуассона вигляду

.
Тоді

.
Вигляд для швидкості добре знайомий. Схожий на характерні швидкості максвеллівського розподілу. Можемо виразити через будь-яку характерну швидкість, але оскільки у виразі для середньої довжини вільного пробігу фігурує середня абсолютна швидкість, будемо виражати через неї. Оскільки 

,
середня відносна швидкість має вигляд

.
Підставивши це значення, отримаємо кількість зіткнень за одиницю часу


та довжину вільного пробігу 


;               .

          Отримана залежність відрізняється від попередньої лише множником  у знаменнику. Врахування того факту, що молекули рухаються не змінило вигляду залежності середньої довжини вільного пробігу від концентрації, а отже, і від температури.




Давайте оцінимо ці величини для повітря. При К абсолютна середня швидкість становить . Ми отримали це значення раніше, коли знаходили характерні швидкості розподілу Максвелла. Середній діаметр молекул повітря м; як концентрацію візьмемо число Лошмідта – кількість молекул у 1 м3 повітря м-3. Тоді середня кількість зіткнень, що зазнає молекула повітря за одиницю часу

 с-1,
а її середня довжина пробігу

.
	Отже, від одного припущення ми позбавились. Молекули у нас вже рухаються. І зробили ми це, перейшовши до відносного руху.
	Але подивіться ще на отриману формулу. Середня довжина вільного пробігу не залежить ні від швидкості молекул, ні від температури. Вони тут не присутні навіть у завуальованій формі. А от дослід (який є критерієм істини) показав, що такі залежності існують, хоч і дуже слабкі, і пов’язана наявність таких залежностей із зменшенням радіусу сфери  молекулярної дії. Така неузгодженість теорії і експерименту є наслідком використання припущень, які ми приймали, роблячи первинну оцінку.

Залежність середньої довжини вільного пробігу молекул від температури

	Експеримент стверджує : довжина вільного пробігу залежить від температури. Чим вища температура, тим більша довжина вільного пробігу.[image: 5_11.bmp]

	Щоб отримати відповідну залежність, позбавимось ще одного обмеження. Будемо враховувати сили притягання.






	Розглянемо нерухому молекулу діаметром . Проведемо вісь, що проходить через центр цієї молекули. Наша досліджувана молекула такого ж розміру летить паралельно вибраній осі на відстані  від неї. Підлітаючи до нерухомої молекули, вона потрапляє у поле сили притягання. Траєкторія її руху змінюється. Внаслідок притягання відстань між молекулами стає меншою за . Молекула може просто пройти повз нерухому молекулу, змінивши напрямок руху. А зменшуючи , можна отримати зіткнення.  називають параметром зіткнення. Якщо , відбудеться зіткнення, оскільки на таких відстанях переважають сили відштовхування.


	Отже, замість розміру молекули  у формулах для середньої кількості зіткнень та середньої довжини вільного пробігу повинна фігурувати величина , яка залежить від сили притягання

.



Оскільки є очевидним, що  пов’язане із , можна все виразити у формулах і через .

	Як на якісному рівні пояснити збільшення довжини вільного пробігу із збільшенням температури ? Здавалося б із збільшенням температури збільшується швидкість молекул, і вони частіше могли б співударятись. А насправді, швидка молекула просто менше відчуває притягання, тому і зменшується кількість зіткнень. Швидка молекула буде менший час знаходитись у полі дії сили. Її імпульс  зміниться менше. А повільна молекула за більший час встигне притягтись, і імовірність зіткнення збільшиться. Ось тому із збільшенням температури збільшується довжина вільного пробігу.
	Під час зіткнень молекул повинні виконуватись закони збереження імпульсу та енергії. У нашому випадку закон збереження моменту імпульсу для рухомої молекули має вигляд

,
звідки

.
Піднесемо до квадрату обидві частини рівняння 

;

а потім розділимо на :

.
Закон збереження енергії для рухомої молекули

,


де зведена маса (ми враховуємо рух всіх молекул), а робота всіх центрових сил проти молекули : відцентрових і доцентрових.
З цього рівняння знайдемо 


і підставимо його у рівняння, яке ми отримали із закону збереження імпульсу:

.

Скористаємось тим очевидним фактом, що кінетична енергія пропорційна температурі , і перепишемо отримане рівняння у вигляді 

,


де всі залишки від енергій і робіт внесли до деякої сталої, яка має назву сталої Сьозерленда (Сёзерленд). Стала Сьозерленда має розмірність температури, і її числове значення визначається виключно експериментальним шляхом в залежності від речовини. Наприклад, для повітря К, а для азоту – К.
	Підставимо цей результат у вираз для довжини вільного пробігу і отримаємо

.

Фактично ми вже отримали результат, тільки давайте подивимось, як виглядатиме формула, якщо :

.
Тоді остататочно перепишемо вираз для температурної залежності середньої довжини вільного пробігу як

,

де довжина вільного пробігу молекули при нескінченно великій температурі.

	Із формули бачимо, що із збільшенням температури збільшується середня довжина вільного пробігу молекул. Це відбувається за рахунок зміни величини , яку можна розглядати як деякий ефективний діаметр молекули

,
який зменшується із збільшенням температури. Відстань, на якій одна молекула відчуває іншу зменшується, отже звільняється місце для вільного пробігу.
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