Броунівський рух. Теорія Ейнштейна-Смолуховського

	Одним з найбільш яскравих проявів флуктуацій фізичних величин є броунівський рух. Його відкрила у 1827 році людина, досить далека від фізики – англійський ботанік Броун, а спостерігав він у мікроскоп хаотичний рух рослинних спор у воді. Подальші дослідження показали, що цей рух ніяким чином не пов’язаний ні з біологічним походженням частинок, ні з рухом рідини. Подібні безладні рухи притаманні і іншим об’єктам у рідинах або газах. Наприклад, чому дим з труби піднімається вгору у непорушному повітрі ? Частинки диму є броунівськими частинками для молекул повітря. Згідно з розподілом Больцмана, кількість молекул у полі тяжіння змінюється з висотою як

,
тобто зменшується з висотою. Молекули знаходяться у стані хаотичного теплового руху, і передають частинці диму імпульс. Знизу від частинки частинок більше, зверху – менше, тому частинка піднімається вгору.
	Отже, фізичною причиною броунівського руху є неврівноважені удари молекул середовища по частинці, або, у рамках нашої теми, локальні флуктуації тиску.
	Теорію броунівського руху незалежно створили Альберт Ейнштейн (1905 р.) та Маріан Смолуховський (1906) – поляк за походженням, професор Львівського університету, пізніше професор, а потім ректор Краківського університету.
	Ми розглянемо дещо спрощений, порівняно із метрами, аналіз процесу, який, однак, дасть нам можливість отримати майже такий самий результат.


	Будемо вважати, що броунівська частинка у вигляді кульки масою  переміщується у деякому середовищі при температурі . Запишемо рівняння руху такої частинки

,



де нескомпенсована результуюча сила дії з боку молекул середовища, яка примушує броунівську частинку рухатись у певному напрямку; сила тертя, зумовлена в’язкістю середовища. Для частинки у вигляді кульки радіусу  (це і буде розмір нашої броунівської частинки) силу тертя можна виразити формулою Стокса

,



де коефіцієнт внутрішнього тертя рідини чи газу,  швидкість частинки. У проекції на вісь  рівняння руху броунівської частинки набуває вигляду

.
Знак “мінус”, оскільки сила тертя гальмує рух частинки.
	Частинка рухається по складній траєкторії. Розв’язок рівняння її руху може нам дати координату руху, але хаотичний рух вимагає усереднення за довгий проміжок часу. І що ми отримаємо ?[image: 4_8.bmp]




;   ;  .
Неперервна зміна напрямку приведе до рівності нулю всіх проекцій. 

На нуль не будуть перетворюватись квадрати величин. Отже, будемо шукати середнє значення квадрату координати частинки .
Давайте використаємо дві очевидні тотожності :



                             




         
і підставимо їх у рівняння руху

,

або, помноживши обидві половини рівняння на ,

.
Це рівняння справедливо для будь-якої частинки, тому воно також буде справедливим і для середніх значень величин, що входять до нього, за умови усереднення за досить великою кількістю частинок. (Згадайте, на минулій лекції ми виводили відносну флуктуацію, і показували, що середніми значеннями можна описувати тільки велику кількість частинок, коли відносна флуктуація дуже мала). Тоді

.

Нагадаю, ми шукаємо середній квадрат координати . Давайте розбиратись з окремими доданками, які не містять його.
	Другий доданок ліворуч. Що він собою являє ?
[image: ],
оскільки рух є хаотичним і всі напрямки рівноімовірними

.

Перший доданок праворуч . Проекції сили і координати є статистично незалежними. Для великої кількості частинок вони рівноімовірно набувають як додатніх, так і від’ємних значень, тому

.
Результати наших розмірковувань підставимо у рівняння руху броунівської частинки, і отримаємо

.
Щоб трошки візуально спростити рівняння, введемо позначення

,         
тоді     

.
В таких позначеннях рівняння набуває вигляду

.
Розділимо змінні у цьому диференціальному рівнянню

;

.
Вважаючи, що у початковий момент відліку часу броунівська частинка знаходиться у початку координат, проінтегруємо

,
і отримаємо



 ;        ;     ;
отже, розв’язок диференціального рівняння

.




Давайте проаналізуємо експоненту у дужках. У показник входить мкм радіус броунівської частинки;  її маса (кг/м3 – густина матеріалу частинки); Пас – коефіцієнт внутрішнього тертя рідини, у яку занурена броунівська частинка ( нашому випадку це вода). Величина  

с-1.

Це стала величина. За такого значення сталої експонента буде набагато меншою за одиницю (принаймні на 3 порядки) при проміжку часу між спостереженнями с. Звичайно, реально часи спостереження набагато більші, у дослідах Перрена 30 сек, тому експонентою порівняно із одиницею можна знехтувати. Тоді отримаємо

,
а повернувшись до зробленої заміни, –  

.
Розв’язавши це рівняння, маємо

.
Це – рівняння Ейнштейна-Смолуховського. Власне, у такому вигляді його отримав Ейнштейн. Результат Смолуховського відрізнявся лише чисельним множником.


	Подивіться на отриманий результат. Температуру та коефіцієнт внутрішнього тертя ми знаємо. Розміри частинок можна виміряти. Визначити  і  не складно. Що тоді можна визначити із експерименту ? Сталу Больцмана, а через неї і число Авогадро.



Дослід Перрена з броунівським рухом частинок по визначенню числа Авогадро

(Сивухин, §64, с.213-214; Кикоин, §7, с.47-48)

	Розміри частинок Перрен визначав наступним чином. Коли рідина, у якій плавали частинки, висихала, частинки злипалися у ланцюжки. Виміривши довжину ланцюжка і розділивши на кількість частинок, визначили розміри броунівських частинок. 
	Координату частинки фіксували кожні 30 с. Визначали квадрат координати, а потім середній квадрат координати

.[image: 4_9.bmp]

Підсумовування проводилось для кожної частинки для різних проміжках часу та для різних частинок.
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