Розподіл за Гаусом 



	Як і раніше, вважатимемо, що , тобто маємо справу з великими числами. Дослідимо поведінку біноміального розподілу поблизу його максимуму за умови, що кількість частинок  .
Візьмемо функцію біноміального розподілу і розкладемо її вряд поблизу максимуму :


Обмежимося першими трьома доданками. Другий доданок дорівнює нулю, оскільки похідна у максимумі дорівнює нулю.
	Візьмемо першу похідну


і продиференціюємо її ще раз :

.
Підставивши у розклад, отримаємо

, або[image: 4_5.bmp]



.






	Ми отримали нормальний розподіл імовірності, або розподіл Гауса. Як завжди проаналізуємо залежність і побудуємо графік. Залежність прямує до нуля на нескінченності і має максимум при . При  буде дуже мала імовірність потрапляння частинки у виділений об’єм . Тоді показник експоненти прямуватиме до , а сама експонента – до нуля, отже .
Визначимо значення функції у точці максимуму. Для цього скористуємось умовою нормування

.
Підставимо явний вигляд функції

.
Змінимо змінну інтегрування


;   ;    
тоді межі інтегрування зміняться як



        .





Максимум розподілу зміститься у початок координат. Оскільки у наближенні Гауса , точка  буде лежати досить далеко від максимуму. Ми знаємо, що площа під кривою  дорівнює одиниці, це умова нормування. Поглянемо на графік залежності . Подалі від максимуму залежність швидко (експоненціально) спадає до нуля. Отже, якщо ми прихопимо при інтегруванні шматок , ми не дуже спотворимо результат. Отже при заміні змінної межі інтегрування будуть


Використаємо інтеграл Пуассона




                     ;             .
Тоді розподіл Гауса набуває вигляду 

.
Визначимо дисперсію розподілу Гауса.

.
Використаємо інший інтеграл Пуассона

,
тоді

;

.


Виразимо розподіл Пуассона через дисперсію  та середню квадратичну флуктуацію 

.
Чим менша дисперсія, тим вище буде пік, але вужчий, оскільки площа під кривою повинна залишатись сталою (умова нормування).
	Найчастіше нас цікавить імовірність потрапляння у певний інтервал, тобто

.
Звичайно, чим більший інтервал, тим вища імовірність потрапляння до нього



;      ;          .
	Отже, поблизу свого максимуму біноміальний розподіл можна наближено замінити розподілом Гауса.

Розподіл за Пуассоном

	Другим важливим граничним випадком біноміального розподілу є розподіл Пуассона. Розглянемо біноміальний розподіл





за умови, що кількість частинок, як і раніше, дуже велика , а імовірність події  дуже мала, так само, як і кількість частинок, що потрапляють у виділений об’єм  (дуже мале, менше одиниці бути не може). Тоді 

.

Прологарифмуємо величину  :

.

У нас дуже мала кількість частинок у виділеному об’ємі, це означає, що імовірність потрапляння туди – дуже мала величина, отже при малих 

;
тоді

.

.
Остаточно отримаємо розподіл Пуассона

.



Фізичний зміст розподілу Пуассона – якщо у певному об’ємі, або інтервалі часу, або ще у чомусь, спостерігається в середньому  подій, то імовірність спостереження  подій визначається розподілом Пуассона .
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