Біноміальний розподіл
	
	Давайте спочатку введемо кілька понять, які безпосередньо не стосуються нашого курсу, але без них ми не обійдемось. Я маю на увазі такі поняття комбінаторики, як кількість перестановок, кількість розміщень і кількість сполучень (перестановки, размещения, сочетания).

	Нехай маємо  предметів, які нам треба розмістити на такій же кількості місць. Дивіться
	Кількість
предметів
	Перестановки
	Запис
кількості
	Позначення

	1
	1
	1
	1!

	2
	12
21
	
12
	2!

	3
	123
132
213
231
312
321
	

123
	

3!




Четвірку можете потренуватись самостійно, а отже із закономірності, що проглядає бачимо, що кількість перестановок  предметів дорівнює  факторіал

  .









	Тепер розмістимо  предметів по  місцях, причому . Припустимо, що зайняті всі  місць. Кількість можливих способів розміщення на них  предметів була б . Але насправді серед цих предметів є кількість  вільних місць. Перестановки серед них ми врахували, а не треба було б. Кількість перестановок цих вільних місць  Ця кількість фігурує як множник у добутку , тобто на неї треба розділити, щоб отримати кількість розміщень

   .


	І, нарешті, якщо є  предметів, скількома способами можна вибрати з них групу з  предметів так, щоб усі групи були різними. Під різними групами мається на увазі склад (номери молекул), а не послідовність їх розміщення. Знову розглянемо поступово, виробляючи алгоритм.



. Таких груп буде , просто переберемо всі  предметів.





. Візьмемо по одному з усіх  предметів і сполучимо кожен з них з рештою  предметів. Утвориться . Але серед них будуть перестановки з двох предметів типу 12 і 21, які є еквівалентними, тому кількість груп буде .





. Утворені у попередньому випадку пари кількістю  будуть шукати собі третього із залишку . Кількість трійок становитиме , але треба позбутись перестановок вже із 3 предметами  : .

	Далі за аналогією для  предметів:

.
Давайте продовжимо зворотній відрахунок у чисельнику до одиниці, відповідно домножаючи чисельник і знаменник на однакові множники

.
Це дасть нам число сполучень 

  .
	Отримані співвідношення будуть нам зараз потрібні, коли будемо розраховувати імовірність макроскопічного стану ідеального газу. 





Нехай ідеальний газ займає об’єм . Кількість частинок у ньому . Кількість комірок у об’ємі , причому завжди виконується умова , тобто частинка завжди знайде собі місце.






	Виділимо у об’ємі менший фіксований об’єм  і будемо шукати імовірність того, що кількість частинок  потрапить у цей  об’єм. Кількість комірок у об’ємі  повинно бути принаймні не меншою за , щоб усі частинки могли розміститись. Отже, кількість комірок у об’ємі  становить .[image: 4_4.bmp]



	Загальна кількість мікростанів системи дорівнює кількості способів, якими можна розмістити  частинок по  комірках.
	Будемо вважати, що частинки можна розрізняти (наприклад, пронумерувати). Це означає, що якщо дві абсолютно однакові за властивостями частинки помінялись місцями, їх мікростани змінились.

	Повна кількість мікростанів у повному об’ємі – це кількість можливих перестановок комірок , з якого треба вилучити порожні комірки (кількість роміщень):

.

Тоді аналогічно у виділеному об’ємі  кількість мікростанів становитиме

,

а у решті об’єму  кількість мікростанів залишається

.

Таким чином, для конкретних  частинок можлива кількість мікростанів, які реалізують макростан системи, буде визначатися їх кількістю у виділеному об’ємі у комбінації із кількістю ззовні

,
тобто із кожним мікростаном у виділеному об’ємі комбінують всі мікростани зовні, тому їх добуток.




	Але зверніть увагу, це тільки та кількість мікростанів, яка відповідає певному набору частинок  у об’ємі . А  частинок із кількості частинок можна вибрати




способами (кількість сполучень). Тоді кількість мікростанів у виділеному об’ємі  для будь-яких  частинок

.


	Фактично задачу про знаходження імовірності потрапляння  частинок у виділений об’єм ми розв’язали. Це буде відношення кількості мікростанів у виділеному об’ємі  до повної кількості мікростанів у всьому об’ємі :

;


.

	В принципі, задача про імовірність макростану системи розв’язана, оскільки всі величини у правій частині відомі. Але, щоб зробити цю формулу більш наочною, трохи причешемо її.

	Давайте будемо вважати, що ми вибрали об’єм таким, що , тобто кількість комірок набагато більше кількості частинок у цьому об’ємі. Це спростить нам роботу.
	Давайте подивимось, що можна зробити із факторіалами.


, де приріст .


Оскільки  можна вважати дуже малою величиною для великих значень , можна перейти від підсумовування до інтегрування

.




       .



Ми отримали формулу Стирлінга. Використаємо її для факторіалів у формулі для імовірності, пам’ятаючи про накладені умови , ,  :

;

.

.
Скористаємось тим, що 

,
отримаємо

.
Аналогічно для інших факторіалів

;

;

.
Підставимо всі ці вирази у формулу для імовірності


.


Після очевидних скорочень і перетворень, а також врахування формули , остаточно отримаємо

.

	Отримана формула має дуже прозорий фізичний зміст. Позначимо 


;    ;
і перепишемо формулу у вигляді

.







Що таке  і ? імовірність для однієї частинки потрапити у виділений об’єм . Тоді  імовірність для однієї частинки потрапити у решту об’єму , або, що теж саме, імовірність не потрапити у виділений об’єм . Звичайно, що

,







тобто частинка обов’язково потрапить кудись. Імовірність потрапити або не потрапити у виділений об’єм є для кожної частинки незалежною від інших подією, отже, ці імовірності перемножуються. Якщо у нас всього  частинок, і ми хочемо визначити імовірність попадання у виділений об’єм  із них, то імовірність для всіх них потрапити, імовірність для решти не потрапити, а множник  означає кількість сполучень при виборі  частинок із  можливий.
	Що собою являє з математичної точки зору отриманий вираз для імовірності ? Це не що інше як доданок бінома Ньютона

.
Ми отримали умову нормування. Її фізичний зміст – будь-який розподіл обов’язково матиме місце. А отримана нами формула має назву біноміальний розподіл за її зв’язком із формулою бінома Ньютона. 
	

Давайте за допомогою біноміального розподілу знайдемо середню кількість частинок  у виділеному об’ємі. Таку процедуру ми робили вже неодноразово, використовуючи розподіл Максвелла, отже використання біноміального розподілу принципово не відрізняється

.

Скоротивши на , ми порушили загальний вигляд нормування біноміального розподілу. Повернемось до нього, зробивши заміну змінної :




;    ;    ;    .

Остання нерівність вимагає коментарю. Межі підсумовування зсуваються на одиницю, але підсумовування по від’ємній кількості не має сенсу. А на фоні дуже великих значень  таке нехтування має сенс.
	Тоді 

.
Щоб отримати умову нормування, зробимо так

.
Отже середнє значення кількості частинок у виділеному об’ємі 


дорівнює добуткові повної кількості частинок у всьому об’ємі на імовірність потрапляння частинки у виділений об’єм.
	
Проаналізуємо біноміальний розподіл 


на екстремуми. Будемо вважати, що 


,    .
Прологарифмуємо біноміальний розподіл 


та продиференціюємо його

.

Диференціал  дискретна величина і змінюється на одиницю. Тоді

.

Для великої кількості частинок одиницею у порівнянні із  можна знехтувати. Похідна набуває вигляду

.
Після перетворень маємо


;    ,
звідки

.
Дивіться, який красивий результат ми отримали. Максимум біноміального розподілу припадає на середню кількість частинок у виділеному об’ємі.

Коли кількість частинок  є дуже великою, виникають складнощі із обрахунками факторіалів великих чисел. Щоб запобігти цьому, використовують певні наближення, які дають можливість спростити вигляд біноміального розподілу і зробити його доступним для аналізу. 

Граничними випадками біноміального розподілу є розподіл Гауса та розподіл Пуассона. Аналізувати дискретний біноміальний розподіл важко, отже ми можемо перейти до неперервної залежності. Це легко зробити, оскільки при звичайних концентраціях частинок ~1015-20 крок розподілу  дуже малий.
[bookmark: _GoBack]
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