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Ïðåäèñëîâèå

Ðàçäåë "Òåðìîäèíàìèêà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà"â îáùåì êóðñå "Òåîðå-
òè÷åñêàÿ ôèçèêà", ÷èòàåìîì íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå óíèâåðñèòåòîâ,
ÿâëÿåòñÿ çàâåðøàþùèì è òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ òðóä-
íûõ. È òî, è äðóãîå íå ñëó÷àéíî: òåðìîäèíàìèêà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôè-
çèêà íå èìåþò ÷åòêî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé, êàê ýòî
èìååò ìåñòî â êëàññè÷åñêîé èëè êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ýëåêòðîäèíàìèêå,
îïòèêå è äð. Ýòî åñòü ìåòîäû èçó÷åíèÿ ëþáûõ ñèñòåì, êàê ðàâíîâåñíûõ,
òàê è íåðàâíîâåñíûõ, íî îáÿçàòåëüíî ìàêðîñêîïè÷åñêèõ, ñ áîëüøèì ÷èñ-
ëîì ÷àñòèö. ßâëåíèÿ æå â íèõ ïðè ýòîì ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñàìûå
ðàçíîîîáðàçíûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì ôèçèêè êàê êëàñ-
ñè÷åñêîé, òàê è êâàíòîâîé. Ïîýòîìó è çàäà÷è ìåòîäàìè òåðìîäèíàìèêè
è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ðàçíûå: è ïî ìåõàíèêå, è
ïî ýëåêòðîäèíàìèêå, è ïî îïòèêå. Åñòåñòâåííî, âñå ýòî òðåáóåò õîðîøåãî
çíàíèÿ ôèçèêè è óìåíèÿ ïðèìåíÿòü òå èëè èíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû ê
êîíêðåòíûì çàäà÷àì.

Äàííûå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïî êóðñó "Òåðìîäè-
íàìèêà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà"îòíîñÿòñÿ ê åãî ïåðâîé ÷àñòè, ïîñâÿ-
ùåííîé èçó÷åíèþ ñâîéñòâ êëàññè÷åñêèõ ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì è ïðîöåñ-
ñîâ â íèõ. Êàæäûé ðàçäåë óêàçàíèé ïðåäâàðÿåòñÿ ââåäåíèåì, â êîòîðîì
ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ è äàþòñÿ êëþ÷åâûå ôîð-
ìóëû, íåîáõîäèìûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûå ïîëåç-
íûå ôîðìóëû, ÷àñòî èñïîëüçóþùèåñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ, âûíåñåíû
â ïðèëîæåíèå. Ïîñêîëüêó, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ýòè óêàçàíèÿ ïðåäíàçíà÷å-
íû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, â êàæäîé òåìå ïðîâîäèòñÿ ïîäðîáíûé
ðàçáîð íåñêîëüêèõ òèïîâûõ çàäà÷. Îñòàëüíûå çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ
ðåøåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî èëè ïîä êîíòðîëåì ïðåïîäàâàòåëÿ â àóäèòîðèè.
Áîëüøèíñòâî ïðåäëàãàåìûõ çàäàíèé èëëþñòðèðóþò òåîðåòè÷åñêèå ìåòî-
äû òåðìîäèíàìèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, íî íåêîòîðûå ìîãóò ïðåä-
ñòàâëÿòü è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî ñòóäåíòû, ïîëíîñòüþ ïðîðàáîòàâøèå äàíîå ïî-
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ñîáèå, áóäóò îáëàäàòü íåîáõîäèìûì ìèíèìóìîì çíàíèé ìåòîäîâ êëàññè-
÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è òåðìîäèíàìèêè.

Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, çíàíèå êîòîðûõ
ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

Â ñèñòåìå åäèíèö ÑÈ:

ìàññà ýëåêòðîíà me = 9, 11 · 10−31 êã,
ìàññà ïðîòîíà mp = 1, 67 · 10−27 êã,
ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~ = h/2π = 1, 055 · 10−34 Äæ·ñ,
÷èñëî Àâîãàäðî N0 = 6, 02 · 1023 ìîëåêóë/ìîëü,
ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà k = 1, 38 · 10−23 Äæ/ãðàä,
óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ R = kN0 = 8, 31 Äæ/(ìîëü·ãðàä).

Âî âíåñèñòåìíûõ åäèíèöàõ:

ìàññà ýëåêòðîíà me = 0, 511 ÌýÂ,
ìàññà ïðîòîíà mp = 938 ÌýÂ,
ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~ = 6, 58 · 10−22 ÌýÂ·ñ,
ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà k = 8, 62 · 10−11 ÌýÂ/ãðàä.

1. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé

Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Åñëè êàêîå-òî ñîáûòèå ïðîèñõîäèò n ðàç èç ïîëíîãî ÷èñëà èñïûòàíèé
N , òî âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ ÷èñëà áëàãî-
ïðèÿòíûõ ñîáûòèé n ê ïîëíîìó ÷èñëó ñîáûòèé (íåêîòîðîé îäíîðîäíîé
ãðóïïû èñïûòàíèé) N ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî èñïûòàíèé â ýòîé ãðóïïå
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü

W = lim
N→∞

n

N
. (1.1)

Â ôèçèêå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ÷àñòî èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè. Òîãäà, íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå:

W = lim
T→∞

∆t

T
, (1.2)
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ãäå ∆t � âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â äàííîì ñîñòîÿíèè, à T � ïîëíîå
âðåìÿ íàáëþäåíèÿ. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî,
òî âåðîÿòíîñòü dW(x) òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ îò x äî x+dx, çàâèñèò, âî-ïåðâûõ, îò ñàìîãî çíà÷åíèÿ x, òî
åñòü ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé f(x), à, âî-âòîðûõ, ïðîïîðöèîíàëüíà
øèðèíå èíòåðâàëà çíà÷åíèé dx, òî åñòü

dW(x) = f(x)dx. (1.3)

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû îáðàçóåò ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðîå îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé f(x). Ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòè è ÷àñòî òàêæå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.

Èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

0 6 W 6 1. (1.4)

Ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå, íàçûâàåòñÿ äîñòîâåð-
íûì.

Î÷åíü ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòÿì îòäåëüíûõ ñîáûòèé îïðå-
äåëÿòü âåðîÿòíîñòè áîëåå ñëîæíûõ ñîáûòèé. Äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóþò äâå
îáùèå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � òåîðåìà ñëîæåíèÿ è òåîðåìà
óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ïóñòü ñëîæíîå ñîáûòèå çàêëþ÷àåòñÿ â íàñòóïëåíèè ëèáî ñîáûòèÿ A,
ëèáî ñîáûòèÿ B, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòèìûìè
ñîáûòèÿìè. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñëîæíîãî ñîáûòèÿ âûðàçèòñÿ êàê ñóììà
âåðîÿòíîñòåé îòäåëüíûõ ñîáûòèé:

W(A ëèáî B) = W (A) + W (B). (1.5)

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè íàñ èíòåðåñó-
åò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà áóäåò íàõîäèòüñÿ ëèáî â
èíòåðâàëå [x1, x1+dx1], ëèáî â èíòåðâàëå [x2, x2 + dx2], áóäåì èìåòü:

dW(x1, ëèáî x2) = dW (x1) + dW (x2) = f(x1)dx1 + f(x2)dx2. (1.6)

Ýòà òåîðåìà, î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ëþáîå ÷èñëî íåñîâ-
ìåñòèìûõ ñîáûòèé.
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Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò
îäíî èç çíà÷åíèé â èíòåðâàëå îò x1 äî x2, ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

W (x1, x2) =

x2∫

x1

dW (x) =

x2∫

x1

f(x)dx. (1.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàéòè ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó âî âñåì èíòåð-
âàëå å¼ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò äîñòîâåðíîå ñîáûòèå. Ïîýòîìó

∫
dW (x) =

∫
f(x)dx = 1. (1.8)

Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x.
Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Îíî è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû, âõîäÿùåé
â ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Èíîãäà íåêîòîðîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïðîèçîéäåò äðóãîå ñîáûòèå. Âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñëîæíîãî ñîáûòèÿ â ýòîì
ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáû-
òèÿ A ïðè óñëîâèè âûïàäåíèÿ ñîáûòèÿ B îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

W(A ïðè óñëîâèè B) = W (A) ·W (B). (1.9)

Òî÷íî òàê æå âåðîÿòíîñòü ñëîæíîãî ñîáûòèÿ, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â òîì,
÷òî îäíîâðåìåííî èìåþò ìåñòî äâà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèÿ A è B, îïðåäå-
ëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé W (A) è W (B) îòäåëüíûõ íåçà-
âèñèìûõ ñîáûòèé A è B ïî ôîðìóëå

W(A è B) = W (A) ·W (B). (1.10)

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí x è y âåðîÿòíîñòü ñëîæ-
íîãî ñîáûòèÿ, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå â èíòåðâàëå îò x äî x+dx è îäíîâðåìåííî ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà y � çíà÷åíèå â èíòåðâàëå îò y äî y+dy, îïðåäåëÿåòñÿ ïðèçâåäåíèåì
âåðîÿòíîñòåé

dW(x, y) = dW (x)dW (y) = f(x)f(y)dxdy. (1.11)
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Ñðåäíåå çíà÷åíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè F (x) îò äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû xi îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F =< F >=
∑

i

F (xi)Wi, (1.12)

äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x:

F =< F >=

∫

X

F (x)dW (x) =

∫

X

F (x)f(x)dx. (1.13)

Äëÿ îöåíêè ìàñøòàáà âîçìîæíîãî îòëè÷èÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò
ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ñðåäíåå êâàäðà-
òè÷íîå îòêëîíåíèå , èëè ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíåíèÿ (äèñïåðñèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû). Äèñïåðñèÿ îðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

∆x2 =
∑

i

(xi − x)2Wi (äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû), (1.14)

∆x2 =

∫
(x− x)2f(x)dx (äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû).

(1.15)
Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

ìîæíî îïðåäåëèòü âñå èíòåðåñóþùèå íàñ å¼ õàðàêòåðèñòèêè. Ïîýòîìó
îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå
çàêîíîâ è ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ òåõ èëè èíûõ ôèçè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Ïðèìåð 1
Èäåàëüíûé ãàç, ñîñòîÿùèé èç N ìîëåêóë, íàõîäèòñÿ â ñîñóäå ñ îáúå-

ìîì V . Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â çàäàííîì îáúåìå v (v << V )
áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â äàííûé ìîìåíò òî÷íî n ìîëåêóë. Ðàññìîòðåòü ïðå-
äåëüíûå ñëó÷àè:
a) n << N, N →∞,
á) n >> 1, ∆n = n− n << n.

Ðåøåíèå:
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â îáúåìå v íàõîäèòñÿ îäíà ìîëåêóëà, ðàâíà
P

(v)
1 = v/V. Âåðîÿòíîñòü íàéòè n ìîëåêóë â îáúåìå v îäíîâðåìåííî áóäåò

Pn(v) = (v/V )n. Íåîáõîäèìî ó÷åñòü òàêæå, ÷òî îñòàëüíûå N − n ìîëå-
êóë áóäóò âíå óêàçàííîãî îáúåìà. Òîãäà Pn(v) ∼ (v/V )n(1 − v/V )N−n.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â îáúåìå v ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû ëþáûå èç N ìîëåêóë,
íåîáõîäèìî Pn(v) óâåëè÷èòü â Cn

N = N !/(n!(N − n)!) ðàç, ðàâíîìó ÷èñëó
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ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü n ïðîèçâîëüíûõ ìîëåêóë èç îáùåãî
÷èñëà N . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Pn(v) = Cn
N

( v

V

)n (
1− v

V

)N−n

.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäåëüíûå ñëó÷àè.

à) Ââåäåì n̄ = N(v/V ). Òîãäà âåëè÷èíó Pn(v) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

P (n) =
N !

n!(N − n)!

( n̄

N

)n (
1− n̄

N

)N−n

=

=
N(N − 1) . . . (N − n + 1)

n!

( n̄

N

)n (
1− n̄

N

)N−n

.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìàëîñòü n ïî ñðàâíåíèþ ñ N è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
N →∞, ïîëó÷èì:

P (n) = lim
N→∞

Nn

n!

( n̄

N

)n (
1− n̄

N

)N−n

=

=
(n̄)n

n!
lim

N→∞

(
1− n̄

N

)N

=
(n̄)n

n!
e−n̄.

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà .

á) Ó÷èòûâàÿ n >> 1 è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó Ñòèðëèíãà:
ln n! ≈ n ln n− n, ïîëó÷èì:

ln P (n) = n ln n̄− n̄− ln n! = n ln n̄− n̄ + n− n ln n =

= −n ln
n

n̄
+ ∆n = −(∆n + n̄) ln

(
1 +

∆n

n̄

)
+ ∆n.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è ∆n/n̄ << 1, òî ëîãàðèôì ìîæíî ðàçëîæèòü
â ðÿä, ÷òî ïðèâåäåò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

ln P (n) = −(∆n + n̄)

(
∆n

n̄
− (∆n)2

2n̄2

)
+ ∆n = −∆n2

2n̄
.

Îòñþäà:
P (n) = C exp

(
−(n− n̄)2

2n̄

)
.
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Òåïåðü, íîðìèðóÿ ýòó âåðîÿòíîñòü óñëîâèåì:
∞∫

−∞

P (n)dn = 1,

íàõîäèì, ÷òî

C =
1√
2πn

è P (n) =
1√
2πn

e−
(n−n)2

2n .

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1-1. Ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ:
à) ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå:

W (x) =

{
C, a 6 x 6 b,

0, x < a, x > b.

á) ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

W (x) = Ce−αx, x > 0;

â) ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà:

W (x) = Ce−αx2

, −∞ < x < ∞.

Íàéòè íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó C è âû÷èñëèòü x, x2.
Îòâåò:
à) C = 1/(b− a), x = (a + b)/2, x2 = (a2 + ab + b2)/3;
á) C = α, x = 1/α, x2 = 2/α2;
â) C =

√
α/π, x = 0, x2 = 1/2α.

1-2. Ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè dw(x, y) =
C x y dx dy, ãäå 0 6 x 6 a è 0 6 y 6 b. Íîðìèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèå,
íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî x ëåæèò â èíòåðâàëå îò x äî x + dx è âû-
÷èñëèòü y.
Îòâåò:

C =
4

a2b2
, dw(x) =

2

x2
xdx, y =

2

3
b.

1-3. Ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì:

dw(x, y) = Ce−α(x2+y2) dx dy, α > 0.
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Ñ÷èòàÿ, ÷òî îáëàñòÿìè èçìåíåíèÿ x è y ÿâëÿþòñÿ [−∞,∞], îïðåäåëèòü
x2.
Îòâåò: x2 = 1/2 α.
1-4. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè íàéòè ãàðìîíè÷åñêè êîëåáëþ-
ùóþñÿ òî÷êó â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå dx íà ëèíèè êîëåáàíèÿ ìåæäó
êðàéíèìè çíà÷åíèÿìè A è −A.
1-5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ïðè
êîòîðîì x > a, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

w(x > a) 6 x2

a2
.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà:

[3, ãë.1,�2], [7, ÷.3,ãë.1,�2], [6, ãë.2,��1�6].

2. Òåðìîäèíàìèêà
Òåðìîäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ íàóêîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé, òî åñòü èñ-
õîäÿùåé èç îïûòà, ïðè ýòîì îíà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ìíîãèå èç
ñâîéñòâ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë, íå ïðèáåãàÿ ê ïðåäñòàâëåíèÿì îá èõ
àòîìíî�ìîëåêóëÿðíîì ñòðîåíèè. Ïîýòîìó âûâîäû òåðìîäèíàìèêè áóäóò
óíèâåðñàëüíû è ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì. Îñíîâàííûå
íà ïðàêòè÷åñêîì îïûòå ïðåäñòàâëåíèÿ îá îñîáåííîñòÿõ òåðìîäèíàìè-
÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì ïðèíèìàþòñÿ â òåðìîäèíàìèêå â êà÷åñòâå
ïîñòóëàòîâ, îïèðàÿñü íà êîòîðûå èçó÷àþò êàê ñâîéñòâà ðàâíîâåñíûõ
ñèñòåì, òàê è çàêîíîìåðíîñòè èõ ïðèáëèæåíèÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ.

Ïîñòóëàòû òåðìîäèíàìèêè

1. Ïîñòóëàò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ

Èçîëèðîâàííàÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðè-
õîäèò â ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ è íèêîãäà ñàìîñòî-
ÿòåëüíî âûéòè èç íåãî íå ìîæåò.

Îñíîâàíèåì äëÿ ïðèíÿòèÿ ýòîãî ïîñòóëàòà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
ñàìîïðîèçâîëüíûå îòêëîíåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû îò ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ÷àñòèö â ñèñòåìå. Òàê êàê ÷èñëî ÷à-
ñòèö â ìàêðîñèñòåìàõ âåëèêî, òàêèìè îòêëîíåíèÿìè (èõ íàçûâàþò ôëóê-
òóàöèÿìè ) â òåðìîäèíàìèêå ïðåíåáðåãàþò.
2. Ïîñòóëàò ñóùåñòâîâàíèÿ òåìïåðàòóðû
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Âñå ðàâíîâåñíûå âíóòðåííèå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âíåø-
íèõ ïàðàìåòðîâ è òåìïåðàòóðû. Òåìïåðàòóðà, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ
òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíûì ïàðàìåòðîì, òàê êàê ñóùåñòâóåò òîëüêî
ó òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì, ïðèòîì ó òàêèõ, ÷àñòè êîòî-
ðûõ íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì (òî åñòü ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
÷àñòåé ìíîãî ìåíüøå èõ âíóòðåííåé ýíåðãèè). Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ñ÷è-
òàòü ýíåðãèþ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì àääèòèâíîé âåëè÷èíîé.
3. Ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè

Â í¼ì îòðàæåí çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â òåïëîâûõ ïðîöåññàõ :

δQ = dU + δW, (2.1)

ãäå δQ � êîëè÷åñòâî òåïëà, ñîîáùåííîå ñèñòåìå, dU � èçìåíåíèå âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè ñèñòåìû, δW � ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ ñèñòåìîé.

Ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè óñòàíàâëèâàåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåð-
ãèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé å¼ ñîñòîÿíèÿ è èçìåíÿåòñÿ
òîëüêî ïîä âëèÿíèåì âíåøíèõ âîçäåéñòâèé.

Â îòëè÷èå îò U , âåëè÷èíû W è Q íå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñîñòîÿ-
íèÿ ñèñòåìû (èõ äèôôåðåíöèàëû íå ïîëíûå), à õàðàêòåðèçóþò ïðîöåññ,
ïðîèñõîäÿùèé â ñèñòåìå.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè èçìåíåíèè n âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ ðàáîòà ñèñòåìû
ðàâíà:

δW =
n∑

i=1

Aidai, (2.2)

ãäå Ai � ñîïðÿæåííàÿ âíåøíåìó ïàðàìåòðó ai îáîáùåííàÿ ñèëà, ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ïðè ðàâíîâåñèè ôóíêöèåé âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ ai è òåìïåðàòó-
ðû T .

Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèìè ïàðàìåòðàìè
ai è òåìïåðàòóðîé T , òî (2.1) ñ ó÷åòîì (2.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

δQ =

(
∂U

∂T

)

a

dT +
∑

i

[(
∂U

∂ai

)

T

+ Ai

]
dai. (2.3)

Êàê ñëåäóåò èç (2.1), óðàâíåíèå ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè ïîçâîëÿ-
åò îïðåäåëèòü âíóòðåíþþ ýíåðãèþ U òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé
ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
4. Âòîðîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè

Îíî óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå ó âñÿêîé ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû
äðóãîé îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ � ýíòðîïèè (S), êîòîðàÿ, îäíà-
êî, â îòëè÷èå îò âíóòðåííåé ýíåðãèè íå èçìåíÿåòñÿ ó èçîëèðîâàííîé
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ñèñòåìû ïðè ðàâíîâåñíûõ ïðîöåññàõ è âñåãäà âîçðàñòàåò ïðè íåðàâíî-
âåñíûõ ïðîöåññàõ. Âòîðîå íà÷àëî îïðåäåëÿåò ýíòðîïèþ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

dS =
δQ

T
. (2.4)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó
âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè äëÿ ðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ. Èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèåì äëÿ ðàâíîâåñíûõ êðóãîâûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî Êëàóçèóñà: ∮

δQ

T
= 0. (2.5)

Äëÿ íåçàìêíóòûõ ñèñòåì, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îáìåíèâàþùèõñÿ ýíåð-
ãèåé ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, èìååò ìåñòî íåðâåíñòâî:

dS > δQ

T
. (2.6)

Êîìáèíèðóÿ (2.6) è (2.1), ìîæíî íàïèñàòü äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ïðîöåññîâ â íåçàìêíóòûõ ñèñòåìàõ îñíîâíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå
íåðàâåíñòâî:

T dS > dU + δW, (2.7)
ãäå çíàê ðàâåíñòâà îòíîñèòñÿ ê îáðàòèìûì ïðîöåññàì, à çíàê íåðàâåíñòâà
� ê íåîáðàòèìûì.
5. Òðåòüå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè (ïîñòóëàò Íåðíñòà)

Îíî óñòàíàâëèâàåò ïîâåäåíèå ýíòðîïèè ïðè íèçêèõ (T → 0) òåìïå-
ðàòóðàõ è ãëàñèò: ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ òåìïåðàòóðû ê 0 K ýíòðîïèÿ
âñÿêîé ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû ïðè èçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ïåðåñòàåò
çàâèñåòü îò êàêèõ-ëèáî òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ
è â ïðåäåëå T = 0 ïðèíèìàåò îäíó è òó æå äëÿ âñåõ ñèñòåì óíèâåð-
ñàëüíóþ ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Âàæíûì ñëåäñòâèåì èç òðåòüåãî íà÷àëà
ÿâëÿåòñÿ íåäîñòèæèìîñòü íóëåâîé òåìïåðàòóðû. Ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ
ýòî ïîëîæåíèå ýêâèâàëåíòíî òðåòüåìó íà÷àëó.

Ìåòîäû òåðìîäèíàìèêè

Íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé â ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåëàõ. Èõ ïðèìåíåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ äâó-
ìÿ ñïîñîáàìè: ìåòîäîì êðóãîâûõ ïðîöåññîâ (öèêëîâ) è ìåòîäîì òåðìî-
äèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ.
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1. Ìåòîä öèêëîâ

Ìåòîä öèêëîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çàêîíîìåðíî-
ñòåé ïðîòåêàíèÿ òîãî èëè èíîãî ïðîöåññà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîäÿùèì
îáðàçîì ïîäîáðàííûé îáðàòèìûé öèêë è ê ýòîìó öèêëó ïðèìåíÿþòñÿ
ïåðâîå è âòîðîå íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè:

∮
δQ = W,

∮
δQ

T
= 0. (2.8)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ óðàâíåíèé óäàåòñÿ íàéòè èñêîìóþ çàêîíîìåðíîñòü, åñëè
âûáðàííûé öèêë ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü íåîáõîäèìûå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå
â ýòè óðàâíåíèÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ öèêëà. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èññëå-
äóåìóþ ñèñòåìó ìûñëåííî çàñòàâëÿþò ñîâåðøàòü öèêë Êàðíî, ñîñòîÿùèé
èç äâóõ èçîòåðìè÷åñêèõ è äâóõ àäèàáàòíûõ ïðîöåññîâ. Ïðè ýòîì èñïîëü-
çóþò ïåðâóþ òåîðåìó Êàðíî î íåçàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ïîëåçíîãî
äåéñòâèÿ ( ÊÏÄ ) öèêëà îò ïðèðîäû ðàáî÷åãî âåùåñòâà. Ïîýòîìó ïîëó-
÷åííîå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (2.8) âûðàæåíèå äëÿ ê.ï.ä. öèêëà â äàííîé
êîíêðåòíîé çàäà÷å ïðèðàâíèâàþò îòíîøåíèþ (T1 − T2)/T1 è èç ïîëó÷åí-
íîãî ðàâåíñòâà îïðåäåëÿþò íåîáõîäèìóþ çàâèñèìîñòü.

Öèêëè÷åñêèå ïðîöåñcû

Íàçâàíèå Óð�å Ðàáîòà â Òåïëî, ñîîáùåí� Òåïëî�
ïðîöåññà ïðîö-ñà ïðîöåññå íîå â ïðîöåññå åìêîñòü
Èçî� V = W = 0 Q = CV · CV

õîðíûé const (T2 − T1)
Èçî� P = W = P · Q = CP · CP

áàðíûé const (V2 − V1) (T2 − T1)
CT = +∞

Èçîòåð� T = W = PT · Q = W ïðè dV > 0,
ìè÷åñêèé const ln(P1/P2) CT = −∞

ïðè dV < 0
Àäèàáà� δQ = 0 W = (P1V1− Q = 0 CW = 0
òè÷åñêèé P2V2)/(γ − 1)

γ � îòíîøåíèå óäåëüíûõ òåïëîåìêîñòåé CP /CV .
Ïðèìåð 2

Íàéòè ìåòîäîì öèêëîâ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ-
æåíèÿ îò òåìïåðàòóðû.
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Ðåøåíèå:

Çàñòàâèì æèäêóþ ïëåíêó ñîâåðøàòü öèêë Êàðíî. Èçîáðàçèì öèêë íà
ïëîñêîñòè S, σ (S � ïîâåðõíîñòü ïëåíêè, σ � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ).

Íà ðèñóíêå: 1 → 2 � èçîòåðìè÷å-
ñêîå ðàñòÿæåíèå, òðåáóþùåå ïîäâîäà
òåïëà Q1. Ïðè àäèàáàòíîì ðàñòÿæåíèè
(2 → 3) òåìïåðàòóðà ïîíèæàåòñÿ íà dT,
ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ïðè ýòîì óâå-
ëè÷èâàåòñÿ íà dσ. Çàòåì ïëåíêà èçî-
òåðìè÷åñêè ñæèìàåòñÿ (3 → 4), îòäà-
âàÿ òåïëî Q2 è àäèàáàòíî ñæèìàåòñÿ
äî ñîñòîÿíèÿ 1. Ðàáîòà W, ñîâåðøåí-
íàÿ ïëåíêîé çà öèêë, ðàâíà Q1 − Q2 è îòðèöàòåëüíà, òàê êàê ïðîèç-
âîäèòñÿ íàä ïëåíêîé: W = −(S1 − S2)dσ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ÊÏÄ öèêëà
η = W/Q = −((S2 − S1)/Q1)dσ, à, òàê êàê ïëåíêà ñîâåðøàåò öèêë Êàð-
íî, òî η = (T − (T − dT ))/T = dT/T. Ïðèðàâíèâàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ,
ïîëó÷àåì

(S1 − S2)dσ

T
=

dT

T
, îòêóäà

(
dσ

dT

)

S

= − Q1

S2 − S1

1

T
.

Çäåñü Q1/(S2−S1) = −r � òåïëîòà èçîòåðìè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ åäèíèöû
ïîâåðõíîñòè ïëåíêè, ïîýòîìó

(
dσ

dT

)

S

= − r

T
.

Ïðèìåð 3
Îïðåäåëèòü ÊÏÄ òåïëîâîãî äâèãàòåëÿ, ðàáîòàþùåãî ïî öèêëó Îòòî

(ñì. ðèñóíîê). Ðàáî÷åå òåëî � èäåàëüíûé ãàç.

(1�2) � àäèàáàòè÷åñêîå ñæàòèå, (2�3) � èçîõîðíîå íàãðåâàíèå, (3�4) �
àäèàáàòè÷åñêîå ðàñøèðåíèå,(4�1) � èçîõîðíîå îõëàæäåíèå.
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Ðåøåíèå:

Íà ïåðâîì ýòàïå ðàññ÷èòàåì ðàáîòó íà ó÷àñòêàõ àäèàáàòû:

A1 =
1

γ − 1
(V2P3 − V1P4) � ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ãàçîì íà ó÷àñòêå (3-4),

A2 =
1

γ − 1
(V1P1−V2P2) � ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ íàä ãàçîì íà ó÷àñòêå (1-3),

γ = CP /CV .

Òåïåðü îïðåäåëèì êîëè÷åñòâî òåïîòû Q1, ïîëó÷åííîå ñèñòåìîé ïðè èçî-
õîðíîì íàãðåâàíèè:

Q = CV (T3 − T2) =
R

γ − 1
(
P3V2

R
− P2V2

R
) =

1

γ − 1
(P3 − P2)V2.

ÊÏÄ òåïëîâîãî äâèãàòåëÿ ðàâåí îòíîøåíèþ ïîëåçíîé ðàáîòû A1 + A2 ê
ïîëó÷åííîé îò íàãðåâàòåëÿ òåïëîòå Q1 :

η =
A1 + A2

Q1

=
V2(P3 − P2) + V1(P1 − P4)

(P3 − P2)V2

= 1 +
V1(P1 − P4)

V2(P3 − P2)
.

Òàê êàê P3V
γ
2 = P4V

γ
1 è P2V

γ
2 = P1V

γ
1 , òî (P3 − P2)V

γ
2 = (P4 − P1)V

γ
1 .

Ñëåäîâàòåëüíî

η = 1− ε · ε−γ = 1− 1

εγ−1
. (ε = V1/V2).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

2-1. Îïðåäåëèòü ÊÏÄ òåïëîâîãî äâèãàòåëÿ, ðàáàòàþùåãî ïî öèêëó Äè-
çåëÿ (ñì. ðèñóíîê).
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(1�2) � àäèàáàòè÷åñêîå ñæàòèå, (3�4) � àäèàáàòè÷åñêîå ðàñøèðåíèå.

ε =
V1

V2

, ρ =
V3

V2

.

Îòâåò:
η = 1− ργ − 1

γεγ−1(ρ− 1)
.

2-2. Îïðåäåëèòü ÊÏÄ òåïëîâîãî äâèãàòåëÿ, ðàáîòàþùåãî ïî ñëåäóþùåìó
öèêëó:
T1 � ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà, T2 � ìèíèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà, (3− 1)
� èçîòåðìè÷åñêîå ðàñøèðåíèå.

2-3. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êâàçèñòàòè÷åñêîãî àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà, ñî-
âåðøàåìîãî èäåàëüíûì ãàçîì, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå PV γ = const
(óðàâíåíèå Ïóàññîíà), è îïðåäåëèòü ðàáîòó ïðè ïåðåõîäå ãàçà èç ñîñòî-
ÿíèÿ (P1V1) â (P2V2), ñ÷èòàÿ óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü ïîñòîÿííîé (γ =
CP /CV ).
2-4. Äîêàçàòü, ÷òî èçîòåðìà íå ìîæåò äâàæäû ïåðåñåêàòü àäèàáàòó.
2-5. Ðàññìîòðåòü öèêë Êàðíî è ïîêàçàòü, ÷òî ÊÏÄ îïðåäåëÿåòñÿ òåìïå-
ðàòóðàìè íàãðåâàòåëÿ è õîëîäèëüíèêà.

2. Ìåòîä òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ

Ìåòîä òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, èëè ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ðàçâèòûé Â.Ãèááñîì, èñõîäèò èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ òåðìî-
äèíàìèêè:

TdS = dU +
∑

Ai dai. (2.9)
Ýòî óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò äëÿ ñèñòåìû â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ââåñòè ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ, íàçûâàåìûå òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïî-
òåíöèàëàìè. Äèôôåðåíöèàëû ýòèõ ôóíêöèé ñîñòîÿíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ
äîëæíû áûòü ïîëíûìè. Òåì ñàìûì õîðîøî èçâåñòíûå â ìàòåìàòèêå ñî-
îòîíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â òåðìîäèíàìèêå ïðèîáðå-
òàþò âèä ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, äàëåêî íå âñåãäà î÷åâèäíûõ ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîñòûå ñèñòåìû
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( êîãäà ïåðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå âûçâàí èçìåíåíèåì îäíîé
îáîáùåííîé êîîðäèíàòû. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü a = V, A = P ).
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñ-
ëà îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Ñîîòíîøåíèå (2.9) ïðèíèìàåò âèä:

T dS = dU + P dV. (2.10)

Ýòî óðàâíåíèå ñâÿçûâàåò ïÿòü âåëè÷èí: S, T, U, P è V. Äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîñòîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî äâóõ ïàðàìåòðîâ. Òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû èç ïÿòè ïåðå÷èñëåííûõ âåëè÷èí îñòàâèòü íåçàâèñèìûìè
òîëüêî äâå, ê óðàâíåíèþ (2.10) íåîáõîäèìî äîáàâèòü åùå äâà óðàâíåíèÿ
� êàëîðè÷åñêîå è òåðìè÷åñêîå: ïåðâîå îïðåäåëÿåò âçàèìîçàâèñèìîñòü ïà-
ðàìåòðîâ P, V è T, âòîðîå � çàâèñèìîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè U îò ïàðà-
ìåòðîâ V è T. Òàêèì îáðàçîì,

êàëîðè÷åñêîå óð-å: f(P, V, T ) = 0, òåðìè÷åñêîå óð-å: U = U(V, T ).
(2.11)

Îáû÷íî â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ïðè îïèñàíèè ñâîéñòâ ñè-
ñòåì â îòñóòñòâèè âíåøíèõ ïîëåé è ñ íåèçìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö âûáè-
ðàþò äâå èç ÷åòûðåõ âåëè÷èí P, V, T, S : à) S, V ; á)T, V ; â) S, P ; ã) T, P.

Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû (x1, x2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ
ϕ(x1, x2), äèôôåðåíöèàë êîòîðîé ïîëíûé è ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ê
âèäó, íå ñîäåðæàùåìó ïðîèçâîäíîé ∂ϕ/∂xi. Ýòî è åñòü òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû (èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ).
Îñíîâíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû.
à) U = U(S, V ) � ýíåðãèÿ ñèñòåìû êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ S, V :

dU = T dS − P dV. (2.12)

á) Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F = U − TS â ïåðåìåííûõ V, T :

dF = −S dT − P dV. (2.13)

â) Ýíòàëüïèÿ (òåïëîâàÿ ôóíêöèÿ) â ïåðåìåííûõ S, P :

I = U + PV, dI = T dS + V dP. (2.14)

ã) Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ãèááñà â ïåðåìåííûõ P, T :

Φ = F + PV, dΦ = −S dT + V dP. (2.15)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà

dϕ(x1, x2) =

(
∂ϕ

∂x1

)

x2

dx1 +

(
∂ϕ

∂x2

)

x1

dx2
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ñëåäóåò ñâÿçü ïðîèçâîäíûõ ∂ϕ/∂xi ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè
ñèñòåìû:

T =

(
∂U

∂S

)

V

; P =

(
∂U

∂V

)

S

; S = −
(

∂F

∂T

)

V

; P = −
(

∂F

∂V

)

T

.

(2.16)
T =

(
∂I

∂S

)

P

; V =

(
∂I

∂P

)

S

; T = −
(

∂Φ

∂T

)

P

; V =

(
∂Φ

∂P

)

T

. (2.17)

Èç ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂2ϕ

∂x1∂x2

=
∂2ϕ

∂x2∂x1

è ôîðìóë (2.16�2.17) âûòåêàþò òàê íàçûâàåìûå ñîîòíîøåíèÿ Ìàêñâåë-
ëà: (

∂T

∂V

)

S

= −
(

∂P

∂S

)

V

;

(
∂S

∂V

)

T

=

(
∂P

∂T

)

V

;

(
∂T

∂P

)

S

=

(
∂V

∂S

)

P

;

(
∂S

∂P

)

T

= −
(

∂V

∂T

)

P

. (2.18)

Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèé (2.12�2.18) äëÿ ðàñ÷åòîâ õàðàêòåðèñòèê ñè-
ñòåìû è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ìåòîäà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ.

Âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ, âî-ïåðâûõ, àääèòèâ-
íûìè è îäíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè ñîñòîÿíèÿ è, âî-âòîðûõ, èõ óáûëü ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ îïðåäåëÿåò ðàáîòó ñèñòåìû ïðîòèâ äåéñòâó-
þùèõ íà íåå ñèë. Êðîìå òîãî, òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ïîçâîëÿ-
þò ñ ïîìîùüþ îñíîâíîãî íåðàâåíñòâà òåðìîäèíàìèêè óñòàíîâèòü îáùèå
óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ è óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ.
Ðàçëè÷íûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òàê,
÷òî åñëè èçâåñòåí îäèí èç íèõ, òî ìîæíî íàéòè è äðóãèå. Ïðè ýòîì âíóò-
ðåííÿÿ ýíåðãèÿ U ñâÿçàíà ñî ñâîáîäíîé ýíåðãèåé F ñîîòíîøåíèåì:

U = F − T

(
∂F

∂T

)

V

(óðàâíåíèå Ãèááñà�Ãåëüìãîëüöà ). (2.19)

Î÷åâèäíî, ÷òî:
U = −T 2 ∂

∂T

(
F

T

)

V

. (2.20)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ óñòàíàâëèâàþò ëèøü
ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè è èõ ïðî-
èçâîäíûìè. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ê êîíêðåòíîé ñèñòåìå íåîáõîäèìî çíàíèå
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õîòÿ áû îäíîé èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé (â "ñâîèõ"ïåðåìåííûõ)
èëè äðóãèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ïàðàìåòðû ñèñòåìû (íàïðèìåð,
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ P = P (V, T )). Ýòè äàííûå íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
â ðàìêàõ òåðìîäèíàìèêè è áåðóòñÿ èç îïûòà èëè ðàññ÷èòûâàþòñÿ
ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ïðèìåð 4
Ñ÷èòàÿ èçâåñòíûì óðàâíåíèå Âàí�äåð�Âààëüñà (äëÿ îäíîãî ìîëÿ ãàçà)
(P + a/V 2)(V − b) = RT, a è b � ïîñòîÿííûå, îïðåäåëèòü: à) ýíòðîïèþ S,
á) ýíåðãèþ U (êàëîðè÷åñêîå óðàâíåíèå), â) êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñ-
øèðåíèÿ α = (1/V )(∂V/∂T )P , ã) ðàçíîñòü òåïëîåìêîñòåé CP − CV , ä)
óðàâíåíèå àäèàáàòû, å) ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F è ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ãà-
çîì ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ðàñøèðåíèè îò îáúåìà V1 äî îáúåìà V2. Ïðè
ðàñ÷åòàõ ñ÷èòàòü, ÷òî òåïëîåìêîñòü ãàçà CV íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû.

Ðåøåíèå:
Ïåðåïèøåì èñõîäíîå óðàâíåíèå â âèäå:

P =
RT

V − b
− a

V 2
. (2.21)

Îòñþäà ëåãêî íàéòè ñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äà-
ëåå: (

∂P

∂T

)

V

=
R

V − b
,

(
∂P

∂V

)

T

= − RT

(V − b)2
+

2a

V 3
. (2.22)

Èäåÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ñîîòíîøåíèé
è ðàâåíñòâà ∂CV /∂T = 0 (äàííîãî â óñëîâèè çàäà÷è) äëÿ ðàñ÷åòà òåðìî-
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ãàçà ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2.9-2.20).

à) Ðàññìàòðèâàåì ýíòðîïèþ êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ V è T : S =
S(V, T ). Òîãäà äëÿ dS èìååì:

dS =

(
∂S

∂V

)

T

dT +

(
∂S

∂T

)

V

dT. (2.23)

Åñëè áû ìû çíàëè ÿâíóþ çàâèñèìîñòü ïðîèçâîäíûõ ∂S/∂V è ∂S/∂T îò
V è T , òî ìîãëè áû ðàññìàòðèâàòü ýòî êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå äëÿ S è, ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî, íàéòè S(V, T ). Äëÿ íàõîæäåíèÿ
(∂S/∂V )T âîñïîëüóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì Ìàêñâåëëà (2.18), èç êîòîðîãî ïðè
ó÷åòå (2.22) íàõîäèì:

(
∂S

∂V

)

T

=

(
∂P

∂T

)

V

=
R

V − b
. (2.24)
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Ïðîèçâîäíóþ (∂S/∂T )V ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ýíòðîïèè
ñîãëàñíî âòîðîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè δQ = TdS ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå:

(
∂S

∂T

)

V

=
1

T

(
δQ

∂T

)

V

=
CV

T
. (2.25)

Òåïåðü íóæíî íàéòè çàâèñèìîñòü CV îò V è T . Íî ïî óñëîâèþ çàäà÷è
∂CV /∂T = 0 (äëÿ ðåàëüíûõ ãàçîâ ýòî õîðîøî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî â øèðîêîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð), ïîýòîìó îñòàåòñÿ ëèøü âû-
ÿñíèòü âîçìîæíóþ çàâèñèìîñòü CV îò V. Ïîäñòàâèì â (2.23) íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ (2.24), (2.25):

dS =
R

V − b
dV +

CV

T
dT. (2.26)

Èç óñëîâèÿ, ÷òî dS åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë, ñëåäóåò ðàâåíñòâî ñìå-
øàííûõ ïðîèçâîäíûõ, à èìåííî:

∂

∂V

(
CV

T

)
=

∂

∂T

(
R

V − b

)
= 0, òî åñòü ∂CV

∂V
= 0. (2.27)

Òàêèì îáðàçîì, â íàøåé çàäà÷å CV ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, êî-
òîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé. Òåïåðü óðàâíåíèå (2.26) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

S = R ln (V − b) + CV ln T + S0, (2.28)

S0 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Îáû÷íî èíòåðåñóåò ëèøü èçìåíåíèå
ýíòðîïèè, òàê ÷òî êîíêðåòíîå çíà÷åíèå S0 íåñóùåñòâåííî. Åñëè èçâåñòíî
çíà÷åíèå S = S0 äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé T = T0 è V = V0, òî âìåñòî
(2.28) ìîæíî çàïèñàòü:

S − S0 = R ln
V − b

V0 − b
+ CV ln

T

T0

. (2.29)

á) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè U âîñïîëüçóåìñÿ óæå ïîëó÷åííûì âûðà-
æåíèåì äëÿ S. Ïîäñòàâëÿÿ â (2.10) âûðàæåíèå äëÿ dS (2.26), èìååì:

dU = CV dT +
RT

V − b
dV − PdV.

Âûðàæàÿ çäåñü P ÷åðåç V è T ñîãëàñíî (2.21), ïîëó÷àåì äëÿ U ëåãêî
èíòåãðèðóåìîå âûðàæåíèå:

dU = CV dT + a
dV

V 2
,
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îòêóäà ñëåäóåò
U = CV T − a

V
+ U0. (2.30)

Çäåñü ïåðâûé ÷ëåí � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ (òàêàÿ
æå, êàê äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà), à âòîðîé � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèì-
íîãî ïðèòÿæåíèÿ ìîëåêóë (êîíñòàíòà a êàê ðàç è õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó
ñèë ïðèòÿæåíèÿ, òàê íàçûâàåìûõ ñèë Âàí�äåð�Âààëüñà ).

â) Âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿ-
þòñÿ êîýôôèöèåíòû òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ α = (∂V/∂T )P /V, òåðìè-
÷åñêîãî äàâëåíèÿ β = (∂P/∂T )V /P è èçîòåðìè÷åñêîãî ñæàòèÿ κT =
−(∂V/∂P )T /V. Âû÷èñëèì âåëè÷èíó α (îòíîñèòåëüíî β è κT ñì. çàäà÷ó
2-12). Äëÿ ýòîãî âûðàçèì èç (2.21) T ÷åðåç P è V :

T =
1

R

(
P +

a

V 2

)
(V − b)

è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî V (ïðè P = const)

(
∂T

∂V

)

P

=
1

R

(
P − a

V 2
+

2ab

V 3

)
,

α =
1

V

(
∂T

∂V

)−1

P

=
R(

PV − a
V

+ 2ab
V 2

) .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà (a = b = 0), îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ
èçâåñòíàÿ ôîðìóëà α = T−1.

ã) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòè CP −CV çàïèøåì ïåðâîå íà÷àëî òåðìî-
äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ (V, T ):

δQ = dU + PdV =

(
∂U

∂V

)

T

dV +

(
∂U

∂T

)

V

dT + PdV =

(
∂U

∂T

)

V

dT +

[(
∂U

∂V

)

T

+ P

]
dV.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íîâûì íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì (P, T ), äëÿ ÷åãî
íåîáõîäèìî ñäåëàòü çàìåíó â äèôôåðåíöèàëå dV :

dV =

(
∂V

∂T

)

P

dT +

(
∂V

∂P

)

T

dP
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è, êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî (∂U/∂T )V = CV . Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå
âûðàæåíèÿ â δQ è âûäåëèì ìíîæèòåëü ïåðåä dT , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé (∂Q/∂T )P = CP . Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå:

CP − CV =

[(
∂U

∂V

)

T

+ P

](
∂V

∂T

)

V

.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè è êî-
ýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ:

(
∂U

∂V

)

T

=
a

V 2
,

(
∂V

∂T

)

P

= αV,

îêîí÷àòåëüíî èìååì:

CP − CV =

(
P + a

V 2

)
RV

PV − a
V

+ 2ab
V 2

. (2.31)

Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå Ìàéåðà: CP − CV = R.

ä) Åñëè ïðîöåññ â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè îä-
íîãî èç ïàðàìåòðîâ S, P, V, T, òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñâÿçûâàåò ëèøü
äâå èç òðåõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí P, V, T. Åñëè ïðîöåññ àäèàáàòè÷åñêèé
(δQ = 0 → S = const), òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì àäèàáàòû.Ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå àäèàáàòû
dS = 0 â íàøåì ñëó÷àå (ñì. (2.26)) äàåò:

R

V − b
dV +

CV

T
dT = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

R ln(V − b) + CV ln T = const,

èëè, ïîòåíöèðóÿ,

(V − b)RTCV = const, T (V − b)
R

CV = const. (2.32)

Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà (2.32 ) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Ïóàññîíà :

PV γ = const, γ = CP /CV .

Çàäàíèå: ïîëó÷èòü óðàâíåíèå àäèàáàòû â ïåðåìåííûõ P, V.
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ã) Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè F èç (2.11) èìååì:

F = U − TS = CV T − a

V
−RT ln(V − b)− CV T ln T + U0 − TS0.

Ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.11 ) − (
∂F
∂V

)
T
ñíîâà

äàåò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (2.21).
Èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ðàñøèðåíèè ãàçà îò îáúåìà

V1 äî îáúåìà V2 ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ãàçîì, äàåòñÿ èçìåíåíèåì (óáûëüþ)
ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Äåéñòâèòåëüíî:

WT =

V2∫

V1

P dV = −
V2∫

V1

(dF )T = [F (V1)− F (V2)]T ,

äëÿ ñèë Âàí�äåð�Âààëüñà ïîëó÷àåì:

WT = a

(
1

V2

− 1

V1

)
+ RT ln

V2 − b

V1 − b
.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà WT = RT ln(V2/V1) áîëüøå, ÷åì WT .

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

2-6. Ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû δW è êîëè÷åñòâà
òåïëîòû δQ íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè äèôôåðåíöèàëàìè.
2-7. Ïóñòü ðåàëüíûé ãàç îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Äèòåðè÷è:

(
P +

a

V 5/2

)
(V − b) = RT,

ãäå a è b � ýìïèðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå. Íàéòè òå æå õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî
è â ïðèìåðå 4 (ñ÷èòàòü, ÷òî ∂CV /∂T = 0).
2-8. Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè Ìàêñâåëëà, ïîêàçàòü, ÷òî

(
∂CV

∂V

)

T

= T

(
∂2P

∂T 2

)

V

.

2-9. Äîêàçàòü, ÷òî â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé ñèëû
A = A(a, T ), ñîîòâåòñòâóþùåé ñîïðÿæåííîìó âíåøíåìó ïàðàìåòðó a,
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

(
∂T

∂A

)

a

(
∂A

∂a

)

T

(
∂a

∂T

)

A

= −1.
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2-10. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ:

CP − CV = T

(
∂P

∂T

)

V

(
∂V

∂T

)

P

= −T

(
∂P

∂T

)2

V

/ (
∂P

∂V

)

T

.

2-11. Íàéòè èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ãàçà Âàí�äåð�Âààëüñà ïðè ñâî-
áîäíîì ðàñøèðåíèè (â ïóñòîòó) îò îáúåìà V1 äî îáúåìà V2 (ïðîöåññ
Ãåé�Ëþñcàêà).
2-12. Äëÿ ãàçà Âàí�äåð�Âààëüñà âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû èçîòåð-
ìè÷åñêîãî ñæàòèÿ κT = −(∂V/∂P )T /V è òåðìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ
β = (∂P/∂T )V /P, à òàêæå ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå îáùåãî òåðìîäèíàìè-
÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ α = κT βP (α îïðåäåëåíî â ïðèìåðå 4).

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà:
[2, ãë.4,��2�4], [4, ãë.1,��1�12,18], [5, ãë.1�5], [7, ÷.3,ãë.4,��23�31].

3. Ìåõàíè÷åñêîå è ñòàòèñòè÷åñêîå
îïèñàíèå ìàêðîñèñòåì

Ìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå ìàêðîñèñòåì
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà â îòëè÷èå îò òåðìîäèíàìèêè èñõîäèò èç îïðå-

äåëåííûõ ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé î ìèêðîñêîïè÷åñêîì ñòðîåíèè âåùå-
ñòâà. Âñëåäñòâèå ýòîãî åå âûâîäû óæå íå ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè, è
ñïðàâåäëèâû â ðàìêàõ òîé èëè èíîé ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëè. Ìîæ-
íî ñêàçàòü,÷òî ñòàòôèçèêà � ýòî ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ ôèçèêà ìàêðîñêîïè-
÷åñêèõ ñèñòåì. Çíàÿ çàêîíû ïîâåäåíèÿ è õàðàêòåðèñòèêè ìèêðî÷àñòèö,
ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó, íàäî ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòèêè âñåé ñèñòåìû â
öåëîì. Â ïðèíöèïå âîçìîæíû äâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ñîñòîÿíèÿ ìàêðî-
ñèñòåì: ìåõàíè÷åñêèé è ñòàòèñòè÷åñêèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç N(N ∼ 1023) ÷àñòèö. Î÷åâèäíî,
÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè åå ìèêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòî-
ÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì Nf îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è Nf îáîáùåí-
íûõ èìïóëüñîâ (f � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû êàæäîé ÷àñòèöû ñèñòåìû).
Ýâîëþöèþ ñèñòåìû âî âðåìåíè ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå (êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ):

q̇k =
∂H

∂pk

,

ṗk = −∂H

∂qk

.





k = 1, 2, . . . , Nf. (3.1)
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Çäåñü H = H(q, p) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñèñòåìû. Ñðåäíåå (ïî âðå-
ìåíè) çíà÷åíèå ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû F , ÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèåé
q è p, îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

< F >= F = lim
T→∞

1

T

T∫

0

F(q(t), p(t), t) dt. (3.2)

Òàêîé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ìàêðîñèñòåì ìîæåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ
âïîëíå åñòåñòâåííûì, òåì áîëåå, ÷òî â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå áûëè
ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ î äâèæåíèè ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö.
Îäíàêî äëÿ ëþáîãî ôèçè÷åñêè èíòåðåñíîãî ñëó÷àÿ ìû èìååì 2Nf
óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðûõ íàòàëêèâàåòñÿ íà ñåðüåçíûå òðóäíîñòè,
ñâÿçàííûå ñ íåâîçìîæíîñòüþ êîððåêòíîãî çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Âñå ýòî óêàçûâàåò íà áåñïåðñïåêòèâíîñòü ÷èñòî ìåõàíè÷åñêîãî ïîäõîäà
ê îïèñàíèþ ìàêðîñèñòåì. Ê òîìó æå â ñèñòåìàõ, ñîñòîÿùèõ èç áîëüøîãî
÷èñëà ÷àñòèö, ïðîÿâëÿþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü
ñâåäåíû ê ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèì, òàê êàê îíè îáóñëîâëåíû ñòàòèñòè÷åñêèì
õàðàêòåðîì ïîâåäåíèÿ ÷àñòèö â ñèñòåìå. Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ
ýòèõ ñïåöèôè÷åñêè íîâûõ ÿâëåíèé íåîáõîäèìû íîâûå ìåòîäû. È âñå
æå ìåõàíè÷åñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ââåñòè ðÿä ïîíÿòèé, ïîëåçíûõ
äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìåòîäà: ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, ôàçîâûå òî÷êè,
ïîâåðõíîñòè è äð.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî è åãî ýëåìåíòû

Îïðåäåëèì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êàê 2Nf � ìåðíîå ãåîìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ Nf îáîáùåííûõ êîîð-
äèíàò è Nf îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ. Ëþáîå âîçìîæíîå ìèêðîñîñòîÿíèå
ñèñòåìû èçîáðàçèòñÿ òîãäà òî÷êîé â ýòîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èçìå-
íåíèå ìèêðîñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñî âðåìåíåì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé ëèíèåé, òàê íàçûâàåìîé ôàçîâîé
òðàåêòîðèåé. Î÷åâèäíî, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ñàìîïå-
ðåñåêàòüñÿ (ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå äîëæíî áûòü
îäíîçíà÷íûì). Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç îäíó òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ìîæåò ïðîõîäèòü òîëüêî îäíà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ.

Ïðèìåð 5
Ïîñòðîèòü ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-
ðà (÷àñòîòà � ω, ýíåðãèÿ � E, ìàññà � m).
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Ðåøåíèå:

Ïðè ïîñòðîåíèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâà ïîäõîäà.

Ïåðâûé ñïîñîá:

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä:

H(q, p) =
p2

2m
+

mω2

2
q2.

Íà îñíîâå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3.1) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ ñèñòåìû:

q̈ + ω2q = 0, ãäå ω =
√

k/m.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

q(t) = A sin (ωt + α), p(t) = mAω cos (ωt + α).

A è α � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñêëþ÷èâ èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë
ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè, ïîëó÷èì èñêîìóþ ôàçîâóþ
òðàåêòîðèþ: ( q

A

)2

+
( q

mAω

)2

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè ðàâíûìè A è mAω. Ýíåðãèÿ îñöèë-
ëÿòîðà ïîñòîÿííà è ðàâíà:

E =
p2(t)

2m
+

mω2q2(t)

2
=

kA2

2
,

ñëåäîâàòåëüíî A =
√

2E/k.

Âòîðîé ñïîñîá:

Îí îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû E � èíòåãðàë äâèæåíèÿ,
ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
H(q, p) = E, îòêóäà ïîëó÷àåì:

(
q(t)

q0

)2

+

(
p(t)

p0

)2

= 1.
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Ýòî óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè: q0 =
√

(2E)/(mω)2 è p0 =
√

2mE.
Äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëü-
íûì, òàê êàê íå òðåáóåò ñîñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ïðèìåð 6
Îïðåäåëèòü ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ òåëà ìàññû m, êîòîðîå äâèæåòñÿ â ïî-
ñòîÿííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå èç òî÷êè z0 ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0,
íàïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî ââåðõ.

Ðåøåíèå:

Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé, ñëåäîâàòåëüíî äëÿ íàõîæäåíèÿ
ôàçîâîé òðàåêòîðèè óäîáíåå èñïîëüçî-
âàòü âòîðîé ñïîñîá, îñíîâàííûé íà çà-
êîíå ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè:

p0
2

2m
+mgz0 =

p2

2m
+mgz, ãäå p0 = mv0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

z =
p2

0 − p2

2m2g
+ z0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé, êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñóíêå.

Ïðèìåð 7
Íàéòè ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû ìàññû m, äâèæóùåéñÿ â âÿçêîé
æèäêîñòè ñ òðåíèåì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ñêîðîñòè: F = −κq̇. Â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè (t = 0) ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè
(q0, p0).
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Ðåøåíèå:

Â äàííîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî äèññèïàöèÿ ýíåðãèè, ïîýòîìó äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïðèìåíÿåì ïåðâûé ñïîñîá. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ q̈ + (κ/m)q̇ = 0 èùåì â âèäå q(t) = exp (kt). Ñîñòàâèâ è ðå-
øèâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì äâà çíà÷åíèÿ: k1 = 0 è
k2 = −κ/m. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî
çàïèñàòü êàê:

q(t) = C1e
−({/m)t + C2.

Êîíñòàíòû C1 è C2 èùåì èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïîëó÷àåì:

C1 = −p0

κ
, C2 = q0 +

p0

κ
.

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìååì:

q(t) = q0 +
p0

κ
− p0

κ
e−

{t
m , p(t) = p0e

−{t
m .

Èñêëþ÷èâ âðåìÿ t èç ñèñòåìû ýòèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
ôàçîâîé òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé è ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñóíêå:

p0 − p = κ (q − q0), ãäå tg α = κ.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

3-1. Íàéòè ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m è çàðÿäîì e,
ïîìåùåííîé â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòè ε.
3-2. Íà÷åðòèòü ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì çåðêàëüíî îòðàæàþùèì
ñòåíêàì ÿùèêà. Ðàçìåðû ÿùèêà â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ 2a.
3-3. Îïðåäåëèòü è íà÷åðòèòü ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m è
ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì e, äâèæóùåéñÿ â ïîëå íåïîäâèæíîãî çàðÿäà e1.
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Íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå r0, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0 = 0. Ðàññìîòðåòü
ñëó÷àè e · e1 > 0 è e · e1 < 0.
3-4. Îïðåäåëèòü è íà÷åðòèòü ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ äëÿ ôèçè÷åñêîãî
ìàÿòíèêà ìàññû m, ìîìåíò èíåðöèè êîòîðîãî I è ïðèâåäåííàÿ äëèíà L.
Ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ:

1)E0 > 2mgL; 2)E0 = 2mgL; 3)E0 < 2mgL.

(E0 � íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà).

×àñòî âñå êîîðäèíàòû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà áûâàþò ñâÿçàíû íåêî-
òîðûì ñîîòíîøåíèåì f(q, p) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî cîîòíîøåíèå çàäàåò
ïîâåðõíîñòü (ôàçîâóþ ïîâåðõíîñòü, ãèïåðïîâåðõíîñòü) â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Âàæíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ýíåðãèè, çàäàâà-
åìàÿ óðàâíåíèåì (íàïðèìåð, îíî ïîÿâëÿåòñÿ, åñëè ñèñòåìà èçîëèðîâàíà):

H(q, p) = E (E − ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ). (3.3)

Äàâàÿ ïðèðàùåíèå ∆qi è ∆pi îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì qi è îáîáùåí-
íûì èìïóëüñàì pi(i = 1, 2, . . . , Nf), ïîëó÷èì ýëåìåíò îáúåìà â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå:

∆Γ ≡ ∆q∆p =

Nf∏
i=1

∆qi ∆pi.

Ó÷åò ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà ïîçâîëÿåò ââåñòè â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìèíèìàëüíûé îáúåì ∆Γ0 :

∆Γ0 = (2π~)Nf . (3.4)

Èìåííî îí ñ ó÷åòîì êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ñîñòîÿ-
íèþ è çàìåíÿåò òåì ñàìûì ôàçîâóþ òî÷êó. Òîãäà, î÷åâèäíî, âåëè÷èíà
g = ∆Γ/ ∆Γ0 áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ÷èñëî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé â
ôàçîâîì îáúåìå ∆Γ.
Â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíà ôàçîâîãî îáúåìà äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

Γ =

∫

(f(q,p)=0)

dq dp ≡
∫

(f(q,p)=0)

Nf∏
i=1

dqi dpi, (3.5)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå îãðàíè÷åíî çàìêíóòîé ãèïåð-
ïîâåðõíîñòüþ f(q, p) = 0.
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Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

×àñòî âàæíî çíàòü, êàê ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ýëåìåíò ôàçîâîãî îáúåìà.
Ýòî íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ïîòîìó ÷òî âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ôàçîâîé
òî÷êè, èçîáðàæàþùåé ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, â ýëåìåíòå ôàçîâîãî îáúåìà
dΓ ïðîïîðöèîíàëüíà åãî âåëè÷èíå. Åñëè ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû çà-
ìêíóòû, òî åñòü ïîä÷èíÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà, òî
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî òî÷åê â åäèíèöå ôàçîâîãî îáúåìà ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ïðè åãî äâèæåíèè îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Â ýòîì ñìûñë òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ î ñîõðàíåíèè ôàçîâîãî îáúåìà: ôàçîâûé îáúåì, ñîñòàâëåííûé
èç îäíèõ è òåõ æå ôàçîâûõ òî÷åê, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå ìåíÿåòñÿ.
Ôîðìà ôàçîâîãî îáúåìà ïðè ýòîì ìîæåò èñêàæàòüñÿ.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ôîðìóë âñÿ ñîâîêóïíîñòü êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
(q1, q2, ..., qNf ; p1, p2, ..., pNf ) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ îäíèì ñèìâîëîì (X), ïî-
ëàãàÿ

qk = Xk, pk = XNf+k, (k = 1, 2, ..., Nf). (3.6)
Ïóñòü ôàçîâûå òî÷êè X0, çàêëþ÷åííûå â ôàçîâóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü G0,
îáðàçóþò â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 ôàçîâûé îáúåì

Γ(0) =

∫

G0

dX0. (3.7)

Â ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t ãèïåðïîâåðõíîñòü G0 äåôîðìèðóåòñÿ
â ãèïåðïîâåðõíîñòü Gt è îãðàíè÷åííûé åþ îáúåì Γt ðàâåí

Γ(t) =

∫

Gt

dX t =

∫

G0

D(t)dX0, (3.8)

ãäå D(t) = det ‖∂X t
i/ ∂X0

j

∥∥ � ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü (ÿêîáèàí)
ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò X0 ê X t. Åñëè |D(0)| = |D(t)| = 1, òî Γt = Γ0,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôàçîâûé îáúåì íå ñîõðàíÿåòñÿ.

Ïðèìåð 8
Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ ñëó÷àÿ óïðóãî ñòàëêèâà-
þùèõñÿ øàðîâ ñ ìàññàìè m1 è m2, äâèæóùèõñÿ ïî îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå:
Ïðè óïðóãîì ñòîëêíîâåíèè øàðîâ âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè è èìïóëüñà:

p1
2

2m1

+
p2

2

2m2

=
p′1

2

2m1

+
p′2

2

2m2

,
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p1 + p2 = p′1 + p′2.

Âûðàçèì p′1 è p′2 ÷åðåç íà÷àëüíûå èìïóëüñû p1 è p2, äëÿ ÷åãî ïðåîáðàçóåì
ïåðâîå ðàâåíñòâî ê ñëåäóþùåìó âèäó:

m2(p1 − p′1)(p1 + p′1) = m1(p
′
2 − p2)(p2 + p′2).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç âòîðîãî ðàâåíñòâà p1 − p′1 = p′2 − p2, ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé, êîòîðóþ ëåãêî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî p′1 è p′2 :

{
m2(p1 + p′1) = m1(p2 + p′2),

p1 + p2 = p′1 + p′2.

Îòñþäà íàéäåì:

p′1 =
m1 −m2

m1 + m2

p1 +
2m1

m1 + m2

p2,

p′2 = −m1 −m2

m1 + m2

p2 +
2m2

m1 + m2

p1.

Î÷åâèäíî, ÷òî:
∂p′i
∂qj

= 0,
∂q′i
∂qj

= δi,j.

Ñîñòàâèì ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 m1−m2

m1+m2

2m1

m1+m2

0 0 2m2

m1+m2
−m1−m2

m1+m2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −(m1 −m2)
2 + 4m1m2

(m1 + m2)
2 = −1.

Òàê êàê |D(t)| = 1, òåîðåìà Ëèóâèëëÿ âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèìåð 9
Ïðîâåðèòü òåîðåìó Ëèóâèëëÿ äëÿ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-
ðà, äâèæóùåãîñÿ ñ ìàëûì òðåíèåì (F = −κq̇, ω À κ/m).
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Ðåøåíèå:
Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

mq̈ = −kq − κq̇ èëè q̈ +
κ
m

q̇ + ω2q = 0.

Çäåñü ω =
√

k/m. Ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èùåì â
âèäå: q(t) = C exp(αt).
Ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:α2 + (κ/m)α + ω2 = 0, äëÿ êî-
òîðîãî íàõîäèì êîðíè:

α = − κ
2m

±
√
κ2

4m2
− ω2 ≈ − κ

2m
± iω, òàê êàê ω À κ/m.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

q(t) = e(− {t
2m

)(A sin ωt + B cos ωt),

p(t) = me(− {t
2m

)
[
(Aω cos ωt−Bω sin ωt)− κ

2m
(A sin ωt + B cos ωt)

]
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òðåíèå ìàëî, âòîðûì ñëàãàåìûì â p(t) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ q(t) = q0 è p(t) = p0 äàþò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü
êîíñòàíòû è : A = p0/(mω), B = q0.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

3-5. Ïðîâåðèòü òåîðåìó Ëèóâèëëÿ äëÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ: à) ïî
èíåðöèè; á) ðàâíîóñêîðåííî.
3-6. Ïðîâåðèòü òåîðåìó Ëèóâèëëÿ äëÿ ÷àñòèöû ìàññû m, äâèæóùåéñÿ â
âÿçêîé æèäêîñòè ñ òðåíèåì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ñêîðîñòè (F = −κq̇).
3-7. Ïðîâåðèòü òåîðåìó Ëèóâèëëÿ äëÿ ÷àñòèö â ïîñòîÿííîì ïîëå òÿæå-
ñòè, äëÿ êîòîðûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ôàçîâûå òî÷êè ñîñòàâ-
ëÿëè òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A(z0, p0), B(z0 + a, p0), C(z0, p0 + b).

Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåìû

Îïðåäåëèì ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû êàê îïðåäåëåííûé
íàáîð òåõ èëè èíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, âåëè÷èíû êîòîðûõ
íàéäåíû èç ýêñïåðèìåíòà. Â ñòàòèñòè÷åñêîì ìåòîäå èçíà÷àëüíî íå ñòà-
âÿò öåëü óêàçàòü, êàêîå êîíêðåòíî ìèêðîñîñòîÿíèå (q, p) äàííîé ñèñòå-
ìû ñîîòâåòñòâóåò åå çàäàííîìó ìàêðîñîñòîÿíèþ. Âìåñòî ýòîãî ïûòàþòñÿ
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"óãàäàòü"âåðîÿòíîñòü òîãî èëè èíîãî ìèêðîñîñòîÿíèÿ (q, p) â ñèñòåìå ñ
îïðåäåëåííûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ, òî åñòü çàäàòü ôàçîâîå ðàñïðåäåëå-
íèå W (q, p) (êðàòêî åãî ÷àñòî íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì ). Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû, ïðè÷åì âèä èõ óíèâåðñà-
ëåí è îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ñïîñîáîì âûäåëåíèÿ ñèñòåìû èç îêðóæàþùåé
ñðåäû. Èìåííî â ýòîì ïðîÿâëÿþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè íîâîãî òèïà � ñòàòè-
ñòè÷åñêèå, êîòîðûå èìåþò ìåñòî òîëüêî â ìàêðîñèñòåìàõ ñ ÷èñëîì ÷àñòèö
ïîðÿäêà ÷èñëà Àâîãàäðî (ïðèìåð � èçâåñòíîå èç ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêè
ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà).

Ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ
W (q, p) è êîíêðåòíîé àòîìíî�ìîëåêóëÿðíîé ìîäåëè ñèñòåìû äëÿ ðàñ÷å-
òà åå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìåòîäàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Õîòÿ ïî ñâîåé ñóòè ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàê-
òåð, ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìåòîäà òåðìîäèíàìè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû îáëàäàþò âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ýòî åñòü ñëåä-
ñòâèå ìàêðîñêîïè÷íîñòè ñèñòåìû, òî åñòü áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö â íåé,
áëàãîäàðÿ ÷åìó êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíèõ
çíà÷åíèé îêàçûâàþòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè.

Ñ÷èòàÿ ðàñïðåäåëåíèå W (q, p) èçâåñòíûì, ïåðå÷èñëèì åãî îñíîâíûå
ñâîéñòâà.
1. Ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî áûòü íîðìèðîâàíî:

∫
W (q, p) dq dp = 1. (3.9)

Èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó. Îòñþäà íàõîäèòñÿ
íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà ðàñïðåäåëåíèÿ.
2. Âèä ðàñïðåäåëåíèÿ íå äîëæåí çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî ñîñòîÿíèÿ ëþ-
áîé èç ïîäñèñòåì, îí îïðåäåëÿåòñÿ âëèÿíèåì âñåãî îêðóæåíèÿ â öåëîì .
3. Âèä ðàñïðåäåëåíèÿ íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ïîäñèñòåìû.
4. Åñëè èññëåäóåìóþ ñèñòåìó ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè (ïîäñèñòåìû), òî
èìååò ìåñòî ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü:

W (q1, p1; q2, p2) = W (q1, p1) W (q2, p2). (3.10)

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò,÷òî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì íàõî-
äèòñÿ îäíà èç ïîäñèñòåì, íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé
äðóãèõ ïîäñèñòåì.
5. Ýðãîäè÷åñêàÿ ãèïîòåçà. Íà ýêñïåðèìåíòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷å-
ñêîé âåëè÷èíû F = F(q(t), p(t)) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå ïî âðåìåíè



35

(ñì. ôîðìóëó( 3.2) ). Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè âìåñòî ñðåäíåãî ïî
âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåå ïî ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì, âçÿòûõ â îäèí ìî-
ìåíò âðåìåíè:

< F >= F =

∫

(q,p)

F(q, p) W (q, p) dq dp.

Ïðåäïîëîæåíèå î òîæäåñòâåííîñòè ñðåäíèõ ïî âðåìåíè è ñðåäíèõ ïî àí-
ñàìáëþ äî ñèõ ïîð íå èìååò ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà è íîñèò íàçâàíèå
ýðãîäè÷åñêîé ãèïîòåçû . Äëÿ ýðãîäè÷íûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ Ft = F = F,
ôàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü çàâèñèò îò q è p òîëüêî ÷åðåç ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà,
òî åñòü

W (q, p) = W {H(q, p)} .

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèò îò òèïà
òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, èëè � ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ � îò õàðàêòåðà ñâÿçè ñèñòåìû ñ âíåøíèìè òåëàìè. Íàèáîëüøèé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äâà âèäà ñèñòåì � àäèàáàòè÷åñêè èçîëèðîâàí-
íûå, èìåþùèå ñòðîãî îïðåäåëåííóþ ýíåðãèþ E, è èçîòåðìè÷åñêèå,
íàõîäÿùèåñÿ â êîíòàêòå ñ òåðìîñòàòîì îïðåäåëåííîé òåìïåðàòóðû T .
Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñèñòåìàì ñòàòèñòè÷åñêèå àíñàìáëè íàçûâàþòñÿ
ìèêðîêàíîíè÷åñêèì è êàíîíè÷åñêèì. Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû èõ
ñâîéñòâà íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà:

[2, ãë.1,�3], [3, ãë.2,��4�6], [4, ãë.4,��40�43], [6, ãë.5,��1�6].

4. Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
Ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííóþ ñèñòåìó, èìåþùóþ ñòðîãî îïðåäåëåííóþ
ýíåðãèþ E, òî åñòü

H(q, p, a) = E = const. (4.1)
Çäåñü a � ñîâîêóïíîñòü âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàäàíèÿ
ìàêðîñîñòîÿíèÿ êîíêðåòíîé ñèñòåìû. Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî êàæäîå ìèêðî-
ñîñòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìèêðîêàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ, ðåàëèçóåòñÿ
ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ (ïîñòóëàò ðàâíîâåðîÿòíîñòè), ñëåäîâà-
òåëüíî

W (q, p) =

{
const, ïðè H(q, p, a) = E,

0, ïðè H(q, p, a) 6= E.
(4.2)
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Ôàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (4.2), â íàøåì ñëó-
÷àå ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç δ -ôóíêöèþ Äèðàêà:

W (q, p) =
1

g(E, a)
δ{E −H(q, p, a)}. (4.3)

Âûðàæåíèå (4.3) íàçûâàåòñÿ ìèêðîêàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì Ãèáá-
ñà. Âåëè÷èíà g(E, a) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ , òî åñòü ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ïðèõî-
äÿùååñÿ íà åäèíè÷íûé èíòåðâàë ýíåðãèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ g(E, a) òðå-
áóåòñÿ îïðåäåëèòü ÷èñëî ñîñòîÿíèé Γ(E, a) ñèñòåìû ñ ïîëíîé ýíåðãèåé
H(q, p, a) 6 E (îáúåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, çàêëþ÷åííûé âíóòðè ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè ýíåðãèè H(q, p, a) = E) :

Γ(E, a) =

∫

{H(q,p,a)6E}

dqdp

N !(2π~)Nf
. (4.4)

Òîãäà
g(E, a) =

(
∂Γ(E, a)

∂E

)

a

. (4.5)

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó â êëàññè÷å-
ñêîé ñòàòèñòèêå ïðîâîäèòñÿ ñ ââåäåíèåì îáåçðàçìåðèâàþùåãî ìíîæèòå-
ëÿ [N !(2π~)Nf ]−1, êàê ýòî è ñäåëàíî â ôîðìóëå (4.4). Ýòîò ìíîæèòåëü
ïðè êëàññè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè îòðàæàåò ïðîÿâëåíèå êâàíòîâûõ çàêî-
íîâ â äâèæåíèè îòäåëüíûõ ÷àñòèö. Çäåñü (2π~)Nf åñòü ìèíèìàëüíûé îáú-
åì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 2Nf , ñâÿçàííûé ñ ñîîòíîøåíè-
åì íåîïðåäåëåííîñòåé ïðè ïåðåõîäå ê êâàçèêëàññè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ
(ñìîòðè ôîðìóëó (3.4). Ìíîæèòåëü 1/N ! îòðàæàåò íåðàçëè÷èìîñòü òîæ-
äåñòåñòâåííûõ ÷àñòèö. Äåéñòâèòåëüíî, N ! êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, âîç-
íèêàþùèõ ïðè ïåðåñòàíîâêå ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîé ôàçîâîé
òî÷êå, äîëæíû áûòü òîæäåñòâåííû äðóã äðóãó (ïðèíöèï òîæäåñòâåííî-
ñòè â êâàíòîâîé òåîðèè).

Ýíòðîïèÿ è òåìïåðàòóðà èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ âû-
ðàæåíèÿìè:

S = k · ln Γ; T =

(
∂S

∂E

)−1

. (4.6)

Äëÿ àäèàáàòè÷åñêè èçîëèðîâàííûõ ñèñòåì ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:
(

∂Γ

∂ai

)

E

= Ai g(E, a), (4.7)



37

ãäå Ai = −
(

∂H
∂ai

)
� îáîáùåííàÿ ñèëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàìåòðó ai. Äëÿ

ïðîñòûõ ñèñòåì, ïîëàãàÿ a = V, A = P (äàâëåíèå), èç (4.6) ïîëó÷àåì:

P =
1

g(E, a)

(
∂Γ

∂V

)

E

=

(
∂Γ

∂V

)

E

/(
∂Γ

∂E

)

V

. (4.8)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.
Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà Γ(E, a), îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (4.3),
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ðàñ÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêîé èçîëèðîâàííûõ ñèñòåì.
Îäíàêî åå âû÷èñëåíèå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàòàëêèâàåòñÿ íà ñåðüåç-
íûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè.

Ïðèìåð 10
Íàéòè ôàçîâûé îáúåì ÷àñòèöû ìàññû m, ñâîáîäíî äâèæóùåéñÿ â
îáúåìå V.

Ðåøåíèå:
×àñòèöà èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû, ïîýòîìó äëÿ ôàçîâîãî îáúåìà Γ
çàïèøåì:

Γ =
1

(2π~)3

∫

{H=
p2
x+p2

y+p2
z

2m
6E}

dpx dpy dpz

∫

V

dx dy dz.

Âíà÷àëå ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì
x, y è z, êîòîðûå äàþò îáúåì V . Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðîåêöèÿì èì-
ïóëüñîâ px, py è pz íåîáõîäèìî íàéòè îáúåì ñôåðû ðàäèóñà R =

√
2mE.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

Γ =
4

3(2π~)3
π (2mE)3/2 V.

Ïðèìåð 11
Íàéòè ôàçîâûé îáúåì Γ äëÿ äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû, ñâîáîäíî äâèæó-
ùåéñÿ â îáúåìå V ñ ýíåðãèåé E.

Ðåøåíèå:
Íà ïåðâîì ýòàïå ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà äëÿ äâóõàòîìíîé ìîëå-
êóëû. Åå äâèæåíèå ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåçàâèñèìûõ: ñâîáîäíîå äâè-
æåíèå öåíòðà òÿæåñòè ìîëåêóëû ñ ìàññîé m = m1+m2, êîòîðîå õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ êîîðäèíàòàìè x, y è z, è äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ðîòàòîðà
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ñ ïðèâåäåííîé ìàññîé µ = m1m2

m1+m2
è ìîìåíòîì èíåðöèè I = m1m2

m1+m2
r2 (ãäå

r � ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè â ìîëåêóëå), êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ óãëà-
ìè θ è ϕ . Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èìååò 5 ñòåïåíåé ñâîáîäû. Çàïèøåì
êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ T = µ

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëó÷èì: T = µ
2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 ϑ

)
= Tr + Tθ,ϕ, ãäå

Tθ,ϕ =
p2

θ

2µr2
+

p2
ϕ

2 µr2 sin2 θ
.

Çäåñü pθ è pϕ � îáîáùåííûå èìïóëüñû:

pθ =
∂T

∂θ̇
= µr2θ̇,

pϕ =
∂T

∂ϕ̇
= µr2 sin2 θ ϕ̇.

Â íàøåì ñëó÷àå Tθ,ϕ� ÷àñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âðàùåíèþ ðîòàòîðà. Äîáàâèâ ñþäà ñëàãàåìîå, êîòîðîå îïèñûâàåò ïîñòó-
ïàòåëüíîå äâèæåíèå ìîëåêóëû, ïîëó÷èì ïîëíóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà
ñèñòåìû:

H =
p2

x + p2
y + p2

z

2m
+

p2
θ

2I
+

p2
ϕ

2 I sin2 θ
.

Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïèòü ê ðàñ÷åòó ôàçîâîãî îáúåìà Γ:

Γ =
1

(2π~)5

∫

H6E

dx dy dz dϕ dθ dpx dpy dpz dpθ dpϕ.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: p2
x

2mE
= P 2

1 ,
p2

y

2mE
= P 2

2 , p2
z

2mE
= P 2

3 ,
p2

θ

2IE
= P 2

4 ,
p2

ϕ

2 I sin2 θE
= P 2

5 . Ïðè ýòîì ñðàçó ìîæíî ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî x, y, z
è ϕ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

Γ =
2πV (2mE)3/2 2IE

(2π~)5

π∫

0

sin θdθ

∫

P
i

P 2
i 61

5∏
i=1

dPi.

Îáúåì ãèïåðñôåðû ðàçìåðíîñòè n = 5 è åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ðàâåí: (ñì.
ïóíêò 3 ìàòåìàòè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ)

V5 =
π5/2

Γ(7/2)
.
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

Γ =
8πV (2m)3/2I(πE)5/2

Γ(7/2)(2π~)5
.

Ïðèìåð 12
Ðàññ÷èòàòü ýíòðîïèþ è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ àäèàáàòè÷åñêè
èçîëèðîâàííîãî èäåàëüíîãî ãàçà èç N ìîëåêóë ñ ýíåðãèåé E. Ãàç çàêëþ-
÷åí â îáúåìå V.

Ðåøåíèå:
à) Êîíêðåòèçèðóåì íàáîð îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ

xi, yi, zi, pxi
, pyi

, pzi
(i = 1, . . . , N).

á) Çàïèñûâàåì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà

H(q, p, a) =
1

2m

N∑
i=1

(p2
xi

+ p2
yi

+ p2
zi
) +

N∑
i=1

U(xi, yi, zi),

ãäå:

U(x, y) =

{
U(x, y) = 0, åñëè (xi, yi, zi) ∈ V,

∞, åñëè (xi, yi, zi) /∈ V.

â) Ðàññ÷èòûâàåì ôàçîâûé îáúåì Γ :

Γ =
1

N ! (2π~)3N

∫

{H(q,p,a)6E}

N∏
i=1

dxi dyi dzi dpxi
dpyi

dpzi
.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòàì äàåò îáúåì V N . Îáúåì â ïðîñòðàíñòâå
èìïóëüñîâ îãðàíè÷åí ïîâåðõíîñòüþ

1

2m

N∑
i=1

(p2
xi

+ p2
yi

+ p2
zi
) = E.

Ýòî ñôåðà ðàçìåðíîñòè 3N è ðàäèóñà R =
√

2mE. Îíà çàíèìàåò îáúåì:

V3N =
π

3N
2

Γ(3N
2

+ 1)
(2mE)

3N
2 .
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Â ðåçóëüòàòå ôàçîâûé îáúåì

Γ =
(2πmE)

3N
2

Γ(3N
2

+ 1) N !(2π~)3N
V N .

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

4-1. Íàéòè ôàçîâûé îáúåì Γ äëÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì:
à) � äëÿ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ýíåðãèåé E è çàðÿäîì
e, ïîìåùåííîãî â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòè ε.
á) � äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â îáúåìå V è îáëàäàþùåé
ýíåðãèåé E (E2 = c2p2 + m2c4).
4-2. Íàéòè ýíòðîïèþ è òåìïåðàòóðó äëÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû N
íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ (÷àñòîòû
îñöèëëÿòîðîâ îäèíàêîâû è ðàâíû ω). Óêàçàíèå: ïðîâåñòè çàìåíó ïåðå-
ìåííûõ â èíòåãðàëå, îïðåäåëÿþùåì Γ, ñâåäÿ óñëîâèå èíòåãðèðîâàíèÿ ê
óðàâíåíèþ ãèïåðñôåðû.
4-3. Íàéòè âåëè÷èíó ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà äëÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû
N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, ïî-
ìåùåííûõ â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòè ε (÷àñòîòà
îñöèëëÿòîðà ω, çàðÿä e, ìàññà m. )
4-4. Íàéòè ýíòðîïèþ è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ èçîëèðîâàííîãî
äâóõàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà N ìîëåêóë, çàêëþ÷åííîãî â îáúåì V.
Êàæäóþ ìîëåêóëó ñ÷èòàòü ðîòàòîðîì ñ ìîìåíòîì èíåðöèè I è ìàññîé m.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà:

[2, ãë.2,�2], [3, ãë.2,��10], [4, ãë.4,�46].

5. Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà
Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ðåàëüíûõ
ïðèëîæåíèÿõ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ
äâóìÿ ïðè÷èíàìè: âî-ïåðâûõ, êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå îïèñûâàåò ñè-
ñòåìó ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå, à ýòî óñëîâèå íàèáîëåå ïðîñòî îñó-
ùåñòâèòü íà ýêñïåðèìåíòå; âî-âòîðûõ, îíî çíà÷èòåëüíî óäîáíåå äëÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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Ïóñòü èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ìîæåò îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèåé ïðè T =
const ñ áîëüøîé ñèñòåìîé (òåðìîñòàòîì). Îáùóþ ñèñòåìó ìîæåì ñ÷è-
òàòü èçîëèðîâàííîé è äëÿ åå îïèñàíèÿ èñïîëüçîâàòü ìèêðîêàíîíè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç {q, p} è {Q,P} îáîáùåííûå êîîð-
äèíàòû è èìïóëüñû èññëåäóåìîé ñèñòåìû è òåðìîñòàòà ñîîòâåòñòâåííî,
òî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ èçîòåðìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà
îñíîâàíèè òåîðåìû ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èç ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ:

W (q, p) =

∫

(Q,P )

1

g(E, a)
δ {E −H(q, p; Q,P )} dQdP. (5.1)

Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì è èìååò âèä:

W (q, p) =
1

Z
exp

(
−H(q, p, a)

kT

)
= exp

(
F −H(q, p, a)

kT

)
. (5.2)

Íàïîìíèì, ÷òî q è p � ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ âñåõ ÷àñòèö,
ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó. H(q, p, a) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà âñåé ñèñòåìû.
F = F (a, T ) � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Z � èíòåãðàë ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû, îïðåäåëÿåìûé èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:

Z =

∫

(q,p)

exp

(
−H(q, p, a)

kT

)
dq dp

N ! (2π~)Nf
. (5.3)

Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì êîîðäèíàò è èì-
ïóëüñîâ. Èíòåãðàë ñîñòîÿíèÿ Z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíóþ ðàñ÷åòíóþ
õàðàêòåðèñòèêó èçîòåðìè÷åñêîé ñèñòåìû. Âû÷èñëèâ Z, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü îñíîâíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû:

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F = −k T ln Z
Ýíòðîïèÿ S = − (

∂F
∂T

)
V

= k
(
ln Z + T ∂

∂T
ln Z

)
Ýíåðãèÿ ñèñòåìû U ≡ E = F + T · S = k T 2 ∂

∂T
ln Z

Îáîáùåííàÿ ñèëà Ai = −
(

∂F
∂ai

)
T

= k T ∂
∂ai

ln Z

Òåïëîåìêîñòü CV =
(

∂E
∂T

)
V

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ P = − (
∂F
∂V

)
T

(5.4)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü
[
N !(2π~)Nf

]−1

, êàê ýòî ñëåäóåò èç (5.4), íå
âëèÿåò íà òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû è ïðè ðàñ÷åòàõ
ìîæåò áûòü îïóùåí.
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Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû F(q, p, a) ïî êàíîíè-
÷åñêîìó àíñàìáëþ ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê

< F >= F =

∫

(q,p)

F 1

Z
exp

(
−H(q, p, a)

kT

)
dq dp

N ! (2π~)Nf
. (5.5)

Ïðèìåð 13

Äâóõàòîìíûé ãàç èç N ìîëåêóë (M � ìàññà ìîëåêóëû, I � ìîìåíò
èíåðöèè) íàõîäèòñÿ â îáúåìå V ïðè òåìïåðàòóðå T . Íàéòè èíòåãðàë ñî-
ñòîÿíèÿ Z, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, âíóòðåííþþ ýíåðãèþ è òåïëîåìêîñòü.

Ðåøåíèå:

Òàê êàê ãàç ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì, òî ìîæíî ðàññ÷èòàòü èíòåãðàë ñîñòîÿ-
íèÿ äëÿ îäíîé ìîëåêóëû Zi, à çàòåì ïåðåéòè ê âåëè÷èíå ZN :

Zi =

∫
e−

Hi
kT dpx dpy dpz dpθ dpϕ dθ dϕ

dx dy dz

(2π~)5
,

ãäå
Hi =

M(ẋ2 + ẏ2 + ż2)

2
+

p2
θ

2I
+

p2
ϕ

2I sin2 θ
.

Ïðîâîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷èì:

Zi =
V

(2π~)5

∞∫

−∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞

e−
p2
xi

+p2
yi

+p2
zi

2MkT dpxi
dpyi

dpzi

π∫

0

dθ

2π∫

0

dϕ·

·
∞∫

−∞

e−
p2
θ

2IkT dpθ

∞∫

−∞

e−
p2
ϕ

2IkT sin2 θ dpϕ =

=
V (2πMkT )3/2(2πIkT )1/22π

(2π~)5N

π∫

0

(2πIkT sin2 θ)
1
2 dθ =

=
8π2IV

(2π~)5
(kT )

5
2 (2πM)

3
2 .

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü âûðàæåíèåì äëÿ èíòåãðàëà Ïóàññîíà (ïóíêò 2 ìà-
òåìàòè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ). Òîãäà

ZN =
ZN

i

N !
=

(8π2IV )N(kT )
5N
2 (2πM)

3N
2

N ! (2π~)5N
.
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Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ:

P = −
(

∂F

∂V

)

T

, ãäå F � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ,

F = −kT ln Z.

Îòñþäà
P = NkT/V, PV = NkT.

Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà:

E = k T 2 ∂

∂T
ln Z =

5

2
NkT.

Äëÿ òåïëîåìêîñòè ãàçà CV =
(

∂E
∂T

)
V
ïîëó÷àåì: CV = 5

2
Nk.

Ïðèìåð 14

Öèëèíäð âûñîòîé H ñ îñíîâàíèåì ðàäèóñà R çàïîëíåí èäåàëüíûì ãàçîì
è âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω îòíîñèòåëüíî îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
îñíîâàíèþ è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð. Îïðåäåëèòü èíòåãðàë ñîñòîÿ-
íèÿ ãàçà â öèëèíäðå, åñëè îáùåå ÷èñëî ìîëåêóë ãàçà â íåì N, à ìàññà
îòäåëüíîé ìîëåêóëû m.

Ðåøåíèå:

Ïðè âðàùåíèè öèëèíäðà âîêðóã îñè Z ñî ñêîðîñòüþ ~Ω âñå ìîëåêóëû
ãàçà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öèëèíäðîì, çàêðó÷èâàþòñÿ â ïðîòè-
âîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè è ïðèîáðåòàþò äîáàâêó ê ñêîðîñòè. Ïîëó÷àåì
~v ′ = ~v −

[
~Ω, ~r ′

]
. Çäåñü ~v ′ è ~r ′ � ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòè è êîîðäèíà-

òû îòíîñèòåëüíî âðàùàþùåãîñÿ öèëèíäðà, ~v � ñêîðîñòè â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà i-é ÷àñòèöû ãàçà â êîîðäèíàòàõ, ñâÿ-
çàííûõ ñ öèëèíäðîì:

Hi(~r
′, ~p ′) = ~p ′~v ′ − Li(~v

′, ~r ′),

ãäå ~p ′ =
∂L(~v ′, ~r ′)

∂~v ′
.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä:

Li =
mv2

2
=

m(~v ′ + [~Ω, ~r ′])2

2
.
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Òîãäà äëÿ H(~r ′, ~p ′) ïîëó÷èì:

Hi(~r
′, ~p ′) =

mv ′2

2
− m

2

[
~Ω, ~r ′

]2

.

Çíàÿ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà, ïðèñòóïàåì ê ðàñ÷åòó èíòåãðàëà ñîñòîÿíèÿ
Zi :

Zi =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞

H∫

0

R∫

0

2π∫

0

e−
(p2

x+p2
y+p2

z)

2kTm dpx dpy dpz e
m

2kT
(Ωρ)2ρ

dρ dϕ dz

(2π~)3
.

Ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîëó÷àåì:

Zi =
(2πmkT )

3
2

(2π~)3

2πHkT

mΩ2

(
e

m
2kT

Ω2R2 − 1
)

=

=
Z0

(2π~)3

2kT

mΩ2R2

(
e

m
2kT

Ω2R2 − 1
)

,

ãäå Z0 = (2πmkT )3/2πR2H � èíòåãðàë ñîñòîÿíèÿ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò.

F = F0 −NkT ln

[
2kT

mΩ2R2

(
e

m
2kT

Ω2R2 − 1
)]

,

E = E0 + NkT − NmΩ2R2

2
(
1− e

m
2kT

Ω2R2
) .

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

5-1. Âû÷èñëèòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, âíóòðåííþþ ýíåðãèþ, ýíòðîïèþ è
òåïëîåìêîñòü CV äëÿ ñèñòåìû N íåñâÿçàííûõ ëèíåéíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ, íàõîäÿùèõñÿ ïðè òåìïåðàòóðå T.
5-2. Âû÷èñëèòü ñâîáîäíóþ è âíóòðåííþþ ýíåðãèþ äëÿ íåãàðìîíè÷åñêîãî
ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = βx4.
5-3. Äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà èç N ìîëåêóë,
çàêëþ÷åííîãî â îáúåìå V, âû÷èñëèòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, âíóòðåííþþ
ýíåðãèþ, ýíòðîïèþ, òåïëîåìêîñòü CV è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ.
5-4. Íàéòè âíóòðåííþþ ýíåðãèþ, òåïëîåìêîñòü CV è óðàâíåíèå ñî-
ñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî êëàññè÷åñêîãî ãàçà èç N ìîëåêóë â îáúåìå
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V, ìîëåêóëû êîòîðîãî èìåþò ýíåðãèþ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ìîäóëþ
èìïóëüñà: Hi = c|~pi|.
5-5. Íàéòè ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, âíóòðåííþþ ýíåðãèþ è òåïëîåìêîñòü
ñòîëáà èäåàëüíîãî ãàçà âûñîòîé h è ïëîùàäüþ S, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëå
ñèëû òÿæåñòè.
5-6. Äëÿ èçîòåðìè÷åñêîé ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ N ëèíåéíûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, ïîìåùåííîé â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå íàïðÿæåííîñòè ε, ðàññ÷èòàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, âíóòðåííþþ
ýíåðãèþ è ýíòðîïèþ ( ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà � ω, çàðÿä � e, ìàññà � m).
5-7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ñîñòîÿíèé äëÿ äâóõàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà,
çàêëþ÷åííîãî â îáúåìå V, ñ ó÷åòîì êîëåáàíèé â ìîëåêóëàõ. Êîëåáàíèÿ
ñ÷èòàòü ãàðìîíè÷åñêèìè è ìàëûìè, òî åñòü |r − r0| << r0, ãäå r0 �
ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè ïðè ðàâíîâåñèè.
5-8. Íàéòè âíóòðåííþþ ýíåðãèþ è òåïëîåìêîñòü äëÿ ñèñòåìû N àíãàðìî-
íè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = (mω2x2)/2 + βx4.
5-9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ñîñòîÿíèé äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, ñîñòîÿùåãî
èç N äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë ñ ïîñòîÿííûì äèïîëüíûì ìîìåíòîì ~p0,
ïîìåùåííîãî â ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ ε.

Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà ïî ýíåðãèè
Â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî âçÿòü

ýíåðãèþ E âìåñòî (q, p). Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåííîãî çíà-
÷åíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ (q, p) â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè Ãà-
ìèëüòîíà H(q, p) äîëæíà áûòü ðàâíà âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåííîãî çíà÷å-
íèÿ ýíåðãèè:

W (q, p) dq dp = W (E) dE, (5.6)

dq dp = dΓ =
∂Γ

∂E
dE = g(E, a) dE, (5.7)

îòñþäà
W (E) =

1

Z
exp

(
− E

kT

)
g(E, a), (5.8)

ãäå g(E, a) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.4-4.5). Èíòåãðàë ñîñòîÿíèÿ â
ýòèõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä:

Z =

∞∫

0

exp

(
− E

kT

)
g(E, a) dE. (5.9)

Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøå-
íèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàñ÷åòå ôëóêòóàöèé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí (ëåììû
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Ãèááñà) . Ïóñòü U = U(q, p, a) � ñðåäíåå îò ïðîèçâîëüíîé ìåõàíè÷åñêîé
âåëè÷èíû ïî êàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ, òîãäà äëÿ U ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå:

∂U

∂θ
=

1

θ2
(U − U)(H −H) (5.10)

� ïåðâàÿ ëåììà Ãèááñà,

∂U

∂a
− ∂U

∂a
= −1

θ
(
∂H

∂a
− ∂H

∂a
)(U − U) (5.11)

� âòîðàÿ ëåììà Ãèááñà. Çäåñü θ = kT.
Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü òåîðåìó î

ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû
è òåîðåìó î âèðèàëå.

Kn =
1

2
pn

∂H

∂pn

=
kT

2
, (5.12)

òî åñòü cðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà êàæäóþ ñòå-
ïåíü ñâîáîäû, ðàâíà kT/2. Cðåäíèé âèðèàë îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû ðàâåí
kT/2 :

1

2
qn

∂H

∂qn

=
kT

2
. (5.13)

Èñïîëüçîâàíèå ýòîé òåîðåìû ïîçâîëÿåò ëåã÷å íàõîäèòü ýíåðãèþ è òåï-
ëîåìêîñòè ðàçëè÷íûõ ãàçîâ, òâåðäûõ òåë è ò.ä. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
ïðè âûâîäå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçîâàëàñü êëàññè÷åñêàÿ (íåðåëÿòèâèñò-
ñêàÿ) ñâÿçü ýíåðãèè ñ èìïóëüñîì. Ïîýòîìó äëÿ ñèñòåì, ÷àñòèöû êîòîðûõ
íå ïîä÷èíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèì çàêîíàì, ñîîòíîøåíèÿ (5.12) è (5.13) íå
èìåþò ìåñòà.

Ïðèìåð 15

Èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç, ñîñòîÿùèé èç N ÷àñòèö, íàõîäèòñÿ â
òåðìîñòàòå ñ òåìïåðàòóðîé T . Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãàç èìååò
ïîëíóþ ýíåðãèþ, çíà÷åíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå îò E äî E+dE.
Íàéòè íàèáîëåå âåðîÿòíîå è ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè.

Ðåøåíèå:

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà:

dw(E) =
1

Z
exp

(
− E

kT

)
g(E) dE = w(E) dE, (5.14)
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òî åñòü íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü Z è g(E). g(E) = (∂Γ/∂E)V , ãäå ôàçîâûé
îáúåì äëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà ðàâåí:

Γ =
V N(2πmE)

3N
2

N ! (2π~)3NΓ
(

3N
2

+ 1
) = C E

3N
2 .

Çäåñü C = V N (2πm)
3N
2

N ! (2π~)3NΓ( 3N
2

+1)
, ñëåäîâàòåëüíî,

g(E) = C
3N

2
E

3N
2
−1.

Èíòåãðàë ñîñòîÿíèÿ Z ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (5.14):

Z = C
3N

2

∞∫

0

e−
E
kT e

3N
2
−1 dE = C

3N

2
(kT )

3N
2 Γ

(
3N

2

)
.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì ãàììà-ôóíêöèè(ïóíêò 1 ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî äîïîëíåíèÿ). Ïîäñòàâëÿåì g(E) è Z â (5.14) :

dw(E) =
e−

E
kT C E

3N
2
−1 3N

2

C 3N
2

(kT )
3N
2 Γ

(
3N
2

) dE =

=
1

Γ
(

3N
2

)
(

E

kT

) 3N
2

e−
E
kT

dE

E
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîé ýíåðãèè ñèñòåìû íåîáõîäèìî íàéòè
ìàêñèìóì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè w(E) :

w′(E) =
e−

E
kT

Γ
(

3N
2

)
(kT )

3N
2

E
3N
2
−2

(
3N

2
− 1− E

kT

)
= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà:

Env =

(
3N

2
− 1

)
kT ≈ 3N

2
kT, ò.ê. N >> 1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé ýíåðãèè íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü èíòåãðàë:

< E >=

∞∫

0

E dw(E) =
1

Γ
(

3N
2

)
(kT )

3N
2

∞∫

0

e−
E
kT E

3N
2 dE =
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=
1

Γ
(

3N
2

)
(kT )

3N
2

(kT )
3N
2

+1Γ

(
3N

2
+ 1

)
=

3

2
NkT.

Âèäíî, ÷òî Env =< E > .

Ïðèìåð 16
Îïðåäåëèòü < En > (n > 0) äëÿ îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà, ñî-
ñòîÿùåãî èç N ÷àñòèö. Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì, íàéòè ñðåä-
íþþ êâàäðàòè÷íóþ α =

√
< (E− < E >)2 > è ñðåäíþþ îòíîñèòåëüíóþ

δ = α/ < E > ôëóêòóàöèè ýíåðãèè.
Ðåøåíèå:

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ < En > â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðàâèëîì ïðîâåäåì
óñðåäåíåíèå ýòîé âåëè÷èíû ïî ðàñïðåäåëåíèþ dw(E), ïîëó÷åííîìó â
ïðåäûäóùåé çàäà÷å:

< En >=

∞∫

0

En dw(E) =
1

Γ
(

3N
2

)
(kT )

3N
2

∞∫

0

Ene−
E
kT E

3N
2
−1 dE =

=
Γ

(
3N
2

+ n
)
(kT )

3N
2

+n

Γ
(

3N
2

)
(kT )

3N
2

= (kT )n Γ
(

3N
2

+ n
)

Γ
(

3N
2

) .

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, áóäåì èìåòü:

α =
√

< (E− < E >)2 > =
√

< E2 > − < E >2 =

= kT


Γ

(
3N
2

+ 2
)

Γ
(

3N
2

) −
[

Γ
(

3N
2

+ 1
)

Γ
(

3N
2

)
]2




1
2

=

= kT

[
3N

2

(
3N

2
+ 1

)
−

(
3N

2

)2
] 1

2

= kT

√
3N

2
.

Îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ δ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ èäåàëüíîãî
îäíîàòîìíîãî ãàçà < E >= 3/2 NkT, ðàâíà:

δ =

√
3N/2 kT

3/2 NkT
=

√
2/3

1√
N

.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí äðóãèì ñïîñîáîì, åñëè èñïîëüçîâàòü
ïåðâóþ ëåììó Ãèááñà. Ïîëàãàÿ â ôîðìóëå (5.10) U = H(q, p, a), ïîëó÷àåì:

∂ < H >

∂θ
=

1

θ2
< (H− < H >)2 >, ãäå < H >=< E >
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Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ýíåðãèè ðàâíà:

δ =

√
< (H− < H >)2 >

< H >
=

θ

< H >

√
∂ < H >

∂θ
,

èëè, çàìå÷àÿ, ÷òî ∂ < H > /∂T = ∂ < E > /∂T = CV , èìååì

δ =
kT

< E >

√
CV

k
.

Ïîäñòàâèâ ñþäà < E >= 3/2 NkT è òåïëîåìêîñòü äëÿ îäíîàòîìíîãî èäå-
àëüíîãî ãàçà CV = 3/2 Nk, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

δ =
√

2/3
1√
N

.

Ïðèìåð 17
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìåõàíè÷åñêóþ âåëè÷èíó U(p, q, a). Äîêàçàòü,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

∂U

∂θ
=

1

θ2
(U − U)(H −H) (ïåðâàÿ ëåììà Ãèááñà).

Ðåøåíèå:
Óñðåäíèì âåëè÷èíó U(p, q, a) ïî êàíîíè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ:

U =

∫
U(q, p, a) exp

(
F −H(q, p, a)

θ

)
dq dp.

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F ïðè ýòîì åñòü ôóíêöèÿ θ è a. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì
U ïî θ :

∂U

∂θ
=

∫
U(q, p, a) exp

(
F −H(q, p, a)

kT

)[
F ′

θ
− F −H(q, p, a)

θ2

]
=

= − 1

θ2
U(F −H(q, p, a))+

F ′

θ
U = −F U

θ2
+

U H

θ2
+

F ′ U
θ

=
U H

θ2
−U

θ2
(F−θF ′).

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå Ãèááñà � Ãåëüìãîëüöà

F − θ
∂F

∂θ
= E = H,

ïîëó÷èì
∂U

∂θ
=

1

θ2
(U H − U H) =

1

θ2
(U − U)(H −H),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
5-10. Íàïèñàòü äëÿ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà êàíîíè÷å-
ñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèè.
5-11. Íàéòè âåðîÿòíîñòü äàííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E äëÿ èçîòåðìè-
÷åñêîé ñèñòåìû N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ.
5-12. Íàéòè âåðîÿòíîñòü äàííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E äëÿ èçîòåðìè÷åñêî-
ãî èäåàëüíîãî äâóõàòîìíîãî ãàçà èç N ÷àñòèö â îáúåìå V . Îïðåäåëèòü
íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè è åå îòíîñèòåëüíóþ ôëóê-
òóàöèþ.
5-13. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î âèðèàëå, íàéòè ñðåäíþþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû,
äâèæóùåéñÿ âî âíåøíåì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì U(q) = αq2n (n � íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî).

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà:

[1, ãë.3,�28], [2, ãë.2,�3], [3, ãë.3,��11�14,17,18], [6, ãë.6,��2�4].

6. Áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
Ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò ìåñòî äëÿ èçîòåðìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïåðåìåí-
íûì ÷èñëîì ÷àñòèö.

Òåðìîäèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûì
÷èñëîì ÷àñòèö

Î÷åíü ÷àñòî âçàèìîäåéñòâèå ïîäñèñòåìû ñ îêðóæåíèåì íå ñâîäèòñÿ
ê îäíîìó îáìåíó ýíåðãèåé, íî âêëþ÷àåò òàêæå è îáìåí ÷àñòèöàìè. Â
ðåçóëüòàòå ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ, îòëè÷à-
þùèõñÿ ÷èñëîì ÷àñòèö N . Èçìåíåíèå ýíåðãèè dU â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî
ñîäåðæàòü ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå dN :

dU = T dS − P dV + µ dN. (6.1)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èçìåíÿòñÿ è äèôôåðåíöèàëû äðóãèõ òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ:

dF = −S dT − P dV + µ dN, (6.2)

dI = T ST + V dP + µ dN, (6.3)
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dΦ = −S dT + V dP + µ dN. (6.4)
Âåëè÷èíà µ õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèê
ñèñòåìû â ðàñ÷¼òå íà îäíó ÷àñòèöó ïðè óâåëè÷åíèè èëè óìåíüøåíèèè
÷èñëà ÷àñòèö è íàçûâàåòñÿ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ñèñòåìû. Ïîñêîëü-
êó äèôôåðåíöèàëû (6.1-6.4) ïîëíûå, äëÿ µ ìîæíî çàïèñàòü:

µ =

(
∂U

∂N

)

S,V

=

(
∂F

∂N

)

T,V

=

(
∂I

∂N

)

S,P

=

(
∂Φ

∂N

)

T,P

. (6.5)

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà U = const è V = const, äëÿ µ èç (6.1) ïîëó÷àåì:

µ = −T

(
∂S

∂N

)

U,V

. (6.6)

Âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû � àääèòèâíûå ôóíêöèè, ïðè èçìå-
íåíèè êîëè÷åñòâà âåùåñòâà (òî åñòü N) â íåêîòîðîå ÷èñëî ðàç îíè èç-
ìåíÿþòñÿ âî ñòîëüêî æå ðàç. Ðàññìîòðèì òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
Φ = Φ(P, T, N). Òàê êàê P è T ïîñòîÿííû ïðè ìåíÿþùåìñÿ ÷èñëå ÷à-
ñòèö â ñèñòåìå (â ñëó÷àå, êîãäà ñîõðàíÿåòñÿ îáùåå òåðìîäèíàìè÷åñêîå
ðàâíîâåñèå), òî èç àääèòèâíîñòè Φ ñëåäóåò:

Φ(P, T, N) = Nϕ(P, T ). (6.7)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî (6.5), ïîëó÷èì:

µ =

(
∂Φ

∂N

)

P,T

= ϕ(P, T ) = Φ/N. (6.8)

Òàêèì îáðàçîì: 1) µ�"óäåëüíûé"(îòíåñåííûé ê îäíîé ÷àñòèöå) òåðìî-
äèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ãèááñà. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ Φ, ìîæíî çàïè-
ñàòü:

µ = ϕ(P, T ) = u− sT + vP ; u =
U

N
; s =

S

N
; v =

V

N
; (6.9)

u, s, v � óäåëüíûå ýíåðãèÿ, ýíòðîïèÿ è îáúåì ñîîòâåòñòâåííî.
2) â ïåðåìåííûõ (P, T ) µ íå çàâèñèò îò N (â äðóãèõ ïåðåìåííûõ çàâè-
ñèìîñòü µ îò N îñòàåòñÿ). Èç ñîîòíîøåíèé (6.8) è (6.4) ñëåäóåò, ÷òî:

dµ = −s dT + v dP. (6.10)

Äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö óäîáíî ââåñòè íî-
âûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω = Ω(V, T, µ), îïðåäåëèâ åãî êàê:

Ω(V, T, µ) = F − µN. (6.11)
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Èç îïðåäåëåíèé Φ = F + PV è Φ = µN ïîëó÷èì:

Ω = −PV. (6.12)

Èç (6.11) è (6.12) ñëåäóåò:

dΩ = dF − µ dN −N dµ = −S dT − P dV −N dµ. (6.13)

Âåëè÷èíà Ω â ïåðåìåíûõ (V, T, µ) íàçûâàåòñÿ áîëüøèì òåðìîäèíàìè-
÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ( èëè Ω � ïîòåíöèàëîì ). Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë
dΩ � ïîëíûé, òî èç (6.13) ñëåäóåò:

S = −
(

∂Ω

∂T

)

V,µ

; P = −
(

∂Ω

∂V

)

S,µ

; N = −
(

∂Ω

∂µ

)

V,T

. (6.14)

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè N ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê < N > ïðè ñòàòè-
ñòè÷åñêîì îïèñàíèè ñèñòåì. Ω�ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí òîëüêî
ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà ñîäåðæèò íåñêîëüêî ñîðòîâ ÷àñòèö Ni, â
(6.13) ñëåäóåò çàìåíèòü µ dN íà

∑
i

µi dNi, ãäå µi = (∂U/∂Ni)S,V . Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì èçìåíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.7),(6.11).

Ôîðìàëüíî ââåäåííàÿ âåëè÷èíà µ èìååò âàæíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë �
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå ñ ïåðå-
ìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö.

à) Åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òåðìîñòàòå è ìîæåò îáìåíèâàòüñÿ ñ íèì
÷àñòèöàìè ( òàê íàçûâàåìûé "äèôôóçèîííûé êîíòàêò"), òî óñëîâèå ðàâ-
íîâåñèÿ åñòü:

Tñèñò. = Tòåðì.; µñèñò. = µòåðì.. (6.15)
á) Âàæíûì è ÷àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ ñëó÷àåì ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâ-

íîâåñèå â ñèñòåìå, íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåì ïîëå ñèë. Åñëè ñèëû äîïóñêà-
þò ââåäåíèå ïîòåíöèàëà U(~r), òî ýíåðãèþ, îòíåñåííóþ ê îäíîé ÷àñòèöå,
ìîæíî çàïèñàòü êàê:

u = u0 + U(~r). (6.16)
Ñîîòâåòñòâåííî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû ïðèîáðåòàåò âèä:

µ = µ0 + U(~r), (6.17)

ãäå µ0 � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû â îòñóòñòâèå ïîëÿ U(~r).
Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ òàêîé ñèñòåìû èìååò âèä:

µ(~r) = µ0 + U(~r) = const. (6.18)
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Òàêèì îáðàçîì, âî âíåøíåì ïîëå ñèë çíà÷åíèå µ0 îêàçûâàåòñÿ ïåðåìåí-
íûì îò òî÷êè ê òî÷êå è ðàâíîâåñíàÿ ñèñòåìà ìîæåò îêàçàòüñÿ ôèçè÷åñêè
íåîäíîðîäíîé.

â) Åñëè îäíîêîìïîíåíòíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ îäíîðîäíûõ ôàç
(æèäêîñòü � ïàð, âîäà � ëåä è ò.ä.) ñ õèìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè µ1 è µ2,
òî óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ ôàç áóäåò:

T1 = T2; P1 = P2; µ1(P, T ) = µ2(P, T ). (6.19)

Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåì ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì
÷àñòèö

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö áó-
äåò ñîäåðæàòü èõ ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè
÷èñëî ÷àñòèö ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Òàêèõ ñèñòåì ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì
÷àñòèö áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîé ðåàëüíîé ñèñòåìå ñ ïå-
ðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö, ñîñòàâëÿåò áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü.

Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ â ñèñòåìå N ÷àñòèö ñ êîîðäèíàòàìè è èì-
ïóëüñàìè â èíòåðâàëàõ qN , qN + dqN è pN , pN + dpN åñòü:

dW (qN , pN , N) = W (qN , pN , N)
dqN dpN

N !(2π~)Nf
, (6.20)

ãäå

W (qN , pN , N) = exp

(
1

kT
[Ω(V, T, µ) + µN −HN(qN , pN)]

)
(6.21)

è åñòü áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà. Èç óñëîâèÿ íîðìè-
ðîâêè:(îáðàòèòå âíèìàíèå íà îáÿçàòåëüíîå ïðèñóòñòâèå ñóììèðîâà-
íèÿ ïî ÷èñëó ÷àñòèö!)

∞∑
N=0

∫
W (qN , pN , N)

dqN dpN

N !(2π~)Nf
= 1 (6.22)

ñëåäóåò

e−
Ω

kT ≡ Z =
∞∑

N=0

e
µN
kT

∫
e−

HN (qN ,pN )

kT
dqN dpN

N !(2π~)Nf
≡

∞∑
N=0

e
µN
kT ZN , (6.23)

ZN � èíòåãðàë ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ÷àñòèö N.

Ω = −kT ln Z. (6.24)
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Ω �ïîòåíöèàë ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìå. Çíàÿ âåëè÷èíó Ω,
ìîæíî ñîãëàñíî (6.14) ðàññ÷èòàòü ýíòðîïèþ S, P (óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ)
è ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö N. Çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì (6.12) óðàâíåíèå ñî-
ñòîÿíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç Z :

P V = kT ln Z. (6.25)

Ýíåðãèþ ñèñòåìû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç óðàâíåíèå Ãèááñà-Ãåëüìãîëüöà:

E = Ω− T

(
∂Ω

∂T

)

V,µ

− µ

(
∂Ω

∂µ

)

V,T

= Ω + TS + µN. (6.26)

Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ â ñèñòåìå îïðåäåëåííîãî ÷èñëà ÷àñòèö áóäåò:

W (N) =

∫
W (qN , pN , N)

dqN dpN

N !(2π~)Nf
. (6.27)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû F = F(qN , pN , N)
åñòü:

F =
∞∑

N=0

∫
F(qN , pN , N)W (qN , pN , N)

dqN dpN

N !(2π~)Nf
. (6.28)

Òàê, íàïðèìåð, ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå:

N =
∞∑

N=0

N

∫
W (qN , pN , N)

dqN dpN

N !(2π~)Nf
. (6.29)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî áîëüøîå êàíàíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì ÷àñòèö, ïî-
ñêîëüêó ýòî äàåò çíà÷èòåëüíûå òåõíè÷åñêèå ïðåèìóùåñòâà (îñîáåííî â
êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå). Ðàçëè÷èå â ïðèìåíåíèè (6.20) ê ñèñòåìàì ñ ïå-
ðåìåííûì è ïîñòîÿííûì ÷èñëîì ÷àñòèö ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâîì
ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå èñòî÷íèêà (ðåçåðâóàðà) ÷àñòèö è âåëè-
÷èíà õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ýòîãî èñòî÷-
íèêà (µñèñò. = µòåðìîñòàòà) (òàê æå êàê äëÿ èçîòåðìè÷åñêîé ñèñòåìû
Tñèñò. = Tòåðìîñòàòà). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå ïî-
ñòîÿííî, âåëè÷èíà µ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè.

Ïðèìåð 18

Èìååòñÿ èäåàëüíûé ãàç ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö, çàêëþ÷åííûé â
îáúåìå V ïðè òåìïåðàòóðå T. Îïðåäåëèòü < N >, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ,
ýíòðîïèþ è âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ñèñòåìû.



55

Ðåøåíèå:

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ñîñòîÿíèÿ Z , êîòîðûé ïîçâîëèò
çàòåì îïðåäåëèòü âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû:

Z = e−
Ω
Θ =

∞∑
N=0

e
µN
Θ

N ! (2π~)Nf

∫
e−

HN (q,p)

Θ dΓ, (6.30)

ãäå

HN(q, p) =
N∑

i=1

1

2m
(p2

xi
+ p2

yi
+ p2

zi
), Θ = kT.

Ïðîâîäÿ â (6.30) èíòåãðèðîâàíèå ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó, ïîëó÷èì:

Z =
∞∑

N=0

1

N !

[
V (2πmkT )

3
2

(2π~)3
e

µ
kT

]N

=
∞∑

N=0

1

N !
fN = ef .

Íàõîäèì áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω(V, T, µ) :

Ω(V, T, µ) = −kT ln Z = −kTf = −kT V e
µ

kT

(
mkT

2π~2

) 3
2

.

Òåïåðü ïðèñòóïàåì ê ðàñ÷åòó òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòå-
ìû:

N = −
(

∂Ω

∂µ

)

V,T

= V

(
mkT

2π~2

) 3
2

e
µ

kT .

Î÷åâèäíî, ÷òî Ω = −kTN.

S = −
(

∂Ω

∂T

)

µ,V

= kN + kT
∂N

∂T
= kN + N

µ

T
+

3

2
kN = kN

(
5

2
− µ

kT

)
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Ãèááñà�Ãåëüìãîëüöà, ïîëó÷èì âíóòðåííþþ
ýíåðãèþ ñèñòåìû:

E = Ω + µN + TS = −kTN + µN + kTN

(
5

2
− µ

kT

)
=

3

2
NkT.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü:

P = −
(

∂Ω

∂V

)

µ,T

=
kT N

V
= −Ω

V
.
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Ïðèìåð 19
Íàéòè âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ N ÷àñòèö â ñèñòåìå, ïðåäñòàâëÿþùåé
ñîáîé èäåàëüíûé ãàç ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö.

Ðåøåíèå:
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî â áîëüøîì êàíîíè÷å-
ñêîì ðàñïðåäåëåíèè ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî îáîáùåííûì êîîðäèíà-
òàì è èìïóëüñàì, êîòîðûå íàñ òåïåðü íå èíòåðåñóþò:

w(N) =
1

N !
e

Ω(V,T,µ)+µN
kT

∫
e−

HN (q,p)

kT
dΓ

(2π~)Nf
=

= e
Ω(V,T,µ)

kT e
µN
kT

1

N !

[
(2πmkT )

3
2

(2π~)3

]N

V N = e
Ω(V,T,µ)

kT
N

N

N !
=

N
N

N !
e−N .

Ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà:

[1, ãë.3,�35], [2, ãë.8,�1], [3, ãë.3,�19], [5, ãë.6,�7], [7, ÷.3,ãë.9,��59 � 60].

Ìàòåìàòè÷åñêîå äîïîëíåíèå

1. Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà:

Γ(α) =

∞∫

0

e−xxα−1 dx (α > 0)

Ïðè ýòîì:
Γ(α + 1) = αΓ(α), Γ(N + 1) = N ! (N� öåëîå), Γ(1

2
) =

√
π, Γ(1) = 1.

2. Èíòåãðàëû âèäà:

I(α) =

∞∫

−∞

xme−αxn

dx,
m = 0, 1, 2 . . . ,
n = 2, 4, 6 . . . .

Â ñëó÷àå íå÷åòíûõ m : I(α) = 0, â ñëó÷àå ÷åòíûõ m :

∞∫

−∞

xme−αxn

dx =
2

n

Γ
(

m+1
n

)

α
m+1

n

.
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×àñòíûé ñëó÷àé:
∞∫

−∞

e−αx2

dx =

√
π

α
(èíòåãðàë Ïóàññîíà).

3. Îáúåì ñôåðû ðàäèóñà R â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

Vn(R) = Cn ·Rn, Cn =
πn/2

Γ (n/2 + 1)
.

4. Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà.
Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N(N >> 1) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

N ! ≈ NNe−N
√

2πN.

5. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïàðàìåòðó.
Ïóñòü èçâåñòåí èíòåãðàë

I(α, β) =

b∫

a

e−αxβ

dx,

òîãäà èíòåãðàë
b∫

a

xβ exp−αxβ

dx

ìîæíî ïîëó÷èòü, âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíóþ:

−∂I(α, β)

∂α
.

Â ÷àñòíîñòè: ∞∫

0

xe−αx2

dx =
1

2α

∞∫

0

x2e−αx2

dx =
π 1

2

4α
3
2

∞∫

0

x3e−αx2

dx =
1

2
α2
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