1. Загальний розв’язок, загальний інтеграл, інтеграли диференціального рівняння. Особливі точки, особливий розв’язок.

Рівняння відносно невідомої функції, в яке вона входить під знаком похідної або диференціала називається диференціальним рівнянням. 
[image: image1.png]=@(tx,c)




Загальний вигляд диф. р.  відносно функції x=x(t) :  

[image: image3267.wmf])
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Окремим випадком цього рівняння є: 
Рівняння (1) не розв’язане відносно явного називається неявним. Числа n в (1) і (2) називаються порядком рівняння. Функція [image: image2.png]=@(tx,c)




 = 0 така, що визначена нею неявна ф-я х = х(t,c) є загальним розв’язком рівняння [image: image4.png]


 (3) називається загальним інтегралом р-ня (3).
x = x(t,c)
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Ця рівність визначає х як неявну ф-ю від t, але і с як неявну ф-ю від t,х.     (4)   Оскільки неявна функція – многозначна, то загальному інтегралу (4) відповідає сім’я функцій [image: image6.png]


 за числом однозначних віток неявної функції.

Якщо x(ₒ)- розв’язок рів-ня (3), то підставивши у (4) одержимо:
[image: image3269.wmf](
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  (5)
Це означає, що [image: image8.png]


 – стала на траєкторіях рівняння(не залежить від t). Функція з такою властивістю – інтеграл рівняння( 3) .

Кожний інтеграл виражає певний закон збереження.

Точка фазового простору – особлива точка явного д.р. 1-го порядку (3), якщо через неї проходять принаймні 2 інтегральні криві р-ня, які не співпадають в жодному околі цієї точки. Розв’язок, графік якого складається ввесь з особливих точок, називається особливим. Особливим розв’яком є тотожно нульовий.

2. Лема Гронуола – Белмана.
Нехай є  невід’ємна функція R ,яка задовольняє на [a,b] нерівність:

[image: image10.png]R() =6 +| [, L(HR(S)aS]|



    (1), to є [a,b]
де  δ, L– невід’ємні число та функція відповідно.

[image: image3270.wmf]å
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Тоді на цьому відрізку        [image: image12.png]R(t) = S exp(] J,, L(S)dS])



        (2)            
Доведення:

Нехай  [image: image14.png]Ad>0,t=tp



 тоді в правій частині (1) модуль можна не писати і можна поділити на неї обидві частини нерівності. Помноживши обидві частини на L(t)≥0 дістанемо:
[image: image15.png]LR(t) =
6+ LIR(S)ds O




[image: image17.png]L(t)R(t)



 - похідна знаменника;
Тому замінивши  t  на  τ  і про інтегрувавши по τ  від  [image: image19.png]


 до t отримаємо:
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↔ 
δ exp([image: image22.png]Ji, L(D)dz



)

(1)→(2) , де модуль можна не писати, бо [image: image24.png]t =ty



 цим лема доведена для [image: image26.png]V6>0,t=0L(t) =0




Нехай  [image: image28.png]Vi >0t=tg



.  Введемо функцію Q:
[image: image30.png]Q(6) = R(to — )



 змінної  [image: image32.png]6el0,to — ul



 тоді за умовою (1) отримуємо:

[image: image33.png]o e
0e) =5+ f HOR®asls=to—xl =6+ f Lito - 0)Q()dr
. A




За очевидними перетвореннями видно, що
[image: image34.png]20) ssexp(f L(tn*r)dr)lr:tnfsl :gsexp(f L(r)dr)
A oo




[image: image36.png]= R() = Q(t — to) < Sexp (J;° L(D)dr) =t=t0L=0 s exp | [, L(x)ar] )



.

Цим лема доведена для  [image: image38.png]Vé>0t=tp



  ,а з урахуванням доведеного раніше доведено для [image: image40.png]Vé>0,t€[ab]



. Випадок [image: image42.png]


,  виводиться за умови граничного переходу при  [image: image44.png]§-0



.

3. Теореми про існування розв’язку на заданому відрізку задачі Коші в інтегральній формі.
Теорема 1. Припустимо, що існують ф-ії [image: image46.png]F:la,b] = R,



, [image: image48.png]L:la, b] = R4



, [image: image50.png]


, [image: image52.png][, F®)dt < oo, [[L(t)dt < oo



, [image: image54.png]


і при всіх [image: image56.png]t€la,blx,y€X



: [image: image58.png]If(t, )| = F(t)(1+ |x])



, [image: image60.png]If(t, x) — f(&, )| = L(t)g(lx —yI)



. Тоді для будь-яких [image: image62.png]to € la, b)



 і [image: image64.png]xp € X



 рівняння [image: image66.png]x(t) = xo+ J f(s,x(s))ds



  має розв’язок на [image: image68.png]


.
Коментар. У теоремі не вимагається ні неперервності, ні обмеженості Fі L.    При a = -1, b = 1, умову [image: image70.png][, F®)dt < oo,



 задовольняє [image: image72.png]F(t)=t|™%a <1




Лема 1(Гронуол, Белман)(для доведення теореми 2) Нехай на деякому відрізку, що містить т. [image: image74.png]


, невід’ємна ф-ція [image: image76.png]


 задовольняє нерівність [image: image78.png]R(t) = 6+ [, LS)R(s)ds|(9)



, де [image: image80.png]§il



– невід’ємне число і ф-ція, тоді на цьому ж відрізку [image: image82.png]R(t) < Gexp {| J,, L(D)dx]]



 (10)
Теорема 2.Нехай виконуються умови [image: image84.png]Jo F@)dt < oo (4), 17,21 < FE&) 1+ x)(7)



, і для кожного N> 0 існують ф-ії [image: image86.png]AN



 : [image: image88.png]Ry =R,



 , [image: image90.png]Ly:la,b] = R U {oo}



 такі що [image: image92.png]qn(+0) = 0(11)



, [image: image94.png][; Ly()dt < eo(12),



 і для всіх [image: image96.png]t € [a,b]



:  [image: image98.png]If(t,x) — f(&, y)| = Ly(®)gn(lx —yl)



 при [image: image100.png]lxlvly| = N(13)



 тоді для будь-яких [image: image102.png]to € [a, b]



, [image: image104.png]xp € X



 (фазовий простір), тоді рівняння [image: image106.png]x(t) = xo+ [, £ (5,x(s))ds



 має розв’язок на [image: image108.png]


.

Доведення.[image: image110.png]G = "/ vy)x



, [image: image112.png]fu(t,x) = f(t, (x)y)



. За побудовою [image: image114.png]s < |x|vIN]
(= |s =161 < Ity



 (14) За означенням ф-ії [image: image116.png]fv



і умовою [image: image118.png]Ifn(6,2)] = FO + Ixly) = |fy(6,0)| = F(O( + |x])



(15). 

 (14),(13) [image: image120.png]= |fy(t.x) — fy(63)] = Ly(Dgy(| )y — Gy



 . Але дивіться рисунки [image: image122.png][)x —nl =[x =yl



(16) 

[image: image123.png](&M



[image: image124.png]@y,

(&N




Тому [image: image126.png]= Ifw(t,0) — fu(t, 9 = Ly(Dan(lx —¥1)



при всіх [image: image128.png]t€la,blx,y€X



. Це разом з нерівністю (15) і умовами (4), (11),(12), показує, щоф-ція [image: image130.png]fv



задовольняє всі умови теореми 1, яка, таким чином, стверджує, що рівняння [image: image132.png]x(®) = xo+ [, fu(s,x())ds(17)



 має розв’язок на [image: image134.png]


. Нехай [image: image136.png]x ()



 - якийсь із розв’язків,т оді із (17) і (15) маємо [image: image138.png](D1 = lxol + A+ | [, F(S)xy(s)lds,



де [image: image140.png]= [, F(s)ds



 ( <[image: image142.png]


за умовою (4)). З останньої нерівності маємо за лемою Гронуола-Белмана : [image: image144.png]lxy(®) =B




, [image: image146.png]t € [a,b]



. Отже , [image: image148.png]fiu(5,25()) = £ (5, 2(s))mpu N > B =



 при [image: image150.png]N > B xy()



 задовольняє рів-ня [image: image152.png]x(t) = xo+ [, £ (5,x(s))ds



. Теорема 2 стверджує те саме, що й 1 теорема, але за слабших умов. Тому т.1 не має самостійного значення і потрібна лише ,  бо на неї спирається т.2

4. Локальна теорема існування розв’язку задачі Коші.
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Попередні відомості:

Задача Коші (1)

[image: image3273.wmf]å
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Рівняння (2):

Теорема 3. Нехай 
[image: image153.wmf]0
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, таке що f неперервна по парі змінних в замкнутій області[image: image3274.wmf]>

<

))

(

)

(

|

...

|

)

(

)

(

(

)

(

)

(

1

)

2

(

t

x

t

A

t

x

t

A

t

t

A

n

=

F

, тоді існує , де R>0. Тоді задача Коші (1) має розв'язок

на 
[image: image154.wmf][
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.                               Доведення:
Нехай функція 
[image: image155.wmf](
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, так що 
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[image: image157.wmf](
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 (18). 

Із неперервності f на замкнутій області П випливає за теоремою Вейєрштраса існування такого числа М, що 
[image: image158.wmf](
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[image: image159.wmf](
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(19)

За теоремою Кантора f рівномірно неперервна на області П, тоді вища функція задовідьняє умову 
[image: image160.wmf](
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Введемо позначення
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 (так що 
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Перенесемо точку в початок координат 
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, тоді 
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(Врахувавши, що 
[image: image165.wmf](
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 доводиться за допомогою тих же самих рисунків, що й лема Гронул.-Беймана) Отже, функція 
[image: image166.wmf]0
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 задовольняє всі умови цієї леми, яка таким чином стверджує, що рівняння (2) з 
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[image: image168.wmf][

]

1

0

,

t

t

 оскільки 
[image: image169.wmf]ò

t1

t0

...

  неперервна величина. Тому існує h>0, таке що 
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[image: image173.wmf]
Таким чином, на цьому відрізку х задовольняє рівняння (2) .Залишається зауважити, що рівняння (2) з неперервною функцією f рівносильне задачі Коші (1).

Теорема доведена.

5.Теорема про продовжуваність розв’язку задачі Коші і наслідок про будову максимальної області існування розв’язку.

Нехай функція  [image: image175.png]


 неперервна на області [image: image177.png][to, +=[ x X



  і задача 1 (задача Коші на [image: image179.png]


) має на [image: image181.png][to, T[



(правий кінець не включається!) розв’язок, обмежений у лівому околі точкою Т, тоді [image: image183.png]3T >T



, таке що задача 1 має розв’язок на [image: image185.png][t T1]



.

Доведення
Позначимо [image: image187.png]K = supg,zear |x(2)|



  (<(за умовою).  За умовою[image: image189.png]


 неперервна в незамкненій області[image: image191.png]{((tx):tp=t <T,|x| =X}



, тому функція [image: image193.png]f(-, x())



 неперервна і обмежена на [image: image195.png][to, TL



 , а це значить, що [image: image197.png]


 інтеграл [image: image199.png]Joof (5, 2(s))ds



 при [image: image201.png]t € lto,T]



( розв’язок рівняння (2) ([image: image203.png]x(t) = xo+ [, f(r,x())dr



) , існуючий за умовою [image: image205.png]q(lx =y



 на [image: image207.png][to, T



  можна до означити  в точці Т за неперервності зліва, поклавши [image: image209.png]x(T) = xo+ [, (5, x(s))ds



. За теоремою 3 (яка стверджує існування розв’язку задачі Коші не на наперед заданому відрізку, а в довільному правосторонньому околі точки [image: image211.png]


(локальна теорема)), [image: image213.png]3T >T



 таке, що рівняння  [image: image215.png]y(8) = x(£) + J; f(5,¥(s))ds



  має розв'язок на [image: image217.png](T, 4]



 і поклавши 


 маємо
[image: image220.png]y(®) = x(©) + [ fs,y(s))ds = xo + [, f5, x())ds + Jp f(5,¥(s))ds



   (20)

Виводимо з (20), що [image: image222.png]2(t) = xo+ [ f(5,2(s))ds, t € [t0,T]



([image: image224.png]z(*)[t0, T]



 рівняння (2), рівносильне з [image: image226.png]


 задачі 1(задача Коші)   з огляду на неперервність [image: image228.png]


.

Наслідок  1 (про будову максимальної області існування розв’язку)

Із теорем 3 і 4 максимальною областю існування розв’язку (як функції від [image: image230.png]


) задачі (1) із неперервної на [image: image232.png][to, +=[ x X



  функцією [image: image234.png]


 є промінь [image: image236.png][to, 2]



 або [image: image238.png][to, "]



          ([image: image240.png]fp<t* <



) причому випадок II має місце тоді і тільки тоді, коли розв’язок необмежений в околі точки [image: image242.png]


.

6. Теорема про неперервну залежність розв’язку задачі Коші в інтегральній формі від початкової умови і наслідки з неї (умови єдиності та існування єдиності).
[image: image244.png]x(t) = x(to) — [, f(s,x(s))ds



(1.2.2)

Рівняння 1.2.2, будучи неперервною функцією, обмежені на будь-якому відрізку.

Теорема.[image: image246.png]()



 - розв'язок рівняння (1.2.2) з [image: image248.png]Xo



, а [image: image250.png]


 - розв'язок цього рівняння з [image: image252.png]


 ,N>0. Припустимо, що для цього розв'язку існує функція [image: image254.png]


 на[image: image256.png][a,b]



 така, що для всіх [image: image258.png]t € [a, b]




[image: image260.png]If(t,x) — &, y)| = L(t)|x —yl



при [image: image262.png][xIVInl =N



 (1), тоді

[image: image264.png]maxg<e<p | £(t) — £(0)] < o — Folexp ([ Lu (D)dt]



(2)

де [image: image266.png]


, [image: image268.png]M = max,<,<p|X(1)]



 (аналогічно і [image: image270.png]


)

◄ Позначимо [image: image272.png]


, [image: image274.png]


. Тоді з 1.2.2 маємо [image: image276.png]2() = 5+ I, (£ (5,7()) - £ (5, ()) ) ds



 , звідки за вибором [image: image278.png]


 і умовою (1):

[image: image280.png]33 neroio 1.2.1 (Tpomyomabeman:
e e

121 < 161+ |1, L () - 12()1ds] = 1291 I6lexp{| [}, Lu(s)as]



 при [image: image282.png]t € [a, b]



. Але [image: image284.png]Ly(s)=0



 тому [image: image286.png]maXaeces |Jp, L (5)ds| < [; L (s)ds



 ►

У теоремі вимагається, що [image: image288.png][; Ly(B)dt < oo



 (3). Але якщо [image: image290.png]


, то як видно з (2) теорема нічого не стверджує. Якщо не вимагати додатково з (3) [image: image292.png]


, то нерівність (2), яка є розв’язком теореми, зумовлює залежність неперервну і рівномірно неперервну від значення [image: image294.png]xo = x(fp)



.

Пара умов (1) і (3), де N пробігає R+  називається локальною умовою Ліпшица. Просто ж умова Ліпшица  (не локальна, а глобальна) полягає у існуванні функції L на [image: image296.png]


 такої, що [image: image298.png][, Lt < oo



 і [image: image300.png]If(t,x) — ft, 3| = L(t)|x —yl



  при всіх [image: image302.png]t € [a, b]



, [image: image304.png]X,y E€X



.

Наслідок 1. (Теорема єдиності розв'язку)

Нехай функція [image: image306.png]


 у рівнянні (1.2.2) задовольняє локальну умову Ліпшица на [image: image308.png][a,b]



, тоді для [image: image310.png]Vxp€EX



 рівняння має не більше одного розв'язку на [image: image312.png][a,b]



(існування хоча б одного не стверджується).

◄ Якщо [image: image314.png]


 два розв’язки, такі, що [image: image316.png]¥(to) = x0 = x(tp)



, то за теоремою 1 [image: image318.png]MaX, <<yl X(2) — (1)



►

[image: image320.png][, F®)dt <o



 (1.2.4) ; [image: image322.png][f(t, x)| = F(x)(1 + |x])



 (1.2.7)

Наслідок 2. (Існування і єдиності розв’язку)

Нехай функція [image: image324.png]


 в (1.2.2) і (1.2.4). Тоді для будь-якого [image: image326.png]xp € X



 рівняння має єдиний розв'язок на [image: image328.png]


.

◄ У частині [image: image330.png]3 HA



 це окремий випадок [image: image332.png](g(r) =7)



 теореми (1.2.2). А єдиність є твердженням наслідку 1.►

Формули, що використовувались при доведеннях

[image: image334.png]x(t) = xo+ [, f(z,x(D) dr



(1.2.2)          [image: image336.png]Fla,b] = R,



, [image: image338.png][, F®)dt <o



 (1.2.4)

[image: image340.png]If(t, )| = F(t)(1+ |x])



 (1.2.7)

7. Метод виключення змінних для систем диференціальних рівнянь.

Диференціальне рівняння x(t)=f(t,x(t)) (1)відносно [image: image342.png]R™ — znayHoi (aboC™ — 3Ha4HOI QyHKLII)



 рівносильне системі рівнянь [image: image344.png]HOESH S




 (2) відносно її компоненти. Кожне явне рівняння довільного порядку зводиться до системи явних рівнянь 1 порядку, тобто до системи (2). Таку систему, де в правій частині немає похідних, називають нормальною. Виконаємо зворотне зведення норм. системи 1 рівняння n-го порядку. Для функції F=F(t,x) (tєR, xєX=[image: image346.png]R™



) використовуємо такі позначення похідних: [image: image348.png]P



 ,             [image: image350.png]


. Якщо x([image: image352.png]


) довільна диференційована функція і F диференційована по сукупності змінних, то за законом диференційованості скалярної функції [image: image354.png]= F(6x®) =F(t.x(0) + F (£x(0) - 1) 3)



. Якщо до того ж х задовольняє (1), то (3) набуває вигляду [image: image356.png]%F(t,x(t)) (6,x(0) + F (£,x(0) - 7 (£, x(0))(4)



 Позначення [image: image358.png]3 k-1
F'=f1,Fk=Fk14Fkig



k=2,…,n Диференціюючи якесь з рівнянь системи (2), наприклад 1-е і використовуючи щоразу формулу (5), дістанемо [image: image360.png]0]

Fr(t,x1(0),

m(6)




Теорема 1: система (6) (разом з пояснюючими рівностями (5)) рівносильна системі (5) у тих точках t, де Якобіан: [image: image362.png]DIF%,..F7"7)
DE®

(6x(®) =0(?)



. Вище ми ввели не спираючись навіть на (7), рівності (6) із (2). Виведемо тепер (1) ([image: image364.png]


(2)) із (6) і (5), при k=2,…,n. [image: image366.png]


=(6)=[image: image368.png]P ex@®) =




. А з іншого боку із (6) і (5) маємо [image: image370.png]


. Порівнюючи з попередньою рівністю: [image: image372.png]Fi (8,x(0) - () — f(£x(®)




. Дописавши до цих рівнянь з переду ріняння системи (6) дістанемо систему A(t, x(t))([image: image374.png]i(t,x () — f(t,x(2))



=0 (8)

де А=[image: image376.png]


 Розкривши визначник цієї матриці по першому рядку бачимо, що detA=[image: image378.png]et
3

_ D(FE

oz
F=y

Fry



 Таким чином умова (7) означає невиродженість матриці A(t, x(t))[image: image380.png]


Накладемо умову [image: image382.png]


 в деякій області сильнішу ніж (7), оскільки [image: image384.png]


 - вільні змінні, а не функції від t. Вона забезпечує за теоремою про неявну функцію існування єдиного розв`язку системи рівнянь:[image: image386.png]


, k=1,…,n-1 відносно [image: image388.png]


з довільними правими частинами. Змінні t і [image: image390.png]


 – відіграють у цій системі роль параметрів. Інакше кажучи існують функції [image: image392.png]Hn1




, такі що: [image: image394.png]


. Тоді пере позначивши [image: image396.png]


 на U можемо переписати перші (n-1) рівностей системи (6) у вигляді [image: image398.png]


, що перетворює останнє рівняння системи до вигляду:[image: image400.png]U0 = F (6B (60, . U2D), .., U2




це і є шукане рівняння n-го порядку рівносильне системі (6). Продемонстрований вище спосіб називається методом виключення невідомих. 

8. Пониження порядку системи методом інтегровних комбінацій

(2.1.1) [image: image402.png]x(t) = f(t, x(2)




(2.1.2) [image: image404.png]


i(t)=f i(t,x(t)), i=[image: image406.png]



Порядок системи (2.1.2) можна понизити знаючи її інтеграли

[image: image408.png]e;(tx(1)) = G



, j=[image: image410.png]


  (1)

Припустимо, що ці інтеграли функціонально незалежні, тобто існують такі номери, що:

[image: image412.png]PPy - Pm)
D(xia,..ocim)

0



  (2)

[image: image414.png]


 –номери решти компонент вектора x; [image: image416.png]yrTm = xin



. Нерівність (2) означає, що [image: image418.png]X', ..

Lxim



 однозначно виражаються через [image: image420.png]


 і t, [image: image422.png]


 :

[image: image424.png]ik — il g
xik = gik(z,y1, )= x'% = gik(t,y 1 (2), ..,y (2), Cy, o) Co).




 k =[image: image426.png]



Замінивши у правих частинах рівнянь з номерами [image: image428.png]


 системи (2.1.2) правими частинами написаних вище рівностей, одержуємо систему відносно (n-m) рівнянь [image: image430.png]



Ті рівняння системи (2.1.2), номери яких не належать [image: image432.png]


 функціонально залежать від рівнянь відносно функцій [image: image434.png]


 і тому в нову систему не включаються. 

Універсального способу знаходження інтегралів системи не існує.

Теорема 1 (Побудова інтеграла зводиться до інтегрування простішої системи)

Нехай [image: image436.png]=6(t,x) — R™




 значна (m<n) диференційована функція така, що [image: image438.png]6+6'f



 залежить від x тільки через [image: image440.png]e(t,x)



, тобто [image: image442.png]


 функція [image: image444.png]R™



 - значна q=q(t,p) (p[image: image446.png]ER™



) така, що

[image: image448.png]6(t,x) + 6'(t,x) f(t,x)




 q(t,[image: image450.png](¢, x)



)      (3) 

Тоді, якщо [image: image452.png]


 - інтеграл рівняння: 

[image: image454.png]


         (4)

[image: image456.png]w(t,x) = Q(z, 6(t,x))



      (5)

[image: image458.png]


 – інтегральне рівняння (2.1.1)

[image: image460.png]


 Нехай x(•) – розв. (2.1.1), тоді  рівність (3) показує,що функція u(•)=[image: image462.png]6(e,x(=))



задов. рівняння  (4), а значить [image: image464.png]Q(t,u(t)) =




. Але [image: image466.png]Q(t,u(t)) = ¥(t, x(t))



 (за рівн. (5))[image: image468.png]



Щоб скористатися Т.1 потрібно підібрати (вгадати! При m=1) ф-ції: [image: image470.png]a(t,x)




 (скалярну) і

[image: image472.png]=p(t.x)




 (Rn-значну, вектор-рядок) такі, що:

1)  ([image: image474.png]adt + fdx)



 є повним диференціалом деякої ф-ції [image: image476.png]=6(t,x)




, тобто [image: image478.png]


, [image: image480.png]



2)  [image: image482.png]


 ф-ція q=q(t,p) така, що [image: image484.png]alt,x) + B(t,x) - f(t,x) = q(t,6(t, x))



.

Оснований на Т.1 спосіб знаходження інтегралів називаэться методом інтегровних комбінацій. Метод інтегрованих комбінацій зручно застосовувати до систем записаних у вигляді

[image: image486.png]dx”
2o (=0, ™)




 (6) – така форма запису наз. симетричною.

Як відомо в пропорціях знамен. може = 0, тоді і чисельник =0. Отже, рівність [image: image488.png]p' =0 =x' = const



. Тому можна вважати , що знам. всіх дробів [image: image490.png]


0. По симетр. формі запису зникає відмінність між незалеж. змінною і ф-цією. Розподіливши ролі довільним чином. Наприклад, прийнявши x за незалеж. змінну і перепознач. на t, перетв. (6) на (2.1.2),  де [image: image492.png]


 . З іншого боку переписавши (2.1.2) у вигляді [image: image494.png]dt



 Перетворюємо цю систему до вигляду, що є перепозначенням (6). Розв’язуючи симетричні системи, користуються відомими властивостями пропорцій:

[image: image496.png]


, то для [image: image498.png]


.
9. Функції від операторів і матриць. Вираз функції від матриці через її власні і приєднані вектори і функцію від  жорданової клітини.

Вектор х назив. приєднаним вектором к-го порядку матриці А, відповідаючим власному значенню λ, якщо  [image: image500.png]


  і [image: image502.png](A-21)ix=0



   при [image: image504.png]j <k



.

Приєднаний вектор нульового порядку - це власний вектор. Приєднаний вектор к-го порядку х такий, що[image: image506.png](A—21)x



 – приєднаний вектор  [image: image508.png]


-го порядку. Для будь-якої квадр. матриці існує базис такий, що  [image: image510.png]


 для деякого λj так що  [image: image512.png]1



  - власний вектор.   [image: image514.png]


,  де[image: image516.png]


- приєднаний вектор к-го порядку.

[image: image518.png]


   лінійний оператор. [image: image520.png]lAll = supl|Ax|



 ,  [image: image522.png]llxll =1



.    Означимо, і в разі скінченності [image: image524.png]


, назвемо ||A||-  нормою оператора А.  Для будь-якого хєЕ1  позначимо [image: image526.png]



[image: image528.png]lx'll =1



 .             Тому [image: image530.png]lAx"Il = 1Al



  .  [image: image532.png]lAxI = Il



   (1)   

Лема1. Обмежений лінійний оператор рівномірно неперервний. Простір обмежених лінійних операторів   [image: image534.png]


    познач     [image: image536.png]a(Ey, E3)



.    З означення норми оператора виплив, що для будь-яких А, В і   аєR(або С):  [image: image538.png]lA+ Bl = llAll+ 1Bl



    (2),  [image: image540.png]llaAll = lalllAll



   (3).  Для будь-яких   А1є α(Е1, Е2),    А2є α(Е2, Е3):
[image: image542.png]1424 Il = 1A 1111 Al



(4).        
Лема2. Нехай Е1, Е2  –нормовані простори, з яких другий повний. Тоді нормований простір також повний.

Лема3.Нехай функція f комплексної змінної розкладається в степеневий ряд,       [image: image544.png]f(4) = Xg anpd”



,   R -радіус збіжності. Нехай А -лінійний обмежений оператор у якомусь нормованому просторі, такий що для будь-якого рє N:    [image: image546.png]lA7]| < R?



 .

Тоді послідовність частинних сум операторного ряду[image: image548.png]2p AnA”



   –фундаментальна за нормою.   Нехай А-лінійно обмежений. 

[image: image550.png]12057 ard® || = Xl arl |[4%]|



 .    Достатньо довести, що [image: image552.png]27l an Il A% < oo



    (5). Позначимо  [image: image554.png]r=||AP||Y/?



,     r<R[image: image556.png]2 lan|r”



 (6).    

Доведення:          

[image: image558.png]%lan A = 27 5 e [ Aips | < ZTNAT 25 s 1471 = E7 A7 25 s Ir? = B (a7l
1) 5= Gsps [P+ <= max (|47 /) 277 £ s r47T = max (|| 47| /r7) S=lalrm—>



(6).  Доведено.  

Озн. Повний нормований простір називаєтьсяя Банаховим.  

            Наслідок1 (з леми 2,3) Нехай виконуються умови Л(3) і простір, в якому діє А- банаховий. Тоді операторний ряд  [image: image560.png]27 apA”



    збігається за нормою до деякого лінійного обмеженого оператора.   Нехай  Аєα (Е), тоді за умовою Л(3):   [image: image562.png]flA) = X7 ap A"



    (7)

Наприклад,  [image: image564.png]e =1cost + Usint



   , де    [image: image566.png]v=(y o



   є матричним аналогом формули Ейлера. Позначимо ρ(А) найбільший із модулів вл.чисел операт А. 

            Лема4 Для лінійного оператора  [image: image568.png]e



 існування такого рєN, що[image: image570.png]lA7]| < R?



     рівносильне нерівності ρ(А)<R. 

             Лема 5 Нехай А1 і А2- лінійні обмежені оператори в нормованому просторі Е, пов’язані рівністю[image: image572.png]A; =TA,T™?



.  Т-лінійний  обмеж. оператор, такий, що Т-1 також обмежений. Тоді для будь-якої послідовності комплексних чисел збіжність одного з двух рядів зумовлює збіжність іншого: 

[image: image574.png]2T anAy =TX" an AT



,     [image: image576.png]2T anAy =T L™ anAT



 .   

Доведення:  

[image: image578.png]A}

TATTTA,T™

TAT?



і далі за індукцією[image: image580.png]


.             [image: image582.png]% a, A7 = T(imE" g AT

T=AT



 .        Доведено. 

             Наслідок2 (з Л5 і Н1) Нехай     [image: image584.png]flA) =X ana”



     (8)     при  |λ|<R, а А1 і А2 –лін обмеж оператор в банахов просторі такі, що виконано умови леми 5. 

Тоді  [image: image586.png]f(A)) = Tf(A)T™?



 ,    [image: image588.png]f(A2) =Tf(A)T?




Розкладна в степеневий ряд функція називається  голоморфною. Множення діагональних матриць однакової будови виконується поблочно.

[image: image3275.wmf]n
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Нехай А, d*d матриця ρ(А)<R  і  f-голоморфна, тоді у позначеннях:  [image: image590.png]H; = (hjal.. [ Rym.



 ,      [image: image592.png]= (H|..|H,)



 , [image: image594.png]


  (примітка:тут після λ іде одиниця, а далі нулі),      [image: image596.png]


 ,   A=TJT-1                 

Таким чином достатньо уміти обчислювати ф-ю від Жорданової клітини. Обчислимо степінь К:

[image: image598.png]a2 0 oo Gt it
o K [ P
0 147 = o

o 5 .o Chmt
0 22 o .o




Для   [image: image600.png]



[image: image601.png]f@ P @ m- 1!
@ FOD(2)/(m ~ 2)!
F(K) =
0 FO@
[ [ f)




[image: image602.png]f(A) = (Hy f(Ky)|.. |H,.f(K,))T™?




Позначимо       [image: image604.png]= (Ra]..|~m)



    ,  тоді 


         (9)

Рівність (9)  показує, що для матриці К і довільної матриці Н, матричнозначна функція Hetk є добутком скалярної функції  etk  на многочлен степеня <=m-1  змінної  t, коефіцієнти якої сталі матриці.

10.  Вираз функції від  жорданової клітини. Вираз добутку матриці на показникову функцію від жорданової клітини.

Вираз функції від  жорданової клітини. Вираз добутку матриці на показникову функцію від жорданової клітини.

Запишемо загальний вигляд жорданових клітин, тобто рівність 
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Увівши ще матрицю  
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Можемо перетворити рівність (12) у вигляді 
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Лема 7

Нехай N задовольняється рівністю(13) тоді

1) в матриці 
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З урахуванням леми 7 доведено таке:

Лема 8

Нехай функція 
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Приклад.. (виводиться формула (18))



[image: image634.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

-

-

1

!

1

)!

2

(

1

)!

1

(

!

1

1

2

1

t

m

f

m

t

t

e

m

m

t

O

L

L

l

(18)

тут 
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Це разом із наслідком 3 і теоремою Жордана, записаною рівністю (3.1.3)-(3.1.5), приводить до такого висновку: за умов наслідку 3 і позначення формули (3.1.3)-(3.1.5)
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Нехай 
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Словами: 
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11. Слід матриці. Два асимптотичні співвідношення для визначників.

Лема1:   Нехай B(·) і Q(·) – матричнознчні (квадратичні, однакового розміру) функції змінної t є R такі, що Q(i)=o(
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Доведення: визначник матриці – лінійна функція кожного її стовпчика, тому 
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Означення: слідом квадратичної матриці  А(позначається trA) називається сума їх діагональних елементів.

Лема 2:
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Доведення:
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Наслідок 1: подібні матриці мають однаковий слід.

Доведення: Якщо 
[image: image658.wmf]1

2

1

-

=

T

TA

A

, де Т – не вироджена матриця, то за лемою 2: 
[image: image659.wmf]2

1

2

1

trA

T

T

trA

A

º

=

-


Наслідок 2: (з наслідку 1 і теореми Жордана)

(ф-ли (3.1.3)-(3.1.5)). Слід матриці = сумі її власних значень, рахуючи кожен стільки разів, яка його кратність.

Лема 3: 

Для довільної квадратної матриці А: 
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Доведення: (ф-ли (3.1.3)-(3.1.5)), тоді за Лемою (3.1.1) 
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[2]. За формулою Тейлора: 
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12. Властивості розв’язків матричного диференціального рівняння [image: image668.png]& (t) = Alt)@(t)




Розглядаємо задачу Коші 

[image: image669.png][|@(2) = A() @(t)(1a)




[image: image670.png][|®(to) = @o (16)




на R відносно матричнозначної [image: image672.png](nxn)



 функції. Ф(·), А(·) і Ф0 – задані неперервні матричнозначні функції і стала матриця відповідно. Позначивши x(t) як n2 – вимірний стовпчик, утворений стовпчиками матриці Ф(t), а також 

[image: image673.png]



[image: image674.png]ft,x) = A%(t)x




[image: image675.png]x(t) = f(t, x(t))




Функція fза побудовою лінійна по xі неперервна по обох змінних, значить задовольняє умову Ліфшица. За теоремою про існування і єдиність розв’язку задача (1) має єдиний розв’язок на всій прямій. Позначимо розв’язок задачі (1)[image: image677.png](-, to)



 з [image: image679.png]


.
[image: image680.png]Uto,to) =1  (2)




Функція двох змінних [image: image682.png]


 називається матриціантом рівняння (1а)
Лема 1. Нехай матричнозначні функція Ф(·) задовольняє рівняння (1а). Тоді для будь-якої сталої матриці В функція Ф(·)В також його задовольняє.

|>[image: image684.png]2B AR (DB



<|
Наслідок 1. Розв’язок задачі (1) виражається через матриціант рівняння (1а) за формулою:

[image: image685.png]®(t) = Oz, )P (o)




|>Права частина рівності задовольняє рівняння (1а) за вибором Ω, і задовольняє умову (1б) внаслідок (2) <|

З іншого боку, якщо Ф() розв’язок рівняння (1а) такий, що матриця не вироджена, то матриціант виражається для нього за формулою: 

[image: image686.png]O(t, tp) = 2(D)P(te)™* (3)




Візьмемо довільні t1, t2, t3 і запишемо згідно з наслідком 1 і рівняння (1а) наступне:

[image: image687.png]O(t3) = 0(ty, £2)P(t2)




Підпорядкувавши цей розв’язок додатковій умові [image: image689.png]®(ty) =1



маємо:

[image: image691.png]O(ts, t1) = Ot3,12)0(E2,8)  (4)



 – закон композиції для матриціанта

Покладемо в рівності (3)[image: image693.png]


 і одержимо з урахуванням (2):

[image: image694.png]O(t;,t)0(8, 22)





Звідси випливає наслідок 2.

Наслідок 2. Для [image: image696.png]Vi, to



 матриця [image: image698.png]0(ty, t2)



 не вироджена і [image: image700.png]O(ty, t5)71 = Oty )




Наслідок 3. (випливає з наслідків 1 і 2) Якщо Ф(·) – розв’язок рівняння (1а) такий, що в деякій точці значенням його є не вироджена матриця, то і в будь-якій іншій точці він має цю властивість.

Теорема 1. Нехай Ф(·) – розв’язок рівняння (1а) з неперервною матричнозначної функцією А(·). Тоді функція [image: image702.png]W = det®



 задовольняє рівняння (2).
[image: image703.png]W = (trA(D))w(t)




|>(1a)&A(·) неперервна =>[image: image705.png]


:

[image: image707.png]®(t +17) — 2(t) = A()@(t)r + o(7)



при [image: image709.png]-0



([image: image711.png]®(t+1) = 1+ 7A(£)®(t) + o(t)/lema 33.1



 маємо [image: image713.png]W(t+7) = det((1+740)2®)+ 0D (5)




При цьому завжди відомо, що [image: image715.png]det(B; B,) =detB,detB,



. Що разом з (5) дає:

[image: image717.png]Wt +7) = W) det(1+ 7+ trA(D) + o (DTlema332W(D)(1 +7- trA(®) +0(1)) +0(x) =>= "=

(era@)w( +°2



<|

Лема 3.3.1 Нехай [image: image719.png]B()iQ()



 – матричнозначні (квадратні, однакової розмірності) функції, такі що [image: image721.png]Q(z) = o(7)



.Визначник матриці – лінійна функція кожного з її стовпчиків.

Лема 3.3.2 [image: image723.png]trAB = trBA




13.Формула Остроградського - Ліувіля для матричного диференціального рівняння 
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Лінійне матричне рівняння.Однорідне рівняння
Розглядаємо задачу Коші:
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(1а) і (1б - нижче)

На K відносно матричнозначної (
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n

´

) функції Ф(·);A(·) і Ф
[image: image727.wmf]0

 - задана непер. Матр.значна функція і стала матриця відповідно.

Теорема1: Нехай Ф(·) – розвязок (1а) з неперервною матр.значною функцією А, тоді функція W≡detФ задовольняє рівняння: 
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Доведення: А(·) - неперервна
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[5]. При цьому завжди відомо, що det(B1,B2)=(detB1)*(detB2). Ще разом із (5) дає:  
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Наслідок: За умов і позначень Т1 за 
[image: image736.wmf]"

t і 
[image: image737.wmf]0
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14. Матричне диференціальне рівняння 
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 зі сталою матрицею 
[image: image740.wmf]A
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Розглянемо задачу Коші:
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на [image: image742.png]


 відносно матричнозначної функції (n*n) функції Ф(t), A(·), і Ф0 –         задане неперервна матричнозначна функції і стала матриця відповідно.

Нехай матриця А – стала. Рівняння [image: image744.png]


 називається автономним, оскільки воно не змінює свого вигляду при заміні t на (t+τ), тобто функція (ψ(t) ≡ Ф(t+τ)) задовольняє його ж, то матрицант автономного рівняння залежить від двох своїх аргументів тільки через різницю її:

[image: image746.png]Q(t, tp) =2t — 1)



   (7) 

де [image: image748.png]


 - в правій частині функція 1-ї змінної. Матрицантом автономного рівняння розуміють як правило саму її.

Для автономного рівняння (1а), на відміну від загального, матрицант можна виписати явно, а саме:  [image: image750.png]Q(t) = e (8)



.

Він задовольняє таку початкову умову: [image: image752.png]Q(0) =E



([image: image754.png]E — oanHMYHAMATPHIA



) і крім того

[image: image756.png](e) = (Buxopucr.8; 3. AT =a) = 490




 (9)

Тобто [image: image758.png]


 (·) задовольняє автономне рівняння (1а).

[image: image760.png]L€ =At (8), o) = e



. Якщо винести А за знак суми, то одержимо рівність

[image: image762.png]Q(t) = Q(6)A,  {Q(ty, t;)0(t5, t3) = Q(t4,£3)(4)]



.

Закон композиції (4) для автономного рівняння, з урахування (7) набуває вигляду:

[image: image764.png]Q(t + s) = 2(H)Q(s)



, що можна безпосередньо вивести з (8). Нехай [image: image766.png]®(tp)



розв’язок рівняння (1) такий що матриця не вироджена. Тоді з (3), (7), (8) маємо

[image: image768.png]et = d(t +to)P(tp) ™"



. В ліву частину рівності [image: image770.png]


не входить, тому права від нього частина не залежить від [image: image772.png]


. Отже, для будь яких [image: image774.png]ty,ty,t



:

[image: image776.png]D(t+t;)P(t;)™




.

Замінивши t на (t-τ), і [image: image778.png]


, дістанемо:

[image: image780.png]e(D (D)™ =2(t—1)e(0)™*



   (10).   (для автономного рівняння)

Використанні посилання:

Формула (8.3.6.):  [image: image782.png]Yim=pl @n |T™ < 0



.

Наслідок 1.: розв’язок задачі 1 виражається через матрицант рівняння (1а) за формулою  [image: image784.png]®(1) = Q(t, £, )P (tp)



).

Формула (3):  [image: image786.png]Q(t, tp) = ()P(ty) ™



, що випливає безпосередньо з наслідку 1.

15. Матричне диференціальне рівняння [image: image788.png]X*(t) = A(0)X(t) + F(1)



. Варіювання сталих. Формула Коші. 

Розглянемо рівняння [image: image790.png]X*(t) = A()X(t) + F(t)



         (1)

Відносно матричнозначної функції; X(•),  аA(•)  iF(•) – задані


Припустимо, що вдалось знайти матриціант рівняння [image: image792.png](1) = Alt)®(2)



   (2)   –  [image: image794.png]P()



 значення якого в кожній точці є не вироджена матриця. Згідно з Лемою 1, яка стверджує що для [image: image796.png]


 сталої матриці В, функція [image: image798.png]®(-)B



 також задовольняє  ріняння (2).  Розвязуємо рівняння (1) методом варіації сталої, який полягає у тому що і його розвязок шукаємо у такому ж вигляді, але тепер матрицю В розглядаємо також як функцію. Вибираємо [image: image800.png]B(«)



 так, щоб   [image: image802.png]X(t) = #(t)B(2)



(3)  задовольняла рівняння (1) :

[image: image803.png]x*(£) = (#(£)B(1))" = #*()B(z) +?>(t)B'(t)§ A(D@(0)B(2) + ¢(£)B" (1)




Підставивши цей вираз похідної і вираз (3)  самої функції в (1) дістанемо після скорочення однакових доданків:  [image: image805.png]#(t)B"(t) = F(t) = B(t) = _f:?"(r) F(r)dz +C



,  де С – довільна стала матриця, тоді (3) набуває вигляду  [image: image807.png]X(@®) = [ 2@# (D F(Ddr+ 2()C



   (4),   що  із урахуванням того що [image: image809.png]R(t,7) =2(0)e (1)



 набуває вигляду: 




(5)

Кожна із цих рівностей називається формулою Коші. Нижню межу в ній можна вибирати довільною і це не створює додаткового ступеня вільності бо:

[image: image812.png]feom fe= 1l -



стала матриця, яку можна привести до С 


Якщо рівняння (1) автономне (А(t)=A=const) то рівність (4) з урахуванням [image: image814.png]()2 o) =2t -2 10)



  можна перетворити до вигляду:

[image: image816.png]X(8) = J,, #(t — )#"(0) F(D)dr + #()C



  (6) 
     – ф-ла Коші для автономного рівняння (1)

Розвязок (1) і його окремого випадку (2) може бути комплексним, навіть якщо матриця А поелементно дійсна в кожній точці. Записавши на підставі (1): 
Re[image: image818.png](X*(2)) = Re(A(t)X(t)) + Re(F(t))



і аналогічно для Im доходимо до висновку:

Лема: Нехай X(•)– разв’язок рівняння (1) з поэлементно дійсною матрицею А(•) , тоді функції ReX(•) iImX(•)  є розв’язками рівняння:
[image: image820.png]Y*(t) = A()X(t) + ReF(t)



;   і    [image: image822.png]z*(t) = A(£)X(t) + ImF(t)



;   відповідно.

Наслідок: Нехай [image: image824.png]Re®(»)



 розв’язок рівняння із поелементно дійсною матрицею А(•), тоді [image: image826.png]Im®(s)



 – також розв’язок.

16.Фундаментальна система розв’язків і фундаментальна матриця однорідної системи лінійних диференціальних рівнянь першого порядку. Вронскіан набору розв’язків і формула Остроградського–Ліувіля для нього.

Розглянемо систему рівнянь :xi(t)= [image: image828.png]7=1a;(8) X 7 (£)



, x=  [image: image830.png].



(1)

відносно скалярної функції х1(), …,хn();  аji - задані неперервні скалярні функції. Увівши матричну функцію : А(t)=( аji(t), i=1..n) і векторну функцію 

х(t)= [image: image832.png]


, можемо записати систему (1) як одне рівняння  х’(t) = [image: image834.png]A(t) x x(t)



(2)

Вектори – стовпчики  нумеруємо індексами : хj= [image: image836.png]



Лема 1:

[image: image3281.wmf]dt
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Для того, щоб  х1(), …,хп() задовольняли рівняння (2), необхідно і достатньо, щоб побудована з них  за формулою (2) матричнозначна функція   Ф(t)= (х1(t)|…|xn(t)) (3) задовольняла
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[image: image839.png]®(tp) = P



(1б)

Доведення:

А(t)* Ф(t)=(користуючись формулою (2))=( А(t) х1(t) |…|А(t)xn(t)). Для довільної векторної функції х1(), …,хn() позначимо:      W(t)=[image: image841.png]We, 2 (8)



 = [image: image843.png]det (x1(2)] ... |x,(2)



)( визначник Вронського (вронскіан).

Наслідок 1
Нехай (х1(t)|…|xn(t)) – розв’язки (2), тоді для W справджується формула Остроградського- Ліувіля [image: image844.png]W) = W(to) x exp{ f A(s)ds}
&



 (за умов і позначень теореми(нехай Ф()-розв’язок (1а)з неперервною матричнозначною функцією А, тоді функція W =det Ф задовольняє рівняння 
[image: image846.png]W(t) = (tr A(OW())



 за будь-яких t і t0 ):
Наслідок 2(з наслідку 1):
Якщо х1(), …,хn() –розв’язки рівняння (2) такі, що в деякій точці t0 вектори х1(t0), …,хn(t0) лінійно-незалежні, то і в будь-якій іншій точці значення цих n - функцій – лінійно-незалежні вектори. Якщо набір розв’язків х1(), …,хп() має зазначену в наслідку 2 властивість, то його називають фундаментальною системою розв’язку (фср) рівняння (2) і системи рівнянь(1), бо воно то саме, що й (2), але записане в іншій формі. Матричнозначна функція Ф(), побудована з фср за формулою (3) називається  фундаментальною  матрицею рівняння (2) (системи (1)).

Наслідок 3(з наслідку 2 і леми 1):
Для того, щоб матричнозначна функція Ф() була фундаментальною матрицею рівняння (2) необхідно і достатньо, щоб вона задовольняла (1) і значень її в деякій (а значить і в кожній) точці була не вироджена матриця. 

Наслідок 4(з наслідку 3 і леми 4.1.1):
Лема 4.1.1: нехай матричнозначна функція  Ф() задовольняє (1а), тоді для будь-якої сталої матриці В, функція Ф()В також його задовольняє.

Якщо Ф() фундаментальна матриця рівняння (2), то для будь-якої не виродженої матриці В такого ж розміру Ф()В- фундаментальна матриця.

 Розглянемо тепер  автономне рівняння (А(t)= А) рівняння (2). Для нього: Ф(t)=exp(tА) – одна з  фундаментальних матриць  автономного рівняння (2). Справді  Ф(0) =1 і вона задовольняє  рівняння (1). Тоді за наслідком 4 для будь-якої не виродженої  матриці В матрична функція exp(tА)*В – також фундаментальна матриця. Візьмемо В=Т, де Т з теореми Жордана (рівності: [image: image848.png]


) розмірність (d×mj);T= (H1|…|Hr) розмірності d×d). Тоді позначивши Ф(t) exp(tА)*Т одержуємо з наслідку 3.2.4 (для лінійного оператора А:Сd( Сd існує такий  pєN, що ||Аp||<Rp рівносильне нерівності     ρ(А)<R)

Втих же позначеннях [image: image850.png]®(t) = (Hyexp(kyt)| ... |H exp(k,t))



  (4) – одна з можливих фундаментальних матриць автономного рівняння (2).

17. Загальний розв’язок однорідної системи лінійних диференціальних рівнянь першого порядку. Вираз фундаментальної матриці системи зі сталими коефіцієнтами
[image: image3283.wmf](
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Розглянемо систему рівнянь                                                   (1)

Відносно скалярної ф-ції 
[image: image851.wmf])
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 - задані неперервно-скалярні ф-ції.

Увівши матричну функцію  
[image: image852.wmf])
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 і векторну функцію 
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 можемо переписати с-му (1) як одне рівняння  
[image: image854.wmf])
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(2)

Вектори-стовпчики компонент нумеруємо нижніми індексами
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Лема 1  Для того щоб векторні функції задовольняли рівняння (2) необхідно і достатньо щоб побудована з них за формулою 
[image: image856.wmf]))
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(3)  матричнозначна функція 
[image: image857.wmf])
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задовольняла рівняння (4.1.1): [image: image858.png](1) = Alt)®(2)




[image: image3284.emf]0
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Для довільних векторних функцій 
[image: image859.wmf])
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- визначник Вроньского/вронскіан

Наслідок 1 З Л1 і Н4.1.4. Нехай 
[image: image861.wmf]x

 - розв’язок рівняння 2. Тоді для W справджується формула Остроградського-Ліувіля.

Наслідок 2 з Н1 якщо 
[image: image862.wmf])
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 - розв’язки рівняння (2) такі що в деякій точці 
[image: image863.wmf]0
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 вектори 
[image: image864.wmf])
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 - лінійно незалежні, то і в будь-якій іншій точці значення цих n-функцій – лінійно незалежні вектори.

Якщо набір розв’язків 
[image: image865.wmf])
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 має зазначену у Н2 властивість, то його називають фундаментальною системою розв’язків рівняння (2) і системи рівнянь (1)(бо (1) – те ж саме що й (2), але записане в іншій формі)(фунд с-ма розв – ФСР, фср)

Матричнозначна функція 
[image: image866.wmf])
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 побудована з фср за ф-лою (3) називається  фундаментальною матрицею рівняння (2),( системи (1))

Наслідок 3 з Н2 і Л1

Для того щоб матричнозначна 
[image: image867.wmf])
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F

 була фундаментальною матрицею (2) необхідно і достатньою, щоб вона задовольняла рівняння (4.1.1) і значення її в деякій(а значить і в кожній) точці була не вироджена матриця.

Наслідок 4 з Н3 і Л4.1.1

Якщо 
[image: image868.wmf])

(

·

F

 - фундаментальна матриця (2) , то для будь якої сталої не виродженої матриці 
[image: image869.wmf])
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 такого ж розміру 
[image: image870.wmf]B

)
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·

F

також фундаментальна матриця.

Розглянемо тепер автономне рівняння (2). У попередньому пункті показано, що 
[image: image871.wmf]tA

e

t
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 - одна з фундаментальних матриць рівняння (2). Справді 
[image: image872.wmf]E
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F
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(Тут Е  - одинична матриця – ажурну одиницю не знайшов) і у пункті 4.1 показано що вона задовольняє (4.1.1). Тоді за Н4 для будь-якої не виродженої матриці 
[image: image873.wmf]B

, 
[image: image874.wmf]B

e

tA

 також фундаментальна матриця. Візьмемо 
[image: image875.wmf]T

B

=

, де м з теореми Жордано(рівності 3.1.1 і 3.1.2). Тоді позначивши 
[image: image876.wmf]T
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 одержуємо з Н3.2.4 у тих же позначеннях 


[image: image877.wmf])
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(4) – фундаментальна матриця(одна з можливих) автономного рівняння (2)

Теорема 1

Нехай 
[image: image878.wmf])
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F

 - довільна фундаментальна матриця (2). Тоді загальний розв’язок рівняння дається формулою


[image: image879.wmf]C
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, де 
[image: image880.wmf]÷
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 - довільний сталий n-вимірний стовпчик.


[image: image881.wmf]<

З НЗ випливає, що так задана функція 
[image: image882.wmf])

(
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x

 задовольняє рівняння (2), і потрібно показати, що у такому вигляді можна підібрати будь-який розв’язок підібравши вектор 
[image: image883.wmf]C

. Нехай 
[image: image884.wmf])
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довільний розв’язок (2). Візьмемо довільну точку 
[image: image885.wmf]0

t

 і скориставшись невиродженістю фундаментальної матриці у кожній точці покладемо  
[image: image886.wmf])
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Тоді функції 
[image: image887.wmf])
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 і  
[image: image888.wmf])
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 обидві задовольняють (2) і мають одне й теж значення у точці 
[image: image889.wmf]0

t

, а значить за теоремою єдності розв’язку задачі Коші вони співпадають
[image: image890.wmf]>


Тут. 
Рівняння (4.1.1) 
[image: image891.wmf])
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Н4.1.4.

За умов і позначень Т1(пункт 4.1) за будь яких 
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Л4.1.1 Нехай матричнозначна функція 
[image: image894.wmf])
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задовольняє (1а) тоді для будь якої сталої матриці 
[image: image895.wmf]B

 функція 
[image: image896.wmf]B
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також його задовольняє рівності 3.1.1 та 3.1.2
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18. Загальний розв’язок абстрактного лінійного неоднорідного рівняння. Загальний розв’язок неоднорідної системи лінійних диференціальних рівнянь першого порядку. Формула Коші частинного розв’язку.

Розглянемо систему рівнянь:  [image: image902.png]i4(t) = Tz a2 () + £1(2), 1 = Ln(2)



  або у векторному записі [image: image904.png]1t (t) = A(t) - x(t) + f(£)(2)



. Будову загального розв’язку рівняння (2) опишемо спочатку в абстрактних термінах. Нехай [image: image906.png]Ey, E;



 – довільні лінійні векторні простори, а [image: image908.png]


 – лінійний оператор. Позначимо [image: image910.png]KerL={u€E, Lu=0}



 (від kernel – ядро).

Теорема 1.Нехай [image: image912.png]Ey, E;



 – довільні лінійні векторні простори, а [image: image914.png]


 – лінійний оператор, [image: image916.png]


 – деякий елемент простору [image: image918.png]


. Тоді загальний розв’язок рівняння [image: image920.png]Lu=b(3)



 задається формулою: [image: image922.png]


 , де [image: image924.png]—_—



 – довільним чином вибраний і у формулі фіксований розв'язок рівняння (3), а [image: image926.png]


 пробігає [image: image928.png]Kerl



. Оскільки для [image: image930.png]up € Ker L



 маємо [image: image932.png]


, то за вибором [image: image934.png]—_—



 знайдений вектор [image: image936.png]


за формулою (4) задовольняє рівність (3). Залишається показати, що така форма розв’язку загальна.

[image: image938.png]


Нехай [image: image940.png]


 – задовольняє рівняння (3), [image: image942.png]—_—



 – також розв'язок цього рівняння. Тоді має місце [image: image944.png]


. Тоді [image: image946.png]Lug=Lu—Li=b—-b=0=up€ KerL.m




Узявши [image: image948.png]E; = CH(R)



 (неперервно-диференційовний), [image: image950.png]E,=C(R)



(диференційовний), [image: image952.png]AQ), b=f0)




 – одержуємо таку конкретизацію Теореми 1:

Теорема 2. Загальний розв'язок рівнянь (1) та (2) є сумою загального однорідного рівняння [image: image954.png]0)



, і довільним чином вибраного, але у формулі фіксованого, частинного розв’язку.

Нехай [image: image956.png]x(-)



 - розв’язок рівняння [image: image958.png]i(t) = A(t) - X(2) + F (o).



Тоді для будь-якого сталого вектора [image: image960.png]


функція [image: image962.png]x(-) = X()h



задовольняє рівняння(2). Оскільки будь-яку векторну функцію можна записати у вигляді [image: image964.png]


, підібравши [image: image966.png]


 і [image: image968.png]


 формула Коші (4.1.13) дає готовий вигляд частинного розв’язку рівняння (2) через фундаментальну матрицю і довільний член: [image: image970.png]2(t)

[ 2@ @) f(Dd



, які для автономного випадку згідно з (4.1.13) записати це так (покладемо також [image: image972.png]


): [image: image974.png]2(t) = [; @t~ D@(0) 7 ()dz



(5).

Формула (4.1.13) – формула Коші:  [image: image976.png]x(t)

.. 2O@@ F@dr + () C



 (5) де [image: image978.png]


– довільна стала матриця.
19. Частинний розв’язок у комплексній формі автономної лінійної системи, вільний член якої – квазімногочлен. Формулювання. Доведення для нерезонансного випадку.

[image: image979.png]1t (t) = A(t) - x(t) + f(£)(2)



                                    (1)

нехай f(t) = eγt P(t) – векторний квазімногочлен      (2)

γ є С, Р(.) – векторний многочлен із Сn- значний коефіцієнт.


Теорема
[image: image3285.emf]0
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Нехай у рівнянні матриця А не залежить від t, вільний член дається формулою (2), де γ є С, Р – многочлен степеня l із Сn-значний коефіціент. Тоді частинний розв`язок рівняння можна підібрати у вигляді х(t) = eγtU(t), де U(t) – многочлен степеня [image: image981.png]


l+m із Cn-значним коефіцієнтом, а m – розмір найбільшої клітини у ЖМФ матриці А, на діагоналі якої стоїть γ.


Для нерезонансного випадку (γ не є власним числом матриці А)

У такому випадку всі Bj – не вироджені, С – трикутні, на діагоналі (λj-γ)≠0

Нехай φ – диференційовна векторна функція, В – не вироджена квадратна матриця. Тоді [image: image983.png]fye



-τBφ(τ)dτ = -B-1[image: image985.png]Jydle



-τB) φ(τ) = B-1(φ(0) – e-τBφ(t) + [image: image987.png]fye



-τBφ`(τ)dτ
Нехай deg  φ = l, тоді [image: image989.png]fye



-τBφ(τ)dτ = [image: image991.png]Yk=0B



-k-1(φ(k)(0) – e-tB φ(r)(t))

За формулою Коші  [image: image993.png]Jy@



(t- τ)Ф(0)-1f(τ)dτ = y(t) + z(t)

y(t) = [image: image995.png]Y= H



jetkj[image: image997.png]Yk=0B



j-k-1Vj(k)(0)

z(t) = -[image: image999.png]Y= H



jetkje-tBj[image: image1001.png]Yk=0B



j-k-1Vj(k)(t)

де V1(t) – стовпчик з перших m компонент вектора Ф(0)-1f(t), V2 – стовпчик з наступними m  компонентами і т. д.

Позначимо   qj = [image: image1003.png]Yk=0B



j-k-1Vj(k)(0),   q =( [image: image1005.png]


) . Тоді y(t) = [image: image1007.png]


etkjqj(y(t) = Ф(t)q
[image: image3287.emf]фср
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Отже y(.) задовольняє однорідне рівняння,    х (.) = z(.) задовольняє неоднорідне рівняння – частинний розв`язок

Bj = Kj – γ1(одинична матриця)|[image: image3289.png]x'27V) = 0(1), ze F — zanana pysxuis



 =>x(t) = -eγt[image: image1009.png]Y= H



j[image: image1011.png]Yk=0B



j-k-1Vj(k)(t) ;    e-tKje-tBj = eγt                             
[image: image3290.png]x™ = f(t,x % ..., x'"""V)(2) — aene an¢.pienanns



[image: image3291.png]=o@(tx)



За означенням Vj права частина рівності – добуток eγt на многочлен степені ≤ l = degP із Cn-значним коефіцієнтом. Але меншим за l степінь цього многочлена бути не може, бо інакше така функція х(.) не задовольняє рівняння x’(t) =A(t)x(t)+ejtP(t)

20. Частинний розв’язок у комплексній формі автономної лінійної системи, вільний член якої – квазімногочлен. Формулювання. Доведення для резонансного випадку.

[image: image1013.png]() = A[®x() + f(t)



 (1)

[image: image1015.png]f(t) = e’ P(t)



              (2)

Теорема: нехай у рівнянні (1) матриця А не залежить від t, вільний член дається формулою (2), де γ є С, Р – многочлен степеня l із Сn – значними коефіцієнтами.

Тоді частинний розв’язок рівняння можна підібрати у вигляді [image: image1017.png]¥(t) = e"*U(t)



, де U – многочлен степеня [image: image1019.png]=l+m



 із Сn – значними коефіцієнтами, а m – розмір найбільшої клітини у ЖНФ матриці А, на діагоналі яких стоїть γ.

◄Резонансний випадок: (γ – власне число матриці А).

Позначимо: V1(t) – стовпчик з перших m компонент вектора [image: image1021.png]®(0)* f(t)



, V2 – стовпчик з наступних m компонент і т.д. Перенумеруємо власні числа, щоб 

[image: image1023.png]


, r – загальне число жорданових клітин, r0 – число клітин, на діагоналі яких стоїть γ [image: image1025.png]


 при [image: image1027.png]Yy <7




[image: image1029.png]e(t~K] = gvte(r—T)B]



 (оскільки [image: image1031.png]


)

тоді [image: image1033.png]2 Hy Jy e IR eV (nde



 = [image: image1035.png]vt B2 Hy Jp e TRV (D)d



   (3)

[image: image3292.png]e(tx(t) =




Оскільки γ – власне число, то [image: image1037.png]



[image: image1039.png]@ —e
“ o

coco



, тоді за лемою про елементи N:   [image: image1041.png]


; при [image: image1043.png]



Тоді оскільки [image: image1045.png]


, то [image: image1047.png]tkB]
my—L 5
Yo =




 =>(3)=>

[image: image1049.png]-t =18
72 Hy [y e Mot (Dt = 7S, B Sy o [t~ )R8,



   (4)

Оскільки [image: image1051.png]


– многочлен степеня [image: image1053.png]


, то [image: image1055.png]Jot —D)*8(Ddr —



многочлен степеня

[image: image1057.png]=l+k+1<l+m



, де [image: image1059.png]MKy 2y M;



►

21. Частинний розв’язок у дійсній формі лінійної системи з дійсними сталими коефіцієнтами, вільний член якої – дійсний квазімногочлен.

Використовуються формули:       [image: image1061.png]Alt)x(t) + f(2)




                                   (2)

f(t)=[image: image1063.png]


P(t) ,  [image: image1065.png]yeC



, P-многочлен з [image: image1067.png]


  значними коефіцієнтами                   (6)*/

Розглядається неоднорідна автономна система [image: image1069.png]Al)x(t) + (1)




, причому вільний член має вигляд квазімногочлена.

Теорема 2(4.3.2) Нехай матриця А-стала, поелементно дійсна, вільний член має вигляд:

f(t) = [image: image1071.png]


 (P(t)cos(βt)+Q(t)sin(βt)),(14)α,β[image: image1073.png]€R



; P,Q-многочлени степеня [image: image1075.png]= IR"



значними коефіцієнтами. Тоді частинний розв*язок рівняння можна можна підібрати у вигляді:

[image: image1077.png]


, (15)U,V- многочлени степеня [image: image1079.png]=l+m



 з [image: image1081.png]R™



значними коефіцієнтами, а [image: image1083.png]


-найбільший із розмірів жорданових клітин у ЖНФ матриці А, на діагоналі яких стоїть [image: image1085.png]


.//про m лучше написать как в конспекте

<|Позначимо R=P-iQ,  y(t)=[image: image1087.png]


R(t)≡[image: image1089.png]


(cos(βt)+isin(βt))( P(t)-iQ(t))[image: image1091.png](14)



f=Re(y)(16).

За теоремою 1 частинний розв’язок рівняння [image: image1093.png]z=Az+q



  можна підібрати у вигляді:

z(t)=[image: image1095.png]


Z(t) (з супутніми поясненнями) (13). Тоді (16) показує, що задана рівністю 

[image: image1097.png]


(17) функція задовольняє рівняння ,яке розглядається (враховано що елементи А-дійсні числа).Позначимо U= Re(Z), V= -Im(Z), так, що: [image: image1099.png]


Z(t)=[image: image1101.png]


(cos(βt)+isin(βt))( P(t)-iQ(t)).

Тоді із z(t)=[image: image1103.png]


Z(t) (13) та [image: image1105.png]


дістанемо [image: image1107.png]


|>
22. Зведення однорідного лінійного диференціального рівняння 
[image: image1108.wmf]n

-го порядку до системи диференціальних рівнянь першого порядку. Існування і єдиність розв’язку задачі Коші. Вронскіан, формула Остроградського – Ліувіля. Загальний розв’язок.

Розглянемо рівняння:  
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Введемо позначення:    
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– i-й рядок одиничної матриці, 
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– j-й стовпчик. 
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(3)       Очевидно:    
[image: image1120.wmf]1
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Векторна функція х= 
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 задовольняє рівняння: х’ = Ax(5):
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Рів-ня (5), у якому А задається (3) і даним перед нею позначенням, асоційованим із рівнянням (1).

Ми ввели (5) і (6) з (1). З іншого боку, позначивши 
[image: image1123.wmf]1
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, одержуємо з перших 
[image: image1124.wmf](1)
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 рівнянь систему (6) 
[image: image1125.wmf](1)
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. Після чого останнє рівняння перетворюється на (1). Отже, ми довели:

Скалярна функція є розв’язком (1) тоді і тільки тоді, коли вона є 1-ою компонентою розв’язку асоційованих з ним рівняння.

Н1 (з Т.1* і Т4.2.1**) Загальний розв’язок р-ня (6) дається формулою (4), якщо (6) асоціативний з (1) рівнянням (5).

Н2(з Н.1 і Т4.2.1) Загальний розв’язок (1) дається формулою 
[image: image1126.wmf]1
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, де 
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 - довільним чином вибрана, але у формулі фіксована фундаментальна матриця. С – вектор-стовпчик довільних сталих.

Назвемо відрізок 
[image: image1128.wmf]12

[,]

tt

 допустимим для (1), якщо 
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За Н1.3.2 для 
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 задача Коші має єдиний розв*язок по допустимому відрізку 
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. Звідси, врахувавши, що з огляду на (2) векторна рівність рівносильна N скалярним :
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Н3 Нехай 
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– довільна скалярна ф-ія(вектор-рядок).

Позначимо: 
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 визначник Вронського даного набору.

Якщо 
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– розв’язки рів-ня(1), то 
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 - розв’язки асоціативного рів-ня (5) такі, що 
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, тому для Вронскіана справджується формула Острогр. – Ліувіля. Оскільки для заданої рівності (3) матриці А: 
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Таким чином Вронскіан 
[image: image1144.wmf]"

набору 
[image: image1145.wmf]1
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розв*язків рівняння (1) або тотожно = 0, або 
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0 в кожній точці. У 2-ому випадку набір 
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називається фундаментальною системою розв*язків (1).

!*- Т.1 Нехай у 
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 матриця А стала, а вільний член має вигляд 
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-значними коефіцієнтами, тоді частинні розв*язки рівняння можна підібрати у вигляді: 
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- многочлен степеня 
[image: image1155.wmf]lm

<=+



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1156.wmf]n
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-значними коефіцієнтами, а 
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- найбільший із розмірів тих клітин у ЖНР матриці А, на діагоналі яких стоїть 
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!**- Нехай Ф(.) – довільна фундаментальна матриця (2), тоді загальний розв*язок  рівняння дається формулою:
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 - довільний сталий вектор-стовпчик.
23. Фундаментальна система розв’язків у комплексній формі лінійного диференціального рівняння зі сталими коефіцієнтами.

Теорема.
   Нехай коефіцієнти рівняння     [image: image1162.png]agy'"™ +ay -y Y+ ta,




         (1) сталі, причому [image: image1164.png]ap* 0



.[image: image1166.png]A s eee s Apubly TV T g —




   -   записані без повторень усі корені характеристичного рівняння  [image: image1168.png]ag-A"+ay A"t + - +a, =0



   ([image: image1170.png]ERv;#0




). Припустимо, що [image: image1172.png]


має кратність [image: image1174.png]


 , а кожен корінь [image: image1176.png]


  кратність [image: image1178.png]


  ([image: image1180.png]


). Тоді[image: image1182.png]p; theticosvit, the’ sinvit, k=0,

T



  утворюють фср рівняння (1). 

Доведення.      Позначимо  [image: image1184.png]N;(£) = elwitvithe



. Тоді за теоремою про фср у дійсній формі лінійного однорідного диференціального рівняння з дійсними сталими коефіцієнтами функції [image: image1186.png]the’s,, RN (0), t4R () & 1j=1,




утворюють фср рівняння (1). Тепер твердження теореми випливає з наступного наслідку: Нехай [image: image1188.png]= 1] ¥n)



  -  фср рівняння (1), така, що для деяких [image: image1190.png]


  Тоді набір Z, утворений з Y заміною  [image: image1192.png]Vi Vi



на [image: image1194.png]Rey;, Imy;,



 відповідно, також фср рівняння (1). 
24. Фундаментальна система розв’язків у дійсній формі лінійного однорідного диференціального рівняння з дійсними сталими коефіцієнтами.

Теорема 5.1.2
Нехай коефіцієнти рівняння
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Нехай дані 
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 - записані без повторень усі корені характеристичного рівняння.

То 
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Тоді функції 
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Доведення 
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Без обмежень загальності 
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За означенням матриці N 
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Як відомо 
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[image: image1206.wmf]å
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Нехай 
[image: image1208.wmf]q

 корінь кратності >=l  характеристичного рівняння. 

Це означає, що 
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Тоді 
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В ролі 
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 Тоді одна з фундаментальних матриць асоційованого рівняння задається формулою.


[image: image1218.wmf])
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 жорданова клітина з діагональними елементами  
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Перший рядок цієї матриці функції є фундаментальною системою розв’язків рівняння.

Одержуємо ФСР 
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25. Загальний розвязок неоднорідного лінійного диференціального рівняння. Варіювання сталих.

 Загальний розвязок [image: image1223.png]agy™ +a;y"" V+ .t a,y=f (1)



є сумою довільного , але у формулі фіксованого частинного розв’язку його, і однорідним розвязком 

[image: image1224.png]aoy™ +a, """V + .-+ a,y=0(2)




Частинний розвязок (1) можна шукати методом варіювання сталих, який полягає в тому, що у формулі [image: image1226.png]y = Ng=1 CicVi



коефіцієнти [image: image1228.png]


розглядаються як функції. Треба спочатку знайти фундаментальну систему розвязку рівняння (2), а для цього достатньо знайти фундаментальну матрицю рівняння [image: image1230.png]= Aa(3)




Нехай [image: image1232.png]O] e 13)



 – фундаментальна система розвязку (2). Позначимо 

[image: image1233.png](1)




Кожний стовпчик цієї матриці задовольняє асоційоване рівняння [image: image1235.png](3)



, а значить сама матриця і при цьому ФСР( фундаментальна система розвязків)  стовпчики незалежні. Тоді Ф- фундаментальна матриця рівняння (3). Тоді загальний розвязок останнього дається:

[image: image1236.png]



[image: image1238.png]


) - стовпчики довільних сталих. 

26. Частинний розв’язок у дійсній формі неоднорідного лінійного диференціального рівняння з дійсними сталими коефіцієнтами, вільний член якого – дійсний квазімногочлен.

Теор.: нехай у [image: image1240.png]agy"+ay"t+tay=f



(1) коефіцієнти сталі дійсні причому [image: image1242.png]ap 0



, а вільний член має вигляд:    [image: image1244.png](P(t) cos St + Q(t) sin St)




 , де [image: image1246.png]o, ER




P,Q - многочлени з дійсними коефіцієнтами. Тоді розв’язок можна підібрати у виляді:

[image: image1248.png]y(t) = t7e*(V(t) cosft + W(t)sin ft)



   (*)

 де  [image: image1250.png]v,.w



– многочлени степеня [image: image1252.png]deg PV degQ.s



- кратність числа [image: image1254.png]a + Bi



  як кореня характеристичного рівняння [image: image1256.png]apd" + a A"+ -t ap_ it a, =0



 ([image: image1258.png]


=0, якщо це не корінь).

Доведення:

Позначимо [image: image1260.png]


 так, що

[image: image1261.png]f*(t) = e**(P*(t)cospt + Q*(t)sinpt).




Тоді частинний розв’язок рівняння  [image: image1263.png]Ax+f*



можна підібрати у вигляді
[image: image1264.png]



де [image: image1266.png]Ve, W



  – многочлен степеня  [image: image1268.png]=e+1



. Тоді за функцією [image: image1270.png]


 частинний розвязок рівняння (1) буде функція
[image: image1271.png]y*(t) = e®*(V*(t)cospt + W*(t)sinft)



 , де [image: image1273.png]



[image: image1275.png]


-перший рядок 1. Очевидно,  [image: image1277.png]degV* = degV*(se+1)



і так само для [image: image1279.png]


. 
[image: image3296.wmf]ò
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Тому 
[image: image1281.png]Ve(t) = Volt) +2°V(2)



,  [image: image1283.png]W= (t) = Wp(t) + t5W(t)



, де[image: image1284.png]degV=e, degWs=e-




[image: image1285.png]y*(t) = yo(t) + t=e* (V(t)cospt + W(t)sinft),



 , де [image: image1287.png]yo(t) = e (Vp(t)cospt + Wy(t)sinft)



, але [image: image1289.png]Yo



 задовольняє однорідне рівняння, тому [image: image1291.png]y=y"

+ Yo



  задовольняє неоднорідне рівняння [image: image1293.png]= (*)



.

27. Поняття стійкості та асимптотичної стійкості. Зведення дослідження цих властивостей довільного розв’язку до такої ж задачі для тривіального розв’язку, зокрема в лінійному випадку. Необхідні і достатні умови стійкості та асимптотичної стійкості векторного рівняння 
[image: image1294.wmf])
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 в термінах фундаментальної матриці.

Означення.(Ляпунова) Нехай задача [image: image1296.png][ iy % xo)



 (1) має розв’язок на [image: image1298.png][to, @)



, він називається стійким, якщо при достатньо малих [image: image1300.png]


 розв’язок [image: image1302.png]Axp
Xo+.



 також існує на [image: image1304.png][to, @)



, і [image: image1306.png]lim g, 0 SUPe2e, | X(£, X0 + Axo) — (2, x0)| =0




Розв’язок задачі (1) називається асимптотично стійким, якщо він стійкий і, крім того, при достатньо малих [image: image1308.png]


 : [image: image1310.png]lim,_...|x(t, x0 + Axo) — x(2, x0)| = O



. 

Якщо задача (1) має тотожно нульовий розв’язок, то його називають тривіальним. Достатньо вміти досліджувати стійкість і асимптотичну стійкість за додатковим припущенням, що [image: image1312.png]


. Справді, введемо нові функції [image: image1314.png]x(t) = x(t) — xo



 , [image: image1316.png]f(t.x) = f(t, x + xo)



, тоді задача (1) запишеться рівносильно такій: [image: image1318.png]I#(8)=7 (£2(2)]
(=0



.  Тому досліджуємо стійкість розв’язку стартую чого з нуля. Тому можна вважати [image: image1320.png]


Введемо нові ф-ії [image: image1322.png]#(t) = x(t) —x(t, 0), f(t,x) = f(t, x +x(£,0)) — x(£,0)



. Тоді задача (1) рівносильна такій [image: image1324.png]F()=F ()
[F(ee) s x(200)




 (2)(над [image: image1326.png]


 в левой части в первом уравнении точка!!!) і при цьому із (1а) [image: image1328.png]


. За умови (2) стартуючий з нуля розв’язок тривіальний, тому достатньо вміти досліджувати на стійкість тривіальний розв’язок для нього [image: image1330.png]


. 

Лема 4.2.1.(потрібна для доведення теореми 2) Для того, щоб векторні функції [image: image1332.png]


 задовольняли рівнянню [image: image1334.png]x(t) = A(t)x(2)(10)



 необхідно і достатньо, щоб побудована з них за формулою [image: image1336.png]®(t) = (x1(t)] .. |2, (D) (3)



 матрично-значна ф-ія [image: image1338.png]®(:)



задовольняла рівнянню 4.1.1, а саме [image: image1340.png]¥ Sens
Fle0)=0



(над Ф(t) в левой части первого уравнения тоже точка!!)

Лема 1 (потрібна для доведення теореми 2)  Стійкий розв’язок рівняння (10)обмеженний 
Розглянемо векторне рівняння [image: image1342.png](t) = A(t)x(t)(10)a R,



, де [image: image1344.png]A()—



 неперервна, матричнозначна (n*n) ф-ція. 

Теорема 2 Для того, щоб (10) було стійке, достатньо, щоб деяка його фундаментальна матриця мала властивість [image: image1346.png]SUpe=o ||P(2)|| < o0 (3)



 і необхідно, щоб це справджувалось і для кожної фундаментальної матриці. 

Доведення. Достатність випливає із встановленого в темі 4.1 [image: image1348.png]x(t, &) = 2(D)@(0)71¢(4)



 Необхідність. Лема 4.2.1 стверджує, що кожна фундаментальна матриця рівняння (1) має вигляд [image: image1350.png]()

(-, £2)D(5)



 ,щоб одержати потрібно в лемі 4.2.1 позначити [image: image1352.png]£
x5 (0) AK.



 . Тепер (3) випливає з леми 1, що стійкий розв’язок рівняння обмежений. 

Теорема 3.  Для того, щоб (10) було асимптотично стійким, достатньо, щоб деяка його фундаментальна матриця мала властивість [image: image1354.png]


 і необхідно, щоб це справджувалося для будь-якої фундаментальної матриці.

Доведення Достатність. Оскільки (6) зумовлює (3), то за теоремою 2 вона забезпечує стійкість рівняння (10). Крім того, також рівність (4) показує, що за умови (6) буде для будь-якого ξ. [image: image1356.png]oo |22, £



(7). Необхідність. Якщо порушується (6), то, як видно з (5) порушується і (7).

28. Теорема про стійкість векторного рівняння 
[image: image1357.wmf]).
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Попередні відомості : 3.1.14 
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  3.2 – функції векторних операторів
3.2.6  
[image: image1359.wmf]å

¥

=

¥

<

0

n

n

r

r

а

     3.2.18  
[image: image1360.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

=

-

-

1

...

0

0

)!

2

(

...

1

0

)!

1

(

...

!

1

1

2

1

m

t

m

t

t

е

е

m

m

t

U

l


[image: image3297.wmf])

1

(

;

)

(

)

1

(

));

(

,

(

)

(

0

0

á

õ

t

õ

à

t

x

t

f

t

õ

=

=

¢

Лема 4.2.1. Для того, щоб векторні функції х1…хnзадовільняли рівняння 
[image: image1361.wmf])
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щоб побудована з них формулою 
[image: image1362.wmf]))
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 матричнозначна функція задовільняла умову:

Власне питання:

Розглянемо векторне рівняння 
[image: image1363.wmf])
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(1)   на R+,де А() – неперервна матрично-зн. (nxA) функція

Теорема 1


Якщо хоча б один розв’язок стійкий (асимптотично стійкий, нестійкий), то й усі розв’язки такі

Доведення: з  (1) випливає 
[image: image1364.wmf])
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 Теорема доведена.

Це дає підставу називати ст. рівняння (1), а не його розв’язки.

Лема 1

Стійкий розв’язок рівняння (1) обмежений

Доведення

Нехай рівняння (1) – стійке.

Тоді 
[image: image1365.wmf]0
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Зважаючи на лінійність рівняння (1) для 
[image: image1368.wmf]{
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Візьмемо 
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, тоді з (2) матимемо 
[image: image1371.wmf]а
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. Теорема доведена
Теорема 2.Для того, щоб рівняння (1) було стійким достатньо, щоб деяка його фундаментальна матриця мала властивість 
[image: image1372.wmf]¥
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(3) і необхідно, щоб це справджувалося для кожної фундаментальної матриці.
Доведення

Достатність випливає із встановленого в темі 5,1 рівності 
[image: image1373.wmf]x
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Необхідність – Лема 4.2.1. стверджує, що кожна фундаментальна матриця рівняння (1) має вигляд 
[image: image1374.wmf]))
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Щоб одержати його, потрібно в лемі 4.2.1 перепозначити 
[image: image1375.wmf]x
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Теорему доведено.

Теорема 3

Для того, щоб рівняння (1) було асимптотично стійким достатньо, щоб деяка його фундаментальна матриця мала властивість 
[image: image1376.wmf]0
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(6) і необхідно, щоб це справджувалось для будь-яких фундаментальних матриць.

Доведення

Достатність: оскільки (6) зумовлює (3), то за теоремою 2 вона забезпечує стійкість рівняння (1). Крім того також рівність (4) показує, що за умовою (6) буде при довільному ξ 
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Необхідність:якщо порушується (6), то, як відомо з (5) порушується і (7)


[image: image1378.wmf])
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(8) – автономні рівняння

Теорема 4 (Ляпунова)

1. Якщо дійсні частини всіх власних чисел матриці А від’ємні, то асимп. . Рівняння (8) є а/с

2. Якщо дійсна частина всіх власних чисел матриці А не додатні кожному власному числу з нульового дійсного частинного відповідає стільки незалежних векторів, яка його кратність, що (8)-стійка, але, за наявністю таких власних чисел (суто уявних) не асимптотично стійке.

3. У решті випадків рівняння нестійке

Доведення 

Виберемо фундаментальне матричне рівняння (8) у вигляді (4.2.4) : К1…К2 – Жорданові клітини, тобто :
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 (9), тоді в позначеннях п.3.1. рівність (4.2.4) можна переписати так:
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j

Те

t

=

F

)

(

(
[image: image1381.wmf]j
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Звідки за формулою (3.2.4) 
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j

е

Т

t

£

F

)

(

(10)

З рівності (3.1.4) та Леми 3.2.6 і означення норми оператора в п.3.2 маємо 
[image: image1383.wmf]å

=

=

r

j

t

к

t

j

j

е

е

1

, r-число клітин у ЖНР.

Рівність (3.2.18) можна переписати у вигляді 
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, де N  - жорданова клітина з нулями на діагоналі (12)
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Оскільки Dm – (матричний) многочлен степеня <m, то 
[image: image1387.wmf]0
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Що разом із (12), (11) і (10) дає 
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t

£

F

)

(

.


[image: image1390.wmf]
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Позначимо 
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1.Оскільки 
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2. Позначимо 
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рівняння стійке.

Нехай тепер припустимо, що 
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 тоді, очевидно, це буде 
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Для такого розв’язку, а ця функція не прямує до 0 при t прямує до нескінченності. Отже, при 
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3.  решта випадків – це такі 2 (І) 
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У випадку (ІІ) 
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Записавши   
[image: image1412.wmf])

(

))

(

(

t

е

t

е

dt

d

t

t

lx

x

lh

x

h

l

l

+

+

=

+

, виводимо із (15), що 
[image: image1413.wmf])

(

)

,

(

t

е

t

х

t

і

j

x

h

h

n

+

=

 (задовільняє початкові умови). Звідси 
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Теорема доведена.
29. Стійкість однорідного лінійного рівняння 
[image: image1415.wmf]n

-го порядку.  

Розглядаємо рівняння(задача Коші):

[image: image1416.png]||any"" tay" U4t ay =0 16(a)
¥(te) = Yo, -, y™ D) = you  16(6)




Розв’язок якої позначаємо [image: image1418.png](. Yo1s s Von)



. Коефіцієнти рівняння (16а) – це неперервні функції, причому [image: image1420.png]ap(t) # 0



 скрізь.  Припущення забезпечують( за теоремою про існування розв’язку задачі Коші не на наперед заданому відрізку, а в довільному правосторонньому околі точки [image: image1422.png]


(локальна теорема)) існування  розв’язку задачі (16) на [image: image1424.png][to,=[



. Рівняння  (16) називається стійким, якщо [image: image1426.png]limy. —0,...50n—0 SUPe22, | V(E You, o) Vou) | = 0,




 асимптотично –стійким, якщо воно стійке і [image: image1428.png]V Yo1s +ees Yon liM e V(L Vo1, -ons Von) = 0




Теорема 5

Нехай коефіцієнти рівняння (16а) сталі тоді:

1. Якщо всі корені характеристичного рівняння [image: image1430.png]apg "+ ay A+t a, =0



від’ємні то (16а) – асимптотично стійке.
2. Якщо дійсні частини з їх коренями характеристичного рівняння недоатні і кожен корінь із нульовою дійсною простий(=однократний), то (16а) стійке, але за наявності таких коренів не асимптотично стійке.
3. У решті випадках рівняння нестійке.
Доведення:

Це випливає з теореми 5.2.2(що стверджує, що за певних умов частинний розв’язок рівняння можна підібрати у вигляді [image: image1432.png]y(t) = te™ (U(t)cospt + V(t)sinft)



)
[image: image1434.png]u<u
Ferts |,
SUPes:, e




  ,           [image: image1436.png]lim,,.. t*ek*
e t¥ett = <0



 у яких [image: image1438.png]


 дійсні.

30. Класифікація точок спокою і дослідження траєкторій лінійної однорідної системи другого порядку зі сталими коефіцієнтами. Випадки ненульових дійсних власних значень.

Розглядаємо систему рівнянь [image: image1440.png]


 зі сталими коефіцієнтами . Запишемо у векторній формі [image: image1442.png]()=4()



(1), де [image: image1444.png]4= 2



. Незалежна змінна [image: image1446.png]t €] —oo,00]



.

За теоремою Жордана, де [image: image1448.png]A=TJT™



 (J – жорданова нормальна форма матриці A), тому, помноживши обидві частини системи (1) на [image: image1450.png]71



 і позначивши [image: image1452.png]G=1()



, перетворимо це рівняння до вигляду [image: image1454.png]() =1()



(2). Очевидно, що матриця [image: image1456.png]


 - не вироджена [image: image1458.png](= J nesupomrena)



, то єдиною точкою спокою як (1) так і (2) є [image: image1460.png](o)



. Якщо [image: image1462.png]


, то точки спокою рівняння (1) заповнюють пряму  [image: image1464.png]ax +by =0



.

Позначимо [image: image1466.png]A1, A2



 - власні числа матриці [image: image1468.png]


 і розглянемо наступні випадки:

1) Власні числа дійсні

1.2) [image: image1470.png]I # Az



, тоді 
[image: image1472.png]


 і система (2) (перетвор.) набуває вигляду пари ізольованих рівнянь: [image: image1474.png]


 . Звідси [image: image1476.png]{u(t) = u(0)e’s*
v(t) = v(0)e?*



(3)
Якщо [image: image1478.png]u(0) =0 = v(0)



 або [image: image1480.png]u(0) =0 =v(0)



, то траєкторія системи є півосі координатних осей. Якщо  [image: image1482.png]


, то - початок координат. Тому розглянемо випадок,  коли [image: image1484.png]u(0) # 0 = v(0)



. Оскільки [image: image1486.png]I # Az



 (за припущенням), то хоча б одне з них відмінне від нуля. Зробимо так, щоб [image: image1488.png]A #0



. Тоді з (3) маємо: [image: image1490.png]u Ve
v ()




. Отже, вся траєкторія міститься у тій же координатній чверті, що і така  [image: image1492.png](ot



.

1.1.1) [image: image1494.png]



[image: image1495.jpg]


[image: image3298.wmf](
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[image: image1496.png]




[image: image1498.png]LS

>1








[image: image1500.png]=1

<1




Точка спокою у цьому випадку називається вузлом, він асимптотично стійкий, якщо [image: image1502.png]A1, A2



 від’ємні і нестійкий, якщо додатні (всі висновки про асимптотичну стійкість спираються на Т 6.2.4).
1.1.2) [image: image1504.png]A1, A2



[image: image1506.png]<0



. Точка спокою у  цьому випадку – сідло. Воно завжди не стійке.

1.1.3)[image: image3299.png][(xt),to =t =T

=®) [y(t),T <t=7,



 [image: image1508.png]=0 (:11 = n)i’u(r) = u(0),v(8) = v(0)es*



. Точками спокою є усі точки на осі [image: image1510.png]ou



 і тільки вони [image: image1512.png](v® = const= v(0) = 0)



. Траєкторія – це промені осі  [image: image1514.png]


 осі OU.

Стрілка вказує напрям руху вздовж траєкторії при зростанні [image: image1516.png]


. У цьому випадку точки спокою стійкі, але не асимптотично [image: image1518.png](2, <0)



. При [image: image1520.png]12> 0



 точки спокою нестійкі.

1.2)[image: image1522.png]



[image: image3300.png]TK)
F(A):‘I'( P )‘I‘"
0 - f(Ky).



1.2.1) Власному числу [image: image1524.png]


відповідають два лінійно незалежні власні вектори, тоді [image: image1526.png]s
o

=212 A= 215x(0) = x(0)e*,y(0) = y(0)e* (.




. Точка спокою у цьому випадку називається дикритичним вузлом, а траєкторія є промені(включаючи півосі координатних осей).

1.2.2)Власному значенню [image: image1528.png]


 відповідає 1 власний вектор і один приєднаний. Тоді [image: image1530.png]


. Записавши розв'язок системи (2) у вигляді [image: image1532.png](o) =< (o)



, і пригадавши, що за (3.2.18 )[image: image1534.png]o)t = &%

0



, одержимо [image: image1536.png]v(t) = v(0)e*
u(t) = (u(0) + v(0))e’



 (4). 

[image: image3301.png]e (hy

2 +hy

Rt

="

hatT "
2

4., 4 m=

m)



При [image: image1538.png]u(0) # 0 =v(0)



 траєкторія є одна з координатних півосей. [image: image1540.png]


 – початок координат. 

1.2.2.1)Розглянемо випадок, коли [image: image1542.png]v(0) # 0



. [image: image1544.png]A#0



, тоді з (4) маємо [image: image1546.png]==y +iln—=3 =2
=Y+l =il + (5 — 3l (©@1)



. Таким чином явно виражаємо [image: image1548.png]


 і тільки так. На рисунку випадок для [image: image1550.png]u(0) = 0, v(0)




. Точка спокою – вироджений вузол. Асимптотично стійкий при [image: image1552.png]A<0



, нестійкий при [image: image1554.png]A>0



.

Формули, що використовувались при доведенні:

[image: image1556.png]


 (3.2.18)

Теорема 6.2.4 (Ляпунов)

1)Якщо дійсні частини всіх власних чисел матриці А від'ємні, то рівняння [image: image1558.png]


(6.2.8) – асимптотично стійке.

2) Якщо дійсні частини всіх власних чисел матриці A не додатні і кожному власному числу з нульової дійсної частини відповідає кількість лінійно незалежних векторів, яка його кратність, то рівняння (8) стійке, але, за наявності таких власних чисел, не асимптотично стійке.

3) У решті випадків рівняння не стійке.

31. Класифікація точок спокою і дослідження траєкторій лінійної однорідної системи другого порядку зі сталими коефіцієнтами. Випадки комплексних власних значень.

Розглянемо систему рівнянь:[image: image1560.png]



зі сталими коефіцієнтами. Запишемо у векторній формі: [image: image1562.png]()=4()



 (1) ,

 деA=[image: image1564.png](52)



 , у цьому пункті t є [image: image1566.png]



За теоремою Жордана, де A = T*J*[image: image1568.png]71



 (J – жорданова нормальна форма матриці А),  тому, помноживши обидві частини системи (1) на [image: image1570.png]71



 і позначивши [image: image1572.png]M =77()



, перетворимо це рівняння до вигляду: [image: image1574.png](v)=0C)



 (2) Очевидно, що якщо матриця А невироджена ([image: image1576.png]


J невироджена), то єдиною точкою спокою, як (1) так і (2) є [image: image1578.png]


. Якщо ж Rg A = 1, то точкою спокою є пряма ax + by = 0.

Позначимо [image: image1580.png]A Az



– власні числа матриці А і розглянемо наступні випадки:

1.Власні числа дійсні

1.1.[image: image1582.png]A=A



 тоді J = [image: image1584.png]2z,



 і система (2) перетворюється на пару рівнянь: [image: image1586.png]


 Звідси

U(t) = U(0)[image: image1588.png]- ghat



 , V(t) = V(0)[image: image1590.png]- ghat



 (3) Якщо U(0)=0[image: image1592.png]


V(0) або U(0)[image: image1594.png]


0=V(0), то траєкторіями системи є півосі координатних осей. Якщо ж U(0)=0=V(0), то початок координат. Тому далі розглядатимемо випадок, коли U(0)[image: image1596.png]


0[image: image1598.png]


V(0). Оскільки [image: image1600.png]M #F A



 (за припущенням), то хоча б одне відмінне від 0. Зробимо так, щоб [image: image1602.png]M # 0



. Тоді з (3) маємо: V=V(0)[image: image1604.png]


 . Отже вся траекторія міститься у тій же координатній чверті, що і [image: image1606.png](viay




1.1.1. [image: image1608.png]M Ay >0




4 криволінійні траєкторії(між собою вони не пов`язані)

[image: image1609.png]


[image: image1610.png]



Точка спокою в цьому випадку називається вузлом. Він асимптотично стійкий, якщо  власні числа від`ємні, і нестійкий, коли вони додатні(тут і надалі всі висновки про асимптотичну стійкість і нестійкість спираються на теорему Ляпунова).

1.1.2. [image: image1612.png]M Ay <0




Точкою спокою у цьому випадку є сідло, воно завжди нестійке.

[image: image1613.png]I




1.1.3. [image: image1615.png]M :n(an,;n)




[image: image1617.png]()



U(t) = U(0), V(t) = V(0)[image: image1619.png]- ghat



 точками спокою є всі точки осі oU і тільки вони (V(t) = const[image: image1621.png]


V(0) = 0)

Траекторії паралельно осі oU.
[image: image1622.png]



Стрілка вказує напрям руху вздовж траекторії при зростанні t. У цьому випадку точка спокою стійка, але не асимптотично([image: image1624.png]Ay <0



). При [image: image1626.png]Ay >0



точка спокою нестійка.

1.2. [image: image1628.png]



1.2.1. Власному числу [image: image1630.png]


 відповідає 2 лінійно незалежних власних вектора. Тоді J=[image: image1632.png]=




[image: image1633.png]A=11=




x(t) = x(0)[image: image1635.png]


, y(t) = y(0)[image: image1637.png]


 (=[image: image1639.png]o).

w0 ¥



 при x(0) = 0) Точка спокою у цьому випадку називається дикритичним вузлом, а траекторіями є промені , включаючи півосі координатних осей.

[image: image1640.jpg]



1.2.2. Власному числу [image: image1642.png]


відповідає 1 власний вектор, а 1 приєднаний. Тоді J = [image: image1644.png](6 2)




Записавши розв`язок (2) у вигляді: [image: image1646.png]) e (VO
(vn) =" (7o,



. [image: image1648.png]


 одержимо: 

V(t) = V(0)[image: image1650.png]


, U(t) = (U(0) + V(0)[image: image1652.png]‘t)- et



  (4). При U(0)[image: image1654.png]=0



=V(0) – траекторією є одна з координатних півосей. U(0)=0=V(0) – траекторія початок координат.
1.2.2.1. [image: image1656.png]A#0



Тоді з (4) маємо: U= [image: image1658.png]MOy + ¥ =Ty + A2y -2
vV 3 = IV + GV — iV ()



)V
[image: image1659.png]+5




 Рис. дляU(0)=0, V(0)=1

Точка спокою у цьому випадку називається виродженим вузлом. Він асимптотично стійкий при [image: image1661.png]A < 0i crifikuit mpu A > 0



.

1.2.2.2. [image: image1663.png]p=05



 V(t)=V(0), U(t)=U(0)+V(0)[image: image1665.png]


 Траекторії - це паралельні осі oU прямі. Точками спокою є всі точки осі oU, всі вони нестікі.
2. Власні числа комплексні. [image: image1667.png]


,  µ, ν є R, ν[image: image1669.png]=0



. Позначимо B = A - µ1, тоді за лемою(4.3.1): [image: image1671.png]et = gHt = gff



 (5) За побудовою матриця B має ті самі вектори, що і матриця A,  і ті самі власні числа [image: image1673.png]


. Det(B - λ[image: image1675.png]


)=[image: image1677.png]A2+ 2



. Тоді за теоремою Гамільтона-Коші: B = - [image: image1679.png]2.



 (6)

Візьмемо довільний [image: image1681.png]91



 є [image: image1683.png]R?



\[image: image1685.png]{0}



, [image: image1687.png]g2



=[image: image1689.png]


, тоді B[image: image1691.png]g1 = —Vg>



. Вектори [image: image1693.png]91, g2 NiHIAHO He3aNexXHi




Якщо б [image: image1695.png]91



 був пропорційни [image: image1697.png]g2



, то ми мали б ν[image: image1699.png]g1 =Bg,=v 'B%’g, = (3a(6)) = Bg,



(тобто [image: image1701.png]91



 – виявився власним вектором матриці В, але В не має власних векторів з дійсними компонентами, бо її власні числа уявні, а вона сама дійсна). Отже [image: image1703.png]191,92}



 – базис в [image: image1705.png]R?



. Позначимо S = [image: image1707.png](g1192)



 (за побудовою невироджена матриця). U = [image: image1709.png](1 o



, тоді νSU[image: image1711.png]571gy

vSe;




 , νSU[image: image1713.png]S—1,
g2

—vSe;





U[image: image1715.png]a=(; )@



=[image: image1717.png]


=[image: image1719.png]e



U[image: image1721.png]e2=(; 5)D=()=-=



.Отже νSU[image: image1723.png]ST1=B



([image: image1725.png]S eBt = SevUs—12 5 145 = ueeVel = ok (E, cosvt + Usinve) ©=s+ (’:)



, розв`язок системи запишеться у вигляді [image: image1727.png](v() = e (L cosve + U sinve) ()
W (0),



 рівносильно U(t)=[image: image1729.png]eHt



(U(0)[image: image1731.png]cosvt —V(0) sinvt),



V(t)=[image: image1733.png]eHt



(U(0)[image: image1735.png]sinvt +V(0) cosvt)



, [image: image1737.png]U(t) +va(e)





2.1. µ[image: image1739.png]=0



Траекторія – спіраль, точка спокою – фокус. Асимптотично стійкий при µ[image: image1741.png]<0



 і нестійкий при µ[image: image1743.png]>0



.
2.2. µ[image: image1745.png]


. Траекторії – це кола в площині UoV і еліпси в площині XoY. Точка спокою – центр(стійкий, але не асимптотично). 


32. Класифікація точок спокою і дослідження траєкторій лінійної однорідної системи другого порядку зі сталими коефіцієнтами. Випадок виродженої матриці коефіцієнтів.

Розглядаємо систему рівнянь [image: image1747.png]


 зі сталими коефіцієнтами . Запишемо у векторній формі [image: image1749.png]()=4()



(1),     де [image: image1751.png]4= 2



. Незалежна змінна [image: image1753.png]t €] —oo,00]



.

За теоремою Жордана, де [image: image1755.png]A=TJT™



 (J – жорданова нормальна форма матриці A), тому, помноживши обидві частини системи (1) на [image: image1757.png]71



 і позначивши [image: image1759.png]G=1()



, перетворимо це рівняння до вигляду [image: image1761.png]() =1()



(2). Очевидно, що матриця [image: image1763.png]


 - невироджена [image: image1765.png](= J nesupomrena)



, що єдиною точкою спокою (1) заповнюють пряму [image: image1767.png]ax +by =0



.

Позначимо [image: image1769.png]A1, A2



 - власні числа матриці [image: image1771.png]


 і розглянемо наступні випадки:
1.1) [image: image1773.png]2z, 7ozi] = (% 7). i cucrea (2) nepers.anapy p — nans




Звідки                    [image: image1775.png]u(t) = u(0)e’:



, [image: image1777.png]v(t) = v(0)e’s*



(3)
Випадок виродженої матриці коефіцієнтів  -  detA = 0. 
1.1.3)[image: image3302.wmf]å
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[image: image1779.png]=0 (:11 = n)i’u(r) = u(0),v(8) = v(0)es*



. Точками спокою є усі точки на осі [image: image1781.png]ou



 і тільки вони [image: image1783.png](v® = const= v(0) = 0)



. Траєкторія – це промені осі  [image: image1785.png]


 осі OU.

Стрілка вказує напрям руху вздовж траєкторії при зростанні [image: image1787.png]


. У цьому випадку точки спокою стійкі, але не асимптотично [image: image1789.png](2, <0)



. При [image: image1791.png]12> 0



 точки спокою нестійкі.

1.2) [image: image1793.png]


Власному числу [image: image1795.png]


 відповідає 1 вл. вектор і 1 приєдн.  [image: image1797.png]=0 %)




Тоді  [image: image1799.png]v(t) = v(0)e*



, [image: image1801.png]u(t) = (u(0) +v(0)t)e™



(4)

1.2.2.2)[image: image1803.png]=02 v(®) = v(0), u(®) = u(0) + v(0)t




    Траєкторії – це паралельні осі OU прямі. А точками спокою є всі точки осі OU, усі вони нестійкі.
33. Метод функцій Ляпунова. Теорема Ляпунова про стійкість

           Лема 1. Нехай v: [image: image1805.png]R"—> R



неперервна в нулі функція, а φ - функція з[image: image1807.png]


в[image: image1809.png]


така, що [image: image1811.png]o) > 0



при r> 0. Тоді існує функція q:R+ ->R+така, що для будь-якого r> 0
[image: image1812.png]sup|v(x) — v(0)| < @(r)




Доведення:   
Із припущення проvмаємо за означенням неперервності: [image: image1814.png]Ve >0



  існує  [image: image1816.png]5(g) =0




[image: image1818.png]sup|v(x) — v(0)] < £



Залишається покласти[image: image1820.png]q(r) = 8(p(r))



 ►
            Наслідок 1. Нехай v: [image: image1822.png]R"—> R



неперервна в нулі функція, що

v(0) = 0         (1)      і    v(x) > 0 при x ≠ 0     (2)

Тоді існує функція q :R+ ->R+  така, що для будь-якого r> 0
[image: image1824.png]supv(x) < inf v(x)



(3)

Доведення:
 Позначимо [image: image1826.png]o(r) = infv(x)



 .   Із неперерервностіv випливає за теоремою

Веєрштраса існування такого[image: image1828.png]e R™



, що[image: image1830.png]%] =7



і [image: image1832.png]o(r) = (@)



. Тоді зважаючи на (2) [image: image1834.png]o) >0



 приr> 0. Тепер існування функціїq з властивістю (3) випливає з леми 1 і умови (1). ►
            Лема 2. Нехай v : [image: image1836.png]R"—> R



 - неперервна функція з властивостями (1) і (2), T і φ - додатні числа, а u - неперервна [image: image1838.png]R



-значна функція на [0,T [ така, що:

 1) функція v(u(.)) спадає;   2) [image: image1840.png][u(0)] < q(e)



 де q - існуюча за наслідком 1 функція така, що при всіх r> 0 справджується нерівність (3). Тоді для будь-якого tє [0,T[ [image: image1842.png]()] < ¢




Доведення

.Якщо висновок леми неправильний, то з огляду на неперервністьuзна​йдеться

tє[0,T[ таке, що[image: image1844.png]lu(®)|




. Тоді
[image: image1845.png]infr(x) < vulD)




При цьому за першим припущенням леми[image: image1847.png]v(u(t)) < v(u(0))



 , а за другим припущенням iвибором функціїq[image: image1849.png]v(u(0)) < (&)



.   Остання нерівність суперечить попереднім двом. ► Розглядаємо рівняння

[image: image1851.png]


,
(4)
у якомуf- неперервна функція з Rnв  n.
 ТеоремаЛяпунова. Нехай [image: image1853.png]£(0) =0



  (так що рівняння (4) має тривіаль​ний розв'язок). Припустимо, що існує неперервно диференційовна функція v : [image: image1855.png]R"—> R



з властивостями (1), (2) і така, що при всіх x
[image: image1857.png]VE)E () < 0



.
(5)
Тоді тривіальний розв'язок рівняння (4) стійкий.

Доведення:

Для будь-якої Rn-значної диференційовної функціїx(.)
[image: image1858.png]w(x(0) = v/ (x(£)x(®)





Звідси і з умови (5) маємо для для будь-якого розв'язкуx(.)рівняння (1)
[image: image1859.png]¢ (x(0) =0




тобто функціяv(x(.)) спадає в області існування розв'язку. Відтак за лемою 2, застосованою до[image: image1861.png](.,&)




,     нерівність   [image: image1863.png]|x(t, &) < &



справджується при всіх ε > 0,[image: image1865.png]|&] < q(2)



 і tтаких, що розв'язок існує на деяко​му проміжку [0,T[ , T>t. Отже,

[image: image1867.png]sup |x(t,¥)| =¢




(6)

при[image: image1869.png]1€] < q(&)



.  А це з огляду на довільність є і означає стійкість тривіального розв'язкуx(., 0). ►
Лема 3. Нехай  g : : [image: image1871.png]R"—> R



 - неперервна функція така, що g(x) > 0 при x ≠ 0. Тоді для будь-яких[image: image1873.png]r,>n > 0infg(x) >0




Доведення
За теоремою Ваєрштраса існує точка [image: image1875.png]FE{un = |x|=n)



 така, що [image: image1877.png]inf g(x) = g(%)



.   За вибором[image: image1879.png]-



і припущенням про[image: image1881.png]gg(%) >0



. ►
Наслідок 2. Нехай функція [image: image1883.png]


задовольняє умови леми 3. Тоді для будь-якої обмеженої послідовоності  [image: image1885.png](1)



   в Rn співвідношення   [image: image1887.png]g(x;) =0



  зумовлює   [image: image1889.png]Xy = 0



.
Функція v називається функцією Ляпунова. Універсального способу побудови її не існує. Іноді вдається підібратиv у вигляді многочлена.
34.Метод функцій Ляпунова. Теорема Ляпунова про асимптотичну стійкість. Приклад
Теорема 2. (Ляпунов). Нехай виконано умови теореми 1 і, крім того,
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Тоді тривіальний розв'язок рівняння (4) асимптотично стійкий.
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За побудовою функція
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Це разом із (5) показує, що w спадає.

Розглянемо два випадки, вичерпуючі всі можливості.

1. Для будь-якогоr> 0 існує
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, що з огляду на встановлені вище властивості
[image: image1908.wmf]w

зумовлює (8).

2. Існуютьr> 0 іT> 0 такі, що при всіх t >T     |x(t)| > r     (10)
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Звідси, записавши формулу Ньютона – Лейбніца

[image: image3305.png]X(8) = J, R(t,0) F(D)dt + 2 (£)C
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Із (5) і (7) виводимо за лемою 3 (
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права частина (11) від'ємна, що суперечить невід'ємно​сті 
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. Таким чином, другий випадок неможливий. ►
Функція
[image: image1917.wmf]u

 з теорем 1 і 2 називається функцією Ляпунова. Універсального способу побудови її не існує. Іноді вдається підібрати
[image: image1918.wmf]u

 у вигляді многочлена.

Приклад 1. 
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Позначенню х теорем Ляпунова тепер відповідає [image: image1920.png]


. Функція
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причому рівність досягається тільки в початку координат. Тоді теорема 2 стверджує асимптотичну стійкість тривіального розв'язку.

35. Вираз розв’язку квазілінійного рівняння в частинних похідних першого порядку через інтеграл системи звичайних диференціальних рівнянь.
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Позначивши 
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 можемо переписати (1) у вигляді 
[image: image1929.wmf]b

a

u

=

¢

(2), де 
[image: image1930.wmf]u

¢

- вектор - рядок.

Теорема1:  Нехай диференційовна функція Ф: 
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 . Тоді для будь-якої диференційованої  функції F: 
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задана рівністю F(Ф(x,u))=0  (5) неявна функція [image: image1935.png]


 задовольняє рівняння (2) (воно ж (1)) у тих точках, де 
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Теорема 2: Нехай функція 
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 і нехай φ – загальний інтеграл системи (10). (
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- значна функція). Тоді в цій області загальний розв’язок лінійного рівняння (8) дається рівністю (12), у якій f: 
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 (13). Те, що так задана функція u задовольняє рівняння (8) (u(x) 
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 Оскільки за умовою вона має в області D ненульовий розв’язок, то її визначник =0:

А це ,як відомо з математичного [image: image3308.png].




аналізу, означає фундаментальну залежність  функції 
[image: image1946.wmf]u

n

,

,...,

1

1

-

j

j

 в області D. Але перші (n-1) із них, будучи компонентами загального інтегралу системи (10), функціонально незалежні. Таким чином u  функціонально залежить від 
[image: image1947.wmf]1

1

,...,

-

n

j

j

;що і виражається рівністю (12).<|.
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(16). Ф – загальний розв’язок рівняння (3). Підставивши (16) у (14) доходимо до висновку:

Теорема 3: Загальний розв’язок квазілінійного рівняння (1) дається рівністю (5), у якій Ф – загальний інтеграл системи (3) , а F – довільна диференційована функція. (
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36. Загальний розв’язок лінійного і квазілінійного рівнянь у частинних похідних першого порядку.
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Теорема1: Нехай дифер.ф-я Ф: 
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 .Тоді для будь-якої дифер. Функції F: 
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задана рівністю F(Ф(x,u))=0  [5] задовольняє рівняння (2)(воно ж (1)) у тих точках, де 
[image: image1970.wmf]0

))

(

,

(

))

(

,

(

(

¹

¢

¢

x

u

x

Ф

x

u

x

Ф

F

u

[6]

Доведення:
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доведено.
Покажемо, що у (5) зображено і загальний розв’язок (1). Спочатку зробимо це для лінійного рівняння. 
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Для нього знаменник спільного дробу = 0
[image: image1975.wmf]Þ
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один з інтегралів системи u=C (9)  
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 (=dt) [10] . Оскільки в систему (10) u не входить(лінійне), то всякий її інтеграл є функцією тільки від x. Нехай φ – деякий інтеграл системи (10): φ(x)=const[11].  Порівнявши це з (9) бачимо, що для будь-якої дифер. Функції f, функція 
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[12] задовольняє (8).

Теорема 2: ф-я 
[image: image1980.wmf]0
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 в деякій області 
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 і нехай φ – загальний інтеграл системи (10). (
[image: image1982.wmf]1
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- значна ф-я). Тоді в цій області загальний розвязок лінійного рівняння (8) дається рівністю (12), у якій f: 
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 - довільна диференційована функція.

Доведення: (11) 
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[13]. Те, що так задана ф-я u задовольняє рівняння (8) (u(x) 
[image: image1985.wmf]®

(12)), показано вище. Залишається показати, що кожний розвязок зображається в такому вигляді. Пару рівностей (13) і (8) можна розглядати при фіксованому x як систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 
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 Оскільки за припущенням вона має в області D ненульовий розвязок, то її визначник =0:

А це ,як відомо з матем. [image: image3309.png]r




аналізу, означає фундаментальнк залежність  ф-ї 
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 в області D. Але перші (n-1) із них, будучи компонентами загального інтегралу системи (10), функціонально незалежні. Таким чином u  функціонально залежить від 
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;що і виражається рівністю (12). Доведено.
    Вертаючись до загального рівняння (1). Як показано в теоремі 1, розвязок його є неявною функцією, тобто задається деякою рівністю U(x,u)=0 [14]. Інтегрування рівняння (1) якраз і полягає в знаходженні U. Продиференціюємо (14) отримаємо:
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[15]. А це лінійне відносно U рівняння. Система (10) для нього (з n:=n+1; 
[image: image1990.wmf]u
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) має вигляд (3). Тоді за теоремою 2 загальний розвязок рівняння (15) дається рівністю 
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[16]. Ф – загальний розвязок рівняння (3). Підставивши (16) у (14) доходимо до висновку:

Теорема 3: Загальний розвязок квазілінійного рівняння (1) дається рівністю (5), у якій Ф – загальний інтеграл системи (3) , а F – довільна диференційована функція. (
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37. Ітераційний метод розв’язування лінійних операторних рівнянь.

Теорема 1Нехай А – обмежений лінійний оператор в банаховому просторі Xтакий, що для деякого [image: image1994.png]47| <1 (D),




  тоді:

1). Оператор [image: image1996.png](En—A)™*



  ([image: image1998.png]En



 – одинична матриця) визначений на всьому X, обмежений і дається рівністю [image: image2000.png]To=oA™ (2)



, де ряд збігається за нормою.

2). Для будь-якої [image: image2002.png]fEX



 розв’язок рівняння [image: image2004.png]


 і дається формулою [image: image2006.png]


.

ДоведенняЗаписавши [image: image2008.png]


  виводимо перше твердження леми 3.2.3
{/поч. вставки/Л 3.2.3 Нехай ф-я f (C змінної) розкладається в ряд [image: image2010.png]fld) = Xp=0@nA™,



 радіус збіжності якого дорівнює R. Нехай А – лінійний обмежений оператор у якомусь нормованому просторі, такий що для будь якого [image: image2012.png]


Тоді послідовність частинних сум операторного ряду фундаментальний за нормою. /кін. вставки/} і означення голоморфної функції від оператора (рівність 3.2.7 - [image: image2014.png]flA) = Y=o A™



)).

Застереження: функція f із п.3.2. Це в теперішніх позначеннях не вільний член рівняння (3), а [image: image2016.png]Q-



.

Друге твердження – очевидний наслідок першого. Порівнявши рівності (2) і (4) можемо записати розв’язок рівняння (3) у вигляді: [image: image2018.png]limy, e X, (5)




, де [image: image2020.png]Xn=f+Af+ -+ A"f (6).



 За побудовою [image: image2022.png]Xp=f +Ax,1(7).



 Послідовне обчислювання наближень до розв’язку рівняння (3) за формулою (7) називають ітераційним методом розв’язування цього рівняння. Рівність (6) показує, що [image: image2024.png]


, але можна брати будь-яке інше нульове наближення. Справді, із (7) маємо:

[image: image2026.png]fHAf+ -+ A"+ Ax



. І за умови (1) [image: image2028.png][lAmxol| = 0,



 так що вибір [image: image2030.png]X



не впливає на зменшення границі (5).

[image: image2032.png]


 • [image: image2034.png]ey
BOVD = 1



 →◄► [image: image2036.png]



38. Компактні і скінченновимірні оператори. Компактність границі збіжної за нормою послідовності компактних операторів. Лема про компактний оператор в евклідовому просторі.


Нехай X, Yнормовані простори з яких другий повний (Y - банахів). Лінійний оператор А: X→Yназивається:

· скінченновимірним, якщо область його значень скінченновимірний підпростір простору Y.

· Компактним або цілком неперервним, якщо для [image: image2038.png]


 обмеженої послідовності [image: image2040.png]


, послідовність [image: image2042.png](Ax,)



 в Х містить збіжну підпослідовність.
Лема 1: Компактний оператор - обмежений.

◄  Якби для деякої обмеженої послідовності [image: image2044.png](Ax,)



 було [image: image2046.png]|Ax || = o0



 , то з [image: image2048.png](Ax,)



 не можна було б виділити збіжну підпослідовність. ►

Наслідок 1: (з  Л1 і Л3.2.1) Коспактний оператор рівномірнонеперервний 


► Л3.2.1 Обмежений лінійний оператор – рівномірно неперервний

Лема 2: Обмежений скінченновимірний оператор – компактний.

◄Нехай А – такий оператор, а [image: image2050.png]


 – обмежена послідовність із Х, тоді [image: image2052.png](Ax,)



 – обмежена, а, по-друге, лежить у скінченновимірному підпросторі простору Y . За теоремою Больцано-Вейєрштраса з неї можна виділити збіжну піднослідовність  ►

Теорема 1:  Нехай  X– нормований простір, Y- бананів простір, а [image: image2054.png](Am)



 – збіжна за нормою до деякого оператора А послідовність компактних операторів. Тоді А – також компактний.

◄За умовою  [image: image2056.png]m—All =0



, звідси [image: image2058.png]M oo 10/ [| A 2 — A




   (1)


Візьмемо довільну обмежену послідовність ([image: image2060.png]Xk



) в Х і позначимо [image: image2062.png]


. Тоді за припущенням оператора [image: image2064.png]


 при [image: image2066.png]m € N



множина [image: image2068.png]


 містить нескінченну підмножину [image: image2070.png]


 таку, що послідовність [image: image2072.png]AmXg, K€ Up



збігається до деякого [image: image2074.png]Vm €Y



 :

[image: image2076.png]lim g—voe | A Xie = Yl = 0
el



   (2),  тоді при [image: image2078.png]m/ > m



 : [image: image2080.png]¥/ = Yimll = Hm s [l A/ X = A |
Rt



     (3)

Позначимо [image: image2082.png]C = supl|xgll



   (<[image: image2084.png]


 за вибором [image: image2086.png](xx)



) 

[image: image2088.png]


  послідовність [image: image2090.png]


 фундаментальна [image: image2092.png]TosE.
—3yev



: [image: image2094.png]1y =¥l = 0



    (4)


[image: image2096.png]lAx, — Yl = | Ax = Y |l + 13 — ¥l




Виводимо з (2) і (4), що [image: image2098.png]lim g cq || Ax — yll =0



, а це означає що деяка послідовність [image: image2100.png](Ax)



 збігається до y ►

Наслідок 2 (з Т1 і Н1):  Нехай лінійний оператор діючий із нормованого простору в Банахів є границею, збіжною за нормою послідовності обмежених лінійних операторів, тоді він компактний.

Лема 3:  Нехай А  -  компактний оператор в Евклідовому просторі  Е (ознаки: скалярний добуток, норма вектора [image: image2102.png]VX keazparie koopausat



  ), а [image: image2104.png](hy)



 - обмежена послідовність в Е така, що [image: image2106.png](Ahy,Ahy,



)=0 при [image: image2108.png]k#n



  (5),  тоді для [image: image2110.png]Ve >0



множина [image: image2112.png]U: = n: || Ahy || = &5



 скінченна.

◄  [image: image2114.png]lAh, — AR ll*

(Ah,, — Ahy ,Ah, — Ahy)




[image: image2116.png]kil 3
—— || Ahy, — Ahgl|? = [l ARy, |12 — | ARy | > 22



;   Отже якщо [image: image2118.png]


 нескінченна, то послідовність [image: image2120.png](Ahy, n€ U;)



 не містить збіжної підпослідовності, що з огляду на обмеженість [image: image2122.png](hy)



суперечить компактності А ►

39. Рівняння з компактним оператором у гільбертовому просторі. Теорема Ріса. Теорема Фредгольма в абстрактній формі.

Для множини М в евклідовому просторі Е позначимо

[image: image2124.png]M+



 =  [image: image2126.png]v € E:6yzae — akoroxe M (x,y) = 0;



 – ортогональне доповнення множини H.

Лема 1:

Множина  [image: image2128.png]M+



 замкнута(випливає з неперервності скалярного добутку).

Множина [image: image2130.png]ML+



 містить , очевидно, усі елементи множини М, а також з огляду на лінійність і неперервність скалярного добутку по кожному з операторів, всі скінчені лінійні комбінації елементів М, тобто лінійну оболонку М і всі елементи простору Е, які можна одержати з елементів лінійної оболонки за допомогою граничних переходів.

Лема 2:

Нехай М – замкнений лінійний підпростір деякого евклідового простору [image: image2132.png]ML+



=М.

Ker B =[image: image2134.png]


.

Лема 3:

Нехай Х, Y – векторні простори, В: Х(Y – лінійний оператор, тоді KerB – підпростір Х. Якщо до того ж  Х та Y нормовані, а В обмежений, то цей підпростір замкнений.

Доведення:

1-ше твердження випливає безпосередньо з лінійності В, а друге – з леми 3.2.1(лінійний обмежений оператор рівномірно неперервний).

Оператором, спряженим до обмеженого лінійного оператора В в евклідовому просторі Е, називається оператор [image: image2136.png]B*



 такий, що  для будь-яких х, у є Е :(Вх,у)=(х, [image: image2138.png]By



)    (1)

Для довільного відображення  F: x(y позначимо  imF=[image: image2140.png]{F(x),x eX}



 – область значень F.

Лема 4:

 Для будь-якого лінійного обмеженого оператора В в евклідовому просторі Е [image: image2142.png]ker (B*)

(im B)*



.

Доведення:

  у є [image: image2144.png]ker B*



< -- >[image: image2146.png]B*



у=0 < -- >будь-якого х є Е (х,[image: image2148.png]B*



у)=0< -(користуючись(1))- > будь-якого

 х є Е (Вх, у)=0 < -- > будь-якого z є [image: image2150.png]


 ( z,у)=0< -- > у є [image: image2152.png]


.

Наслідок 1:

Нехай А – лінійний  оператор в евклідовому просторі такий, що множина im(1- А)  (тут і надалі 1- одинична матриця ) замкнена, тоді для того, щоб рівняння х= Ах + f  (2) мало розв’язки, необхідно і достатньо, щоб будь-який розв’язок рівняння у=[image: image2154.png]A*



у (3) справджував рівність (у, f)=0  (4).

Доведення:

Рівняння (2) має розв’язок < -- >f є im(1- А)  (im(1- А) – замкнена за умовою)                          < -(користуючись лемою2)- >f є[image: image2156.png]im(1— A) +*



< -(користуючись лемою4)- >f є[image: image2158.png]ker (1 —A*)*



< -- >будь-який у є [image: image2160.png]ker (1 — A7)



 (у задовольняє (3)).

(у, f)=0

Повний евклідів простір називається гільбертовим.

 Теорема 1:  

Нехай H0 - замкнений підпростір гільбертового простору H, тоді кожний вектор  х є H, можна єдиним чином подати у вигляді х =х0+у , де х0 є H0 , у є [image: image2162.png]Ho*



.

Для Н=[image: image2164.png]R?



 або R3. Озночення: вектор [image: image2166.png]


 з теореми 1 називається проекцією х на підпростір H0.

Наслідок 2:

 Нехай А – обмежений лінійний оператор  у гільбертовому просторі Н, тоді для будь-якого 

х є Н  існує єдиний  у є [image: image2168.png]kerA?



 такий,  що будь-який z є [image: image2170.png]kerA?



 (х, z)= (у, z).

Доведення:

H0:= [image: image2172.png]ker A



 – замкнений підпростір за  лемою 3.

Теорема 2 (Ріс):  

Нехай А – компактний оператор у гільбертовому просторі Н, тоді множина im(1-A) замкнута.

Доведення:

Нехай  fnє im(1-A),  n є N   (5)

fn-->f   (6).

Формула (5) означає існування такого хп є Н, що хп = А хп + fn  (7)

Для обмеження загальності можна вважати, що  хп є  [image: image2174.png]im(1— A)*



 (8) (Інакше замінимо хп його проекцією на [image: image2176.png]ker(1— A)*



  від чого (1-A) хп  не зміниться). Покажемо, що в такому  разі послідовність (хп) обмежена.

Від супротивного: нехай існує нескінчена множина J0cN така, що ||xn||([image: image2178.png]


  при n(∞,  n є J0.

Позначимо un=xn/||xn||  <-(користуючись (7)) ->un= А un+ fn/||xn||   (9)

За побудовою || un ||  =1, тому існує нескінчена множина Jс J0 така, що підпослідовність(А un, n є J  ) збіжна, при цьому послідовність (fn) обмежена за (6), а тому за вибором J0fn/||xn||-->0 при    n(∞, n є J0(і тим більше при n є J) (10) збіжний до деякого U з Н, бо ||xn||([image: image2180.png]


  при    n(∞.

За наслідком 8.2.1(компактний оператор рівномірно неперервний) оператор А неперервний.

А un( А u при  n(∞, n є J< -(користуючись (9),(10))- > маємо u=А u, тобто u є [image: image2182.png]ker (1 —A)



.

З іншого боку за побудовою і вибором послідовності  un є  [image: image2184.png]ker (1 —A)*



<-(користуючись лемою 1) ->u є [image: image2186.png]ker (1 —A)*



. Отже, u є [image: image2188.png]ker (1 —A)



∧[image: image2190.png]ker (1 —A)*



(u=0. З іншого боку 

|| u ||=[image: image2192.png]lim s || g ||



. || un ||  =1. Одержана суперечність показує, що припущення  необмеженості (хп) неправильне. З обмеженості (хп) і компактності А випливає існування нескінченої множини ScN такої, що підпослідовность (А хп, n є S) збігається. Тоді із (6) і (7) випливає, що збігається підпослідовність ( хп, n є S). Позначивши її границю х і врахувавши неперервність А за лемою 8.2.1(компактний оператор обмежений) одержимо із (6)і (7) рівність (4). Таким чином співвідношення (5) і (6) зумовлюють f є im (1-A).
Зіставивши наслідок 2 і теорему2 доходимо такого висновку.

Наслідок 3 (теорема Фредголма в абстрактному формулювані):

Нехай А-  компактний оператор в гільбертовому просторі, тоді для того, щоб (2) мало розв’язки  необхідно і достатньо, щоб кожний розв’язок (3) справджував рівняння (4).

40. Ортогональні розклади в гільбертовому просторі. Теореми про задання лінійного обмеженого і компактного операторів.

(Точно такого пункту у нас в конспекті немає, є лише у евклідвівих просторах, але можливо десь у середині воно там випливає, я так до кінця й не зрозумів, ніхто походу такого толком не знає)

Означення

Послідовність 
[image: image2193.wmf])
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в Е називається ортонормованим базисом, якщо вона ортонормована, тобто 
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 (1) де ряд збігається за нормою.

З матаналізу відомо 2 теореми:

Теорема 1

Нехай 
[image: image2196.wmf])
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 - ортонормована послідовність в евклідовому просторі Е тоді  
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Теорема 2

Для того щоб ортонормована послідновість 
[image: image2199.wmf])
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 в евклідовому Е була ортонормованим базисом необхідно і достатньо, щоб 
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З означення ортонормованого базису(онб) і Т2 можна вивести

Лема 1

Нехай 
[image: image2202.wmf])
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 - онб у деякому підпросторі М евклідового простору, тобі 
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Лема 2

Нехай А – лінійний обмежений оператор в гілбьертовому просторі Н,а 
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Дов.

Нехай 
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, тоді поклавши в (1) 
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Узявши тепер довільний 
[image: image2213.wmf]H
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, а для нього у з Н2 перетворимо останню рівність у (2) 
[image: image2214.wmf]>


Лема 3

Нехай 
[image: image2215.wmf])
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 - ортонормована послідовність у гільбертовому просторі, а 
[image: image2216.wmf])
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 - числова послідовність. Тобі збіжність за нормою ряду 
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 рівносильна збіжності числового ряду 
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Оскільки 
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, тому фундаментальність послідовністі частинних сум ряду 
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 рівносильна такій же властивості ряду 
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Теорема 3

Нехай 
[image: image2225.wmf])
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 - ортонормована послідовність у гільбертовому просторі Н, а 
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 - обмежена числова послідовність, тоді:

1) заданий рівністю 
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 оператор А – лінійний і обмежений (3) .При цьому 
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2) кожне 
[image: image2229.wmf]n
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 - власне число оператора А, а 
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Теорема 4

Нехай 
[image: image2237.wmf])
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 - ортонормована послідовність у гільбертовому просторі, а 
[image: image2238.wmf])
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 - числова послідовність що прямує у 0. Тоді заданий рівністю (3) оператор – компактний.
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Якщо 
[image: image2240.wmf])
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 - скінченна послідовність, а А- за побудовою скінченновимірний , а значить за Л8.2.2 – компактний, де n пробігає N,  тоді
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. Тоді за Н8.2.2 теорему доведено.
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Примітки

Л8.2.2 Обмежений скінченновимірний оператор – компактний.

Н8.2.2(З Е8.2.1 і Н8.2.1) Нехай лінійний оператор діючий з нормованого простору в Банаховий, є границею збіжної за нормою послідовності обмежених лінійних операторів. Тоді він – компактний 

41. Теорема Гільберта – Шмідта про рівномірну збіжність.

Нехай [image: image2249.png]


 – лінійний обмежений оператор в деякому гільбертовому просторі [image: image2251.png]


 на [image: image2253.png]


. Припустимо, щов [image: image2255.png]Ker A



 існує ортонормований базис [image: image2257.png]


, такий, що [image: image2259.png]SUPgzr<p Dnl ARy (£)]* < oo




(1),  тоді для [image: image2261.png]Vf € H: Af = Xu(f, hn)Ah,



(2), де ряд збігається не тільки за нормою (Лема 8.4.2), але й рівномірно і абсолютно. Ця послідовність ([image: image2263.png]


) скінченна, то доводити нічого, тому розглядаємо випадок для [image: image2265.png]


, що пробігає [image: image2267.png]


.

[image: image2269.png]


Позначимо [image: image2271.png]Fa(t) = Biznsal (F i) - 1ARL(£)1)?



. За нерівністю Коші-Буняковського [image: image2273.png]Fa(8) = Zicmnsal ) 1 Bicmn sl AN (D)1® = Supasesy Fa(8) < Q- Rzl (f, i1
— ==




. Сума у правій частині [image: image2275.png]-0



 при [image: image2277.png]n - oo



, як залишок збіжного за Теоремою 8.4.2 ряду.[image: image2279.png]



--Лема 8.4.2.  Нехай [image: image2281.png]


 – лінійно обмежений оператор в гільбертовому просторі [image: image2283.png]


, а ([image: image2285.png]


) – ортонормований базис в [image: image2287.png]ML



, тоді для [image: image2289.png]Vx



 з [image: image2291.png]H:Ax = Ln(x,hy) - Ahy,



.

Теорема 8.4.2.Для того, щоб ортонормована послідовність [image: image2293.png](hy)



в евклідовому просторі [image: image2295.png]


 була ортонормованим базисом, необхідно і достатньо, щоб для [image: image2297.png]VfEE



 справджувалась рівність Парсеваля: [image: image2299.png]Sl (. )17 = N2



.

42. Оператори Гільберта − Шмідта.

Лінійний обмежений оператор А в Гільбертовому просторі називається оператором Гільберта-Шмідта якщо в ортогональному доповненні kerA˩існує ортонормований базис (hn), такий що       [image: image2301.png]2n||AR



n||2< ∞                                   (1)
Теорема 1 :Оператор Гільберта-Шмідта компактний

Доведення : візьмемо (hn, nє S). Якщо множинаS – скінченна, то А обмежений і сквнченновимірний, а значить за лемою про компактність обмеженого оператора (8.2.1) він компактний.      S = N
Візьмемо оператор Anх = [image: image2303.png]


х,hk)Ahk
За побудовою вони компактні. При цьому

||Aх- Anх||2 = ||[image: image2305.png]Ye=n+1l



х,hk)Ahk||2 ≤(  [image: image2307.png]Y=n+1l(



х,hk)|*||Ahk||)2
≤ нерівність Коші-Буняковського ≤ [image: image2309.png]Y=n+1l(



х,hk)|2[image: image2311.png]Y=ns1ll



Ahk||2 =>   ||Ax – Anx||2 ≤ ||х||2[image: image2313.png]Y=ns1ll



Ahk||2 звідки за означенням норми оператора ||A – An||2 ≤ [image: image2315.png]Y=ns1ll



Ahk||2 -> 0 з умови (1). Користуючись наслідком (8.2.1) з вже згаданої вище леми (8.2.1)  отримуємо остаточно доведену Теорему 1. 

43.Необхідна і достатня умова того, що лінійний оператор у гільбертовому просторі компактний і ермітів. Загальний вигляд такого оператора 

КЗ-квантор загальності(заміна=)

Пригадаємо з алгебри, що лінійно обмежений оператор А такий, що [image: image2317.png]


 називається ермітовим. Користуючись означенням спряженого оператора, перепишемо цю рівність так:

для КЗ х,у: [image: image2319.png](Ax,y) = (x4y)




Наслідок з леми 8.3.4:

Для КЗ обмеженого лінійного оператора В в евклідовому просторі Е [image: image2321.png]ker(B*) = (imB)~




Якщо А ермітів оператор, то[image: image2323.png]



Лема 1

Нехай оператор В в евклідовому просторорі Е задається рівністю [image: image2325.png]Bx = C(x h)h



, де hє Е, С є R, тоді В – ермітів.

◄[image: image2327.png](Bx,y) = (cx,1),y) = clx, )(h,y) =°=F (x,h) (h,cy) = (x,(h, cy)h) = (x (cy,h)B) = (xc(mh)h) =
(% By)



 ►

З алгебри відомо:
Лема 2


Власні числа ермітового оператора дійсні. Приймемо без доведення наступну теорему функціонального аналізу.

Теорема 1

Нехай А – компактний ермітів оператор у деякому гільбертовому просторі, тоді в ортогональному доповненні до [image: image2329.png]


, існує ОНБ з власних векторів А.

Теорема 2 (Гільберт, Шмідт)


Для того, щоб оператор А в гільбертовому просторі Н був компактний і ермітів необхідно и достатньо, щоб існувало ОНБ (hn) в [image: image2331.png]kerA+



  і посдовність (γn) ненульових дійсних чисел таких, що:

[image: image2333.png]Yn—0



  (1)
[image: image2335.png]Ah, = Ynhy



 (2) (так, що γn – власні числа, а hn – власні вектори)

Якщо це виконано, то hn – ОНБ в kerA┴.

◄Необхідність: візьмемо в [image: image2337.png]kerA+



 існуючий за теоремою 1 ОНБ (hn) із власних векторів вектора А. γn => (2). Рівність [image: image2339.png]ARyl = [¥al




[image: image3310.png]


[image: image2341.png](Ahp Ahy) = Yn¥n (AR




, при [image: image2343.png]n#k



 послідовність [image: image2345.png]



Із цих 3ох співвідношень за лемою 8.2.3 виводимо:

Для КЗ ε>0 [image: image2347.png]


скінченна, а це і означає (1). Із (2) маємо за Л2 γn є R при цьому [image: image2349.png]Yn ¥ 0



, бо інакше hn приналежив би kerA
Достатність: стверджувальна лемою рівність [image: image2351.png]Ax = XX, hy)Ahy,



. Перетворимо на 
[image: image2353.png]Ax = Xn¥nlx,hn)hy,



 (3). 

Оскільки за умовою γn є R, то А ермітовий.

З (1) за т.8.4.4 => компактність А

[image: image2354.png]¥ (X, hp) =V"ER (x,yphy) =) (x, ARy ) =2 P (x, A*h™) = (Ax,h,)




що перетворює рівність (3) до вигляду:

[image: image2356.png]Ax = Ll Ax, hy)hy,



, таким чином hn – ОНБ в [image: image2358.png]imA+—+ =51 kerA~



►
Теорема 3


Нехай А – компактний ермітів оператор у гільбертовому просторі Н, а hn– існуючий за Т1 ОНБ в kerA┴ з властивістю (2). Тоді для того, щоб рівняння [image: image2360.png]X = fn + Ax



 (4),

Де f – фіксований заданий елемент простору необхідно і достатньо, щоб справджувалось співвідношення [image: image2362.png]


=>[image: image2364.png]


 (5)

Якщо це виконується, то загальний розв’язок рівняння дається формулою: 
[image: image2366.png](£hn),
e=fr)

+y



 (6)

деf0 - проекція fна kerА, а у – загальний розв’язок рівняння Ау=у, або, що те саме, довільний елемент підпростору ker(1-A)

◄Необхідність: рівність [image: image2368.png]¥n = 1



 означає згідно з (3), що hn – розв’язок рівняння [image: image2370.png]Ay =y




(f, hn)=0 є тв. теорії Фредгольма

Достатність і супутнє твердження:

Оскільки [image: image2372.png]f—ro



 ϵ kerA┴ , то: [image: image2374.png]f—fo=2nF — for hn)




При цьому [image: image2376.png](forhn) =0



 (бо [image: image2378.png]fo € kerA



,  [image: image2380.png]hy € kerA~



) =>[image: image2382.png]=fot+ Zn(fi ha)




 (7)

Позначимо [image: image2384.png]



За умовою (5) [image: image2386.png](f hn)=0



 при n не належить Г

Шукаємо розв’язок рівняння (4) у вигляді [image: image2388.png]X = Xg+ XnCnslnX




Де [image: image2390.png]%€ keTAY = 3, e wanemarre rCrslln




Можемо переписати останню рівність у вигляді [image: image2392.png]%0+ Xy panemure rCaslln +



 (8)

За побудовою: [image: image2394.png]Ay = Yon Cn¥nhn



=>[image: image2396.png]


 (9) =>


[image: image2398.png]AX = YnerCnltnhn +¥



(10)

Підставивши (7), (8), (10) у (4) дістанемо


[image: image2400.png]X0+ XnerCnhn = fo + Znl¥un + (f, h) )y,




[image: image2402.png]X o fo€ kerA



; [image: image2404.png]YnerCn i Enl¥ntn + (F, hp) ) hy € kerA+



=>

[image: image2406.png]


, a[image: image2408.png]Tva



, що перетворює (10) на (6). У цих міркуваннях вираз елемент у не використ., ми спирались лише на (9). Залишається показати збіжність  ряду (6)

Записавши:


[image: image2410.png]{220k

Ser| 22 = o2





[image: image2411.png]DIl < A2





Виводимо із ств. Т. 2 співвіднош. 1, що [image: image2413.png]"~
Ynlcnl < oo



, Тоді  ряд [image: image2415.png]Y ner Cnshn



 збігається►

44. Рівняння з компактним ермітовим оператором у гільбертовому просторі.

пункт 8.6

*/

Розглядаємо рівняння :

x=f+Ax(4), A-ермітів оператор, f-заданий елемент в гільбертовому просторі,

x-шуканий елемент.

//A-називають ермітовим, якщо:А*=А,  (А*-це спряжений оператор (Ах,у)=(х,А*у))

Теорема(необхіна та достатня умова існування розв*язку)

Нехай А- компактний ермітів оператор у гільбертовому просторі Н, 

а ([image: image2417.png]


)-існуючий за Т8.6.1 онб(ортонормований базис) в Кеr[image: image2419.png]


//це ортогональне доповнення ,а не якась пошлость з властивістю:

A[image: image2421.png]


=[image: image2423.png]Vol



. Тоді для того, щоб рівняння x=f+Ax//я думаю що тут має бути «мало розв*язок», але в конспекті просто нічого не написано=)) , де f-заданий елемент простору [image: image2425.png]


 щоб  справджувалися співвідношення [image: image2427.png]fu=1=



 (f,[image: image2429.png]


) (5).

Тоді розв*язок дається формулою: x=[image: image2431.png]fo+3,

Ehn)
miynz1 sy n Y



(6),де [image: image2433.png]fo



-проекція f на Кеr[image: image2435.png]


,а у-загальний розв*язок рівняння Ау=у, або (що те саме) довільний елемент підпростору Кеr[image: image2437.png]((axypna oguumus) — A).




<|Необхідність: рівність [image: image2439.png]


 означає згідно з рівністю Ax=[image: image2441.png]2n¥n (X, Ry ) Ry



(3),що[image: image2443.png]


-розв*язок рівняння А*у=у (а значить і Ау=у),тоді рівність є твердженням з наслідку(8.3.3).

Достатність і супутнє твердження: Оскільки за означенням проекції [image: image2445.png]


-[image: image2447.png]fo€



 Кеr[image: image2449.png]


 то за означенням онб згідно з (8.4.1), маємо [image: image2451.png]


-[image: image2453.png]fo=2:F —fohn)



. При цьому [image: image2455.png](fo, )



=0, бо 

[image: image2457.png]fo€



 Кеr[image: image2459.png]


, [image: image2461.png]


 Кеr[image: image2463.png]Al-=



f=[image: image2465.png]fo + Zner(fo, hn)



.(7)

Позначимо Г={n:[image: image2467.png]Yn ¥ 1



} (f,[image: image2469.png]


) при n[image: image2471.png]


Г .Шукаємо розв*язок (4) у вигляді: x=[image: image2473.png]X0+ TngrCn¥nhtn + ¥



(8)

За побудовою: Ау=[image: image2475.png]Yngr Crlaltn =



 Ау=у (9)

Ах=[image: image2477.png]Y ner Cn¥n¥n



+у (10)

Підставивши (7), (8), (10) в (4): [image: image2479.png]X0+ ZperCatultn = fo+ Tner{ (For 1) +¥nCo) hn=




[image: image2481.png]


 ,[image: image2483.png]


 ,що перетворює (10) на (6).

Ми спирались лише на (9) , вираз елемента у не використовувався.

Залишилося показати збіжність ряду (6):[image: image2485.png]Serl (E2) 12 < 5 per (LE22)





[image: image2487.png]YnlER|1Z =|IF]|?



 (за теоремою 8.4.1). Виводимо із стверджуваного Т2 співвідношення ,що [image: image2489.png]Yin |Cn|* <




Тоді за лемою 8.4.3 ряд збігається.|>

[image: image3311.png]]



45. Інтегральні оператори. Компактність оператора Фредгольма з квадратично інтегровним ядром. Лема про ядро спряженого оператора. Теорема Фредгольма в L2[а,b].
 [image: image3312.wmf]0
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Породжену скалярним добутком    
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норму в L2[a,b]позначимо || • ||l2 : 
(2)

ПростірC[a,b]наділимо чебишовською нормою:

Лема 1. Нормовані просториC[a,b] іL2[a,b] повні. Означення. Заданий рівністю 
[image: image2490.png]Ax(t) = / K(1, 5)2(s)ds

Ax(t) = / K(1, 5)2(s)ds




оператор, а також рівняння           x=f+ Ax
(5)
із таким оператором називається інтегральним (Фредгольма в першому ви​падку і Вольтерра в другому). Функція  K  називається ядром Інтегрального оператора.

Лема 2. Нехай ядро інтегрального опрератора Aнеперервне по парі змін​них ((s,t)Є[a,b]2у випадку (3) і a^ s^ t^ bу випадку (4)). Тоді Aпереводить простірC[a,b] в себе і обмежений.
Означення: Ядро К таке, що      [image: image2491.png]b b
//\K(t,s)\2dtds<oo,




Лема 3. Фредгольмів оператор із квадратично інтегровним ядром перево​дить простір [image: image2492.png]


в себе і є оператором Гільберта - Шмідта.
 Із (3) і (2) маємо за нерівністю Коші - Буняковського:

[image: image2493.png]b
A < ol [ K(05)ds




Якщо [image: image2494.png]r € Ly (<= ||z||L, < 0)



 , то з (2), (7), і (6) маємо [image: image2495.png]|Ax|r, < oo



, тобто[image: image2496.png]Az € Lo



. Цим доведено перше твердження, а заразом і обмеженість А.
Із теорії рядів Фур'є відомо, що в [image: image2497.png]Loa, b]



 існує онб (наприклад тригономе​тричний). Візьмемо довільний онб (hп). Оскільки за умовою (6) при кожно​му[image: image2498.png]=l

(t,-) € Lo



, то за теоремою 8.4.2 і з урахуванням (1), (2)

[image: image2499.png]/ab |K(t,s)ds = Z ‘/ab[((t, $)ha(s)ds





(8)

[image: image2500.png]Toni
9 (2) b 2 b 2
S llAhIE, =D [ 1A (6)Pdt = > A (P ) di

@ [ Now (6)
:/ 3 dt:/ dt/ K (L, 5)[2ds © 0o, »

Hacaimok 1 (i3 memu 3 i Teopemu 8.5.1). @pedeoavmic onepamop 6 Lo|a, b
3 KEAOPATMUMHO THME2POGHUM AIPOM KOMNAKMHUTL.

/a R ) ds





[image: image2501.png]llema 6. Hexati A — ¢ppedeonomic onepamop 6 La|a, 0| 3 adpom K. Todi A*
ppedzonvmic onepamop 3 adpom K*, de K*(s,t) = K(t,s).

< [Catoiayias & (e av) = (A.y)

/a Ay 2 / e / K1, s)o(s)ds —
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SicTaBuBIin Jgemy 6, HacaiIoK 1 1 HacHiIoK 8.3.3, JIOXOJINMO TAKOI'0 BUCHOBKY.
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M020 W00 PIGHANNA

x(t) = f(1) +/ K(t,s)x(s)ds,

Je | € Lola, b, a adpo K sadososvnae ymosy (6), manro pose’azox, neodriono i
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NPABONHCYBAE PIBHICTND
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{ameati.




[image: image2502.png]llema 6. Hexati A — ¢ppedeonomic onepamop 6 La|a, 0| 3 adpom K. Todi A*
ppedzonvmic onepamop 3 adpom K*, de K*(s,t) = K(t,s).

< [Catoiayias & (e av) = (A.y)

/a Ay 2 / e / K1, s)o(s)ds —
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SicTaBuBIin Jgemy 6, HacaiIoK 1 1 HacHiIoK 8.3.3, JIOXOJINMO TAKOI'0 BUCHOBKY.

Hacaigok 5 (Teopema ®Ppejarosibma jiis piBusHus ®Openroabma). Jlas
M020 W00 PIGHANNA
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46.  Ітеровані ядра операторів Фредгольма і Вольтерра. Оцінка норми 
[image: image2503.wmf]n

-го степеня оператора Вольтерра. Існування і єдиність розв’язку рівняння Вольтерра. Вираз розв’язку інтегрального рівняння через резольвенту.

Означення.   Заданий рівність   [image: image2505.png]Ax(2) = [, K(t,5)x(s)ds



                                                       (1)       

                       або                           [image: image2507.png]Ax(t) = [, K(t,5)x(s)ds



                                                       (2)

оператор, а також рівняння        [image: image2509.png]x=f+Ax



                                                                           (3)

із таким оператором називається інтегральним (Фредгольма в першому випадку і Вольтерра в другому). Функція К називається ядром інтегрального оператора. Очевидно, рівність (2) можна записати як (1), доозначивши K(t,s) нулем при s > t. Тому якщо не вимагати неперервності ядра, то вольтеррів оператор буде окремим випадком фредгольмового. Нехай А - фредгольмів оператор з ядром К. Тоді Аn - фредгольмів оператор з ядром Кn, де К1 = К і при n > 1
[image: image2511.png]Kn(t,5) = [, Kn-1(&, DK (x,5)d = [ K(t,1)K,—1(1,5)d1



                                                  (4)

Припустимо, щоK(t,s)= 0 приs >t.Тоді з (4) виводимо за індукцією, що цю властивість мають усі Кn а значить у (4) можна замінити відрізок інтегрування на [s, t].Ми довели таке.

Наслідок 3. Нехай А - вольтеррів оператор з ядром К. Тоді Аn - вольтеррів оператор з ядром Кn, де К1 = К і при n > 1

[image: image2513.png]Kn(t,5) = [ Kn-1(6, DK (z, )7 = [ K(t, DK, (1, 5)d7



                                                      (5)

Лема.   Нехай послідовність (Кn) задається рекурентним співвідношенням (4) і початковим значенням К1  =  К. Тоді для будь-яких [image: image2515.png]nENit=s




[image: image2517.png]Mg (£=s) —

IKn(6,9)] = = =




                                                                                             (6)

де   [image: image2519.png]Mse = SUPs 2z zrze| K (71, T2)1.




Наслідок 4.   Нехай  А – вольтеррів оператор у [image: image2521.png]Cla, b].



  Тоді для будь-якого  [image: image2523.png]n€N




[image: image2524.png]



Доведення.[image: image2526.png]|Amx(0)] = |[; Ka(t, )x(s)ds| < llxll [ K 2,5) ds.




[image: image2527.png]2
Mg,
[ esras s s [




Кінець доведення.

Відоме з математичного аналізу співвідношення [image: image2529.png]



показує разом з наслідком 4, що за умови [image: image2531.png]Mgy < 0



 при достатньо великих  p  буде [image: image2533.png]lA7] <1



.

Теорема 1.    Рівняння Вольтерра       [image: image2535.png]x() = £(£) + [, K(¢t,5)x(s)ds



      із неперервними ядром і вільним членом має єдиний розв’язок на будь-якому відрізку [image: image2537.png][a,b]



 , а значить і на [image: image2539.png]la, o]




Позначимо       [image: image2541.png]R(t,s) =

im=1Kn(t,5)



  (7) і назвемо  R  резольвентою інтегрального оператора з ядром  К, а також інтегрального рівняння (3) із таким оператором. Лема стверджує, зокрема, що для оператора Волтерра ряд у (7) збігається, якщо    [image: image2543.png]Mg < 0.



 Для оператора Фредгольма умова [image: image2545.png]Map(b—a) <1



  забезпечує, як видно з (4) збіжність ряду. Позначимо далі   [image: image2547.png]


Записавши      [image: image2549.png]B=2Xn14"



      виводимо, що В  інтегральний оператор того ж типу, що й  А,  а  R  його ядро. Це дозволяє переписати рівність       [image: image2551.png]


,      якою дається розв’язок рівняння (3), в інтегральній формі: 
[image: image2553.png]x(t) = £(£) + [, R(t,5) f(s)ds



                (для рівняння Вольтерра)
[image: image2555.png]x(t) = &) + [ R(t.5)f (s)ds



                 (для рівняння Фредгольма)

47. Постановка лінійної диференціальної задачі і зведення її до двох простіших задач. Умови існування і єдності розвязку і вираз загального розвязку ЛДЗ з однорідним рівнянням.

Нехай Т- сегмент, замкнений промінь або пряма. У постановці ЛДЗ на Т входять:

· Неперервні  
[image: image2556.wmf]n
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 , f  на T де 
[image: image2557.wmf]0
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 - відмінна від 0 скрізь.

· Лінійні неперервні функціонали 
[image: image2558.wmf]m
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Позначимо 
[image: image2561.wmf]å
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Задача ставиться так:
||Ly = f      (1a)

||
[image: image2562.wmf])

,

1

(

;

m

i

y

M

i

i

=

=

m

  (1b)

(1a) –диференційне рівняння.

(1b) – лінійні додаткові умови, число яких не перевищує порядку рівняння.

Розглянемо окремі випадки задачі (1):
Задача А(однорідне рівняння)

||LU = 0

||
[image: image2563.wmf])
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Задача Б  (однорідні додаткові умови)

||LV = f
||
[image: image2564.wmf])
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Нехай U, V – розвязки задач А та Б відповідно. Тоді з лінійності L, 
[image: image2565.wmf]m

M
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1

, випливає, що

y = U + V є розв’язком задачі (1) (принцип суперпозиції)

Але не кожний розвязок задачі (1) зображується у такому вигляді. Буває, що задачі А та Б не мають розв’язків, а (1) має.

ЛДЗ з однорідним  рівнянням. Нехай Y = (
[image: image2566.wmf]m
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) – деяка фундаментальна система розв’язків рівняння Ly = 0. Шукаємо розв’язок Задачі А у вигляді
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[image: image2568.wmf]n
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 так, щоб U задовольняло початкові умови
Позначимо
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Тоді додаткових m умов рівносильні системі 

[image: image2574.wmf];
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Лема:

Нехай Г – матриця mxn тоді для того, щоб для будь-якого 
[image: image2576.wmf]m
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m

 рівність ГС=μ справджувалась, треба щоб рядки Г були лінійно незалежними.
Лема:Нехай Задача А – не вироджена. Тоді існує форма (
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Тоді загальний розв’язок задачі задається формулою:
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[image: image2580.wmf]0
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- загальний розв’язок однорідної задачі A.

Це є пункти 9.1, 9.2 там Леми1,2 і все підряд.

48. Функція Гріна ЛДЗ з однорідними додатковими умовами. Вираз розв’язку задачі через функцію Гріна.

Розглянемо задачу Б на сегменті [x1,x2]. Припустимо, що вдалося побудувати функцію G змінних [image: image2582.png]x € [x1,x2), & e[x1,x2]



 з такими властивостями:    { задача Б : [image: image2584.png]Lv=f,My=v,i=1..,m



}

1). Для будь-якого [image: image2586.png]felxl, x2[ G(x &)



n разів неперервно-диференційовна по x на кожному з інтервалів [image: image2588.png]Ix1, &L 18 %2



 І всі ці похідні неперервні по парі змінних.

2). [image: image2590.png]¥ (x,x—0)— 6 (x,x+0)=0k=0,..,n—2.



 Диференціювання по 1 змінні.

3). [image: image2592.png](=1 (x,x — (n=1), =—
G600 (x,x = 0) = G D(x,x +0) Mx)



. З першої властивості маємо за теоремою математичного аналізу:

[image: image2593.png]e
0 ()£ ()ig
-0t +]| 6
- f ﬂﬂ“"(x.f)f(f)d{ = 6% (ox ~ 0)7(x) .
dt )y




[image: image2594.png]e

G+ (x,£)F(£)dE, k = 0..nB 0Box p — cTAX

% f ﬂﬂ“"(x.f)f(f)d{ =% 0x+0f() + |, G PeOrE
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Отже, якщо ф-ція [image: image2596.png]


 задається рівністю: [image: image2598.png]v(x) = [ 60, )F(@)d¢ (= [




    (1).

З написаних вище рівностей за властивістю 2). функції  [image: image2600.png]



[image: image2602.png]v'(x) = [7; 6% f(§)ag



…. і так далі, доки застосовна властивість 2).)…

[image: image2604.png]v () = [ 60, )f (§)ag



, з останньої рівності маємо за властивістю 3).: 

[image: image2606.png]v = [ 6P DF (s + 2



.

Припустимо далі таке: 

4). Для будь-якого [image: image2608.png]& G(%3)



 задовольняє однорідне рівняння  [image: image2610.png]LG(x&) =0



. 
Тоді помноживши обидві частини рівності (1) на [image: image2612.png]@y ()



 наступної за неї рівності на [image: image2614.png]


 остаточно на [image: image2616.png]ap(x)



 дістанемо [image: image2618.png]Lv=f.



 При цьому з (1) і лінійності (а також неперервності) всіх [image: image2620.png]


випливає, що [image: image2622.png]M, v(x) = [ MG ©)F(§)dg



. Таким чином, якщо підпорядкувати [image: image2624.png]


 вимозі: 

5). [image: image2626.png]M;G(x, .




, тотожно по [image: image2628.png]


 ([image: image2630.png]


) то за рівністю (1) функція [image: image2632.png]


 задовільнятиме не тільки диф рівняння, але ф додаткові умови задачі Б, тобто буде розв’язком останнього.

Означення Функція [image: image2634.png]


 з властивостями 1).-5). називається функцією впливу вільного члена або функцією Гріна задачі Б на відрізку  [image: image2636.png][x1, x2]



. 

Нижче ми побачимо, що задача Б може й не мати розв’язку, а значить функція Гріна необов’язково [image: image2638.png]


. Покажемо однак, що функцію з властивостями 1)-4) можна побудувати завжди (і не єдиним чином). 

Беремо довільну ФСР    [image: image2640.png]= (r1ly2]...|yn)



 однорідного рівняння [image: image2642.png]


 і шукаємо [image: image2644.png]


 у вигляді:

[image: image2646.png]


 (2)  або, що те саме, але у спрощеному записі: [image: image2648.png]X)R(), ¢ <
6=y (R(or e >,



  де [image: image2650.png]


, [image: image2652.png]


.

Така функція [image: image2654.png]


за побудовою має властивості 1) і 4). Властивості ж 2) і 3) виражаються для неї рівностями:

[image: image2655.png]



[image: image2656.png]



[image: image2657.png]y(»=2(R-5)





[image: image2658.png]1
y-(R—5) =
@




Увівши функцію [image: image2660.png]


можемо записати ці n рівностей як одну [image: image2662.png]®(R-S) =




. Звідки
[image: image2664.png]


 (3) (у чисельнику останній стовпчик оберненої матриці до матриці Вронського).

Таким чином завжди можна підібрати RiS так, щоб задана рівністю (2) функція  [image: image2666.png]


мала властивості 1) - 4) і при цьому залишається ще m ступенів вільності, щоб  спробувати задовольнити умову 5).

При n = 2

[image: image2668.png](;’:’11;’;22) “’7"#(’3’1 ﬁ

Wysyz

)



 що перетворює формулу (3) до вигляду:

[image: image2670.png]R-5)=

1 (YL
e Sl




  (n=2)  (4).

49. Функція Гріна не виродженої крайової задачі другого порядку з розщепленими умовами.  Явний вираз і єдиність розв’язку задачі.

Візьмемо фср [image: image2672.png]O 1y2)



 із властивістю (3)     [image: image2674.png]{Mm

# Myy,(3a)
Myy1 % 0 = Myy,(3b)





[image: image2676.png]O 1y2)



(3)
[image: image2678.png]6(x, §) = 1R+ 72 0ORE) .



(9.3.2)
Задана властивістю (2) функція G матиме властивості (1),(4) і (5) якщо покласти [image: image2680.png]R1(£),52(&)




. Тоді перепозначивши R2на А, Sна B, можемо переписати (2) наступним чином:

[image: image2682.png][y2(x)AlE), & < x,

608 = [ B@)E > x



(4) функція Гріна
[image: image2684.png](7
R-s=2—(,))




(9.3.4)
За таких позначень (і при R1=0=S2), рівність (9.3.4) перетворюється на пару скалярних рівностей.
[image: image2685.png]R-s=(22)=(%




[image: image2687.png]Wy,

aWy, y,



, що дозволяє записати рівність (4) у вигляді:

[image: image2689.png]AL et
PEGI—)

6(x,8)



(5)
Підставивши (5), або, що те саме, (4), із знайденими А і В у формулу (9.3.1):[image: image2691.png]v() = [/ 6(, OF(§)as



, у якій V перепозначивши на y дістанемо:
[image: image2693.png]= X _YalSIrie) ¥2__YalOIre)
y() =20 [ e T [ T s



(6)
Теорема 1. Нехай задача (1), для якої виконана умова (2), невироджена, тоді для [image: image2695.png]Vf € Clxy,x,)



розв'язок задачі існує і дається формулою (6), де [image: image2697.png]O 1y2)



 - існуюча за лемою (2) фср з властивістю (3) однорідного рівняння [image: image2699.png]


.

◄ Існування і формулу (6) виведено вище. Нехай [image: image2701.png]vy



і [image: image2703.png]2



 - розв'язки задачі. Позначимо [image: image2705.png]v — v



 - це за побудовою розв'язок повністю однорідної задачі (1),а вона за припущенням невироджена і за лемою (9.4.1) має тільки нульовий розв'язок. ►

Формули та теореми(леми), що використовувались:

Лема 9.4.1.  Для того, щоб повністю однорідна задача

[image: image2706.png]



Мала ненульовий розв'язок необхідно і достатньо щоб вона була виродженою. (*Тут істотно, щоб [image: image2708.png]


, тобто число додаткових умов було рівним порядку рівняння*)

Лема 2. Нехай задача (1) невироджена. Тоді [image: image2710.png]


 має таку фср [image: image2712.png]O 1y2)



 з властивістю [image: image2714.png]{Mm

# Myy,(3a)
Myy1 % 0 = Myy,(3b)
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50. Лема про вронскіан. Необхідна умова існування розв’язку крайової задачі

Приклад задачі, в якій ця умова порушується.

Умова 
[image: image2715.wmf]i
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 називається крайовою, якщо 
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- деякі числа –ЛДЗ , всі додаткові умови якої крайові, називається крайовою. Розглянемо крайову задачу
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  (1а) і (1б) 

На 
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   (2)  Умови (1б) не тільки крайові, але й розщеплені.

Лема1(про вронскіан): Нехай функції 
[image: image2724.wmf]]
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 задовольняє умови (1б), а коефіцієнт в ній – умову (2), тоді 
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Доведення: за припущенням 


[image: image2727.wmf]ï
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[image: image2728.wmf]2
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При кожному із значень 
[image: image2729.wmf]i

, цю пару рівностей можна розглядати як систему рівнянь відносно 
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, за умовою (2) вона має не 0-вий розвязок. А значить її визначник (
[image: image2731.wmf])
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Лема2: Для того, щоб задача (1) (за умови (2)) мала розвязок необхідно щоб будь-який розвязок u повністю однорідної задачі справджував рівність:
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Доведення: позначимо 
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. За умовою (8) 
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. Нехай 
[image: image2738.wmf]y

- розвязок задачі (1). Тоді замінивши f лівою частиною рівності (1а), дістанемо:
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[10]. За вибором 
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Але Lu=0 за вибором u.   Доведено.

Приклад1:
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Застосуємо Лему 2 до прикладу1: f=1
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(7) не виконується.

51. Поняття спектральної задачі. Задача Штурма – Ліувіля. Леми про диференціальний оператор (інтегрування частинами) і про скалярний добуток в [image: image2749.png]Ly(la,bl, p)



 власних функцій задачі. Властивості власних елементів задачі ШЛ.

Повністю однорідна ЛДЗ, у якій рівняння або додаткові умови залежать від параметра, називається спектральною. Шуканими в ній є не ненульові розв'язки (власні функції) і значення параметра, при яких вони існують (власні числа). 

Найважливішою з них є задача Штурма-Ліувілля:  [image: image2751.png](1a)
aX(x)+ BX'(x) =0, i=12 (16)
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Тут [image: image2753.png]—q (2 pECInxl @peClynl pECkLx) p>0; p>0





[image: image2756.png]l;| +16:1 > 0,i =12 (3)



– дійсні числа, такі, що   . 
Пригадаємо, що простір [image: image2758.png]Ly [x1,%,]



 евклідів (і, навіть, гільбертів) зі скалярним добутком

[image: image2760.png](w,v) = [7u(x)v()dx (4)



. 

Лема 1. Для [image: image2762.png]Yu,v € C2xy,xo): (A, v) = (u,Av) — W3]



.

[image: image2763.png]=GuDi- [ P | =@l - [ W) e,





Розглянемо узагальнення простору [image: image2765.png]La(lx1,x2L.0)



 – простір квадратурно-інтегровних, з вагою [image: image2767.png]


, функцій, тобто функцій [image: image2769.png]


, таких, що [image: image2771.png][
. Iu
2120
(x)dx



 – це також евклідів простір зі скалярним добутком [image: image2773.png](W) = [ Fu(v()p()dx (6)



.

Лема 2. Нехай  функції [image: image2775.png]Xy, X5 € C*[xy,x,]



 задовольняють умові (1б), а коефіцієнти в (1б) задовольняють (3). Припустимо, що [image: image2777.png]344,42 € (



:  [image: image2779.png]


, тоді [image: image2781.png]2 (X3, X3)p = A2(X1, X2),



.

[image: image2783.png]


 Оскільки числа  [image: image2785.png]


– дійсні, то [image: image2787.png]


 також задовольняє умови (1б), тоді з (3) маємо за Лемою 9.4.3: [image: image2789.png]


. При цьому, за умовою [image: image2791.png](axy,x5)

(M X3, X2) = 24 (X1, X3) pi (Xy, AXp) = (X3, 05X5) (Xy,X5),.m





Лема 3. Нехай [image: image2793.png]


 – комплексно-значна власна функція задачі Штурма-Ліувілля, відповідаюча дійсному власному числа [image: image2795.png]


. Тоді [image: image2797.png]ReZ,ImZ2



 – також власні функції (для того ж [image: image2799.png]A)



.

[image: image2801.png]


 Оскільки числа  [image: image2803.png]


– дійсні, то ці функції, як і [image: image2805.png]


, також задовольняють умови (1б), при цьому [image: image2807.png]AReZ +1ImZ =A2Z=—-ApZ =

-ApReZ —iApImZ = ReZ,Im 2



 задовольняють [image: image2809.png](1).m




Лема 4. Нехай функції [image: image2811.png]


 такі, як у задачі Штурма-Ліувілля,
 тоді [image: image2813.png]Wby, by € (



 задача Коші [image: image2815.png]


 має єдиний розв’язок. 

[image: image2817.png]


За теоремою Вейерштрасса [image: image2819.png]3x, € [xq,x,]



 таке, що [image: image2821.png]plx.) = MiNyele, 2 1p(%).



 За припущенням про [image: image2823.png]plx.) >0,



 тоді переписавши згідно з (2) рівняння Коші: [image: image2825.png]py" +p'y'+(Ap—qly =0



 виводимо твердження леми з Наслідку 5.1.3.[image: image2827.png]



Означення.  Пара [image: image2829.png]<AX >



, де [image: image2831.png]


 – власне число, а [image: image2833.png]


 – відповідна йому власна функція, називається власним елементом спектральної задачі.

Властивості власних елементів задачі Штурма-Ліувілля.

1. Власні числа задачі дійсні.
[image: image2835.png]


Нехай [image: image2837.png]<AX >



 - власний елемент, тоді за Лемою 2: [image: image2839.png]



2. Відповідаючі різним власним числам власні функції ортогональні з вагою [image: image2841.png]


 (відносно скалярного добутку).
[image: image2843.png]


 Нехай [image: image2845.png]< Xy =k =1,2



 - власні елементи, тоді за Лемою 2 і Власт.1:[image: image2847.png](A4=22) (X1, X3),




. Отже, при [image: image2849.png]I # Az



 буде[image: image2851.png](X1, X2),




. [image: image2853.png]



3. Кожному власному числу відповідає одна, з точністю до сталого множника, власна функція.
[image: image2855.png]


Нехай [image: image2857.png]<Xy =



 і [image: image2859.png]<A, Xp >



 - власні елементи. За Лемою 9.4.3 (про Вронскіан) стовпчики матриці [image: image2861.png]X (x1) Xz(n))
(X; (x2) Xa(x2),



 лінійно-незалежні, тобто [image: image2863.png]


 числа [image: image2865.png]€1, C;



 такі, що [image: image2867.png][Cyl+1C2l =0



 і [image: image2869.png]C1X1(xy) + CoXa(xy)
€y Xy () + CoX3(xy) = 0




. Позначимо: [image: image2871.png]X = Cy Xy + CoX;



. За побудовою ця функція є  розв'язком задачі [image: image2873.png]


. Очевидно тотожній нуль є розв’язком цієї задачі. За Лемою 4 інших розв’язків ця задача не має. Отже, [image: image2875.png]


і [image: image2877.png]


 – пропорційні. [image: image2879.png]



Наслідок 1 (з Властивостей 1 і 3, Леми 3). Кожному власному числу задачі Штурма-Ліувілля відповідає принаймні одна дійсна функція.

--

Лема 9.4.3 (про Вронскіан). Нехай  функції [image: image2881.png]uy, Uy € C*[xg, %]



 задовольняють умові крайової задачі (9.4.1б), а коефіцієнти в ній задовольняють[image: image2883.png]le;| +16:1 > 0,1 =12



, тоді [image: image2885.png]Wi, () =0, i =12



.

Наслідок 5.1.3. Задача Коші [image: image2887.png]le1



 має єдиний розв'язок на будь-якому допустимому відрізку,що містить розв'язок [image: image2889.png]


.
52. Зв’язок між власними елементами задачі ШЛ і фредгольмового оператора. Існування в 
[image: image2890.wmf])

],

,

([

2

r

b

a

L

 ортонормованого базису з власних функцій задачі ШЛ.

Нехай задача: [image: image2892.png]" Ly=aoy +a.y +axy=flla)
My = ayy(x) + By'(x) =0 (16)



,   (де [image: image2894.png]la;| +1B:1 = 0,a0(x) > 0



) на [image: image2896.png][xy, x,]



 невироджена.  Візьмемо ФСР: ([image: image2898.png]y11¥2



)     Ly = 0    таку, що [image: image2900.png]My, =0 # Myy;



,        [image: image2902.png]May, # 0 = My,



,   [image: image2904.png]aoWyey,



, тоді рівність 9.4.5 ([image: image2906.png]= e

6= G ®



)можна переписати так:  [image: image2908.png]G(x, &)



=[image: image2910.png]y1(xAE)y2 (xVE)P(£)(2)




Формула Остроградського – Ліувілля: [image: image2912.png]=(pag) =pa; (3)




Лема 1

Нехай задача 1 невироджена, тоді для того щоб пара [image: image2914.png]<Ax>



була власним елементом спектральної задачі  [image: image2916.png](4a)
i=12 (46)




 щоб функція [image: image2918.png]


 задовольняла рівняння:

[image: image2920.png]=2 [ Gl )X (©)as



    (5)
Доведення: теорема 9.4.1 (Нехай задача 1 невироджена. Тоді для будь-якої [image: image2922.png]f € Cheier)



 розв’язок задачі ( єдиний.) стверджує еквівалентність у розв’язках (1) [image: image2924.png]y(x) = [, 6(x Of©)ae



 . Перепозначивши y на Х і поклавши [image: image2926.png]


(1(а) перетворюється на (4а)), отримаємо останню рівність на (5).

Зауваження 1 Лема 9.4.1 стверджує про невиродженість задачі (1), що 0 не є власним числом задачі (4).   [image: image2928.png]J(x, £), J*(x,6) =] (£,%)




. У пункті 8.7 ермітовою називають таку функцію, що [image: image2930.png]


.

Наслідок1: для того, щоб оператор  Фпедгольма [image: image2932.png]Ly [x1,%,]



 ,був ермітовим необхідно і достатньо, щоб його ядро було ермітовим.

Лема 2    Нехай А – оператор Фредгольма в [image: image2934.png]Ly [x1,%,]



 з квадратно інтегрованим ермітовим ядром К, тоді  існують ОНБ ([image: image2936.png]


)     у [image: image2938.png]ker A+



 і послідовних ([image: image2940.png]Vn



) ненульових дійсних чисел такі, що [image: image2942.png]Ahyp = Ynhs,



 (6)  .  Має місце розклад: [image: image2944.png]K(x,8) = Zn¥nhn (X7, (€)



  (7), де ряд збігається середньоквадратично(тобто за нормою простору  [image: image2946.png]La([x1,%2] X [x1,%2])



)

Доведення:  за наслідком 1 А термітів, а також А компактний.   Позначимо [image: image2948.png]K.=K(x)



 тоді [image: image2950.png]


g[image: image2952.png]€ Ly(K,,g) = K(x,£)g()ds= Ag(x) =K, € kerA*



([image: image2954.png]Ko (@) = Znl ks ) 1 (€) = E Al () ()



( тоді [image: image2956.png]K(x,8) = ZpAhp(x)hn()



((7)

Теорема 1   Нехай задача 1 невироджена, тоді для того щоб пара[image: image2958.png]<Ax>




Була власним елементом задачі (4) необхідно і достатньо щоб задана рівністю [image: image2960.png]=/px(8)



 функція задовольняла рівняння [image: image2962.png]


  (9), дде А – Фредгольмів  оператор в [image: image2964.png]Ly [x1,%,]



 з ядром   [image: image2966.png]K(x,8) = \[p(x)y1 (x/\E)y, (xV&)/p(€)



    (10)
Доведення: з огляду на зауваження (1) рівність (9) із означеним вище оператором А рівносильна такій:  [image: image2968.png]VPIX () = =2 [ () (xEy2(xVE) p() h(€) e



( те саме, що (5). Тепер твердження теореми випливає з леми 1.

Зауваження 2  Помноживши обидві частини (4а) на [image: image2970.png]


 бачимо, що це окремий випадок 9.5.1 ([image: image2972.png]Ax = —ipx
"fo aX(x)+BX'(x)=0, i=12



), а саме [image: image2974.png]= +pay = +pa;
A= pao+par



.   (має вигляд: [image: image2976.png]p=pao, q=—pay



.      Таким чином (4) задача Штурма-Ліувілля. Для довільної і інтегрованої функції [image: image2978.png]


 і для довільного обмеженого оператора А в [image: image2980.png]Ly(lx1,x2),%)



позначимо:

[image: image2982.png]Up(A) =V € La(lxy,x2),x): YV € kerA (U,V), = 0;



так що [image: image2984.png]Uy (A) = kerA-



.

Лема 3     Нехай задача 1 невироджена, а А і К такі як у теоремі 1, тоді [image: image2986.png]Up(A) = Ly(lxy,x21p0)




Доведення: «(1) невироджена»  ( «рівність [image: image2988.png]y() = [, 6(x Of©dg=0



можлива тільки [image: image2990.png]


»  (те саме для К ([image: image2992.png]kerA =

{0}




Теорема 2   Нехай задача 1 невироджена, тоді ( ОНБ в [image: image2994.png]La(lx1,x2L.0)



, тоді послідовність ненульових дійсних чисел таких, що [image: image2996.png]|LXn = —/nXn (11a)
" Mx,= 0 (116)



(тобто [image: image2998.png]< A X >



- власні елементи задачі Штурма –Ліувілля(4). Ці власні елементи пов
‘язані з власними елементами означеного в теоремі 1 оператора А рівностями  [image: image3000.png]|



, [image: image3002.png]


)
Доведення:  очевидно відповідність [image: image3004.png]ge



є ізоморфізмом Гільбеотових просторів [image: image3006.png]Ly [xy,x,]



 і [image: image3008.png]La(lx1,x2L.0)



. [image: image3010.png]Uy(A) e U, (A)



. Візьмемо [image: image3012.png]Uy (4)



 існуючий за лемою 2 ОНБ ([image: image3014.png]


), тоді [image: image3016.png]


 ОНБ в [image: image3018.png]U,(A),



а це рівне [image: image3020.png]La(lx1,x2L.0)



(з урахуванням теореми 1 випливає теорема 2.

Наслідок 2:   Нехай задача 1 невироджена, тоді  [image: image3022.png]POT TS
(13)




, де [image: image3024.png]< A X >



 такі як у теоремі 2.

Доведення: (2),(8)([image: image3026.png]68




 з урахуванням (7),(12) випливає теорема (13).

53. Розклад функції Гріна невиродженої крайової задачі з розщепленими умовами по власних функціях задачі Штурма – Ліувіля. Приклад.

Теорема 2. Нехай задача (1) :

[image: image3027.png]Ly=apy"+a1y' +ay=f



    [image: image3028.png]:y(x) + By’ (x) =0





невироджена, тоді [image: image3030.png]


 ОНБ  ([image: image3032.png]


) в [image: image3034.png]La(lx1, x2L.p)



, тоді послідовність ([image: image3036.png]


) ненульових дійсних чисел таких, що:

[image: image3037.png]"Mx 0212




Тобто [image: image3039.png]


 - власні елементи задачі Штурма-Ліувіля: [image: image3041.png]


  (2). Ці власні елементи пов’язані з власними елементами, позначеними в теоремі 1 оператора А рівняннями: [image: image3043.png]


; [image: image3045.png]


  (3)

Доведення: 

Очевидно рівність g[image: image3047.png]<



 є ізоморфізмом гільбертових просторів [image: image3049.png]Ly [xy,x,]



 і [image: image3051.png]Ly(lx1,x2), p)



 і [image: image3053.png]v (4) © v, (4)



. Візьмемо [image: image3055.png]v1(4)



 існуючий за Лемою 2 ОНБ ([image: image3057.png]


) із властивістю          [image: image3059.png]Ahyp = Ynhs,



, тоді: [image: image3061.png]


) – ОНБ в  [image: image3063.png])
v, (A



. А це за Лемою 3 [image: image3065.png]Ly(lx1,x2), p)



 за теоремою 1 [image: image3067.png]


 доведено.

Наслідок 2: нехай зад. (1) – невироджена, тоді  G(x, ξ) = -[image: image3069.png]p(2) Z"x.(xm



  (4),  де [image: image3071.png]


 такі, як і у теор. 2.

Доведення: G(x, ξ) = [image: image3073.png]y1{x A&y (xVE)p(£)(5)



  і [image: image3075.png]=./pX (6) =>



   G(x, ξ) = [image: image3077.png]15]
G0




 за [image: image3079.png]K(x,8) = En¥nhn(x)hn($)



 і (2)  [image: image3081.png]


(4).

Приклад 1. Побудувати функцію Гріна задачі:

[image: image3082.png]"y(D) :7y(1) 0




Перший спосіб: функції [image: image3084.png]


 утворюють [image: image3086.png]


 тому, що:

[image: image3087.png]y1(0) =0 = y,(1),



   [image: image3088.png]y2(0) # 0 = y,(1).



  Для них [image: image3090.png]


, тоді за формулою (5)  G(x, ξ) = [image: image3092.png]xAExvE— XE— x AL




Другий спосіб: записуємо задачу Штурма-Ліувіля:  [image: image3094.png]


.

Знаходимо власні числа і нормовані власні функцї:

[image: image3096.png]An = (nm)? X, (x) = V2 sinnmx



, тоді за формулою (4):   G(x, ξ) = [image: image3098.png]



Теорема 1: нехай задача (1) не вироджена, тоді для того, щоб пара [image: image3100.png](4, x)



 були власним елементом задачі (2) необхідно і достатньо, щоб задана рівністю (6) функція задовольняла рівняння:

[image: image3102.png]i



, де A – фредгальмів оператор в [image: image3104.png]Ly[xy, x,]




з ядром [image: image3106.png]K(x,8) = Jp@y1(x Ay (x v £)y/p(E)



.

54. Необхідна і достатня умова існування розв’язку виродженої крайової задачі з розщепленими умовами. Вираз загального розв’язку.

Теорема. Для того щоб вироджена задача (1) мала розв’язок, необхідно і достатньо, щоб 

[image: image3108.png]s Xo(f ()p(x)dx =




  (2),

 де [image: image3110.png]


 – відповідаюча  власному числу λ0=0 власна функція задачі Штурма-Ліувіля. Якщо це виконано, то загальний розв’язок задачі (1) дається формулою:

[image: image3112.png]y(x) = CXo(x) + [, Goer)f(D)de



       (3),

де С – довільна стала,

[image: image3114.png]Go(x18) = =p(&) Tnzo™ 3"
A,



              (4).

Доведення. Необхідні умови  (2) є твердженням леми (9.4.3) про вронксіан (δ=ρ);

Достатня умова і супутне твердження:

За теоремою функції Хn утворюють ОНБ в L2([image: image3116.png][xy, x,]



,ρ). За умовою (2) розкладу f по одному усьому ОНБ не містить [image: image3118.png]X



, тобто

[image: image3120.png]=0l Xn ) X,




                                  (5).

Нехай у задається рівністю (3) . її можна, з урахуванням (4), переписати:

[image: image3122.png]=CXp = Znzolf 1 X)X [An




,

тоді [image: image3124.png]M;y=0



, i=1,2 , при цьому
[image: image3126.png]Ly = CLXo = Xnzolf, Xn)LXy [ An



=[image: image3128.png]Yzl [ X)Xy = f



.

Залишається показати, що (3) дає загальний розв’язок:

Нехай v- розв’язок задачі (1). Позначимо   [image: image3130.png]y(x) = v(x) - [, Golx, O)f (§)d¢



.

Тоді , за вже доведеною і за вибором v, [image: image3132.png]M;y=0



 і  [image: image3134.png]


 =>
У –власна функція для числа 0. За властивістю задачі Штурма-Ліувіля (кожному власному числу відповідає одна(з точністю до сталого множника) власна функція) у пропорційна [image: image3136.png]


.

Доведено.

Задача (1):

Т- відрізок або промінь, або вся пряма; неперервні а0,…,аn,fна Т;

Лінійно неперервні функціонали М1,…,Мm (m≤n) на Cn-1(T) і числа μ1,…, μm.
Задача складається з диференціального рівняння Ly=f, де [image: image3138.png]L=5 o



 і додаткових умов [image: image3140.png]


.

Окремі випадки задачі (1):

Задача А(однорідне рівняння)

[image: image3141.png]



Задача Б(однорідні додаткові умови)
[image: image3142.png]



Якщо u і v розв’язки цих задач, то зважаючи на лінійність функціонального оператора L, рівність y=u+v дає розв’язок задачі (1), але не обов’язково кожен розв’язок задачі (1) зображується у такому вигляді. Буває, що у одної з задач (А чи Б) розв’язків немає, а рівняння (1) – має. 

Лема 1. Для того щоб повністю однорідна задача [image: image3144.png]



мала не нульовий розв’язок необхідно і достатньо, щоб вона була виродженою

/* Тут істотно, що m=n( число додаткових умов дорівнює порядку рівняння)

55. Лема про достатню умову рівномірної абсолютної збіжності розкладу функції 
[image: image3145.wmf]Bg

 по власних функціях оператора 
[image: image3146.wmf].

B

 

Лема 2 ОНБ.

Нехай [image: image3148.png]


 - оператор Фредгольма в [image: image3150.png]L,[xq,x-]



 з квадратичним інтегровним ермітовим ядром [image: image3152.png]


, тоді [image: image3154.png]


-ть ОНБ ([image: image3156.png]


) у [image: image3158.png]ker AL



 і послідовність [image: image3160.png]


 ненульових власних чисел таких, що: [image: image3162.png]X(x) = -2 [, G(x,)X(¢)ds



,  [image: image3164.png]Ah,

Yl



(тобто [image: image3166.png]


 – власна функція, а [image: image3168.png]


 – власне число), має місце розклад: [image: image3170.png]K(x,&) = Sp¥nha(X)h, (&)



, де ряд збіжний середньоквадратичному (тобто за нормою простору [image: image3172.png]Lo([xq,x2] % [xq,x5])



 ).
Задача (1):
[image: image3174.png]|w5m/’+a,/+aff (1a)
Moy=ary(x)+ By’ () =0 (18)



,[image: image3176.png](la;| + 18;] = 0,aq5(x) > 0)



 на [image: image3178.png][x4,x5]



 невироджена (2).
Теорема 9.4.1

Нехай задача (1), для якої обираємо умову (2), невироджена. Тоді для [image: image3180.png]V f € C[xq,x,]



 існує єдиний розв’язок, і дається формулою:

[image: image3182.png]= ¥ _yalSfie) ¥2_ yalOFE)
y() =y200 [, e E s de + (0 [ 2 s ag



 (6), де [image: image3184.png]


 – існуюча за Лемою (2) ФСР однорідного рівняння з властивістю (3) однорідного рівняння [image: image3186.png]Ly



. 
Лема (2). Нехай задача (1) невироджена. Тоді [image: image3188.png]Ly



 має таку ФСР [image: image3190.png]


 з властивістю:

[image: image3191.png]{M:Y: =0=My, (3a)
Moy, 0= Myy, (36)




Теорема 3
Для того, щоб вироджена задача (1) мала розв’язок, необхідно і достатньо, щоб [image: image3193.png][ee XoGF () p(x)dx =




 (14), де [image: image3195.png]


 – відповідаюча власному числу [image: image3197.png]


власна функція задачі Штурма-Ліувіля (4). Якщо це виконано, то загальний розвязок задачі (1) дається формулою: [image: image3199.png]y(x) = CXo(x) + [ 7 Go(x,8) £ (§)ag



 (15), де [image: image3201.png]


 - довільна стала, [image: image3203.png]Go(%,8) = —p(§) T D
=



 (16).
Теорема 2
Нехай задача (1) невироджена, тоді [image: image3205.png]


 ОНБ [image: image3207.png]


в [image: image3209.png]Lo([x4,x,],p)



, тоді послідовність [image: image3211.png](A,,)



ненульових чисел таких, що:

[image: image3213.png]Lin=—Min - (11a)
MA =012 (118)



, тобто [image: image3215.png]


 - власні елементи задачі Штурма-Ліувіля (4). Ці власні елементи пов’язані з власними елементами, позначеними в теоремі 1 оператора А рівняннями: [image: image3217.png]s



, [image: image3219.png]


 (12).

Лема 4(про достатню умову рівномірної абсолютної збіжності розкладу функції [image: image3221.png]Bg



 по власних функціях оператора [image: image3223.png]


).
Нехай [image: image3225.png]


 – Фредгольмів оператор в [image: image3227.png]L,[xq,x-]



з ермітовим ядром [image: image3229.png]


таким, що [image: image3231.png]e e U 1PdE < oo

vesx Sxg s



    (18).

Тоді для [image: image3233.png]Vg € Lp[xy,x5]



функція [image: image3235.png]Bg



розкладається в рівномірний і абсолютно збіжний ряд по власним функціям оператора [image: image3237.png]


.

Доведення. Нехай [image: image3239.png]


 – існуючий за лемою 2 ОНБ [image: image3241.png]ker B+



такий, що [image: image3243.png]Bq,

B



 (19). Тоді, як показано в доведенні леми 2:
[image: image3245.png]T Y = B ol (RepiERBeceatR)
) = Ban e i .
5B, 02000 = £t e s 50, (12 < [ G Dz S, 27 SiBa, (IR <o

T845 (Tindepra-Liiars) e
e e Bg = 3.(Bg,q,)Bq,



, де ряд збігається рівномірно і абсолютно. Тепер твердження леми випливає із (19).

56.Теорема Стеклова.
Нехай функція [image: image3247.png]


 двічі неперервно-диференційована і задовольняє умові (1б), тоді вона розкладається в рівномірний і абсолютно-збіжний ряд по власних функціях задачі Штурма-Ліувіля (4).

Доведення. Введемо позначення: [image: image3249.png]


 (виражається через[image: image3251.png]


 так само, як[image: image3253.png]


через [image: image3255.png]


); [image: image3257.png]


 – оператор Фредгольма з ядром [image: image3259.png]


; [image: image3261.png]


, тоді:

[image: image3262.png]Joy= AlVpf] v mesupomxenomy sunanky (T.9.4.1)
C/pxo+Aolypf] v enpomxenomy eunanxy (T.3)




Твердження теореми [image: image3264.png]


 з Леми 4 [image: image3266.png]


і теореми 2.
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[image: image3318.png](L) = A(t) x 2(1)
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[image: image3330.png]T =
I = ma (1)
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